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ପ୍ରାକ୍କଥନ
ଶହଶହ ବଷ୍ଷ ଧର ିମାନବଜାତ ିଓ ସମାଜର ଅଗ୍ରଗତ ିଏବଂ ବସି୍ାରବର ଇଞି୍ନୟିରଂି ଏକ ଗୁରୁତ୍ୱପୂର୍୍ଷ ଭୂମିକା 
ଗ୍ରହଣ କରଛି।ି ଭାରତୀୟ ଉପମହାବଦଶବର ସଷୃ୍ଟ ଇଞି୍ନୟିରଂି ଚନି୍ାଧାରା ଜଗତ ଉପବର ଏକ ଚନି୍ାଶୀଳ 
ପ୍ଭାବ ପକାଇଛ।ି
ଅଖିଳ ଭାରତୀୟ ବବୈଷୟିକ ଶକି୍ଷା ପରଷିଦ [All India Council for technical Education 
(AICTE)] 1987ବର ଆରମ୍ଭ ବହବା ପରଠାରୁ ବବୈଷୟିକ ଶକି୍ଷାର ଛାତ୍ରଛାତ୍ରୀମାନଙୁ୍ ସାହାଯ୍ୟ କରବିାବର 
ସବ୍ଷଦା ଅଗ୍ରଣୀ ଭୂମିକା ଗ୍ରହଣ କର ି ଆସଛି।ି AICTEର ଲକ୍ଷ୍ୟ ବହଉଛ ି ଗୁଣାତ୍ମକ ବବୈଷୟିକ ଶକି୍ଷାକୁ 
ବପ୍ାତ୍ାହତି କରବିା ଏବଂ ଏହା ମାଧ୍ୟମବର ଶଳି୍ପ ଜଗତକୁ ଶୀଷ୍ଷ ସ୍ାନବର ପହଞ୍ାଇବା। ସବବ୍ଷାପର ିଆମର 
ପି୍ୟ ମାତୃଭୂମି ଭାରତକୁ ଏକ ଆଧୁନକି ବକିଶତି ରାଷ୍ଟ୍ରବର ପରଣିତ କରବିା। ଏଠାବର ଉବଲେଖ କରବିା 
ଅନୁଚତି ବହବ ନାହିଁ ବଯ ଯନ୍ତୀମାବନ ଆଧୁନକି ସମାଜର ବମରୁଦଣ୍ଡ। ଉତ୍ତମ ଯନ୍ତୀ ଅର୍ଷାତ୍ ଉତ୍ତମ ଶଳି୍ପ ଏବଂ 
ଉତ୍ତମ ରାଷ୍ଟ୍ର। 
ଜାତୀୟ ଶକି୍ଷାନୀତ-ି୨୦୨୦ର ପରକିଳ୍ପନା ବହଉଛ ିବଦି୍ୟାର୍ଷୀଙୁ୍ ଭାରତର ସାମ୍ିଧାନକି ବ୍ୟବସ୍ା ଅନୁଯାୟୀ 
ନଜି ଭାଷାବର ଶକି୍ଷା ପ୍ଦାନ କରବିା, ଯାହାଦ୍ାରା ପ୍ବତ୍ୟକ ଛାତ୍ରଛାତ୍ରୀ ଜ୍ଞାନାର୍୍ଷନବର ଯବରଷ୍ଟ ସମର୍ଷ ଓ ଦକ୍ଷ 
ବହାଇପାରବିବ ଏବଂ ଜାତୀୟ ଅଭିବୃଦ୍ ିତରା ବକିାଶ ଦଗିବର ସହବଯାଗ କରପିାରବିବ।
ଗତ କଛି ିବଷ୍ଷରୁ AICTE ନରିନ୍ର ଭାବବର କାଯ୍ଷ୍ୟ କରୁଥିବା ବକ୍ଷତ୍ରଗୁଡକି ମଧ୍ୟରୁ ବଗାଟଏି ବହଉଛ ିଏହାର 
ସମସ୍ ଇଞି୍ନୟିରଂି ବଦି୍ୟାର୍ଷୀଙୁ୍ ଭାରତୀୟ ଭାଷାବର ଉଚ୍ଚମାନ ତରା ଉଚତି ମଲୂ୍ୟର ଆନ୍ଜ୍ଷାତୀୟ ପୁସ୍କ 
ପ୍ଦାନ କରବିା। ଏହ ି ପୁସ୍କଗୁଡକି ବକବଳ ସହଜ ଭାଷା, ବାସ୍ବ ଜୀବନ ସମ୍ଳତି ଉଦାହରଣ, ସମଦୃ୍ 
ବଷିୟବସୁ୍କୁ ଧ୍ୟାନବର ରଖି ପ୍ସୁ୍ତ କରାଯାଇନାହିଁ ବରଂ ଏହ ିନତିଦିନିଆି ପରବିତ୍ତ୍ଷନଶୀଳ ଦୁନଆିବର ଶଳି୍ପର 
ଆବଶ୍ୟକତାକୁ ମଧ୍ୟ ଦୃଷି୍ଟବର ରଖାଯାଇ ପ୍ସୁ୍ତ କରାଯାଇଛ।ି ଇଞି୍ନୟିରଂି ଏବଂ ବଟବକନାବଲାଜ-ି 2018ର 
AICTE ମବଡଲ୍ ପାଠ୍ୟକ୍ରମ ଅନୁଯାୟୀ ଏହ ିପୁସ୍କଗୁଡକି ପ୍ସୁ୍ତ ବହାଇଛ।ି 
ବହୁ ଜ୍ଞାନ ଏବଂ ଅଭିଜ୍ଞତା ଥିବା ସମଗ୍ର ଭାରତବଷ୍ଷର ବକାଣ ଅନୁବକାଣର ବଶିଷି୍ଟ ପ୍ବେସରମାବନ 
ଶକି୍ଷାବ୍ୟବସ୍ାର ସଲୁଭତା ଓ ସଗୁମତାପାଇଁ ଏହ ିପୁସ୍କଗୁଡକି ବଲଖିଛନ୍।ି AICTE ନଶିି୍ତ ବଯ ସମଦୃ୍ 
ବଷିୟବସୁ୍ ସହତି ଏହ ିପୁସ୍କଗୁଡକି ବବୈଷୟିକ ଶକି୍ଷାର ବଦି୍ୟାର୍ଷୀମାନଙୁ୍ ସହଜବର ଗୁଣାତ୍ମକ ଜ୍ଞାନ ପ୍ଦାନବର 
ସହାୟକ ବହବ। 
ଇଞି୍ନୟିରଂି ବଷିୟଗୁଡକୁି ଅଧିକ ପ୍ାଞ୍ଳ କରବିାବର ପ୍ୟାସ କରଥିିବା ମଳୂ ବଲଖକ, ସଂବଯାଜକ ଏବଂ 
ଅନୁବାଦକଙ୍ କଠନି ପରଶି୍ରମକୁ AICTE ପ୍ଶଂସା କରୁଛ।ି





(v)

ଅନୁବାଦକଙ୍କ କଲମରୁ... 
 ଜାତୀୟ ଶକି୍ାନୀତ ି୨୦୨୦ରେ ଭାେତୀୟ ଭାଷାରେ ଶକି୍ାଦାନକୁ ଗୁେୁତ୍ୱ ଦଆିଯାଇ ସମସ୍ତ ଇଞି୍ନୟିେଂି ପୁସ୍ତକକୁ 

ଭାେତୀୟ ଭାଷାରେ ଅନୁବାଦ କେବିାପାଇଁ ଅଖିଳ ଭାେତୀୟ ରବୈଷୟିକ ଶକି୍ା ପେଷିଦ ଅଭିନବ ଉଦ୍ୟମ ଆେମ୍ଭ କେଛି।ି 
ଓଡଆି ଭାଷାରେ ଇଞି୍ନୟିେଂି ପାଠ୍ୟକ୍ରମ ପ୍ରସୁ୍ତତ ରେଉଥିବାେୁ ଅଖିଳ ଭାେତୀୟ ରବୈଷୟିକ ଶକି୍ା ପେଷିଦେ ଅଧ୍ୟକ୍ 
ପ୍ରରେସେ ଅନଲି ଡ.ି ସେସ୍ରବୁରେ, ଉପାଧ୍ୟକ୍ ପ୍ରରେସେ ଏମ୍. ପି. ପୁନଆି, ସଦସ୍ୟ-ସଚବି ପ୍ରରେସେ ୋଜୀବ କୁମାେ, 
ମଖୁ୍ୟ ସମନ୍ୱୟ ଅଧିକାେୀ ବୁଦ୍ଧ ଚନ୍ଦ୍ରରଶଖେ, ପ୍ରାକ୍ତନ ନରିଦ୍ଦେଶକ କରଣ୍ଦେଲ ବ ିରଭଙ୍କଟ, ବର୍ଦେମାନେ ନରିଦ୍ଦେଶକ ଡକ୍ଟେ 
ଅମିତ କୁମାେ ଶ୍ୀବାସ୍ତବ ଏବଂ ଓଡଆି ଅଧ୍ୟୟନ ଓ ଗରବଷଣା ସଂସ୍ାେ ଅଧ୍ୟକ୍ ଆମ୍ୱାସଡେ ଅବସେ ରବଉେଆି, 
ଉପାଧ୍ୟକ୍ ନଟବେ ଶତପଥୀ (ଶକି୍ା ଓ ଗରବଷଣା), ଉପାଧ୍ୟକ୍ ଡକ୍ଟେ ସପି୍ରା ମଲି୍କ (ପେଚିାଳନା), ନରିଦ୍ଦେଶକ ପ୍ରରେସେ 
ବ୍ରରଜନ୍ଦ୍ର ପ୍ରସାଦ ଦାସ ଏବଂ ସଦସ୍ୟ ସଚବି ଡକ୍ଟେ ସବୁ୍ରତ କୁମାେ ପଷିୃ୍ଙୁ୍କ ମୁଁ କୃତଜ୍ଞତା ଜଣାଉଅଛ।ି 
କଛିବିଷଦେ ପୂବଦେେୁ ରବୈଷୟିକ ଶକି୍ାକୁ ଭାେତୀୟ ଭାଷାରେ ପ୍ରଚଳନ ରେବା କଥାକୁ କଛି ି ରବୈଷୟିକ ବୁଦ୍ଧଜିୀବୀ େସ ି
ଉଡାଉଥିରଲ। ଆେୁନକି ଶଳି୍ପ ସଭ୍ୟତା ୟୁରୋପେୁ ଭାେତକୁ ଆସଥିିବାେୁ ଇଂୋଜୀ ବ୍ୟତୀତ ଆେୁନକି ଏସୟି ରଦଶ ଚୀନ, 
ଜାପାନ, ରକାେଆିେ ଆଦ ିବକିଶତି ରଦଶମାନଙ୍କରେ ତାଙ୍କ ନଜି ଭାଷାରେ ରବୈଷୟିକ ଶକି୍ାେ ବକିଶତି ରୋଇଥିବା ଯୁକି୍ତ 
ମଧ୍ୟ ଗ୍ରେଣୀୟ ନ ଥିଲା। କନୁି୍ ନୂଆ ଶକି୍ାନୀତ ିପ୍ରଚଳନଦ୍ାୋ ଭାେତୀୟ ଭାଷାରେ ଶକି୍ାପ୍ରାପ୍ତ ଛାତ୍ରଛାତ୍ରୀଙ୍କ ସବୁେିାପାଇଁ 
ରବୈଷୟିକ ଶକି୍ାକୁ ନଜି ଭାଷାରେ ପଢବିାେ ସରୁଯାଗ ପ୍ରଦାନ କୋଗଲା। ରତଣୁ AICTE ଦ୍ାୋ ପ୍ରସୁ୍ତତ ନମନୁା ପୁସ୍ତକକୁ 
ଓଡଆି ସରମତ ଅନ୍ୟାନ୍ୟ ବାେ ରଗାଟ ିଭାେତୀୟ ଭାଷାରେ ଅନୁବାଦ କୋଯାଉଛ।ି ରଯଉଁମାରନ ବଶି୍ାସ କେୁଥିରଲ 
ରଯ, ମାତୃଭାଷା ଓଡଆିରେ ରବୈଷୟିକ ଶକି୍ା ଦଆିଯାଇ ପାେବିନାେିଁ, ରସମାନଙ୍କ ସମସ୍ତ ଅପପ୍ରଚାେକୁ େୁଳସିାତ କେ ି
ମାନ୍ୟବେ ରକନ୍ଦ୍ର ଶକି୍ାମନ୍ତୀ ମାନନୀୟ ଶ୍ରୀଯୁକ୍ତ ଧରମମେନ୍ଦ୍ର ପ୍ରଧାନ ମରୋଦୟଙ୍କ ପ୍ରରଚଷ୍ାକ୍ରରମ ଓଡ଼ଆିମାନଙ୍କେ ସ୍ୱପ୍ନ 
ସାକାେ ରେବାକୁ ଯାଉଛ ି। ଏୋେ ରଶ୍ୟ ଓଡଆି ଅଧ୍ୟୟନ ଓ ଗରବଷଣା ସଂସ୍ା(IOSR) ଏବଂ ଏୋେ ସଦସ୍ୟ ସଚବି 
ଡକ୍ଟର ସବୁ୍ରତ କୁମାର ପୃଷି୍ ପାଇବାପାଇଁ େକଦାେ।
ପୂବଦେେୁ IOSR ସେତି ରକୌଣସ ିସମ୍ପକଦେ କମି୍ୱା ରଯାଗାରଯାଗ ନ ଥିରଲ ମଧ୍ୟ ଇଂଜନିଅିେଂି ଶକି୍ାେ ମଳୂଦୂଆ େୂରପ ପେଗିଣିତ 
“କଳନ ଏବଂ ରେୈଖିକ ବୀଜଗଣିତ” ବଷିୟେ ଅନୁବାଦ କେବିା ଗୁେୁଦାୟିତ୍ୱ ପ୍ରଦାନ କେଥିିବାେୁ IOSR ନକିଟରେ 
କୃତଜ୍ଞ। ଉକ୍ତ ପୁସ୍ତକେ ବଷିୟ ସମୀକ୍କ ପ୍ର. ବଷୁି୍ପ୍ରସନ୍ନ ଆଚାଯମେ୍ୟ ଓ ଏୋେ ଭାଷା ସମୀକ୍କ ଡକ୍ଟର ରଲାକନାଥ ରସଠରୀ 
ମଳୂରଲଖାେ ଏେ ିଅନୁବାଦ କାଯଦେ୍ୟକୁ ସମୀକ୍ା କେ ିରଲଖାେ ଗୁଣାତ୍ମକ ମାନ ବୃଦ୍ଧ ିକେରିେ ସାୋଯ୍ୟ କେଥିିବାେୁ ମୁଁ 
ଉଭୟଙ୍କ ନକିଟରେ ମଧ୍ୟ କୃତଜ୍ଞ।
ଏେ ିପୁସ୍ତକକୁ ଓଡଆିରେ ଅନୁବାଦ କେବିାରେ ଆମକୁ ଅରନକ ବାୋବଘି୍ନେ ସମ୍ଖୁୀନ ରେବାକୁ ପଡଛି-ି ବରିଶଷତଃ ଓଡଆି 
ପ୍ରତଶିବ୍ଦ ପାଇବାରେ ପୁସ୍ତକଟ ିଇଂଜନିଅିେଂି ପାଠ୍ୟକ୍ରମେ ସମସ୍ତ ବଭିାଗେ ଛାତ୍ରଛାତ୍ରୀମାନଙ୍କେ ଉଦ୍ଷି୍ ରୋଇଥିବାେୁ, 
ସମସ୍ତଙ୍କ ବୁଝବିା ଭଳ ିଭାଷାେ ସେଳତା ଉପରେ ଧ୍ୟାନ ରଦବାକୁ ପଡଛି ି। ଅରନକ ସ୍ାନରେ ଅନଚି୍ା ସର୍ୱେ ମଳୂେଚନାରେ 
ଥିବା ଇଂୋଜୀ ଶବ୍ଦ ବ୍ୟବୋେ କୋଯାଇଛ ି। ଏଥିରେ ଆରମ୍ଭ ରକରତ ଦୂେ ସେଳ ରୋଇଛୁ- ତାୋ ଛାତ୍ରଛାତ୍ରୀ, ଅଭିଭାବକ 
ଓ ଶକି୍କବୃନ୍ଦ ବଚିାେ କେରିବ । ଏେ ିପୁସ୍ତକେ ଉନ୍ନତପିାଇଁ ରବୈଷୟିକ ଜ୍ଞାନ ସମ୍ପନ୍ନ ବୁଦ୍ଧଜିୀବୀମାନଙ୍କଠାେୁ ସମାରଲାଚନା 
ଏବଂ ମତାମତ ସାଦରେ ଗ୍ରେଣୀୟ । 

କରି�ାର କୁମାର ମିଶ୍



(vi)



(vii)

କୃତଜ୍ଞତା

ଇଞି୍ନୟିେଂି ଏବଂ ରଟରକ୍ନାରଲାଜ ି ବଦି୍ୟାଥଦେୀମାନଙ୍କ ଉରଦ୍ଶ୍ୟରେ ରବୈଷୟିକ ପୁସ୍ତକ ପ୍ରକାଶନପାଇଁ ଅଖିଳ 
ଭାେତୀୟ ରବୈଷୟିକ ଶକି୍ା ପେଷିଦ(AICTE)େ କରୃ୍ଦେପକ୍, ବରିଶଷ କେ ିଅଧ୍ୟକ୍ ପ୍ରରେସେ ଅନଲି ଡ ିସେସ୍ରବୁରେ, 
ଉପାଧ୍ୟକ୍ ପ୍ରରେସେ ମୋବୀେ ପ୍ରସାଦ ପୁନଆି, ସଦସ୍ୟ-ସଚବି ପ୍ରରେସେ ୋଜୀବ କୁମାେ, ଏବଂ ଅଧ୍ୟାପକ ବକିାଶ 
ରସଲେ ନରିଦ୍ଦେଶକ କରଣ୍ଦେଲ ବ ି ରଭଙ୍କଟଙ୍କ ନକିଟରେ ରଲଖକ ଗଭୀେ କୃତଜ୍ଞ । ଯନ୍ତ ଏବଂ ପ୍ରରଦ୍ୟାଗିକ 
ଛାତ୍ରଛାତ୍ରୀମାନଙ୍କପାଇଁ ‘ଗଣିତ‘ ଏବଂ ଅନ୍ୟାନ୍ୟ ରବୈଷୟିକ ପୁସ୍ତକ ପ୍ରକାଶନ ରଯାଜନା ଏବଂ କାଯଦେ୍ୟକାେୀ କେଥିିବା 
ରଯାଗଁୁ ମଳୂ ରଲଖକଙ୍କ ନକିଟରେ ରଲଖକ ତାଙ୍କେ ମଲୂ୍ୟବାନ ଅବଦାନପାଇଁ ଗଭୀେ କୃତଜ୍ଞତା ପ୍ରକାଶ କେୁଛ।ି ଏୋକୁ 
ଛାତ୍ରମାନଙ୍କପାଇଁ ସେଜ କେବିା ଏବଂ କଳାତ୍ମକ ଢଙ୍ଗରେ ଏକ ଉର୍ମ େୂପ ରଦବାପାଇଁ ପୁସ୍ତକେ ସମୀକ୍କଙ୍କ ମଲୂ୍ୟବାନ 
ଅବଦାନକୁ ଆନ୍େକିତାେ ସେ ସ୍ୱୀକାେ କେୁଛ ି। 

ରମାପାଇଁ ଅତ୍ୟନ୍ ଗବଦେେ ବଷିୟ ରଯ ଜାତୀୟ ନୀତ ି- 2020େ ନରିଦ୍ଦେଶାବଳୀ ଅନୁଯାୟୀ ଏଆଇସଟିଇିେ ମରଡଲ 
ପାଠ୍ୟକ୍ରମ ଏବଂ ଶକି୍ା ଉପରେ ଏେ ିପୁସ୍ତକ ପ୍ରସୁ୍ତତ କୋଯାଇଛ ି। ଭାେତୀୟ ଭାଷାରେ ଶକି୍ାକୁ ରପ୍ରାତ୍ାେତି କେବିାପାଇଁ 
ଏେ ି ପୁସ୍ତକକୁ ନଦି୍ଧଦୋେତି ଭାଷାରେ ମଧ୍ୟ ଅନୁବାଦ କୋଯାଉଛ ି । ଏେ ି ପୁସ୍ତକକୁ ଓଡଆ ଭାଷାରେ ଅନୁବାଦ କେଥିିବା 
ଡକ୍ଟେ କରିଶାେ କୁମାେ ମିଶ୍ ବଷିୟ ସମୀକ୍ା ପାଇଁ ଡକ୍ଟେ ବଷୁି୍ ପ୍ରସନ୍ନ ଆଚାଯଦେ୍ୟ ଏବଂ ଭାଷା ସମୀକ୍ା ପାଇଁ ଡକ୍ଟେ 
ରଲାକନାଥ ରସଠୀ କୃତଜ୍ଞତା ପ୍ରକାଶ କେୁଛ ି। ମଖୁ୍ୟ ସମନ୍ୱୟ ଅଧିକାେୀ (ସସିଓି) ଶ୍ୀ ବୁଦ୍ଧ ଚନ୍ଦ୍ରରଶଖେଙ୍କଦ୍ାୋ ବକିଶତି 
କୃତ୍ରମି ବୁଦ୍ଧମିତା(ଏଆଇ) ଆୋେତି ଅନୁବାଦ ଉପକେଣ ଅନୁବାଦ ପାଇଁ ବ୍ୟବେୃତ ରୋଇଥିବାେୁ େୃଦୟେୁ ଗଭୀେ 
ସମ୍ାନ ବ୍ୟକ୍ତ କେୁଛ ି|

ଏେ ିପୁସ୍ତକଟ ିଏଆଇସଟିଇିେ ସଦସ୍ୟ, ବରିଶଷଜ୍ଞ ଏବଂ ରଲଖକଙ୍କ ବଭିିନ୍ନ ପୋମଶଦେେ େଳାେଳ। ରସମାରନ 
ଆମ ରଦଶରେ ଇଞି୍ନୟିେଂି ଶକି୍ାକୁ ଆେୁେ ିବକିଶତି କେବିାକୁ ରସମାନଙ୍କେ ସଚୁନି୍ତି ମତାମତ େଖିଥିରଲ। ଏେ ି
ରକ୍ତ୍ରରେ, ରଯାଗଦାନକାେୀ ଏବଂ ବଭିିନ୍ନ କମଦେୀମାନଙ୍କପାଇଁ ସ୍ୱୀକୃତ ିଦଆିଯାଇଛ ିଯାୋେ ପ୍ରକାଶତି ପୁସ୍ତକ, ସମୀକ୍ା 
ପ୍ରବନ୍ଧ, ପତ୍ରକିା, େରଟାଗ୍ରାଫ୍, ଟପି୍ପଣୀ, ରେେରେନ୍ସ ଏବଂ ଅନ୍ୟାନ୍ୟ ମଲୂ୍ୟବାନ ସଚୂନା, ଯାୋ ପୁସ୍ତକ ରଲଖିବା 
ସମୟରେ ଆମକୁ ସମଦୃ୍ଧ କେଥିିଲା। 

ରଶଷରେ, ଆରମ ନୂଆଦଲି୍ୀସ୍ିତ ଖାନ୍ନା ପବ୍ସିଂି ୋଉସେ ପ୍ରକାଶକ ଶ୍ୀ ମକୁୁଲ ରସଠଙୁ୍କ ଆନ୍େକିତାେ ସେ 
େନ୍ୟବାଦ ଜଣାଇବାକୁ ଚାେଁୁଛୁ, ଯାୋେ କମଦେୀମାରନ ପ୍ରକାଶନେ ସମସ୍ତ ଦଗିରେ ସେରଯାଗ କେବିାକୁ ସବଦେଦା ପ୍ରସୁ୍ତତ 
ଥିରଲ ।

ରରୀନା ଗଗମେ



(viii)



(ix)

ମଖୁବନ୍ଧ 

ଗଣିତ, ରବୈଜ୍ଞାନକି ଜ୍ଞାନ ପ୍ରାପି୍ତପାଇଁ ଏକ ଆବଶ୍ୟକୀୟ ମାଗଦେ, ଯାୋ ମାନସକି ଦକ୍ତାେ ନୂତନ ଆଭିମଖୁ୍ୟ ରଦଖାଇଥାଏ। 
ଇଞି୍ନୟିେଂି ଗଣିତ, ତ୍ୱେ ଏବଂ ଅଭ୍ୟାସେ ଏକ ସନୁ୍ଳନ ପ୍ରଦାନ କରେ। ଯାୋ ରବୌଦ୍ଧକି ଭାବରେ ଉତ୍ାେପ୍ରଦ ଅରଟ। ବାସ୍ତବ 
ଦୁନଆିେ ସମସ୍ୟାରେ, ଗଣିତ ପ୍ରରୟାଗେ କଳା ଶଖିିବା ଇଞି୍ନୟିେଂି ବଦି୍ୟାଥଦେୀମାନଙୁ୍କ ସମସ୍ୟାେ ସମାୋନ କେବିାରେ ସାୋଯ୍ୟ 
କରେ। 

 କଳନ ଏବଂ ରେୈଖିକ ବୀଜଗଣିତ ମଖୁ୍ୟତଃ ଏକବଂିଶ ଶତାବ୍ଦୀେ ବ.ିରଟକ୍  (CSE)େ ଉପସ୍ାତକ ବଦି୍ୟାଥଦେୀମାନଙ୍କପାଇଁ 
ଲକ୍୍ୟ ରେଉଛ,ି ଗଣିତ ବଷିୟରେ ଏକ ଭଲ ଶକି୍ା ପ୍ରଦାନ କେବିା। େଳାେଳ ଆୋେତି ଶକି୍ା(OBE) ଏବଂ ବ୍ ଲୁମ୍ ଙ୍କ ବଗଦେୀକେଣ 
ଉପରେ ଆୋେତି ନୂତନ ଜାତୀୟ ଶକି୍ାନୀତ ି ଅନୁଯାୟୀ ଛାତ୍ର ରକୈନ୍ଦ୍ରକି ସ୍ୱୟଂ ଶକି୍ଣ କାଯଦେ୍ୟକଳାପକୁ ଅନ୍ଭୁଦେକ୍ତ କେ,ି ଅଖିଳ 
ଭାେତୀୟ ରବୈଷୟିକ ଶକି୍ା ପେଷିଦ (AICTE)େ ନମନୁା ପାଠ୍ୟକ୍ରମ ଆୋେତି ଏେ ିପୁସ୍ତକ ପ୍ରସୁ୍ତତ କୋଯାଇଛ।ି ଇଞି୍ନୟିେଂି 
ଏବଂ ବଜି୍ଞାନ ବଭିାଗରେ ଗାଣିତକି ଉପକେଣଗୁଡକୁି ଅଧ୍ୟୟନ ଏବଂ ପ୍ରରୟାଗ କେବିାକୁ ପାଠକମାନଙ୍କ ମଧ୍ୟରେ ଆଗ୍ରେ ସଷିୃ୍ 
କେବିାକୁ, ସମସ୍ତ ବଷିୟ ଏକ ବ୍ୟବସ୍ିତ ଢଙ୍ଗରେ ଦଆିଯାଇଛ।ି ଏେ ି ପୁସ୍ତକ ମଖୁ୍ୟତଃ, ଅଧ୍ୟାୟଗୁଡକିେ ବ୍ୟବୋେକି ପ୍ରରୟାଗ 
ଉପରେ ଗୁେୁତ୍ୱ ରଦଇଥାଏ ଯାୋ ବଦି୍ୟାଥଦେୀମାନଙୁ୍କ ସମସ୍ୟା ସମାୋନ ରକୌଶଳ ଉପରେ ଧ୍ୟାନ ରଦବାରେ ସାୋଯ୍ୟ କରେ।

 ଏେ ି ପୁସ୍ତକରେ 5ଟ ି ଅଧ୍ୟାୟ ଅଛ।ି ବଷିୟକୁ ଭଲଭାବରେ ବୁଝବିାପାଇଁ, ପ୍ରରତ୍ୟକ ଅଧ୍ୟାୟ ରଶଷରେ ବେୁ ସଂଖ୍ୟକ 
ଅରପକ୍ାକୃତ ପ୍ରତରିଯାଗୀ ପ୍ରଶ୍ନ, ସଂକି୍ପ୍ତ ପ୍ରଶ୍ନ, ନରିୟାଜନ ପ୍ରଶ୍ନ (ଆସାଇନରମଣ୍ଟ), ଏକାଧିକ ପସନ୍ଦ ପ୍ରଶ୍ନ ଏବଂ ଅଧିକ ଜାଣିବା 
ଇତ୍ୟାଦ ିଦଆିଯାଇଛ।ି ବଦି୍ୟାଥଦେୀମାନଙ୍କେ ଦକ୍ତା ବୃଦ୍ଧ ିଏବଂ ଦଳଗତ କାଯଦେ୍ୟେ ଭାବନାକୁ ବଢାଇବାପାଇଁ ପ୍ରରତ୍ୟକ ଅଧ୍ୟାୟରେ 
ବ୍ୟବୋେକି/ପ୍ରକଳ୍ପ/କାଯଦେ୍ୟକଳାପ ମଧ୍ୟ ଦଆିଯାଇଛ।ି ବଷିୟକୁ ସ୍ପଷ୍ କେବିାକୁ ଟପି୍ପଣୀ, ପଯଦେ୍ୟରବକ୍ଣ ଏବଂ ମନ୍ବ୍ୟ ମାଧ୍ୟମରେ 
ପାଠ୍ୟକୁ ରଯାଡା ଯାଇଛ,ି ରଯଉଁରେ ସମ୍ଭବ ଜ୍ୟାମିତେି ସବଦୋଧିକ ବ୍ୟବୋେ ମାଧ୍ୟମରେ ବଷିୟଗୁଡକୁି ବ୍ୟାଖ୍ୟା କେବିାକୁ ଏକ ପ୍ରୟାସ 
କୋଯାଇଛ।ି
ଅଧ୍ୟାୟ-1 ରେ ଅବକଳନେ ପ୍ରରୟାଗ, ବକ୍ରତା, ସୀମାଯୁକ୍ତ ଏବଂ ଅସଂଗତ ସମାକଳନ, ବଟିା-ଗାମା େଳନେ ଗୁଣେମଦେ ଅନ୍ଭୁଦେକ୍ତ।
ଅଧ୍ୟାୟ-2 ରେ ରୋଲଙ୍କ ପ୍ରରମୟ, ମାଧ୍ୟମାନ ଉପପାଦ୍ୟ, ରଟଲର୍  ଓ ମ୍ୟାକଲେନିଙ୍କ ଉପପାଦ୍ୟ, ରଲାପିତାଲଙ୍କ ନୟିମ ଓ ଗେଷି୍ଠ-

ଲଘିଷ୍ଠ ଏକ ଚଳପାଇଁ, ବ୍ୟବୋେ ମାଧ୍ୟମରେ ସମାୋନ ପାଇବା।
ଅଧ୍ୟାୟ-3 ରେ ବଭିିନ୍ନ ପ୍ରକାେ ମାଟ୍କି୍ସ, ଡଟିର୍ ମିନାଣ୍ଟ, ବଭିିନ୍ନ ପଦ୍ଧତଦି୍ାୋ ରେୈଖିକ ସମୀକେଣ ସମେୂ ସମାୋନ, ୋଙ୍କ, କ୍ରାମେଙ୍କ 

ନୟିମ, ଗସ୍ ଅପସାେଣ ପଦ୍ଧତ,ି ଓ ଗସ୍-ରଜାଡଦୋନ ପଦ୍ଧତ,ି ଉଦାେେଣ ସେତି ବ୍ୟାଖ୍ୟା କୋଯାଇଛ।ି
ଅଧ୍ୟାୟ-4 ରେ ରଭକ୍ଟେ ରସ୍ପଶ୍, ନଭିଦେେଶୀଳତା, ରଭକ୍ଟେେ ସ୍ୱାତନ୍ତ୍ୟ, ଆୋେ, ମାତ୍ରା, ରେୈଖିକ େୂପାନ୍େଣେ ବୁ୍ୟତକ୍ରମ, ୋଙ୍କ-ନଲିଟ ି

ଉପପାଦ୍ୟ, ମାଟ୍କି୍ସ ସେତି ରେୈଖିକ ମ୍ୟାପେ ମିଶ୍ଣ ଉପରେ ଆୋେତି ପ୍ରଶ୍ନ ଅଛ।ି
ଅଧ୍ୟାୟ-5 ରେ ଆଇଗନ୍  ମଲୂ୍ୟ, ଆଇଗନ୍  ରଭକ୍ଟେ, କଣ୍ଦେୀକେଣ, ଅନ୍ଗୁଦେଣେଳ ରସ୍ପଶ୍, ଗ୍ରାମ-ସି୍ମିଡ ଲାମ୍ୱିକୀକେଣ ପ୍ରକି୍ରୟା ଏବଂ 

ସମମିତ ଓ ବଷିମ ସମମିତ ମାଟ୍କି୍ସ ଉପରେ ଆୋେତି ଉପପାଦ୍ୟ ବଷିୟରେ ଆରଲାଚନା କୋଯାଇଛ।ି 
ଗଣିତ ରେଉଛ ି ଏକ ବଷିୟ ଯାୋ ରକବଳ କଠନି ପେଶି୍ମ ଏବଂ ଅଭ୍ୟାସଦ୍ାୋ ଆୟର୍ ରୋଇପାେବି। ଗଣିତ ଶକି୍ଣ 

ପ୍ରକି୍ରୟାରେ ଅଭ୍ୟାସ ରେଉଛ ିଏକମାତ୍ର ମଖୁ୍ୟ ଶବ୍ଦ। 
ରମାେ ଆଶା ରଯ ଏେ ିପୁସ୍ତକ ସମସ୍ତ ଇଞି୍ନୟିେଂି ବଦି୍ୟାଥଦେୀମାନଙ୍କେ ଆବଶ୍ୟକତା ଏବଂ ଆଶା ପୂେଣ କେବି। ଯଦଓି ମଦୁ୍ରଣ 

ତୃଟ ିଓ ଭୁଲେୁ େକ୍ା ପାଇବାପାଇଁ ପ୍ରରଚଷ୍ା କୋଯାଇଛ,ି ତଥାପି ସଦି୍ଧତା ଦାବ ିକେବିା କଷ୍କେ। ମୁଁ ଶକି୍କ ଓ ବଦି୍ୟାଥଦେୀମାନଙ୍କଠାେୁ 
ପ୍ରରତ୍ୟକ ମନ୍ବ୍ୟ ଏବଂ ପୋମଶଦେକୁ କୃତଜ୍ଞତାେ ସେତି ଗ୍ରେଣ କେବି ିଏବଂ ସ୍ୱୀକାେ କେବି,ି ଯାୋ େଳରେ ପାଠ୍ୟ ଏବଂ ସମାୋନ 
ରୋଇଥିବା ଉଦାେେଣଗୁଡକିରେ ଉନ୍ନତ ିଆଣିବାପାଇଁ ରସଗୁଡକି ପ୍ରୟାସ କୋଯାଇ ପାେବି।

େୀନା ଗଗଦେ
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ଫଳାଫଳ ଆଧାରିତ �କି୍ା

େଳାେଳ ଆୋେତି ଶକି୍ା(outcome based education)େ କାଯଦେ୍ୟକାେତିାପାଇଁ ପ୍ରାଥମିକ 
ଆବଶ୍ୟକତା ରେଉଛ,ି ଏକ େଳାେଳ ଆୋେତି ପାଠ୍ୟକ୍ରମ(outcome based curriculum)କୁ ବକିଶତି 
କେବିା ଏବଂ ଶକି୍ା ବ୍ୟବସ୍ାରେ ଏକ େଳାେଳ ଆୋେତି ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ(outcome based assessment) 
ଅନ୍ଭୁଦେକ୍ତ କେବିା। େଳାେଳ ଆୋେତି ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ ମାଧ୍ୟମରେ ଛାତ୍ରମାରନ ନଶିି୍ତ ମାନକ, ନଦି୍୍ଦିଷ୍ ଏବଂ ପେମିାପରଯାଗ୍ୟ 
େଳାେଳ ୋସଲ କେଛିନ୍ ିକ ିନାେିଁ ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନକାେୀମାରନ(evaluators) ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କେବିାକୁ ସକ୍ମ ରେରବ। 
େଳାେଳ ଆୋେତି ଶକି୍ାେ ଉପଯୁକ୍ତ ଅନ୍ଭୁଦେକ୍ତୀକେଣ ସେତି ରକୌଣସ ିସ୍ତେରେ ସମପଦେଣ ନ କେ,ି ସମସ୍ତ ଶକି୍ାଥଦେୀଙ୍କପାଇଁ 
ସବଦେନମି୍ନ ମାନକ ୋସଲ କେବିାକୁ ଏକ ନଦି୍୍ଦିଷ୍ ପ୍ରତବିଦ୍ଧତା େେବି। େଳାେଳ ଆୋେତି ଶକି୍ା ସୋୟତାରେ ଚାଲୁଥିବା 
କାଯଦେ୍ୟକ୍ରମ ରଶଷରେ, ଜରଣ ଛାତ୍ର ନମି୍ନଲିଖିତ େଳାେଳରେ ପେଞ୍ବିାକୁ ସକ୍ମ ରେବ:

PO-1: ଇଞି୍ନୟିରିଂ ଜ୍ଞାନ(Engineering knowledge): ଜଟଳି ଇଞି୍ନୟିେଂି ସମସ୍ୟାେ ସମାୋନପାଇଁ 
ଗଣିତ, ବଜି୍ଞାନ, ଇଞି୍ନୟିେଂି ରମୌଳକିତା ଏବଂ ଏକ ଇଞି୍ନୟିେଂି ବରିଶଷତା ବଷିୟରେ ଜ୍ଞାନ ପ୍ରରୟାଗ। 

PO-2: ସମସ୍ୟା ବରିଳେଷଣ(Problem analysis): ଗଣିତ, ପ୍ରାକୃତକି ବଜି୍ଞାନ ଏବଂ ଇଞି୍ନୟିେଂି ବଜି୍ଞାନେ 
ପ୍ରଥମ ନୀତ ିବ୍ୟବୋେ କେ ିପ୍ରମାଣିତ ସଦି୍ଧାନ୍ରେ ପେଞ୍ବିାପାଇଁ ଚହି୍ନଟ, ସତୂ୍ରପ୍ରସୁ୍ତତ, ଅନୁସନ୍ଧାନ ସେତି 
ସମୀକ୍ା ଏବଂ ଜଟଳି ଇଞି୍ନୟିେଂି ସମସ୍ୟାଗୁଡ଼କିେ ବରିଳେଷଣ ।

PO-3: ସମାଧାନର ପରିକଳ୍ପନା / ବକିା�(Design/development of solutions): ଜଟଳି ଇଞି୍ନୟିେଂି 
ସମସ୍ୟାେ ପେକିଳ୍ପନା ଏବଂ ସଷି୍ମ୍ ଉପାଦାନେ ପେକିଳ୍ପନା କମି୍ୱା ପ୍ରକି୍ରୟା ଯାୋ ଜନସ୍ୱାସ୍୍ୟ ଓ ନେିାପର୍ା 
ଏବଂ ସାଂସ୍ତୃକି, ସାମାଜକି ଏବଂ ପେରିବଶ ବଚିାେ ପାଇଁ ଉପଯୁକ୍ତ ବଚିାେ ସେତି ନଦି୍୍ଦିଷ୍ ଆବଶ୍ୟକତାପୂେଣ 
କେବିାେ ପେକିଳ୍ପନା।

PO-4: ଜଟଳି ସମସ୍ୟାର ଅନୁସନ୍ଧାନ କରିବା(Conduct investigations of complex problems): 
ବଧିିମାନ୍ୟ ସଦି୍ଧାନ୍ ପ୍ରଦାନ କେବିା ପାଇଁ, ପେୀକ୍ଣେ ପେକିଳ୍ପନା, ବ୍ୟାଖ୍ୟା , ଡାଟାେ ବରିଳେଷଣ ଏବଂ 
ସଚୂନାେ ସଂରଶ୍ଷଣ ସେତି ଗରବଷଣା-ଆୋେତି ଜ୍ଞାନ ଏବଂ ଗରବଷଣା ପଦ୍ଧତେି ବ୍ୟବୋେ।

PO-5: ଆଧୁନକି ଉପକରଣ ବ୍ୟବହାର(Modern tool usage): ସୀମିତତାେ ବୁଝାମଣା ସେତି, ଜଟଳି 
ଇଞି୍ନୟିେଂି କାଯଦେ୍ୟକଳାପଗୁଡକୁି,  ପ୍ରାକ୍ ଉକି୍ତ ଏବଂ ପ୍ରତେୂିପାୟଣ ଅନ୍ଭୂଦେକ୍ତ କେ,ି ଉପଯୁକ୍ତ ରକୌଶଳ, ଉତ୍, 
ଏବଂ ଆେୁନକି ଇଞି୍ନୟିେଂି ଏବଂ ଆଇଟ ିଉପକେଣେ ସଷିୃ୍, ଚୟନ ଏବଂ ପ୍ରରୟାଗ।

PO-6 : ଇଞି୍ନୟିର ଏବଂ ସମାଜ(The engineer and society): ସାମାଜକି, ସ୍ୱାସ୍୍ୟ, ନେିାପର୍ା, ଆଇନଗତ 
ଏବଂ ସାଂସ୍ତୃକି ପ୍ରସଙ୍ଗ ଏବଂ ବୃର୍ଗିତ ରବୈଷୟିକ ଅଭ୍ୟାସ ପାଇଁ ପ୍ରାସଙି୍ଗକ ଦାୟିତ୍ୱ ଆକଳନ କେବିାପାଇଁ 
ପ୍ରାସଙି୍ଗକ ଜ୍ଞାନ ଦ୍ାୋ ସଚୂତି ଯୁକି୍ତ ପ୍ରରୟାଗ।



(xii)

PO-7:  ପରିରବ� ଏବଂ ସ୍ାୟରୀତ୍ୱ(Environment and sustainability): ସାମାଜକି ଏବଂ ପେରିବଶ 
ପ୍ରସଙ୍ଗରେ ବୃର୍ଗିତ ଇଞି୍ନୟିେଂି ସମାୋନେ ପ୍ରଭାବକୁ ବୁଝବିା ସେତି ଜ୍ଞାନେ ଏବଂ ନେିନ୍େ ବକିାଶେ 
ଆବଶ୍ୟକତା ପ୍ରଦଶଦେନ।

PO-8 : ରନୈତକିତା(Ethics): ରନୈତକି ନୀତ ି ପ୍ରରୟାଗ, ବୃର୍ଗିତ ରନୈତକିତା ଏବଂ ଦାୟିତ୍ୱ ତଥା ଇଞି୍ନୟିେଂି 
ଅଭ୍ୟାସେ ମାନଦଣ୍ଡ ପ୍ରତ ିସମପ୍ଦିତ ଭାବନା ଜାଗ୍ରତ।

PO-9:  ବ୍ୟକି୍ତଗତ ଏବଂ ଦଳଗତ କାଯମେ୍ୟ(Individual and team work): ବବିେି ଦଳରେ ଏବଂ ବେୁମଖୁୀ 
ପଷୃ୍ଠଭୂମିରେ ଜରଣ ବ୍ୟକି୍ତଗତ ବା ସଦସ୍ୟ ଭାବରେ କମି୍ୱା ମଖୁ୍ୟ ଭାବରେ ପ୍ରଭାବଶାଳୀ ଢଙ୍ଗରେ କାଯଦେ୍ୟ 
କେବିା।

PO-10:  ରଯାଗାରଯାଗ(Communication): ଇଞି୍ନୟିେଂି ଏବଂ ସମାଜ ସେତି ଜଟଳି ଇଞି୍ନୟିେଂି 
କାଯଦେ୍ୟକଳାପ ଉପରେ ପ୍ରଭାବଶାଳୀ ଭାବରେ ରଯାଗାରଯାଗ ବୃଦ୍ଧ,ି ରଯପେକି ିପ୍ରଭାବଶାଳୀ ବବୃିତ ିରଲଖିବା, 
ଦସ୍ତାବଜି େୂପରେଖ ପ୍ରସୁ୍ତତ କେବିା ଏବଂ ବୁଝବିାରେ ସକ୍ମ ରେବା, ପ୍ରଭାବଶାଳୀ ଉପସ୍ାପନା କେବିା, ସ୍ପଷ୍ 
ନରିଦ୍ଦେଶାବଳୀ ରଦବା ଏବଂ ଗ୍ରେଣ କେବିା ଇତ୍ୟାଦ।ି

PO-11 : ପ୍ରକଳ୍ପ ଏବଂ ଅଥମେ ପରିଚାଳନା (Project management and finance): ଇଞି୍ନୟିେଂି ଏବଂ 
ପେଚିାଳନା ନୀତ ିବଷିୟରେ ଜ୍ଞାନ ଏବଂ ବୁଝାମଣା ପ୍ରଦଶଦେନ। ଏୋକୁ ନଜି କାଯଦେ୍ୟରେ, ପ୍ରକଳ୍ପ ପେଚିାଳନା 
କେବିାରେ ଏବଂ ବେୁମଖୁୀ ପେରିବଶରେ ଏକ ଦଳେ ସଦସ୍ୟା ବା ମଖୁ୍ୟ ଭାରବ ପ୍ରରୟାଗ।

PO-12: ଜରୀବନବ୍ୟାପରୀ �କି୍ା(Life-long learning): ଆବଶ୍ୟକତା ଚହି୍ନଟ ସେତି ରବୈଷୟିକ ପେବିର୍ଦେନେ 
ବ୍ୟାପକତା ପେରିପ୍ରକ୍ୀରେ ସ୍ୱାେୀନଭାରବ ଜୀବନବ୍ୟାପି ଶକି୍ାରେ ଜଡତି ରେବାେ ପ୍ରସୁ୍ତତ ି ଏବଂ ଦକ୍ତା 
ଅଜଦେନ ।
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ପାଠ୍ୟକ୍ରମ ଫଳାଫଳ

ଏେ ିପାଠ୍ୟକ୍ରମ ସମାପ୍ତ ରେବାପରେ, ବଦି୍ୟାଥଦେୀମାରନ ନମି୍ନଲିଖିତ ସକ୍ମ ରେରବ:
CO-1: ବକ୍ରତାେ ୋେଣାକୁ ଅବକଳନ ଓ ସମାକଳନ ଗଣିତରେ ପ୍ରରୟାଗ, ସଠକି ଗାଣିତକି ସୀମା ବ୍ୟବୋେ କେ,ି 
ବକ୍ରତା ରକନ୍ଦ୍ର ଓ ଅସଂଗତ ସମାକଳନ ନଣି୍ଦେୟ କେପିାେରିବ। ଏେ ିପ୍ରରୟାଗଗୁଡକି ବ୍ୟତୀତ ରସମାନଙ୍କେ ବୀଟା ଓ ଗାମା 
େଳନ ବଷିୟରେ ଏକ ରମୌଳକି ଭାବନା େେବି।
CO-2: ତ୍ରରିକାଣମିତୀୟ ଓ ଅବୀଜୀୟ େଳନ ଗୁଡକିେ ଆଚେଣ ଦର୍ ଅନ୍ୋଳ ଓ ବସି୍ତାରେ ପେୀକ୍ା କେପିାେରିବ।
CO-3: ରେୈଖିକ ସମୀକେଣ ସମେୂରେ ଆୋେତି ପ୍ରଶ୍ନଗୁଡକିରେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସେ ୋେଣା ପ୍ରସୁ୍ତତ କେପିାେରିବ, ବରିଶ୍ଷଣ, 
ସମାୋନ ଏବଂ କାଯଦେ୍ୟକାେୀ କେପିାେରିବ ଓ ରେୈଖିକ େୂପାନ୍େଣ ସେତି ଜଡତି କେପିାେରିବ ।
CO-4: ରଭକ୍ଟେ ଗୁଡକିେ ରେୈଖିକ ସ୍ୱାତନ୍ତ୍ୟ ଓ ରେୈଖିକ ନଭିଦେେଶୀଳତା ରଶ୍ଣୀଭୁକ୍ତ କେପିାେରିବ ଏବଂ ରଭକ୍ଟେ ରସ୍ପଶ୍ େ 
ୋଙ୍କ, ଆୋେ ଓ ମାତ୍ରାେ ୋେଣା ବ୍ୟାଖ୍ୟା କେପିାେରିବ, ଏୋ ବ୍ୟତୀତ ରେୈଖିକ ମ୍ୟାପ ସଂରଯାଗ ଏବଂ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ସେତି 
ଏୋେ ସମ୍ପକଦେ ଜାଣିପାେରିବ ।
CO-5: ରେୈଖିକ ବୀଜଗଣିତ ସାୋଯଦେ୍ୟରେ, ଆଇଗନ୍  ମଲୂ୍ୟ, ଆଇଗନ୍  ରଭକ୍ଟେ, ଆଇଗନ୍  ଆୋେ, କଣ୍ଦେୀକେଣ ଓ 
ଲାମ୍ୱିକୀ କେଣ ଉପରେ ଆୋେ କେ ିସଂଖ୍ୟାତ୍ମକ ପ୍ରଶ୍ନଗୁଡକିେ ସମାୋନ ପାଇଁ, ଅତ୍ୟାବଶ୍ୟକ ଉପକେଣ ପ୍ରରୟାଗ 
କେପିାେରିବ । ଆଇଗନ୍  ମଲୂ୍ୟେ ଗୁଣେମଦେ ଯାୋ ଇଂଜନିୟିେଂି ବଭିିନ୍ନ ଶାଖାରେ ଅରନକ ଜଟଳି ପ୍ରଶ୍ନେ ସମାୋନ ପାଇଁ 
ବ୍ୟବେୃତ େୁଏ । ଏୋ ସେତି ଏକ ରଭକ୍ଟେ ମାନକ, ଅରଥଦୋନାମଦୋଲ ଏବଂ ଲମ୍ୱୀୟ ରଭକ୍ଟେ ବଷିୟରେ ସରଚତନ 
ରୋଇପାେରିବ ।

ପାଠ୍ୟକ୍ରମ 
ଫଳାଫଳ 
(COs)

ରପ୍ରାଗ୍ାମ୍ ଫଳାଫଳ ସହତି ଆ�ା କରାଯାଉଥିବା ମ୍ୟାପିଂ (PO)
(1- ଦୁବମେଳ ସହସମ୍ବନ୍ଧ; 2- ମଧ୍ୟମ  ସହସମ୍ବନ୍ଧ; 3- ଦୃଢ ସହସମ୍ବନ୍ଧ)

PO-1 PO-2 PO-3 PO-4 PO-5 PO-6 PO-7 PO-8 PO-9 PO-10 PO-11 PO-12

CO-1 3 2 2 1 1 - 2 - - - - -

CO-2 3 2 2 2 - - - - - - - 1

CO-3 3 3 3 2 2 2 - - 1 1 - 1

CO-4 3 2 1 1 1 1 - - - - - -

CO-5 3 2 2 2 2 1 - - - - 1 -
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ସଂରକ୍ପଣ ଓ ପ୍ରତରୀକ

ପ୍ରତରୀକ ଏବଂ ସତୂ୍ରଗୁଡକି

1- ସଂଖ୍ୟା ପ୍ରଣାଳରୀ
N	 &	 ଗଣନା ସଂଖ୍ୟାେ ରସଟ୍
Z	 &	 ପୂଣ୍ଦେ ସଂଖ୍ୟାେ ରସଟ୍
Q	 &	 ପେରିମୟ ସଂଖ୍ୟାେ ରସଟ୍
I	 &	 ଅପେରିମୟ ସଂଖ୍ୟାେ ରସଟ୍
R	 &	 ବାସ୍ତବ ସଂଖ୍ୟାେ ରସଟ୍
C	 &	 ସମି୍ଶ୍ ସଂଖ୍ୟାେ ରସଟ୍
Rn	 &		n&ଟପଲ୍ ରସଟ୍

2- ଗ୍ରୀକ ଅକ୍ର
a &	 ଆଲୋ
b	 &	 ବଟିା
γ	 &	 ଗାମା
G	 &	 ଗାମା େଳନ
d	 &	 ରଡଲ୍ଟା
D	 &	 ବଡ଼ ରଡଲ୍ଟା
e	 &	 ଏପ୍ରିଲାନ୍
i	 &	 ଆରୟାଟା
q	 &	 ଥିଟା	
l	 &	 ଲାମ୍ୱଡା
m	 &	 ମ୍ୁୟ
f	 &	 ୋଇ
y	 &	 ସାଇ
h	 &	 ଇଟା
p	 &	 ପାଇ
r	 &	 ରୋ
k	 &	 କାପା

3- ରସଟ୍ ରର ସରଙ୍କତ
∈		 &	 ସଦସ୍ୟ ଅରଟ
	∉	&	 ସଦସ୍ୟ ନୁରେଁSa
∪		 &	 ସଂରଯାଗ
∩		 &	 ପ୍ରତରିଚ୍ଦ
( )	 &	 ବବୃିତ ଅନ୍ୋଳ
[ ]	 &	 ସଂବୃତ ଅନ୍ୋଳ
⊆		 &	 ସବରସଟ୍
⊄		 &	 ଏକ ରସଟ୍ ନୁରେଁ
⊂		 &	 ଉପଯୁକ୍ତ ରସଟ୍
⊄		 &	 ଉପଯୁକ୍ତ ରସଟ୍ ନୁରେଁ
⊃		 &	 ସପୁେରସଟ୍
{ }	 &	 ରସଟ୍
f	 &	 େକି୍ତ ରସଟ୍
<	 &	 ଠାେୁ ରଛାଟ
>	 &	 ଠାେୁ ବଡ
≤	 &	 ଠାେୁ ରଛାଟ ଏବଂ ସମାନ
≥	 &	 ଠାେୁ ବଡ଼ ଏବଂ ସମାନ

4- ଅନ୍ୟ କଛି ିଉପରଯାଗରୀ ପ୍ରତରୀକ
~	 &	 ସମେୂପୀ
↔	 &	 ବନିମିୟ
∞∞ 	 &	 ଅନନ୍
∫	 &	 ସମାକଳନ	
!	 &	 ରେରକ୍ଟାେୟିଲ(କ୍ରମ ଗୁଣିତ)
⇒	 &	 ସଚୂତି କରେ
∀	 &	 ସମସ୍ତଙ୍କ ପାଇଁ
⇔	 &	 ଯଦ ିଏବଂ ରକବଳ ଯଦି
||	 ||	 &	 ମାନକ ରଦୈଘଦେ୍ୟ
| |	 &	 ରମାଡୁଲସ୍/ମାପାଙ୍କ
:	 &	 ରକାରଲାନ୍/ବଭିାଗ
;	 &	 ରସମିରକାରଲାନ୍/ଅଧିବଭିାଗ
 [A : B] or [A/B]&ଅଗ୍ ରମରଣ୍ଟରଡ ମାଟ୍କି୍ସ
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5- ଦ୍ଘିାତ ସମରୀକରଣର ମଳୂର ପ୍ରକୃତି

ଯଦ	ିax2 + bx + c = 0	ରେଉଛ ିଦ୍ଘିାତ ସମୀକେଣ, ରସେ ି
ସମୟରେ
(a)	 ଏୋେ ମଳୂ	

− ± −2 4
2

b b ac
a

	ରେଉଛ।ି

(b) ମଳୂମାନଙ୍କେ ରଯାଗେଳ	=	–b/a

(c) ମଳୂମାନଙ୍କେ ଗୁଣେଳ =	c/a	
(d) ଯଦ ିb2 – 4ac = 0	⇒	ମଳୂ ସମାନ ଅରଟ
(e) ଯଦ	ିb2 – 4ac > 0	⇒	ମଳୂ ବାସ୍ତବ ଏବଂ ଭିନ୍ନ ଅରଟ
(f) ଯଦ	ିb2 – 4ac < 0	⇒	ମଳୂ ସମି୍ଶ୍ ରେବ	

(g) ଯଦ	ି b2 – 4ac	ଏକ ପୂଣ୍ଦେ ବଗଦେ, ରତଣୁ, ମଳୂ ରେଉଛ ି
ପେରିମୟ A

6- ଲଗାରିଦମ୍ ର ଗୁଣଧମମେ 
(a)	 = =∞ >log 1 0, log 0 , 1a a a 	ପାଇଁ
	 =log 1,a a

	 = =10log 2 0.6931, log 0.4343e e 		

(b) + =log log loga a ap q pq    

(c) − =log log loga a a
pp q
q

  

(d) =log logq
a ap q p   

7- ଚତୁଥମୋଂ�ରର ତ୍ରରିକାଣମିତରୀୟ ଅନୁପାତର ପ୍ରକୃତି
90º

270º

180º 0º

(୨ୟ ପାଦ)
sinq	ଓ	cosecq, +ve	

ଅରଟa

(୩ୟ ପାଦ)
tanq	ଓ	cotq, +ve	ଅରଟa

ସମସ୍ତ (୧ମ ପାଦ)
ସମସ୍ତ ତ୍ରରିକାଣମିତୀୟ 

ଅନୁପାତ	+ve

(୪ଥଦେ ପାଦ)
cosq	ଓ	secq, +ve	ଅରଟa

8- ତ୍ରରିକାଣମିତରୀୟ ଫଳନପାଇଁ ଗୁଣଫଳ ଓ ରଯାଗର 
ସତୂ୍ର

(a) + = +sin( ) sin cos cos sinA B A B A B

(b) − = −sin( ) sin cos cos sinA B A B A B  

(c) + = −cos( ) cos cos sin sinA B A B A B  

(d) − = +cos( ) cos cos sin sinA B A B A B  

(e) tan tantan( )
1 tan tan

A BA B
A B
+

+ =
−

 

(f) 
tan tantan( )
1 tan tan

A BA B
A B
−

− =
+

 

(g) 2

2 tansin2 2sin cos
1 tan

AA A A
A

= =
+

 

(h) 2 2 2cos2 cos sin 1 2sinA A A A= − = −

  
2

2
2

1 tan2cos 1
1 tan

AA
A

−
= − =

+
 

(i) 2

sin2 2 tantan2
cos2 1 tan

A AA
A A

= =
−

(j) 3sin3 3sin 4sinA A A= −  

(k) 3cos3 4cos 3cosA A A= −  

(l) 
3

2

3 tan tantan3
1 3tan

A AA
A

−
=

−
 

(m) sin sin 2sin cos
2 2

A B A BA B + −
+ =  

(n) sin sin 2cos sin
2 2

A B A BA B + −
− =  

(o) cos cos 2cos cos
2 2

A B A BA B + −
+ =  

(p) cos cos 2sin sin
2 2

A B B AA B + −
− =  

(q) [ ]1sin cos sin( ) sin( )
2

A B A B A B= + + −  

(r) [ ]1cos sin sin( ) sin( )
2

A B A B A B= + − −  
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(s) [ ]1cos cos cos( ) cos( )
2

A B A B A B= + + −  

(t) [ ]1sin sin cos( ) cos( )
2

A B A B A B= − − +  

(u) sin 0 ,x x n n Z= ⇔ = π ∈  

(v) sin 1 (4 1) ,
2

x x n n Zπ
= ± ⇔ = ± ∈  

(w) cos 0 (2 1) ,
2

x x n n Zπ
= ⇔ = + ∈  

(x) cos 1 2x x n= ± ⇔ = π 	vkSj	

 (2 1) ,x n n Z= + π ∈  

(y) 0, ;axe x R a R≠ ∀ ∈ ∈

9- ଅବକଳନର ରମୌଳକି ସତୂ୍ର

(a) ( )sin cosd x x
dx

=

(b) ( )cos sind x x
dx

= −

(c) ( ) 2tan secd x x
dx

=  

(d) ( ) 2cot cosecd x x
dx

= −  

(e) ( )sec sec tand x x x
dx

=  

(f) ( )cosec cosec cotd x x x
dx

= −  

(g) ( )x xd e e
dx

=  

(h) ( ) logx x
e

d a a a
dx

=  

(i) ( ) 1log
loga

e

d x
dx x a

=  

(j) ( ) 1loge
d x

dx x
=  

(k) ( ) ( ) 1n nd ax b na ax b
dx

−
+ = +  

(l) ( )1

2

1sin , 1
1

d x x
dx x

− = ≠ ±
−

 

(m) ( )1

2

1cos , 1
1

d x x
dx x

− = − ≠ ±
−

 

(n) ( )1
2

1tan
1

d x
dx x

− =
+

 

(o) ( )1
2

1cot
1

d x
dx x

− = −
+

 

(p) ( )1

2

1sec , 0, 1
1

d x x
dx x x

− = ≠ ±
−

 

(q) ( )1

2

1cosec , 0, 1
1

d x x
dx x x

− = − ≠ ±
−

 

(r) ( )sinh coshd x x
dx

=  

(s) ( )cosh sinhd x x
dx

=

10- ସମାକଳନର ରମୌଳକି ସତୂ୍ର 

(a) sin cosx dx x c= − +∫
(b) cos sinx dx x c= +∫  

(c) tan log cos log secx dx x c x c= − + = +∫  

(d) cot log sinx dx x c= +∫  

(e) sec log(sec tan )x dx x x c= + +∫  
(f) ( )cosec log cosec cotx dx x x c= − +∫  
(g) 2sec tanx dx x c= +∫  
(h) 2cos ec cotx dx x c= − +∫  
(i) x xe dx e c= +∫  

(j) ; 0, 1
log

x
x

e

aa dx c a a
a

= + > ≠∫  

(k) 
1 logedx x c
x

= +∫  
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(l) 
1

, 1
1

n
n xx dx c n

n

+

= + ≠ −
+∫  

(m) 
1

2 2

1 tandx x c
a aa x

−= +
+∫  

(n) 2 2

1 log
2

dx a x c
a a xa x

+ = + −−  ∫  

(o) 2 2

1 log
2

dx x a c
a x ax a

− = + −−  ∫  

(p) 1

2 2
sindx x c

aa x
−= +

−
∫  

(q) 1

2 2
sinhdx x c

ax a
−= +

+
∫  

 ( )2 2log x x a c= + + +  

(r) 
1

2 2
coshdx x c

ax a
−= +

−
∫

  ( )2 2log x x a c= + − +

(s) ( )2 2sin sin cos
ax

ax ee bx dx a bx b bx
a b

= −
+∫

(t) ( )2 2cos cos sin
ax

ax ee bx dx a bx b bx
a b

= +
+∫  

ସଂରକ୍ପଣ
lim &	 ସୀମା		 	

\	 &	 ରତଣୁ	

	 &	 ରଯରେତୁ	

i,e,	 &	 ଅଥଦୋତ୍	

fn(a)	 &	 a	ରେ f	େ	nତମ ଅବକଳନ	

Sup.	 &	 ସପୁ୍ରୀମମ-(କୁ୍ଦ୍ରତମ ଉଚ୍ଚ ପେବିଦ୍ଧ)	
Inf.	 &	 ଇଂେୀମମ-(ଗେଷି୍ଠ ନମି୍ନ ପେବିଦ୍ଧ)
Lf ′(a) &	 x = a ରେ	f	େ ବାମ ପାଶ୍ଦେେ ଅବକଳନ
Rf ′(a) &	 x = a ରେ	 f	 େ ଦକି୍ଣ ପାଶ୍ଦେେ 

ଅବକଳନ
Lf (a) &	 x = a ରେ	f	େ ବାମ ପାଶ୍ଦେେ ସୀମା
Rf	(a) &	 x = a ରେ	f	େ ଦକି୍ଣ ପାଶ୍ଦେେ ସୀମା	
diag.	 &	 କଣ୍ଦେ
L.H.S. &	 ବାମ ପାଶ୍ଦେ
R.H.S.	&	 ଦକି୍ଣ ପାଶ୍ଦେ
dim	 &	 ମାତ୍ରା	
adj(A)	&	 ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ Aେ ଆଡ୍ ଜଏଣ୍ଟ
min.	 &	 ନୁ୍ୟନତମ
max. &	 ସବଦୋଧିକ
L.C.	 &	 ରେୈଖିକ ସଂରଯାଗ	

L.D. &	 ରେୈଖିକ ନଭିଦେେଶୀଳତା
L.I. &	 ରେୈଖିକ ସ୍ୱାତନ୍ତ୍ୟ
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�କି୍କମାନଙ୍କପାଇଁ ନରିଦ୍ମେ�ାବଳରୀ
େଳାେଳ ଆୋେତି ଶକି୍ା(Outcome Based Education-OBE)େ କାଯଦେ୍ୟକାେତିାପାଇଁ ଛାତ୍ରଛାତ୍ରୀମାନଙ୍କେ 
ଜ୍ଞାନ ଏବଂ ଦକ୍ତାେ ସ୍ତେକୁ ବୃଦ୍ଧ ିକୋଯିବା ଉଚତି୍। ଏୋେ ଉପଯୁକ୍ତ କାଯଦେ୍ୟକାେତିାପାଇଁ ଶକି୍କବୃନ୍ଦ ପ୍ରମଖୁ ଦାୟିତ୍ୱ 
ବେନ କେବିା ଆବଶ୍ୟକ। ଏେ ିOBE ପ୍ରଣାଳୀରେ ଶକି୍କମାନଙ୍କେ ଦାୟିତ୍ୱ ମଧ୍ୟେୁ ନମି୍ନରେ କଛି ିବଣ୍ଦେନା କୋଯାଇଅଛ:ି
• ସମସ୍ତ ଛାତ୍ରଛାତ୍ରୀଙ୍କ ସରବଦୋର୍ମ ସବୁେିାପାଇଁ ସୀମିତ ପ୍ରତବିନ୍ଧକ ମଧ୍ୟରେ ରସମାରନ ସମୟେ ଉପରଯାଗ କେବିା 

ଉଚତି୍।
• ରସମାରନ ଛାତ୍ରଛାତ୍ରୀମାନଙ୍କେ ଅନ୍ୟ ରକୌଣସ ିସମ୍ଭାବ୍ୟ ଅରଯାଗ୍ୟତାକୁ ବଚିାେକୁ ରନଇ ରଭଦଭାବ ନ କେ ିରକବଳ 

ନଦି୍୍ଦିଷ୍ ମାନଦଣ୍ଡ ଉପରେ ଆକଳନ କେବିା ଉଚତି୍।
• ରସମାରନ ଅନୁଷ୍ଠାନ ଛାଡବିା ପୂବଦେେୁ ଛାତ୍ରଛାତ୍ରୀମାନଙ୍କ ଶକି୍ଣ ଦକ୍ତାକୁ ଏକ ନଦି୍୍ଦିଷ୍ ସ୍ତେକୁ ବୃଦ୍ଧ ିକେବିାକୁ ରଚଷ୍ା 

କେବିା ଉଚତି୍।
• ସମସ୍ତ ଛାତ୍ରଛାତ୍ରୀମାରନ ରସମାନଙ୍କେ ଶକି୍ା ସମାପ୍ତ କେବିା ପରେ ଗୁଣାତ୍ମକ ଜ୍ଞାନ ଏବଂ ଦକ୍ତା ବୃଦ୍ଧ ିକେପିାେୁଥିବାେ 

ରସମାରନ ନଶିି୍ତ ରେବା ଆବଶ୍ୟକ।
• ରସମାରନ ସବଦେଦା ଛାତ୍ରଛାତ୍ରୀମାନଙୁ୍କ ରସମାନଙ୍କେ ଚେମ କାଯଦେ୍ୟଦକ୍ତା କ୍ମତାକୁ ବକିଶତି କେବିାରେ ଉତ୍ାେତି 

କେବିା ଉଚତି୍।
• ନୂତନ ଆଭିମଖୁ୍ୟକୁ ଏକତ୍ର କେବିାପାଇଁ ରସମାରନ ରଗାଷ୍ଠୀ କାଯଦେ୍ୟ ଏବଂ ଦଳ କାଯଦେ୍ୟକୁ ସଗୁମ ଏବଂ ଉତ୍ାେତି କେବିା 

ଉଚତି୍।  
• ରସମାରନ ବ୍ ଲୁମଙ୍କ ଟ୍ୟାରକ୍ସାରନାମିକୁ ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନେ ପ୍ରରତ୍ୟକ ରକ୍ତ୍ରରେ ଅନୁସେଣ କେବିା ଉଚତି୍।
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1. ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ:
ବ୍ ଲୁମଙ୍କ ବଗମେରୀକରଣ(Bloom’s Taxonomy)

ସ୍ତର �କି୍କ ପରରୀକ୍ା କରିବା 
ଉଚତି

ଛାତ୍ରଛାତ୍ରରୀ  ସକ୍ମ 
ରହବା ଉଚତି

ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନର 
ସମ୍ାବ୍ୟ ରମାଡ୍

ସୃଷି୍ କରିବା Creating

 ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କରିବା 
Evaluating

	ବରିଳେଷଣ କରିବା 
Analyzing

ଆରବଦନ କରିବା 
Applying

ବୁଝାମଣା
Understanding

	ସ୍ମରଣ କରିବା 
Remembering

ଛାତ୍ରଛାତ୍ରୀମାନଙ୍କେ ସଷିୃ୍ 
କେବିାେ ଦକ୍ତା

ଡଜିାଇନ୍ କମି୍ୱା ସଷିୃ୍ 
କେବିା

କ୍ୁଦ୍ର ପ୍ରକଳ୍ପ

ଛାତ୍ରଛାତ୍ରୀମାନଙ୍କେ  ଯଥାଥଦେତା 
ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କେବିାେ ଦକ୍ତା

ଯୁକି୍ତ କମି୍ୱା େକ୍ା 
କେବିା

ନଦି୍୍ଦିଷ୍ କାଯଦେ୍ୟ

ଛାତ୍ରଛାତ୍ରୀମାନଙ୍କେ  ଭିନ୍ନ 
କେବିାେ ଦକ୍ତା

ଭିନ୍ନ କମି୍ୱା ଅଲଗା 
କେବିା

ପ୍ରକଳ୍ପ / ଲ୍ୟାବ୍ ପଦ୍ଧତି

ଛାତ୍ରଛାତ୍ରୀମାନଙ୍କେ  ସଚୂନା 
ବ୍ୟବୋେ କେବିାେ ଦକ୍ତା

ସଞ୍ାଳନ କମି୍ୱା 
ପ୍ରଦଶଦେନ କେବିା

ରବୈଷୟିକ ଉପସ୍ାପନା 
/ ପ୍ରଦଶଦେନ
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ବଦି୍ୟାଥଦେୀମାରନ ମଧ୍ୟ OBE କାଯଦେ୍ୟକାେୀ କେବିାପାଇଁ ସମାନ ଭାରବ ଦାୟିତ୍ୱ ରନବା ଉଚତି। ରସମାନଙ୍କ ଦାୟିତ୍ୱଗୁଡକି 
ମଧ୍ୟେୁ ନମି୍ନରେ କଛି ିବଣ୍ଦେନା କୋଯାଇଅଛ:ି

• ପ୍ରରତ୍ୟକ ପାଠ୍ୟକ୍ରମରେ ଏକ ଅଧ୍ୟାୟ ଆେମ୍ଭ ରେବା ପୂବଦେେୁ ବଦି୍ୟାଥଦେୀମାରନ ପ୍ରରତ୍ୟକ ଅଧ୍ୟାୟ େଳାେଳ (Unit 
Outcome - UO) ବଷିୟରେ ଭଲ ଭାବରେ ଅବଗତ ରେବା ଉଚତି୍।
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•  ବଦି୍ୟାଥଦେୀମାରନ OBEେ ପ୍ରରତ୍ୟକ ସ୍ତେରେ ରସମାନଙ୍କେ ଦକ୍ତା ବଷିୟରେ ଭଲ ଭାବରେ ଅବଗତ ରେବା ଉଚତି୍।
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ଅଧ୍ୟାୟ ବ�ୈଶଷି୍ଟ୍ୟ:
ଏହ ିଅଧ୍ୟାୟରେ ବକ୍ରତୟା, ବକ୍ରତୟା ବ୍ୟାସୟାର୍ଦ୍ଧ, ବକ୍ରତୟା ରେନ୍ଦ୍ର, ବୃତ୍ତେ ବକ୍ରତୟା, ଇରେୟାଲ୍୍ଟ, ଇନରେୟାଲ୍୍ଟ, ଏନ୍ େଲପ, 
ସୀମୟାଯ୍କ୍ତ ଓ ଅସଙ୍ଗତ ସମୟାେଳଜ, ବଟିୟା ଓ ଗୟାମୟା ଫଳନ ଏବଂ ଏହୟାେ ଗ୍ଣଧମଦ୍ଧ, ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ଦ୍ୟାେୟା ସଷିୃ୍ ରହଉଥିବୟା ପଷୃ୍ଠେ 
ରଷେତ୍ରଫଳ ଏବଂ ଘନଫଳ ଜୟାଣିବୟା ନମିିତ୍ତ ସୀମୟାଯ୍କ୍ତ ସମୟାେଳନେ ପ୍ରରୟୟାଗ ବଷିୟରେ ବସୃି୍ତ େୟାବରେ ଆରଲୟାଚନୟା  
େେୟାଯୟାଇଛ ି। ଉପରେୟାକ୍ତ ସମସ୍ ବଷିୟ ବସ୍୍ ଗ୍ଡେ୍ି ଅରନେ ଉଦୟାହେଣ ମୟାଧ୍ମରେ ଆରଲୟାଚ଼ନୟା େେୟାଯୟାଇଛ,ି ରଯପେ ି
େୟାରବ ବଦି୍ୟାରଦ୍ଧୀ ମୟାରନ ସମସ୍ ସରି୍ୟାନ୍ତେ ପ୍ରରୟୟାଗେ୍ ସ୍ପଷ୍ େୟାବରେ ବ୍ଝପିୟାେରିବ । ବଦି୍ୟାରଦ୍ଧୀଙ୍କ ପୟାଇଁ ରଯଉଁରେ 
ଆବଶ୍େତୟା ଅଛ ିବଷିୟବସ୍୍େ୍ ଦୃଷି୍ରଗୟାଚେ େେବିୟା ପୟାଇଁ ଚ଼ତି୍ରଗ୍ଡେ୍ି ଅନ୍ତେ୍ଦ୍ଧକ୍ତ େେୟାଯୟାଇଛ ି।

ଯୁକି୍ଯୁକ୍ତୟା:
ଇନରେୟାଲ୍୍ଟ (ପ୍ରତରିେନ୍ଦ୍ରଜ) ଓ ଇରେୟାଲ୍୍ଟ (ରେନ୍ଦ୍ରଜ) ଅବେଳନ ଜ୍ୟାମିତେି ଏେ ଅଂଶ, ଯୟାହୟାେ ି ବଜି୍ୟାନ, େୃତ୍ରମି 
ବ୍ର୍ମିତୟା (artificial intelligence) ଏବଂ ଯନ୍ତ୍ରମୟାନବ ଶୟାସ୍ତ୍ର (Robotics)ରେ େୟାମ େେ୍ଥିବୟା ବଦି୍ୟାରଦ୍ଧୀମୟାନଙ୍କ ପୟାଇଁ 
ଏେ ମହତ୍ତ୍ୱପୂର୍ଦ୍ଧ ଧୟାେଣୟା । ଏହୟାେ ଅରନେ ପ୍ରରୟୟାଗ ରଦୈନନ୍ନି ଜୀବନ ରଶୈଳୀରେ ପେଲିଷିେତ ।

ବୃତ୍ତେ ଇନରେୟାଲ୍୍ଟେ ଅରନେ ମହତ୍ୱପୂର୍ଦ୍ଧ ପ୍ରରୟୟାଗେ ମଧ୍େ୍ ଗୟାଡ଼େି ଗିଅେ ନକ୍ୟା ଅଙ୍କନ ରହଉଛ ିଅନ୍ତମ 
ଅରଟ । ଏହୟାେ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ଅଂଶରେ ନମିମିତ ଗିଅେ ଦନ୍ତଟ ିଇନରେୟାଲ୍୍ଟ ଆେୟାେ ପେ ିରହୟାଇରୟାଏ ।

ଇନରେୟାଲ୍୍ଟେ ମଳୂ ପ୍ରରୟୟାଗ ରଦୟାଳନ ଘଡ଼ ିଓ ରେଳନୟା ନମିଦ୍ଧୟାଣରେ ରହୟାଇରୟାଏ଼, ରଯଉଁରେ ଏେ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ଚୟାବ ିଏେ 
ସ୍ପପ୍ିଙ୍ଗେ୍ ବୃତ୍ତୀୟ ଇନରେୟାଲ୍୍ଟ ପରରେ ଗତ ିରଦବୟାପୟାଇଁ ବ୍ବହୃତ ହ୍ଏ।

ଆରମ ସୀମୟାଯ୍କ୍ତ ସମୟାେଳନେ୍ ଉପରଯୟାଗ େେ ିରଯରତରବରଳ ଜଳେଣ୍ୟାେ ପୂର୍ଦ୍ଧ ରୟାଏ, ବନ୍ଧ ଉପରେ ପଡ୍ଥିବୟା 
ଟୟାପେ େଳନୟା େେରିୟାଉ, ଏବଂ ଆରମ ମଧ୍ ଯୟାଞ୍ଚ େେ୍ ରଯ ପେବିତ୍ତମିତ ଜଳସ୍େ, ଶକି୍ତେ୍ େପିେ ିପ୍ରେୟାବତି େରେ ।

ସୀମୟାଯ୍କ୍ତ ସମୟାେଳଜ ଏେ ଶକି୍ତଶୟାଳୀ ସୟାଧନ ଯୟାହୟା ସୟାହୟାଯ୍ରେ ଆରମ ପଷୃ୍ଠ ତଳେ ରଷେତ୍ରଫଳ ଓ ଘନଫଳ, 
ବସ୍୍ତ୍ୱ ଓ ଆୟତନ,ବୃର୍ ିଓ ଷେୟ ଆଦେ୍ି ବ୍ଝବିୟାରେ ସମରଦ୍ଧ ରହଉ ।

ଅସଙ୍ଗତ ସମୟାେଳଜେ୍ ବ୍ବହୟାେ େେ ିଆରମ ସୀମୟାବର୍ ବକ୍ରଗ୍ଡେିେ ରଷେତ୍ରଫଳ ଓ ଘନଫଳ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେରିୟାଉ ।
ଗୟାମୟା ଫଳନେ ଉପରଯୟାଗ ଗୟାମୟା ବଣ୍ଟନରେ େେୟାଯୟାଇରୟାଏ, ଯୟାହୟାେ୍ ସମୟ ଆଧୟାେତି ଘଟଣୟା ନରି୍ଦ୍ଧୟାେତି 

େେବିୟାପୟାଇଁ ବ୍ବହୟାେ େେୟାଯୟାଏ, ଯରୟା ଇରଲର୍ୟାନେି ଉପୟାଦୟାନେ ଜୀବନ ଅବଧି ।

1 କଳନ ଗଣିତ 1 (Calculus-1)



2 | ଗଣନୟା ଏବଂ ରେୈଖିେ ବୀଜଗଣିତ

ପ୍ୟାକ୍ -ଆ�ଶଟ୍ୟକତୟା 
1. ସମୟାେଳନ ଓ ଅବେଳନେ ରମୌଳେି ଜ୍ୟାନ ।
2. ବେିିନ୍ନ ପ୍ରେୟାେେ ବକ୍ର, ଯରୟା ବୃତ୍ତ, ଏଲିପ୍ସ, ହୟାଇପେରବୟାଲୟା ଇତ୍ୟାଦରିେ ଜ୍ୟାନ ।
3. କ୍ରମ ଗ୍ଣିତ ବଷିୟରେ ଧୟାେଣୟା ।
4. ସମୟାେଳନେ୍ ବ୍ବହୟାେ େେ ିଦ୍ଇ େମି୍ୟା ଅଧିେ ବକ୍ର ଦ୍ୟାେୟା ସୀମୟାବର୍ ରଷେତ୍ରେ ରଷେତ୍ରଫଳ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେବିୟା । 

ଅଧ୍ୟାୟ ଫଳୟାଫଳ

ଏହ ିଅଧ୍ୟାୟେ୍ ସଂପୂର୍ଦ୍ଧ ଅଧ୍ୟନ େଲୟାପରେ, ବଦି୍ୟାରଦ୍ଧୀମୟାରନ ନମି୍ନଲିଖିତରେ ସଷେମ ରହରବ ।
U1-01: ବକ୍ରତୟା ଏବଂ ବକ୍ରତୟା ବ୍ୟାସୟାର୍ଦ୍ଧ ଉପରେ ଧୟାେଣୟାେ୍ ବ୍ୟାେ୍ୟା େେପିୟାେରିବ, ବକ୍ରତୟା ରେନ୍ଦ୍ର ସୟାହୟାଯ୍ରେ 

ବକ୍ରେ ଇନରେୟାଲ୍୍ଟେ୍ ନରି୍ଦ୍ଧୟ  େେପିୟାେରିବ ।
 U1-02: ସମୟାେଳଜ ପେୀଷେଣେ୍ ବେିିନ୍ନ ଫଳନ ପୟାଇଁ ପ୍ରରୟୟାଗେେ ିରସମୟାନଙ୍କେ ଅେିସେଣ ଓ ଅପସେଣ ପ୍ରେୃତ ି

ବଷିୟରେ ଜ୍ୟାନ ପୟାଇପୟାେରିବ ।
U1-03: ବଟିୟା-ଗୟାମୟା ଫଳନେ ଧୟାେଣୟା ସହତି ପେଚି଼ତି ରହଲୟାପରେ ଏହୟାେ ପ୍ରରୟୟାଗ େେ ିବେିିନ୍ନ ସମୟାେଳଜେ 

ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ େେପିୟାେରିବ ।
U1-04: ରଡେୟାଟଦ୍ଧୀୟ, ପୟାେୟାମିଟେୀୟ ଏବଂ ଧରୁବୀୟ ବକ୍ର ପୟାଇଁ ପଷୃ୍ଠ ରଷେତ୍ରଫଳ ଏବଂ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ଦ୍ୟାେୟା ସଷିୃ୍ରହଉଥିବୟା 

ଘନୟାେୃତ ିବସ୍୍େ ଘନଫଳ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେପିୟାେରିବ ।

ଅଧ୍ୟାୟ ଫଳୟାଫଳ (UOs) ସହ ପୟାଠଟ୍ୟକ୍ରମ ଫଳୟାଫଳ (COs)ର ମଟ୍ୟୟାପିଂ

ଅଧ୍ୟାୟ 1ର  
ଫଳୟାଫଳ  
(COs)

ପୟାଠଟ୍ୟକ୍ରକ ଫଳୟାଫଳ (COs) ସହତି ଆଶୟା କରୟାଯୟାଉଥି�ୟା ମଟ୍ୟୟାପିଂ
(1- ଦ୍ବଦ୍ଧଳ  ସହସମ୍ନ୍ଧ; 2-ମଧ୍ମ ସହସମ୍ନ୍ଧ; 3-ଦୃଢ ସହସମ୍ନ୍ଧ)

CO-1 CO-2 CO-3 CO-4 CO-5

U1-01 3 1 - - 1

U1-02 2 3 - - -

U1-03 3 - - - -

U1-04 2 - - - 1
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ଇତହିୟାସ: 
ଆରପୟାରଲୟାନୟିସ (ଖ୍ୀଷ୍ପୂବଦ୍ଧ 262-190)ରେ ପରେୟାଷେ େୟାବରେ ରେୟାନେି 
ରସେସନେ ବକ୍ରତୟା ‘ଗଣନୟା’ େେଥିିରଲ, ରଯରତରବରଳ ପ୍ସ୍େ (ରେୟାନେିୟା 
V) ରେ ଅେିଲମ୍ ଅଙ୍କନ େେବିୟା ପ୍ରଶ୍ନଗ୍ଡେିେ ସମୟାଧୟାନ େେ୍ଥିରଲ, େନ୍ି୍ତ 
ରସ ଏହୟାେ୍ ବକ୍ରେ ଗ୍ଣ େୟାବରେ ଚ଼ନି୍ତୟା େେନିଥିରଲ । ତୟାଙ୍କେ ‘ଗଣନୟା’ 
ରେବଳ ରଛଦେ ସଷିୃ୍ ପୟାଇଁ ଥିଲୟା । ରଡେୟାରଟଙ୍କ ପୂବଦ୍ଧେ୍ ନରିେୟାରଲ 
ଓରେରମେ (ଖ୍ୀ 1320-1382) ସବଦ୍ଧପ୍ରରରମ ବକ୍ରତୟାେ୍ ଲଷେ୍ େେଥିିରଲ, 
ରଯରତରବରଳ ରସ ସ୍ୟାନୟାଙ୍କେ ବ୍ବହୟାେ େେଥିିରଲ । ରସ ଏହୟାେ୍ ବକ୍ରେ 
ବଙ୍କୟାଇବୟାେ ସ୍ୟାନୀୟମୟାପ ହସିୟାବରେ ବ୍ୟାେ୍ୟା େେଥିିରଲ, ଏବଂ ଲୟାଟନି 
େୟାଷୟାରେ ‘େେେିଟୟାସ’ (Curvitas)  ରବୟାଲି ନୟାମ ରଦଇଥିରଲ । ପରେ 
ରସ ପ୍ରସ୍ୟାବ େଖିଥିରଲ ରଯ ବୃତ୍ତ ପୟାଇଁ ଏହୟା ବ୍ୟାସୟାର୍ଦ୍ଧେ ବ୍୍ତକ୍ରମ େୟାବରେ 
ବ୍ବହୟାେ େେୟାଯୟାଇ ପୟାେବି, ଯୟାହୟା ଆମେ ଆଧ୍ନେି ପ୍ରଚ଼ଳତିେୀତ ିଅରଟ । 

ଏେ ବନ୍ି୍ରେ ନେିଟତମ ବୃତ୍ତେ୍ ବଚି଼ୟାେ େେ ିସୟାଧୟାେଣ ବକ୍ରଗ୍ଡେି ପୟାଇଁ ବକ୍ରତୟାେ୍ େପିେ ିବ୍ୟାେ୍ୟା େେୟାଯିବ, 
ତୟାହୟା ରେପଲେ(Kepler) ଅସ୍ପଷ୍ େୟାବରେ ପେୟାମଶଦ୍ଧ ରଦଇଥିରଲ, ଯୟାହୟାେ୍ 1680 ମସହିୟାରେ ରଲବନିଜି୍(Leibnitz) 
ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ବୃତ୍ତ ରବୟାଲି ନୟାମେେଣ େେଥିିରଲ । େନ୍ି୍ତ ହୟାଇରଜନ୍ (Huygens) ସବଦ୍ଧପ୍ରରରମ ସୟାଧୟାେଣ ବକ୍ରଗ୍ଡ଼େି ପୟାଇଁ 
ବକ୍ରତୟା ଗଣନୟା େେବିୟାେ ଏେ ଉପୟାୟ ପୟାଇଥିରଲ, ଏବଂ ନ୍୍ଟନ୍ (Newton) ଏହ ିଧୟାେଣୟାେ ଆଧ୍ନେି େୂପ ପ୍ରଦୟାନ 
େେଥିିରଲ ।

1.1 �କ୍ରତ। (Curvature) 
ଚତି୍ର 1.1 ରେ ଦଶଦ୍ଧ।ଯୟାଇଛ ି ରଯ ବକ୍ରରେେ। AMNB, N ବନ୍ି୍ ତ୍ଳନ।ରେ M ବନ୍ି୍ଠ।ରେ 
ଅଧିେ ତୀବ୍ର େୟାବରେ ବକ୍ର ରହୟାଇଛ ି। ଏେ ନରି୍ଦମିଷ୍ ବନ୍ି୍ରେ ବକ୍ରରେେୟାେ ବକ୍ର ପ୍ରବୃତ୍ତେ୍ି ରସହ ି
ବନ୍ି୍ରେ ବକ୍ରରେେୟାେ ବକ୍ରତୟା େ୍ହୟାଯୟାଏ । ରତଣ୍ N ବନ୍ି୍ ଅରପଷେୟା M ବନ୍ି୍ରେ ବକ୍ରତୟା ଅଧିେ । 
ଏହୟା ଏେ ବନ୍ି୍ରେ ବଙ୍କୟା ରହବୟାେ ତୀକ୍ଷ୍ଣତୟାେ ଏେ ନରି୍ଦମିଷ୍ ସୟାଂେ୍ୟାତ୍ମେ ମୟାପେ୍ ଦଶଦ୍ଧୟାଇବ ।

ଚତି୍ର 1.2, ମରନେେ P ଓ Q ଏେ ବକ୍ରରେେୟାେ ଦ୍ଇଟ ିପୟାେୟାପୟାଖି ବନ୍ି୍ । 
ଚୟାପ PQ ଏହୟାେ ଜ୍ୟା ଆଡେ୍ ଅବତଳ ଅରଟ । ମରନେେ P ଓ Q ପ୍ରତ ିଲମ୍ N 
ରେ ପେସ୍ପେେ୍ ରଛଦ େେ୍ଛ ି।

ରଯରତରବରଳ Q→ P, N ଏେ ନରି୍ଦମିଷ୍ ସ୍ିତ ିC େ୍ ଚୟାଲିଯୟାଏ, ତୟାହୟାେ୍ ବକ୍ରେ 
P ବନ୍ି୍ରେ ବକ୍ରତୟା ରେନ୍ଦ୍ର େ୍ହୟାଯୟାଏ। CP ଦୂେତୟାେ୍ P ବନ୍ି୍ରେ ବକ୍ରରେେୟାେ ବକ୍ରତୟା 
ବ୍ୟାସୟାର୍ଦ୍ଧ େ୍ହୟାଯୟାଏ ଏବଂ ଏହୟାେ୍ r (Rho)(ରେୟା) ଦ୍ୟାେୟା ସଚୂତି େେୟାଯୟାଏ । ରଯଉଁ 
ବୃତ୍ତେ ରେନ୍ଦ୍ର C ଏବଂ ବ୍ୟାସୟାର୍ଦ୍ଧ CP, ତୟାହୟାେ୍ P ବନ୍ି୍ରେ ବକ୍ରତୟା ବୃତ୍ତ େ୍ହୟାଯୟାଏ । P 

‘‘ମ୍ଁ ବଶି୍ୟାସ େରେ ରଯ ଆରମ ନଶିି୍ତ 
େୟାବରେ େଛି ିଜୟାଣିନୟାହ୍ଁ, ରବୟାରଧହ୍ଏ 
ସବ୍େଛି’ି’ – ଖ୍ରୀଷି୍ଆନ ହୟାଇବେନ୍ 

A

M

N
B

ଚତି୍ର 1.1

Y

O X

Q

C

N

P

ଚତି୍ର 1.2
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ବନ୍ି୍ ରଦଇ ଅଙି୍କତ ବୃତ୍ତେ ଜ୍ୟାେ୍ ବକ୍ରତୟା ଜ୍ୟା  େ୍ହୟାଯୟାଏ । ବକ୍ରତୟା ବ୍ୟାସୟାର୍ଦ୍ଧେ ବ୍୍ତକ୍ରମ ବକ୍ରରେେୟାେ P ବନ୍ି୍ରେ ବକ୍ରତୟା 
(Curvature) େ୍ହୟାଯୟାଏ । ଏହୟା K(େୟାପୟା) ଦ୍ୟାେୟା ସଚୂତି େେୟାଯୟାଏ ।

1.1.1 �କ୍ରତୟାର ଗୟାଣିତକି ସଂଜ୍ୟା (Mathematical definition of a curvature) 
ମରନେେ AB ଏେ ବକ୍ର ଏବଂ ଏହ ିବକ୍ର ଉପରେ P, Q ଦ୍ଇଟ ିପୟାେୟାପୟାଖି 
ବନ୍ି୍ । ମରନେେ ଚୟାପ AP = s ଏବଂ ଚୟାପ AQ = s + ds । ବକ୍ର ଉପରେ 
ଏେ ନରି୍ଦମିଷ୍ ବନ୍ି୍ A ଠୟାେ୍ ଚୟାପେ ରଦୈଘଦ୍ଧ୍ ମୟାପେେୟାଯୟାଇଛ ି। ମରନେେ P ଓ 
Q ବନ୍ି୍ରେ ସ୍ପଶଦ୍ଧରେେୟା x-ଅଷେ ସହତି y ଏବଂ y+dy ରେୟାଣ ସଷିୃ୍ େେ୍ଛ ି।
ଏରେ

i. ସ୍ପଶଦ୍ଧରେେୟାେ ମିଳନ ବନ୍ି୍, ଚୟାପ PQ େ ଗତ ିପରରେ ସ୍ପଶଦ୍ଧେେ dy 
ରେୟାଣେ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନେ୍ ସମଦ୍ୟାୟ ବକ୍ରତୟା େ୍ହୟାଯୟାଏ । 

ii. ଅନ୍ପୟାତ, dy/ds େ୍ ହୟାେୟାହୟାେ ିବକ୍ରତୟା େ୍ହୟାଯୟାଏ। 

iii. ରଯରତରବରଳ Q → P ହୟାେୟାହୟାେ ିବକ୍ରତୟାେ ସୀମୟାନ୍ତ ମୟାନେ୍ ବକ୍ରରେେୟାେ P ବନ୍ି୍ରେ ବକ୍ରତୟା େ୍ହୟାଯୟାଏ । 

ରତଣ୍ P ବନ୍ି୍ରେ ବକ୍ରତୟା(κ)   ଅରଟ।

iv. ବକ୍ରରେେୟାେ P ବନ୍ି୍ରେ ବକ୍ରତୟାେ ବ୍୍ତକ୍ରମେ୍ ବକ୍ରତୟା ବ୍ୟାସୟାର୍ଦ୍ଧ େ୍ହୟାଯୟାଏ । ରଯଉଁରେ ବକ୍ରତୟାେ ମଲୂ୍ ଶ୍ନ 
ରହୟାଇ ନଥିବ । ଏହୟାେ୍ r ଦ୍ୟାେୟା ସଚୂତି େେୟାଯୟାଏ । r = d

ds1
�� ��=

ମନ୍ତ�ଟ୍ୟ: (1) ଏେ ସେଳରେେୟା  ରେରବ ବଙ୍କୟା ରହୟାଇନରୟାଏ ଏହୟା ସବଦ୍ଧଦୟା ସଧିୟା।

     (ରଯରହତ୍ y ଏେ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େୟାଶ ି ds
d��  = 0) ରତଣ୍ ସେଳରେେୟାେ ବକ୍ରତୟା ରହଉଛ ିଶୂନ ।

 (2) ବୃତ୍ତେ ବକ୍ରତୟା ନରି୍ଦ୍ଧୟ ଏବଂ ବ୍ୟାସୟାର୍ଦ୍ଧେ ବ୍୍ତକ୍ରମ ସହତି ସମୟାନ ।

1.1.2 �କ୍ରତୟା �ଟ୍ୟୟାସୟାର୍ଦ୍ଧ (Radius of Curvature) 
ରଯରେୌଣସ ି ବନ୍ି୍ରେ ବକ୍ରତୟାେ ବ୍୍ତକ୍ରମେ୍ ରସହ ି ବନ୍ି୍ରେ ବକ୍ରତୟା ବ୍ୟାସୟାର୍ଦ୍ଧ 
େ୍ହୟାଯୟାଏ । ବକ୍ରତୟା ବ୍ୟାସୟାର୍ଦ୍ଧେ୍ ସ୍ପଷ୍ େୟାବରେ ବ୍ୟାେ୍ୟା େେବିୟା ପୟାଇଁ ରଯରେୌଣସ ି
ବନ୍ି୍ରେ ବକ୍ରତୟା ଶୂନ୍ ରହବୟା ଉଚତି୍ ନ୍ରହଁ । ଏହୟାେ୍ r ଦ୍ୟାେୟା ସଚୂତି େେୟାଯୟାଇରୟାଏ । 
 ରତଣ୍ P  ବନ୍ି୍ରେ r = d

ds1
�� ��=

Y

O X

ψ + δψ

δs

B

Q

PsA

ψ

δψ

ଚତି୍ର 1.3

ଚତି୍ର 1.4
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ଚତି୍ରବର ପରିପ୍କୟାଶ
ବକ୍ର CD ପୟାଇଁ, P ବନ୍ି୍ରେ ଯଦ ି r ବକ୍ରତୟା ବ୍ୟାସୟାର୍ଦ୍ଧ ହ୍ଏ ଏବଂ P ବନ୍ି୍ରେ ଏେ ଲମ୍ ଅଙ୍କନ େେୟାଯୟାଏ ରତରବ 
O'P ଦୂେତୟା ବକ୍ରତୟା ବ୍ୟାସୟାର୍ଦ୍ଧ ସହତି ସମୟାନ ।

A. ବେକୟାରଦ୍ଧରୀୟ �କ୍ର ପୟାଇଁ �କ୍ରତୟା �ଟ୍ୟୟାସୟାର୍ଦ୍ଧ
ଏରେ r ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେୟାଯିବ ରଯରତରବରଳ ବକ୍ରେ ସମୀେେଣ ରଡେୟାଟଦ୍ଧୀୟ ସ୍ୟାନୟାଙ୍କରେ ଦଆିଯୟାଇରୟାଏ । ମରନେେ y = 
f (x) ଏେ ରଡେୟାଟଦ୍ଧୀୟ ବକ୍ର ।  P (x, y) ବନ୍ି୍ରେ ସ୍ପଶଦ୍ଧରେେୟା X-ଅଷେ ଦଗିରେ y ରେୟାଣ ସଷିୃ୍ େେ୍ଛ ି।
ରତଣ୍ ଆରମ ପୟାଇବୟା।

 sin y = ds
dy , cos y = ds

dx  ଏବଂ tan y = dx
dy

 \ y = tan–1 (y1), ରଯଉଁରେ y1 = dx
dy

 x େିତ୍ତେି ଅବେଳନ େରଲ, ଆରମ ପୟାଉ, 

     

ବତ୍ତଦ୍ଧମୟାନ  

  = 

   

ରତଣ୍,   

  , ରଯଉଁରେ y2 ≠ 0

B. ପୟାରୟାମିରରରୀୟ �କ୍ର ପୟାଇଁ �କ୍ରତୟା �ଟ୍ୟୟାସୟାର୍ଦ୍ଧ (Radius of Curvature for Parametric curve)

ରଯରତରବରଳ ବକ୍ରେ ସମୀେେଣ x = f(t), y = φ(t) ρେ ମଲୂ୍ ନ ିର୍ଦ୍ଧୟ େେୟାଯିବ। ଏରେ x = f(t), y = φ (t), 
ରଯଉଁରେ t ରହଉଛ ିପ ୟାେୟାମିଟେ।

ଆରମ ଜୟାଣ୍, x' = dt
dx , y' = dt

dy

ଚତି୍ର 1.5 

22
1

1 .
1

d y
dx y
ψ

=
+

2

2 2

d yy
dx

 
= 

 


2
2

1

1 . .cos
1

yd d ds
dx ds dx y
ψ ψ

= = = ψ
ρ +

2
2 2

1 1

1.
1 1

y
y y

=
+ +

( )2 2 2
1

1 1 1 1cos
sec 1 tan 11 / ydy dx

 
 ψ = = = =
 ψ + ψ ++ 


( )
2

3/22
1

1

1

y

y
=

ρ +

3/22
1

2

1 y
y

 + ρ =
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ଏବଂ  

ରତଣ୍,   ...(1)

      ସମୀେେଣ 1େ୍ x େିତ୍ତେି ଅବେଳନ େରଲ,

ଆରମ ପୟାଉ,    

   ରେ ମୟାନ ବ୍ବହୟାେ େେବିୟା ପରେ ଆରମ ପୟାଇବୟା

  

C.  ଧ୍ରୃ�ରୀୟ(polar) �କ୍ର ପୟାଇଁ �କ୍ରତୟା �ଟ୍ୟୟାସୟାର୍ଦ୍ଧ
ବକ୍ର r = f(q) େମି୍ୟା f(r, q)=0 ପୟାଇଁ r ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେବିୟା ।
ମରନେେ P(r, q) ବନ୍ି୍ରେ, ସ୍ପଶଦ୍ଧ ରେେୟା OP ସହ φ ରେୟାଣ ଉତ୍ପନ୍ନ େରଲ ଆରମ ପୟାଉ

 tanf = rdθ
dr

] sinf = r d
ds
θ  ଏବଂ cosf = ds

dr  ...(1)

 ପ୍ନବଦ୍ଧୟାେ ଯଦ ିP(r, q) ବନ୍ି୍ରେ ସ୍ପଶଦ୍ଧରେେୟା OX-ଅଷେ ସହ y
 ରେୟାଣ ଉତ୍ପନ୍ନ େରେ, ରତରବ
 y = q + f

 d
ds
ψ = ds

d��+ ds
d��

 = ds
d��+ .d

d
ds
d

�
� �

 =  ...(2) 

 ସମୀେେଣ (1), େ୍

 tan f = rdθ
dr

=
d
dr
r

��

 ଏବଂ tan f = r
r1

 ରଯଉଁରେ  r1 = dr
dθ

ଚତି୍ର 1.6 

2 2

2 2,d x d yx y
dt dt

= =′′ ′′

1

dy
dy ydty dxdx x

dt

′= = =
′

2 2 .x y y x dty
dxx

−′ ′′ ′ ′′=
′ 3

x y y x
x
−′ ′′ ′ ′′=
′

1dt
dx x

 = ′ 


3/22
1

2

1 y
y

 + ρ =

( )3/22 2x y
x y y x

+′ ′
ρ =

−′ ′′ ′ ′′

1d d
ds d

θ φ = + θ 
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 q େିତ୍ତେି ଅବେଳନ େରଲ, ଆରମ ପୟାଉ,

 

⇒ 

 

   tan� �
�

�
�

�

�
�

r
r1

  ...(3)

 ପ୍ନବଦ୍ଧୟାେ: ସମୀେେଣ(1), େ୍ rd
ds
θ  =  sin f = cosec

1
��

⇒ 

 ସମୀେେଣ (2), (3), (4) େ୍, ଆରମ ପୟାଉ ...(4)

 

  

⇒ 

ବକବତକ ସମୟାହତି ଉଦୟାହରଣ

ଉଦୟାହରଣ 1.1. ନମି୍ନଲିଖିତ ବକ୍ରେ ବକ୍ରତୟା ବ୍ୟାସୟାର୍ଦ୍ଧ ଦତ୍ତ ବନ୍ି୍ରେ  ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ:

 (a) y = 4 sin x – sin 2x, ବନ୍ି୍ x = π
2

 (b) x y+  = 1 ବନ୍ି୍ 1
4
1
4
,�

�
�

�
�
�

 ସମୟାଧୟାନ: (a)  ଦତ୍ତ: y = 4 sin x – sin 2x ...(1)

 ସମୀେେଣ (1)େ୍ ‘x‘  େିତ୍ତେି ଅବେଳନ େରଲ,
   dy

dx
 = 4 cos x – 2 cos 2x

2 1 1 2
2

1

.
sec .

r r r rd
d r

−φ
φ =

θ

2
1 2

2 2
1

1.
sec

r r rd
d r

−φ
=

θ φ
2

1 2
2 2

1

1.
1 tan

r r r
r
−

=
+ φ

2 2
1 2 1

2 2 2
1 1

.
r r r r

r r r
−

=
+

2
1 2

2 2
1

r r r
r r

−=
+

2
1 2

2 22 2
11

1 . 1 r r rd
ds r rr r

 −ψ
= + ++  

2 2 2
1

1 1 1.
1 cot

d
ds r r r
θ
= =

+ f +

( )
2 2

1 2
3/22 2

1

21 r r r r

r r

+ −
=

ρ +

( )3/22 2
1

2 2
1 22

r rds
d r r r r

+
ρ= =

ψ + −

1 ds
d

 
= ρ ψ 
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 ଏବଂ  d y

dx

2

2  = – 4 sin x + 4 sin 2x

 ଆରମ ଜୟାଣ୍, ρ = 
1

1 4 2 2

4

2 3 2

2

2

2 3 2� �
�
�

�
�
�

�

�
�
�

�

�
�
�

�
� ��� ��
�

dy
dx

d y

dx

x x

/

/
( cos cos )

siin sinx x� 4 2

     (ଋଣୟାତ୍ମେ ଚହି୍ନେ୍ ଗ୍ରହଣ ନ େେ)ି

   = 5
4

3 2/
   (ଉତ୍ତର)

 (b)  ଦତ୍ତ: x y+  =1           ... (1)

 ସମୀେେଣ (1)େ୍ ‘x’ େିତ୍ତେି ଅବେଳନ େରଲ,

  1

2 2x y

dy

dx
�

�  = 0

 ⇒  dy
dx

 = –
1

1
x

y

y

x
= −

 = – 1 ବନ୍ି୍ 1
4
1
4
,�

�
�

�
�
�  ରେ

ରସହପିେ ିେୟାରବ, ଆରମ ପୟାଉ d y

dx

2

2  = 
x

y

dy
dx

y
x

x

. .
1

2

1

2
�

�

�
��

�

�
��

   = 
x

y

y

x

y

x

x

y

x

x

2 2
1
2 2

�
�

�
��

�

�
�� �

�

�
�
�

�

�
�
�
�

� �
�

�
�
�

�

�
�
�

   = – 
x y

x x

��

�
�
�

�

�
�
�
�
� ��
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

2

1
2

1
2

2
1
4
1
2

. .
 ବନ୍ି୍ 

1
4
1
4
,



  ରେ

   = –4

( ) ( )

3/22

3/2

2

1 4cos 2cos
2 1 4

44sin 4sin
2

π

 π + − π  
  +  ρ = =

π −− + π
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ଆରମ ଜୟାଣ୍, ρ = 
1

1 1

4
2
4

2 3 2

2

2

3 2 3 2
+ 

















= −
+

=

dy
dx

d y

dx

/

/ /( )  = 1

2
 (ଉତ୍ତର)

ଉଦୟାହରଣ 1.2. ବକ୍ର y = log x, x > 0 ପୟାଇଁ । ρ । େ ନ୍୍ନତମ ମଲୂ୍ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ।
ସମୟାଧୟାନ: ମରନେେ: y = log x ...(1)

ସମୀେେଣ (1)େ୍ ‘x’ େିତ୍ତେି ଅବେଳନ େରଲ, ଆରମ ପୟାଉ

 dy

dx
 = 1

x
 ଏବଂ d y

dx x

2

2 2

1
� �

ଆରମ ଜୟାଣ୍  ρ = 
1 1

1

1
1
2 3 2

2

2

3 2

2

��� �� �
��

�
�

�
�
�

�

y

y
x

x

/
/

 = – ( )/x

x

2 3 21+

ମରନେେ  । ρ । = f (x) = ( )/x

x

2 3 21+

f (x) େ ନ୍୍ନତମ ମଲୂ୍ ନରି୍ଦଦ୍ଧୟାେଣ ପୟାଇଁ, ଆମେ୍  f ' (x) ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେବିୟାେ୍ ରହବ ।

 f' (x) = 
x x x x

x

. ( ) ( )/ /3
2

1 2 12 1 2 2 3 2

2

� � �

 = 3 1 12 2 2 3 2

2

x x x

x

� � �( )/

 = x x x

x

x x

x

2 2 2

2

2 2

2

1 3 1 1 2 1� � �
�

� �( ) ( )

f' (x) = 0, େ୍ ଆରମ ପୟାଉଛ୍ x = ± 1

2

ଏବଂ  x = 1

2
 ରହରଲ  f "(x) େ ମଲୂ୍ ଧନୟାତ୍ମେ ଅରଟ ।

ରତଣ୍   | ρ | େ ମଲୂ୍ ନ୍୍ନତମ ରଯରତରବରଳ x = 1

2
 (\ x > 0)
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  । ρ ।min = 
( )/

/

x

x x

2 3 2

1

2

3 2

1

1
2

1

1

2

��

�
�

�

�
� �

��
�
�

�
�
�

�

 = 3
2

2
3 3
2

3 2
�
�
�

�
�
� �
/

  ρ  େ ନ୍୍ନତମ ମଲୂ୍ 3 3
2

  (ଉତ୍ତର)

ଉଦୟାହରଣ 1.3. ଆୟତୀୟ ହୟାଇପେରବୟାଲୟା xy = c2 େ (x,y) ବନ୍ି୍ରେ ବକ୍ରତୟା ବ୍ୟାସୟାର୍ଦ୍ଧ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ।

ସବକେତ y = c
x

2
, ନଆିଯୟାଉ  ଉତ୍ତର:  । ନରିଜ ରଚଷ୍ୟା େେ।

ଉଦୟାହରଣ 1.4. ବକ୍ରେ ଦ୍ଇ ଶୟାେୟା x = 1 – t2, y = t – t3 େ ବକ୍ରତୟା ବ୍ୟାସୟାର୍ଦ୍ଧ ମଳୂବନ୍ି୍ରେ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ ।
ସମୟାଧୟାନ: ମଳୂବନ୍ି୍ (0, 0) ରେ ‘t‘େ  ଦ୍ଇଟ ିସୟାଧୟାେଣ ମଲୂ୍ ରହଉଛ ି1 ଏବଂ -1 ।

[∴ x = 1 – t2, 0 = 1 – t2 ⇒ t2 = 1 ⇒ t = ±1]
ରତଣ୍, ବକ୍ରେ ଦ୍ଇଟ ିଶୟାେୟା ପୟାଇଁ, t େ ମଲୂ୍ 1 ଏବଂ -1
ଦତ୍ତ: 2 31 ,x t y t t= − = −       
ଉପରେୟାକ୍ତେ୍ ‘t’ େିତ୍ତେି ଅବେଳନ େରଲ, ଆରମ ପୟାଉ

               
21 3 ,dy t

dt
= −

 
2dx t

dt
= −

∴               

21 3 1 3
2 2 2

dy t t
dx t t

−
= − = − +

    ... (1)
ପ୍ନଶ୍ ସମୀେେଣ (1) େ୍ ‘x’ େିତ୍ତେି ଅବେଳନ େରଲ, ଆରମ ପୟାଉ

                       

2 2

2 2

1 3
1 3 22.

2 22
d y dt t

dx tdx t

 +    = + =  − 

                       3

1 3
44 tt

= − −
 

ଆରମ ପୟାଉ               
ଏବଂ                 

( )3/22 2

22

x y

c

+

1

1 3 1
2 2t

dy
dx =

  = − + = 
 

2

2
1

1 3 1
4 4t

d y
dx

=

 
= − − = − 
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ରସହପିେ,ି  1

1 3 1
2 2t

dy
dx = −

  = − = − 
                 

ଏବଂ 
2

2
1

1 3 1
4 4t

d y
dx

= −

 
= + = 

 
         

ରତଣ୍     ( ) ( )

3/22

3/2

21

2

1
1 1

2 2
1t

dy
dx

d y
dx

=

  +  
  +  ρ = = = −

−     

ଏବଂ    ( ) ( )

3/22

3/2

21

2

1
1 1

2 2
1t

dy
dx

d y
dx

= −

  +  
  +  ρ = = =   )ରତ୍ତଉ(

ଉଦୟାହରଣ 1.5. ପ୍ରମୟାଣ େେ ରଯ େ୍ୟାରଟନୟାେୀ cosh xy c
c

 =  
 

ପୟାଇଁ ବକ୍ରତୟା ବ୍ୟାସୟାର୍ଦ୍ଧ, ବକ୍ର ଏବଂ x-ଅଷେ ମଧ୍ରେ 

ଅେିଲମ୍େ ରଛଦୟାଂଶ ସହତି ସମୟାନ ଏବଂ ରେୟାଟେି ବଗଦ୍ଧ େୂପରେ ଏହୟାେ ମଲୂ୍ ପେବିତ୍ତମିତ ରହୟାଇରୟାଏ । 

ସମୟାଧୟାନ: ନରିଜ ରଚଷ୍ୟା େେ।

ଉଦୟାହରଣ 1.6. ଯଦ ିପୟାେୟାରବୟାଲୟା 2 4y ax=  େ ନୟାେୀୟ ଜ୍ୟାେ ପ୍ରୟାନ୍ତରେ ଦ୍ଇଟ ିବକ୍ରତୟା ବ୍ୟାସୟାର୍ଦ୍ଧ ρ1 ଓ ρ2, ରତରବ 
ପ୍ରମୟାଣ େେ ରଯ  ( ) 2/32/3 2/3

1 2 2a −− −ρ + ρ = . 

ସମୟାଧୟାନ: ପୟାେୟାରବୟାଲୟାେ ସମୀେେଣ ରହଉଛ ି 2 4y ax= , ଏହୟାେ ପୟାେୟାମିଟେୀୟ ସମୀେେଣ ରହଉଛ ି 2 , 2x at y at= =  

ଯଦ ି ( )2
1 1, 2a t a t ଓ ( )2

2 2, 2a t a t ପୟାେୟାରବୟାଲୟାେ ନୟାେୀୟ ଜ୍ୟା େ ଦ୍ଇଟ ିପ୍ରୟାନ୍ତ ବନ୍ି୍ ଅଟନ୍ତ,ି ରତରବ ଆରମ ଜୟାଣ୍ ରଯ
   1 2 1t t = −  
  2 , 2x at y at= = ପୟାଇଁ

ଏଥିେ୍ ଆରମ ପୟାଉ, 
2 ,dx at

dt
=

 
2dy a

dt
=

\   
1dy

dx t
=

 

ଏବଂ                           

2

2 2 3

1 1.
2

d y dt
dxdx t at

= − = −

ଚତି୍ର 1.7 
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ଆରମ ଜୟାଣ୍,     

3/22 3/2

2

2

32

11 1

1
2

dy
dx t
d y

atdx

    +   +      ρ = =
−

          ( )3/222 1a t= − +

 \             ( ) ( )1

3/22 2
1 1, 2 2 1a t a t a tρ = − +

 ଏବଂ              ( ) ( )3/22 2
2 2 2, 2 2 1a t a t a tρ = − +

 \             ( ) ( )1 2

2/3 2/33/2 3/22/3 2/3 2 2
1 2 2 1 2 1a t a t

− −
− −    ρ +ρ = + + +      

       
( ) ( ) ( )( )

1

1 1 2

2 2
2/3 2/3 2

2 2 2 2
2

1 11 12 2
1 1 1 1

t t
a a

t t t t
− −

   + + +
 = + = 

+ + + +     

   ( )
( )

( )
2 2

2/3 2/31 2
22 2

1 2

2
2 2

1 1
t t

a a
t t

− − + +
= = 

+ + − +  
 [ ]1 2 1t t = −  ପ୍ରମୟାଣିତ

ଉଦୟାହରଣ 1.7. ଦଶଦ୍ଧୟାଅ ରଯ ଏଲିପ୍ସସି 
2 2

2 2 1x y
a b

+ = େ ଦୀଘଦ୍ଧ ଅଷେେ ପ୍ରୟାନ୍ତରେ ବକ୍ରତୟା ବ୍ୟାସୟାର୍ଦ୍ଧ  ଏବଂ ଅର୍ଦ୍ଧ- ନୟାେିଲମ୍ 
ସମୟାନ। 
ସମୟାଧୟାନ: ଏଲିପ୍ସେ ପୟାେୟାମିଟେୀୟ ସମୀେେଣ, cos , sinx a t y b t= =  ଅରଟ,
ଏବଂ ଦୀଘଦ୍ଧ ଅଷେେ ପ୍ରୟାନ୍ତବନ୍ି୍ (± a, 0) ଅଟନ୍ତ।ି
ଏହୟାେ୍ ‘t‘ େିତ୍ତେି ଅବେଳନ େରଲ,

   
sin ,dx a t

dt
= −

 
cosdy b t

dt
=

 \  
cotdy b

dx a
= −

 ଏବଂ               

2
2 2

2

1cos cosec
sin

d y b dt bec t t
a dx a a tdx

= = ×
−

     
3

2 cosecb t
a

= −

 ବକ୍ରତୟା ବ୍ୟାସୟାର୍ଦ୍ଧ,    

3/22 3/22 2

2 2

2
3

22

cos1 1
sin

cosec

dy b t
dx a t

bd y t
adx

    + +         ρ = =
−
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        ( )3/22 2 2 21 sin cosa t b t
ab

= +  (ଋଣୟାତ୍ମେ ଚହି୍ନେ୍ ଗ୍ରହଣ ନେେ)ି

       ( ) ( )3/22 2 2 21, 0 sin 0 cos 0a a b
ab

ρ = +

     
2b

a
= (ଏଲିପ୍ସେ ଅର୍ଦ୍ଧ ନୟାେିଲମ୍) (ଉତ୍ତେ)

ଉଦୟାହରଣ 1.8. ବକ୍ର ( )2 2logx c s s c= + + , 2 2y s c= +   ପୟାଇଁ ବକ୍ରତୟା ବ୍ୟାସୟାର୍ଦ୍ଧ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ । 

ସମୟାଧୟାନ: ଦତ୍ତ:  ( )2 2 2 2log ,x c s s c y s c= + + = +  ...(1)

ସମୀେେଣ 1 େ୍ ‘s‘ େିତ୍ତେି ଅବେଳନ େରଲ,

   
2 2 2 2 2 2

21
2

dx c s c
ds s s c s c s c

 
=  +  =

 + + + + 

ଏବଂ    
2 2 2 2

2
2

dy s s
ds s c s c

= =
+ +

\   

dy
dy sds

dxdx c
ds

= =

       ... (1)

ଆରମ ଜୟାଣ୍                      
tan dy

dx
ψ =

       tans c= ψ   [ସମୀେେଣ (1) େ୍]

\  ବକ୍ରତୟା ବ୍ୟାସୟାର୍ଦ୍ଧ,          2secds c
d

= ψ
ψ

         ( )21 tanc= + ψ

         

2

21 sc
c

 
= + 

 

         

2 2c s
c
+

=
    (ଉତ୍ତେ) 

ଉଦୟାହରଣ 1.9. ପ୍ରମୟାଣ େେ ରଯ ବକ୍ର 2 2 sin 2r a= θରେ ବକ୍ରତୟା ବ୍ୟାସୟାର୍ଦ୍ଧ ରେେ୍ଟେ ସହତି ପେବିତ୍ତମିତ ରହୟାଇରୟାଏ। 
ସମୟାଧୟାନ: ନରିଜ ସମୟାଧୟାନ େେ ।  
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ଉଦୟାହରଣ 1.10. ଯଦ ିେୟାଡୟଡ୍  ( )1 cosr a= − θ େ ମଳୂବନ୍ି୍ ରଦଇ ରଯରେୌଣସ ିଜ୍ୟା େ ପ୍ରୟାନ୍ତ ବନ୍ି୍ରେ ଦ୍ଇଟ ିବକ୍ରତୟା 

ବ୍ୟାସୟାର୍ଦ୍ଧ r1 ଏବଂ r2 ଅଛ।ି ରତରବ ଦଶଦ୍ଧୟାଅ ରଯ 
2

2 2
1 2

16
9
a

ρ +ρ = . 

ସମୟାଧୟାନ: ଚତି୍ର (1.8)ରେ େୟାଡୟଡ୍ ( )1 cosr a= − θ  (1) ଦଶଦ୍ଧୟାଯୟାଇଛ।ି
ଯଦ ିP1 (r1, q) ହ୍ଏ ରତରବ P2 (r2, p + q) ରହବ େୟାେଣ P1 ଏବଂ P2 ମଳୂବନ୍ି୍ ରଦଇ ଜ୍ୟାେ ଦ୍ଇଟ ିପ୍ରୟାନ୍ତ ବନ୍ି୍ ।

 ଏରେ,      1 sindr r a
d

= = θ
θ

 

 ଏବଂ   
2

22 cosd r r a
d

= = θ
θ  

 ରତଣ୍,    
( )3/22 2

1
2 2

1 22

r r

r r r r

+
ρ =

+ −

   

( )
( ) ( )

3/222 2 2

22 2 2 2

1 cos sin

1 cos 2 sin 1 cos cos

a a

a a a

 − θ + θ =
− θ + θ− − θ θ

   
( )

( ) ( )
3/23

1/2
2

1 cos 2 2
2 2 1 cos

33 1 cos
a a

a
− θ

= = − θ
− θ

\             
( )1/2

1
2 2 1 cos

3
aρ = − θ

  [P1 (r1, q) ବନ୍ି୍ରେ] 

ଏବଂ             
( )( )1/2

2
2 2 1 cos

3
aρ = − θ+ π

 [P2 (r2, p + q) ବନ୍ି୍ରେ] 

   
( )1/22 2 1 cos

3
a= + θ

\  
( )

2 2
2 2
1 2

8 161 cos 1 cos
9 9
a a

ρ +ρ = − θ+ + θ =
 

  
2

2 2
1 2

16
9
a

ρ +ρ =     (ପ୍ରମୟାଣିତ)

ଚତି୍ର 1.8 
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ପ୍ଶ୍ନମୟାଳୟା 1.1

ନମି୍ନଲିଖିତ ବକ୍ରଗ୍ଡେିେ ଦତ୍ତ ବନ୍ି୍ ରେ ବକ୍ରତୟା ବ୍ୟାସୟାର୍ଦ୍ଧ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ: 

1. x y a+ = , ବନ୍ି୍  ,
4 4
a a 

 
 

 ରେ

2. 3 3 3 ,x y axy+ =  ବନ୍ି୍ 3 3,
2 2
a a 

 
 

 ରେ

3.  ( )2
2 a a x

y
x
−

= , ବନ୍ି୍  ( ), 0a ରେ [ ସଂରେତ: ବକ୍ରତୟାେ ସମୀେେଣ ରହଉଛ ି
2

2 2

ax
y a

=
+

]

4.   ( )2 2 2x y a x y= +  ବନ୍ି୍ ( )2 , 2a a− ରେ

5.   ବକ୍ର xy e=  େ y-ଅଷେେ ରଛଦ ବନ୍ି୍ରେ ବକ୍ରତୟା ବ୍ୟାସୟାର୍ଦ୍ଧ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ । 

6.   େୟାରଟନୟାେ ି cosh xy c
c

 =  
 

େ ରଯରେୌଣସ ିବନ୍ି୍ (0, c)ରେ ବକ୍ରତୟା ବ୍ୟାସୟାର୍ଦ୍ଧ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ । 

7.   ଦଶଦ୍ଧୟାଅ ରଯ ପୟାେୟାରବୟାଲୟା 2 4y ax=  ପୟାଇଁ, ρ2∝ (SP)3 ରଯଉଁରେ ρ ରହଉଛ ିପୟାେୟାରବୟାଲୟାେ P ବନ୍ି୍ରେ 
ବକ୍ରତୟା ବ୍ୟାସୟାର୍ଦ୍ଧ ଏବଂ S ପୟାେୟାରବୟାଲୟାେ ନୟାେି।

8.   ସୟାଇେ୍ଲଇଡ୍ ( ) ( )sin , 1 cosx a y a= θ− θ = − θ  ଉପରେ ଦ୍ଇଟ ିବନ୍ି୍ P ଓ Q ରେ ସ୍ପଶଦ୍ଧେ ପେସ୍ପେ ପ୍ରତ ିଲମ୍ 
ଅଟନ୍ତ।ି ଯଦ ିρ1, ρ2 ରସହ ିବନ୍ି୍ରେ ବକ୍ରତୟା ବ୍ୟାସୟାର୍ଦ୍ଧ ଅଟନ୍ତ ିଦଶଦ୍ଧୟାଅ ରଯ 2 2 2

1 2 16 aρ +ρ =

9. ପ୍ରମୟାଣ େେ ରଯ ଆରଟ୍ୟାଏଡ୍ 2/3 2/3 2/3x y a+ = େ ରଯରେୌଣସ ିବନ୍ି୍ରେ ବକ୍ରତୟା ବ୍ୟାସୟାର୍ଦ୍ଧ ମଳୂ ବନ୍ି୍ଠୟାେ୍ 
ରସହ ିବନ୍ି୍ରେ ସ୍ପଶଦ୍ଧେେ ଅେିଲମ୍େ ତନି ିଗ୍ଣ ଅରଟ ।

10.  ପ୍ରମୟାଣ େେ ରଯ ଏଲିପ୍ସ 
2 2

2 2 1x y
a b

+ =  ପୟାଇଁ  
2 2

3

a b
P

ρ = ରଯଉଁରେ P ରହଉଛ ିରେନ୍ଦ୍ର ବନ୍ି୍େ୍ (x, y) ରେ 
ସ୍ପଶଦ୍ଧେ ପ୍ରତ ିଅେି ଲମ୍ । 

11. ପୟାେୟାରବୟାଲୟା y2 = 8x ଉପରେ ବନ୍ି୍ଗ୍ଡେ୍ି ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ ରଯଉଁରେ ବକ୍ରତୟା ବ୍ୟାସୟାର୍ଦ୍ଧ 137
16  ଅରଟ । 

12. ଦଶଦ୍ଧୟାଅ ରଯ ବକ୍ର; ( ) ( )cos 1 sin , sin 1 cos ,x a y a= θ + θ = θ + θ  ପୟାଇଁ  ବକ୍ରତୟା ବ୍ୟାସୟାର୍ଦ୍ଧ, 4
π

θ = − ରେ a 
ଅରଟ ।

ନମି୍ନଲିଖିତ ବକ୍ରଗ୍ଡେି ପୟାଇଁ ବକ୍ରତୟା ବ୍ୟାସୟାର୍ଦ୍ଧ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ:
13. cosr a n= θ   
14.   sinm mr a m= θ

15. 2 2cos 2r aθ =

16. ଦଶଦ୍ଧୟାଅ ରଯ ବକ୍ର cosr a n= θ  ପୟାଇଁ  ରଯରେୌଣସ ିବନ୍ି୍ରେ ବକ୍ରତୟା ବ୍ୟାସୟାର୍ଦ୍ଧ ରହଉଛ ି 21
a
n+

, ରଯଉଁରେ r 
= a ଅରଟ। 
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17.  ଦଶଦ୍ଧୟାଅ ରଯ ବକ୍ର 
2 2

1cosr a a
a r

−−  θ = −  
 

 ପୟାଇଁ ବକ୍ରତୟା ବ୍ୟାସୟାର୍ଦ୍ଧ ରହଉଛ ି 2 2r a−  ।

18. ଦଶଦ୍ଧୟାଅ ରଯ ରଲମିନରିକେଟ 2 2 cos 2r a= θ  ପୟାଇଁ ବକ୍ରତୟା ବ୍ୟାସୟାର୍ଦ୍ଧ ରହଉଛ ି 2
3

a
,
 ଏହ ିବନ୍୍ରେ ରଯଉଁରେ 

ସ୍ପଶଦ୍ଧେ x-ଅଷେ ସହତି ସମୟାନ୍ତେୟାଳ ଅରଟ। 

ଉତ୍ତର ମୟାଳୟା 
1. 

2
a   2. 3

8 2
a   3. 

2
a   4. 2   5. 2 2   6.  c  

11. 9 , 3
8

 
 
 

 ଏବଂ 9 , 3
8

 − 
 

 13. ( )3/22 2 2 2 2

2 2 2 2 22

r a n r n

r r n a n

+ −

− +
  14. 

( ) 11

m

m

a
m r −+

  15. 
3

2

r
a

 

1.1.3 �କ୍ରତୟା ବକନ୍ଦ୍ର, )Centre of Curvature( �କ୍ରତୟା �ୃତ୍ତ )Circle of Curvature( 

1.1.3.1 �କ୍ରତୟା ବକନ୍ଦ୍ର (Centre of Curvature)
ବକ୍ର ଉପେସି୍ ବନ୍ି୍ Pରେ C ରେନ୍ଦ୍ର ଓ P ବ୍ୟାସୟାର୍ଦ୍ଧ ବଶିଷି୍ ବୃତ୍ତେ ରେନ୍ଦ୍ର ରହରଲ, C ବନ୍ି୍େ୍ P ବନ୍ି୍ରେ ବକ୍ରେ ବକ୍ରତୟା 
ରେନ୍ଦ୍ର େ୍ହୟାଯୟାଏ।

1.1.3.2 �କ୍ରତୟା �ୃତ୍ତ )Circle of Curvature(
ଯଦ ିC ରହଉଛ ିବକ୍ରତୟା ରେନ୍ଦ୍ର, ରତରବ ରେନ୍ଦ୍ର ‘C’ ଓ ବକ୍ରତୟା ବ୍ୟାସୟାର୍ଦ୍ଧ ρ ଥିବୟା P ବନ୍ି୍ ରଦଇ ଯୟାଉଥିବୟା ବୃତ୍ତେ୍୍ ବକ୍ରତୟା 
ବୃତ୍ତ େ୍ହୟାଯୟାଏ। ମରନେେ ρ ବକ୍ରତୟା ବ୍ୟାସୟାର୍ଦ୍ଧ ‘ρ’ ଏବଂ ବକ୍ରତୟା ରେନ୍ଦ୍ରେ ସ୍ୟାନୟାଙ୍କ ( ),x y , ରତରବ ବକ୍ରତୟା ବୃତ୍ତେ 
ସମୀେେଣ ( ) ( )2 2 2x x y y− + − = ρ । 

1.1.4  �କ୍ରତୟା ବକନ୍ଦ୍ରର ସ୍ୟାନୟାକେ
ମରନେେୟାଯୟାଉ ବକ୍ରତୟା ରେନ୍ଦ୍ର Cେ ସ୍ୟାନୟାଙ୍କ ( ),x y  । ଏହୟା ବକ୍ର ପ୍ରତ ି P(x, y) ବନ୍ି୍ରେ ଲମ୍ ଉପରେ ଅବସ୍ିତ ଓ 
PC = ρ ଅରଟ।
ଚତି୍ର 1.9 େ୍ ଆରମ ରଦେ,୍ 
  x OL OM LM= = −

     OM PQ= −   ( )LM PQ=

ବତ୍ତଦ୍ଧମୟାନ           OM x=  
ଏବଂ             sin sinPQ PC= ψ = ρ ψ     
∴               sinx x= −ρ ψ    ... (1) ଚତି୍ର 1.9 

Y

C �

Q P(x, y)

O T L M X

�

�
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ରସହେିଳ,ି           y CL CQ QL= = + CQ PM= + ( )QL PM=

ଏବଂ            cos cosCQ PC= ψ = ρ ψ  ଏବଂ  PM y=

∴               cosy y= +ρ ψ  ... (2)

ରଯରହତ୍    1tan dy y
dx

ψ = =

∴    sin tan cosψ = ψ ψ

 
2

tan tan
sec 1 tan

ψ ψ
= =

ψ + ψ
ଏବଂ 1

2
1

sin
1

y

y
ψ =

+

            1

2
11

yx x
y

= −ρ
+

ସମୀେେଣ (1) ଏବଂ (2) ରେ sin y ଏବଂ cos y େ  ମୟାନ ବ୍ବହୟାେ େଲୟାପରେ, ଆରମ ପୟାଉ

1

2
11

yx x
y

= −ρ
+

 ଏବଂ 
2
11

y y
y

ρ
= +

+

େନ୍ି୍ତ ଆରମ ଜୟାଣ୍ ରଯ,       ( )3/22
1

2

1 y

y

+
ρ =

ରତଣ୍              ( )21
1

2

1yx x y
y

= − +      ... (3)

           ( )2
1

2

1 1y y y
y

= + +     ... (4)

ରହଉଛ ିଉର୍ଦଷି୍ ବକ୍ରତୟା ରେନ୍ଦ୍ରେ ସ୍ୟାନୟାଙ୍କ ।

ଇତହିୟାସ: 

ହୟାଇରଜନ୍ ସ (ଡଚ ଗଣିତଜ୍) ବକ୍ରତୟା ରେନ୍ଦ୍ରେ ସଞ୍ଚୟାେପରେ୍ ବକ୍ରେ ଇରେୟାଲ୍୍ଟ ରବୟାଲି ନୟାମେେଣ େେଥିିରଲ ଏବଂ 
ଦଶଦ୍ଧୟାଇଥିରଲ ଏହୟା ବ୍ବହୟାେ େେ ିେପିେ ିଏେ ଆଦଶଦ୍ଧ ରପଣ୍୍ଲମ୍ ନମିଦ୍ଧୟାଣ େେୟାଯୟାଏ,  ଯୟାହୟାେ ଅବଧି ଏହୟାେ ପେମିୟାପ 
ଉପରେ ନେିଦ୍ଧେ େରେନୟାହିଁ । ଏହ ିନମିଦ୍ଧୟାଣ ତର୍ ଉପରେ ଆଧୟାେତି ରଯ ସୟାଇରେ୍ଲୟାଏଡେ ଇରେୟାଲ୍୍ଟ ସହତି ସବଦ୍ଧସମ 
ଅରଟ ।
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1.1.5 ବକନ୍ଦ୍ରେ (ଇବେୟାଲୁଟ୍ୟର)

ବକ୍ରେ ପ୍ରରତ୍େ ବନ୍ି୍ରେ ରସହ ିବକ୍ରେ ବକ୍ରତୟା ନେ୍ିପଣ େେପିୟାେବିୟା । ଏହ ିବନ୍ି୍ଗ୍ଡେିରେ ଲମ୍ ଅଙ୍କନ େେ ିପ୍ରରତ୍େ 
ବନ୍ି୍ ସହତି ସସ୍ଙ୍ଗତ ବକ୍ରତୟା ରେନ୍ଦ୍ର ପୟାଇପୟାେବିୟା । ରଯରହତ୍ ବକ୍ରତୟା ରଗୟାଟଏି ବନ୍ି୍େ୍ ଅନ୍ ବନ୍ି୍ରେ େିନ୍ନ ରହୟାଇରୟାଏ 
ରତଣ୍ ବକ୍ରତୟା ରେନ୍ଦ୍ରମଧ୍ େିନ୍ନ ଅରଟ । ରେୌଣସ ିଏେ ଦଆିଯୟାଇଥିବୟା ବକ୍ରେ ଏହପିେ ିସମସ୍ ବକ୍ରତୟା ରେନ୍ଦ୍ର ସମଦ୍ୟାୟ 
ଅନ୍ ଏେ ବକ୍ରେ୍ ବ୍ୟାେ୍ୟା େରେ ଏବଂ ଏହୟାେ୍ ବକ୍ରେ ଇରେୟାଲ୍୍ଟ େ୍ହୟାଯୟାଏ ।

ରେୌଣସ ି ଏେ ଦଆିଯୟାଇଥିବୟା ବକ୍ରେ, ବକ୍ରତୟା ରେନ୍ଦ୍ରେ ସଞ୍ଚୟାେପରେ୍ ରସହ ି ବକ୍ରେ ଇରେୟାଲ୍୍ଟ େ୍ହୟାଯୟାଏ । 
ଏେ ବକ୍ର ଉପରେ ଏେ ଚ଼େ ବନ୍ି୍ Pେ ବକ୍ରତୟା ରେନ୍ଦ୍ରେ ସଞ୍ଚୟାେପରେ୍ ବକ୍ରେ ଇରେୟାଲ୍୍ଟ େ୍ହୟାଯୟାଏ। ବକ୍ରଟ ିନଜିେ 
ଇରେୟାଲ୍୍ଟେ ଇନରେୟାଲ୍୍ଟ । 

ଏରେ, ବକ୍ରେ ବେିିନ୍ନ ବନ୍ି୍ ପୟାଇଁ ଆରମ ବେିିନ୍ନ ବକ୍ରତୟା ରେନ୍ଦ୍ର ପୟାଇରୟାଉ । ଏହ ିସମସ୍ ବକ୍ରତୟା ରେନ୍ଦ୍ରେ ସଞ୍ଚୟାେପରେ୍ 
ଇରେୟାଲ୍୍ଟ େ୍ହୟାଯୟାଏ। ଏେ ବୟାହ୍ ବକ୍ର ଯୟାହୟା ଏହ ିସମସ୍ ବକ୍ରତୟା ରେନ୍ଦ୍ର ରଦଇ ଗତ ିେରେ ତୟାହୟାେ୍ ଇରେୟାଲ୍୍ଟ 
େ୍ହୟାଯୟାଏ। ଏରେ ଇରେୟାଲ୍୍ଟ ଏେ ବକ୍ର ସମୀେେଣ ଛଡ଼ୟା ଅନ୍ େଛି ିନ୍ରହଁ ।

ଇବେୟାଲୁଟ୍ୟରକୁ ନରି୍ଦ୍ଧୟ କରି�ୟା ପୟାଇଁ ନମି୍ନଲିଖିତ ନମନୁୟା ଗୁେକି �ଦିଟ୍ୟମୟାନ।
ଯଦ ି ବକ୍ରେ ସମୀେେଣ ଦଆିଯୟାଇରୟାଏ ଏବଂ ଯଦ ି ଆମେ୍ ପ୍ରମୟାଣ େେବିୟାେ୍ ରହବ L.H.S = R.H.S., ରତରବ 
ନମି୍ନଲିଖିତ ରସୟାପୟାନଗ୍ଡେି ଅନ୍ସେଣ େେୟାଯିବୟା ଉଚତି୍:

1. ପ୍ରରରମ ବକ୍ରତୟା ରେନ୍ଦ୍ର ( ),C x y  ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ, ରଯଉଁରେ ( )21
1

2

1yx x y
y

= − + , ( )2
1

2

1 1y y y
y

= + + , ଏବଂ 

ତୟା‘ପରେ L.H.S ନେ୍ିପଣ ପୟାଇଁ ‘x‘ ଯୟାଗୟାରେ x ଏବଂ ‘y‘ ଯୟାଗୟାରେ y  ପ୍ରତସି୍ୟାପିତ େେ। ରସହପିେ ିେୟାବରେ  

R.H.S. ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେୟାଯୟାଉ ଏବଂ ତୟା‘ପରେ ଦଶଦ୍ଧୟାଅ ରଯ L.H.S = R.H.S.

2. ଯଦ ିଏେ ବକ୍ର ଦଆିଯୟାଇଛ ିଏବଂ ଆମେ୍ ଦଆିଯୟାଇଥିବୟା ବକ୍ର ପ୍ରତ ିଇରେୟାଲ୍୍ଟ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେବୟାେ୍ ପରଡ଼ ରତରବ 
ନମି୍ନ ଲିଖିତ ପଦରଷେପେ୍ ଅନ୍ସେଣ େେବିୟାେ୍ ପଡ଼ବି। ପ୍ରରରମ ବକ୍ରତୟା ରେନ୍ଦ୍ର ( ),C x y ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେୟାଯୟାଉ ଏବଂ 
ତୟା ପରେ ‘x‘ ଯୟାଗୟାରେ x ଏବଂ y ଯୟାଗୟାରେ y  ଦତ୍ତ ବକ୍ରରେ ପନ୍ଃ ସ୍ୟାପନ େରଲ, ଇରେୟାଲ୍୍ ଟ ମରିଳ। 

3.  ଯଦ ି ଏେ ବକ୍ର ଦଆିଯୟାଇଛ ି ଯୟାହୟାେ ି ପୟାେୟାମିଟେୀୟ 
େୂପରେ ଅଛ,ି ରତରବ ପ୍ରରରମ ବକ୍ରତୟା ରେନ୍ଦ୍ର ନରି୍ଦ୍ଧୟ 
େେୟାଯୟାଉ, ଯୟାହୟାେ ି ପୟାେୟାମିଟେ ଉପରେ େହବି, 
ତୟା’ପରେ x  ଏବଂ y େ୍  ବ୍ବହୟାେ େେ ିପୟାେୟାମିଟେ 
ବଲ୍ିପ୍ତ େରଲ ଆରମ ଇରେୟାଲ୍୍ଟ ପୟାଇପୟାେବିୟା । 
ଚତି୍ର 1.10 ରେ ଇରେୟାଲ୍୍ଟ ଏବଂ ବକ୍ରତୟା ରେନ୍ଦ୍ର ଚତି୍ର 
ଦ୍ୟାେୟା ପ୍ରଦଶଦ୍ଧତ।

C

P

ଚତି୍ର 1.10 ରେ ଇରେୟାଲ୍୍ଟ ଏବଂ ବକ୍ରତୟା ରେନ୍ଦ୍ର
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1.1.6 ପ୍ତ ିବକନ୍ଦ୍ରେ (ଇନବେୟାଲୁଟ୍ୟର)

ଏେ େୟାଳ୍ପନେି ଫିତୟାେ ନେିବଚ୍ନି୍ନ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ଦ୍ୟାେୟା ସଷିୃ୍ରହଉଥିବୟା ବକ୍ରେ୍ ଅବେଳନ ଜ୍ୟାମିତରିେ ଇନରେୟାଲ୍୍ଟ େ୍ହୟାଯୟାଏ। 
ଇନରେୟାଲ୍୍ଟ ଫିତୟାେ ମକ୍୍ତ ପ୍ରୟାନ୍ତ ବନ୍ି୍େ ସଞ୍ଚୟାେ ପର।  

ଅଧିେ ସ୍ପଷ୍ୀେେଣ ପୟାଇଁ: ଏେ ବକ୍ରେ ଇନରେୟାଲ୍୍ଟେ ଇରେୟାଲ୍୍ଟ, ମଳୂ ବକ୍ର ସହତି ସନ୍ଦ୍ଧେିତ ରହୟାଇରୟାଏ । 
ଅନ୍ ଶବ୍ଦରେ ଏେ ବକ୍ରେ ବକ୍ରତୟା ରେନ୍ଦ୍ରେ ସଞ୍ଚୟାେ ପରେ୍ ଇରେୟାଲ୍୍ଟ େ୍ହୟାଯୟାଏ ଏବଂ ସଷିୃ୍ ରହଉଥିବୟା ବକ୍ର ଏହୟାେ 
ଇରେୟାଲ୍୍ଟେ ଇନରେୟାଲ୍୍ଟ।

ମନ୍ତ�ଟ୍ୟ: ଏହୟା ଜ୍ୟାମିତେି ଏେ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଶୟାେୟା ଯୟାହୟାେ୍ ବକ୍ରେ ଅବେଳନ ଜ୍ୟାମିତ ିେ୍ହୟାଯୟାଏ। ଏହୟା ୟ୍େ୍ଲଡିୀୟ ପଷୃ୍ଠରେ 
ଅବସ୍ିତ ମସଣୃ ବକ୍ର ବଷିୟରେ ଏବଂ ସମୟାେଳନ ଓ ଅବେଳନେ ବେିିନ୍ନ ପର୍ତେି ପ୍ରରୟୟାଗେ ପେପି୍ରେୟାଶ େେରିୟାଏ। 
େଛି ିଅନ୍ ବକ୍ର ସମ୍ପେମିତ ଆେୃତେ୍ି  ଇନରେୟାଲ୍୍ଟ  େ୍ହୟାଯୟାଏ। ଏହୟା 1673 ମସହିୟାରେ କି୍ରଷି୍ନ ହୟାଇରଜନଙ୍କ ଦ୍ୟାେୟା 
ଆବଷି୍ତୃ ରହୟାଇଥିଲୟା।

1.1.6.1 �କ୍ରର ଇନବେୟାଲୁଟ୍ୟର
ଏରେ ଆରମ ନମି୍ନରେ ରଦେୟାଯୟାଉଥିବୟା ବେିିନ୍ନ ବକ୍ରେ ଇନରେୟାଲ୍୍ଟ ରଦଖିବୟା: 

 y ବୃତ୍ତେ ଇନରେୟାଲ୍୍ଟ 
 y େୟାରଟନୟାେୀେ ଇନରେୟାଲ୍୍ଟ 
 y ତ୍ରରିେୟାଣୀୟ ବକ୍ରେ ଇନରେୟାଲ୍୍ଟ 
 y ପୟାେୟାରବୟାଲୟାେ ଇନରେୟାଲ୍୍ଟ 
 y ଏଲିପ୍ସେ  ଇନରେୟାଲ୍୍ଟ

1.  �ୃତ୍ତର ଇବେୟାଲୁଟ୍ୟର 
  ଏହୟା ଆେଦ୍ଧମିଡସି୍ ସ୍ପୟାଇେୟାଲ ସଦୃଶ।
2.  କୟାବରନୟାରରୀର ଇନବେୟାଲୁଟ୍ୟର: ଏହୟା ଏେ ତ୍ରରିେୟାଣୀୟ ବକ୍ର 

ଅରଟ। ଏହୟାେ ଦ୍ଇ ପ୍ରୟାନ୍ତରେ ଝ୍ଲ୍ଥିବୟା ତୟାେ ପେ ିଓ ଏହୟା 
U ଆେୟାେେ ଏେ ଝ୍ଲ୍ଥିବୟା ରଚନ ଯୟାହୟା ପୟାେୟାରବୟାଲୟା ପେ ି
ରଦେୟାଯୟାଏ। ୍ୟାେ୍ଟ୍ି କ୍ (Tractix), ରହଉଛ ି େୟାରଟନୟାେୀେ 
ଶୀଷଦ୍ଧ ବନ୍ି୍ରେ ଇନରେୟାଲ୍୍ଟ।

3.  ବ଼େଲରଏ଼େର ଇନବେୟାଲୁଟ୍ୟର: ଏହୟା ଏେ ତୃତୀୟ ଦନ୍ତୟାଗ୍ର 
(tricasid) ବକ୍ର ଯୟାହୟାେ ତରିନୟାଟ ିଦନ୍ତୟାଗ୍ର ଅଛ।ି ଏହୟା ଗ୍ରୀକ୍  
ଅଷେେ ରଡଲଟୟା ପେ ିରଦେୟାଯୟାଏ।

ଚତି୍ର 1.11 ବୃତ୍ତେ ଇନରେୟାଲ୍୍ଟ

ଚତି୍ର 1.12 େୟାରଟନୟାେୀେ ଇନେଲ୍୍ଟ

Tractrix

Catenary

୍ୟାେ୍ଟ୍ି କ୍ 
େୟାଟୟାରନେୀ
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Deltoidରଡଲରଟୟାଇଡ୍

ଚତି୍ର 1.13 ରଡଲରଟୟାଇଡ୍ େ ଇନରେୟାଲ୍୍ଟ

4. ପୟାରୟାବ�ୟାଲୟାର ଇନବେୟାଲୁଟ୍ୟର:

Parabola

Semicubical

Parabola

ପୟାେୟାରବୟାଲୟା ଅର୍ଦ୍ଧ-
ଘନ ପୟାେୟାରବୟାଲୟା

ଚତି୍ର 1.14 ପୟାେୟାରବୟାଲୟାେ ଇନରେୟାଲ୍୍ଟ

5. ଏଲିପ୍ସର ଇନବେୟାଲୁଟ୍ୟର: 

Ellipse Evolute

Ellipse

ଉପବୃତ୍ତେ 
ଇରେୟାଲ୍୍ଟ

ଉପବୃତ୍ତ

ଚତି୍ର 1.15 ଏଲିପ୍ସେ  ଇନରେୟାଲ୍୍ଟ
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ନମି୍ନଲିଖିତ ସମରୀକରଣଗୁେକି ଦଆିଯୟାଇଥି�ୟା ଇନବେୟାଲୁଟ୍ୟରକୁ �ଟ୍ୟୟାଖଟ୍ୟୟା କରି�ୟାକୁ �ଟ୍ୟ�ହୃତ ହୁଏ:
 y ବୃତ୍ତ ଇନରେୟାଲ୍୍ଟ
 y େୟାରଟନୟାେୀ ଇନରେୟାଲ୍୍ଟ 
 y ରଡ଼ଲଟଏଡ଼ ଇନରେୟାଲ୍୍ଟ
 y ପୟାେୟାରବୟାଲୟା ଇନରେୟାଲ୍୍ଟ
 y ଏଲିପ୍ସ ଇନରେୟାଲ୍୍ଟ

�ୃତ୍ତ ଇନବେୟାଲୁଟ୍ୟର: ( ) ( )cos sin , sin cosx r t t t y r t t t= + = − , ରଯଉଁରେ  , r = ବୃତ୍ତେ ବ୍ୟାସୟାର୍ଦ୍ଧ, t  = 
େୟାଡଆିନରେ ପ୍ରେୟାଶତି ଏେ ରେୟାଣେ ପୟାେୟାମିଟେ 
କୟାବରନୟାରରୀ ଇନବେୟାଲୁଟ୍ୟର: tanh , sechx t t y t= − =  ରଯଉଁରେ  t ଏେ ପୟାେୟାମିଟେ।
ବ଼େଲରଏ଼େ ଇନବେୟାଲୁଟ୍ୟର: 2 cos cos 2 , 2 sin sin 2x r t r t y r t r t= + = −  ରଯଉଁରେ, r = ରଡ଼ଲଟଏଡ ସଷିୃ୍ 
େେ୍ଥିବୟା ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ବୃତ୍ତେ ବ୍ୟାସୟାର୍ଦ୍ଧ ।
ପୟାରୟାବ�ୟାଲୟା ଇନବେୟାଲୁଟ୍ୟର: 3 2x a y=

1.1.7 ଏନ୍ େଲପ୍

ଏେ ବକ୍ର ଯୟାହୟା େ ିଦଆିଯୟାଇଥିବୟା ବକ୍ରସମହୂେ  ପ୍ରରତ୍େ ସଦସ୍ଙ୍୍କ ସ୍ପଶଦ୍ଧ େରେ, ତୟାହୟାେ୍ ବକ୍ରସମହୂେ, ଏନ୍ େଲପ୍  
େ୍ହୟାଯୟାଏ ।
ଦତ୍ତ ବକ୍ରସମହୂ ପୟାଇଁ ଏନ୍ େଲପ୍  ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେବିୟାେ ପକି୍ରୟୟା; ବକ୍ର ସମହୂେ ଏେ ପୟାେୟାମିଟେୀୟ ଏନ୍ େଲପ୍  ।
ପରିସ୍ିତ-ି 1: ଏେ ପୟାେୟାମିଟେ ଥିବୟା ବକ୍ରସମହୂେ ଏନ୍ େଲପ୍ 
ମରନେେ y = f (x,α) ଦତ୍ତ ବକ୍ର ରଯଉଁରେ ‘α’ ଏେ ପୟାେୟାମିଟେ। 

ବସୟାପୟାନ 1:  ଦତ୍ତ ସମୀେେଣେ ୍ପୟାେୟାମଟିେ α େତିି୍ତେ ଆଂଶେି ଅବେଳନ େେ ି‘α’ େ ମଲୂ୍ ନେିପ୍ଣ େେ।
ବସୟାପୟାନ 2:  ଦତ୍ତ ବକ୍ରସମୂହରେ ‘α’ େ ମୂଲ୍େ୍ ସ୍ୟାପନ େରଲ, ଆରମ ଏନ୍ େଲପ୍  ପୟାଉ।
�ବିଶଷ ସ୍ତି:ି  ଯଦ ି ଦତ୍ତ ବକ୍ରଟ ି ପୟାେୟାମିଟେୀୟ ଦ୍ଘିୟାତ ସମୀେେଣ ରହୟାଇରୟାଏ, ଅରଦ୍ଧୟାତ୍ 2 0A B Cα + α + =  

ରତରବ ଏନ୍ େଲପ୍   ରହଉଛ ିପ୍ରରେଦେ B2 – 4AC = 0 ।

ପରିସ୍ିତ-ି 2: ଦ୍ଇଟ ିପୟାେୟାମିଟେୀୟ ଥିବୟା ବକ୍ର-ସମହୂେ  ଏନ୍ େଲପ୍  ।

ମରନେେ y = f (x, α , β) ଦତ୍ତ ବକ୍ରସମହୂ ରଯଉଁରେ ପୟାେୟାମିଟେଦ୍ୟ a ଓ b ମଧ୍ରେ ସମ୍ପେଦ୍ଧ ରହଉଛ ି g (a, b) 
= 0

ବସୟାପୟାନ 1:  ମରନେେ α ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଚ଼ଳ ଏବଂ β, α ଉପରେ ନେିଦ୍ଧେ େରେ ଏବଂ y = f (x, α , β) = 0, 
g(α, β) = 0,  େ୍ a େିତ୍ତେି ଆଂଶେି ଅବେଳନ େେ।
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ବସୟାପୟାନ 2:  ପ୍ରରମ ରସୟାପୟାନେ୍ ମିଳଥିିବୟା ସମୀେେଣ g(α, β) = 0 େ୍ ପୟାେୟାମିଟେଦ୍ୟେ୍ ଅପସୟାେଣ େରଲ 
ଆରମ ଆବଶ୍େ ଏନେଲପ ପୟାଉ।

ବକବତକ ସମୟାହତି ଉଦୟାହରଣ

ଉଦୟାହରଣ 1.11. ଦଶଦ୍ଧୟାଅ ରଯ ବକ୍ର x y a+ = େ ବକ୍ରତୟା ରେନ୍ଦ୍ର ଏବଂ ବକ୍ରତୟା ବୃତ୍ତ ସମୀେେଣ, ,
4 4
a a 

    
ବନ୍ି୍ରେ,  ଅରଟ।

ସମୟାଧୟାନ : ଏବର, �କ୍ରର ସମରୀକରଣ ବହଉଛ ି
                   x y a+ =     .. (i)

ସମୀେେଣ (i) େ୍ x େିତ୍ତେି ଅବେଳନ େରଲ
    1/2 1/2

1
1 1 0
2 2

x y y− −+ =     ... (ii)

ପ୍ନବଦ୍ଧୟାେ x େିତ୍ତେି ଅବେଳନ େରଲ, 

    3/2 3/2 1/2
1 1 2

1 1 1. 0
4 4 2

x y y y y y− − −− − + =     ... (iii)  

ସମୀେେଣ  (ii) ରେ  ,
4 4
a a 

    ବନ୍ି୍ରେ

     1
1 2 1 2. . 0
2 2

y
a a
+ =

 ⇒  1 1y = −

ସମୀେେଣ (iii) ରେ, ବନ୍ି୍ ,
4 4
a a 

    ରେ, ଆରମ ପୟାଉ

        ( )2
2

1 4 2 1 4 2 1 2. . . . 1 . 0
4 4 2

y
a aa a a

− − − + =

 ⇒ 2
4 1 0y

a a a
− + =

 ⇒  2
4y
a

=        

ବତ୍ତଦ୍ଧମୟାନ ρ (ଦତ୍ତ ବନ୍ି୍ରେ) 
( )

3/2 3/22
1

2

1 1 1
4 /

y
y a

 + + = =    2 2
4 2
a a = =  

2 2 23 3
4 4 2

ax a y a   − + − =   
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ମରନେେ ,
4 4
a a 

    ବନ୍ି୍ରେ ବକ୍ରତୟା ରେନ୍ଦ୍ର ( ),x y ରତରବ,

    ( )2
1 1

2

1y y
x x

y

+
= −

        ( )1 1
4 4 /
a

a
 + 

= − − 
 

   3
4 2 4
a a a= + =

ରସହପିେ ି      
2
1

2

1 yy y
y
+

= +

        1 1
4 4 /
a

a
+

= +

        3
4 2 4
a a a= + =

∴   ବକ୍ରତୟାରେ ବୃତ୍ତେ ସମୀେେଣ .

              ( ) ( )2 2 2x x y y− + − = ρ

           
2 2 23 3

4 4 2
ax a y a   − + − =   

      (ଉତ୍ତର) 

ଉଦୟାହରଣ 1.12. ଦଶଦ୍ଧୟାଅ ରଯ ୍ୟାେ୍ଟ୍ି କ୍ cos log tan , sin
2
tx c t c y c t = + = 

 
 ପୟାଇ ଁଇରେୟାଲ୍୍ଟେ ସମୀେେଣ 

ରହଉଛ ିେୟାରଟନୟାେୀ

   
cosh xy c

c
 =  
 

ସମୟାଧୟାନ: ଦତ୍ତ ବକ୍ରେ ସମୀେେଣ ରହଉଛି
   cos log tan , sin

2
tx c t c y c t = + = 

 
‘t’ େିତ୍ତେି ଅବେଳନ େରଲ ଆରମ, ପୟାଉ,

              

21sin . sec
2 2tan

2

dx c tc t
tdt

 = − +     
 
   

   
2

cos
12sin .

sin 2cos
2 2

tc
c t

t t

 
 
 = − +
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sin sin
sin2sin cos

2 2

c cc t c t
t t t

= − + = − +
   
   
   

            
( )2 21 sin cos

sin sin

c tdx c t
dt t t

−
= =

 ଏବଂ              
cosdy c t

dt
=

 ଏହ ିପେ ି 1
/
/

dy dy dty
dx dx dt

= =

    
2

sincos . tan
cos

tc t t
c t

= =

 ଏବଂ  

2
2

2 2 sec .d y dty t
dxdx

= =

   
2 2 4

1 sin sin.
cos cos cos

t t
t c t c t

= =

ମରନେେ ( ),x y  ଦତ୍ତ ବକ୍ରେ ରଯ ରେୌଣସ ିବନ୍ି୍ରେ ବକ୍ରତୟା ରେନ୍ଦ୍ର 

 ରତରବ  ( )2
1 1

2

1y y
x x

y

+
= −

   

4

2

cos sin 1cos log tan . .
2 sin cos cos
t t tc t c c

t t t
 = + − 
 

   
cos log tan cos

2
tc t c c t = + − 

 

 େମି୍ୟା             log tan
2
tx c  =  

 
      ... (i)

 ଏବଂ  
2
1

2

1 yy y
y
+

= +

            

2
2

4

1 tansin .sec
sin
cos

tc t t
t

c t

+
= +

            

4
2cossin .sec

sin
c tc t t

t
= +

            

2cossin
sin

c tc t
t

= +
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( )2 2sin cos

sin

c t t

t

+
=

               sin
cy

t
=

  
2 2sin cos 1t t + =   ... (ii)

( ),x y େ ସଞ୍ଚୟାେ ପର ରହଉଛ ିଦତ୍ତ ବକ୍ରେ ଇରେୟାଲ୍୍ଟ । ସମୀେେଣ (i) ଏବଂ (ii) େ୍ t ଅପସୟାେଣ େରଲ

 ସମୀେେଣ (i)େ୍,  log tan
2
t x

c
  = 
 

 ⇒  /tan
2

x ct e  = 
 

      ... (iii)

 ସମୀେେଣ (ii) େ୍ ,  ( )
( )

21 tan / 21
sin 2 tan / 2

ty
c t t

+
= =

               ( ) ( )1 1 tan / 2
2 tan / 2

y t
c t

 
= + 

  

   1
2

x x
c ce e

− 
= + 

 
 [(iii) େ୍]

              
cosh xy c

c
 =  
 

x  େ୍ x, y େ୍ y ପେବିତ୍ତଦ୍ଧନ ପରେ ବନ୍ି୍ (x, y) ରେ ସଞ୍ଚୟାେ ପର  ରହଉଛ ି

            cosh xy c
c

 =  
 

  (ଉତ୍ତର) 

ଯୟାହୟାେ ିଇରେୟାଲ୍୍ଟେ ସମୀେେଣ ଅରଟ।

ଉଦୟାହରଣ 1.13  ବକ୍ର x2/3 + y2/3 = a2/3 େ ରଯରେୌଣସ ିବନ୍ି୍ରେ ବକ୍ରତୟା ରେନ୍ଦ୍ରେ ସ୍ୟାନୟାଙ୍କ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ ଏବଂ ବକ୍ରତୟା 
ବ୍ୟାସୟାର୍ଦ୍ଧ ଓ ଇରେୟାଲ୍୍ଟେ ସମୀେେଣେ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ।
ସମୟାଧୟାନ: ଦତ୍ତ ବକ୍ରେ ପୟାେୟାମିଟେୀୟ ସମୀେେଣ ରହଉଛି

    
3cosx a t=         

3siny a t=    ... (1)
ସମୀେେଣ (1)େ୍ ‘t’ େିତ୍ତେି ଅବେଳନ େରଲ,

  23 cos sindx a t t
dt

= −   ଓ 23 sin cosdy a t t
dt

=

 ∴   
2

1 2

/ 3 sin cos tan
/ 3 cos sin

dy dy dt a t ty t
dx dx dt a t t

= = = − = −
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 ଏବଂ   ( )
2

2 2 tand y d dy dy t
dx dx dxdx

 = = = − 
 

       
2

2
2 4

sec 1sec
3 cos sin 3 sin cos

dt tt
dx a t t a t t

−
= − = =

−

∴   ବକ୍ରତୟା ବ୍ୟାସୟାର୍ଦ୍ଧ  (ρ) 
3/22

1

2

1 y
y

 + =

   ( )3/22 41 tan 3 sin cost a t t= + ×

   ( )
4

3/22

3 sin cos 3 sin cos
cos

a t t a t t
t

= =

ବତ୍ତଦ୍ଧମୟାନ ‘t’ ରେ ବକ୍ରତୟା ରେନ୍ଦ୍ରେ ସ୍ୟାନୟାଙ୍କ ( ),x y  ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେବିୟା।

ଆମେ ଅଛ,ି
            sinx x= −ρ ψ

               
( )2

1 1

2

1y y
x

y

+
= −

               ( )2 4tan 1 tan 3 sin cosx t t a t t= + + ×

               
3 2cos 3 sin cosa t x a t t= + +  

3cosx a t =    ... (2)

 ରସହପିେ ି 
2
1

2

1 yy y
y
+

= +

              

2

4

1 tan
1

3 sin cos

ty

a t t

+
= +

              ( )( )2 41 tan 3 sin cosy t a t t= + +

              
23 sin cosy a t t= +

         
3 2sin 3 sin cosy a t a t t= +   3siny a t =    ... (3)

ସମୀେେଣ (1), (2) ଏବଂ (3) େ୍ x,  y ଏବଂ t େ୍ ଅପସୟାେଣ େରଲ 

     ( )3 3 2 2cos sin 3sin cos 3cos sinx y a t t t t t t+ = + + +

   ( )3cos sina t t= +

 ⇒  ( ) ( )2/3 22/3 cos sinx y a t t+ = +      ... (4)
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ରସହପିେ ି        ( ) ( )2/3 22/3 cos sinx y a t t− = −      ... (5)

ସମୀେେଣ (4) ଏବଂ (5)େ୍ ରଯୟାଗ େରଲ,  

   ( ) ( ) ( )2/3 2/3 2/3 2 2 2 2cos sin 2cos sin cos sin 2cos sinx y x y a t t t t t t t t+ + − = + + + + −

            ( )2/3 2/31 1 2a a= + =

ରତଣ୍, ( ),x y େ ସଞ୍ଚୟାେ ପର ଅରଦ୍ଧୟାତ୍ ଇରେୟାଲ୍୍ଟେ ସମୀେେଣ ରହଉଛ:ି ( ) ( )2/3 2/3 2/32x y x y a+ + − =

ଏବଂ ବକ୍ରତୟା ରେନ୍ଦ୍ରେ ସ୍ୟାନୟାଙ୍କ ( ),x y  ରହଉଛ ି ( )3 2 3 2cos 3 sin cos , sin 3 sin cosa t x a t t a t a t t+ + +  

ଉଦୟାହରଣ 1.14. ଦତ୍ତ ଆୟତୟାେୟାେ ହୟାଇପେରବୟାଲୟା xy= a2 (x = at , y = a/t) ପୟାଇ,ଁ 

i. ବକ୍ରତୟା ବ୍ୟାସୟାର୍ଦ୍ଧ (ρ) ନିର୍ଦ୍ଧୟ େେ।

ii. ବକ୍ରତୟା ରେନ୍ଦ୍ରେ ସ୍ୟାନୟାଙ୍କ ( ),x y  ନିର୍ଦ୍ଧୟ େେ।
iii. ଦଶଦ୍ଧୟାଅ ରଯ ଦତ୍ତ ବକ୍ରେ ଇରେୟାଲ୍୍ଟ ( ) ( ) ( )2/3 2/3 2/34x y x y a+ − − =  

ସମୟାଧୟାନ: (i). ବକ୍ରତୟା ବ୍ୟାସୟାର୍ଦ୍ଧ ନରି୍ଦ୍ଧୟ ପୟାଇଁ

 ଆମେ ଅଛ ି 2x y a=  େମି୍ୟା  
2ay

x
=  

 ∴     
2

1 2

dy ay
dx x

= = −  ଏବଂ 
2 2

2 2 3

2d y ay
dx x

= =

 ଏହପିେ,ି   

   
 (ଉତ୍ତର) 

 (ii) ବକ୍ରତୟା ରେନ୍ଦ୍ରେ ସ୍ୟାନୟାଙ୍କ ନରି୍ଦ୍ଧୟ ପୟାଇଁ, ଆରମ ଜୟାଣିରଛ

   
( )2

1 1

2

1y y
x x

y

+
= −   ଏବଂ  

2
1

2

1 yy y
y
+

= +

⇒ 

2 4

2 4

2 3

1

2 /

a a
x x

x x
a x

 −
+ 

 = −

⇒ 
4 4

32
x ax

x
+

= +

3/24

3/22 4
1

2 3
2

11

2 /

a
y x
y a x

 
+  +   ρ = =

3/23 4 4

2 42
x x a
a x

 +
ρ =  

 



28 | ଗଣନୟା ଏବଂ ରେୈଖିେ ବୀଜଗଣିତ

⇒ 
4 4 4

3

2
2

x x a
x

+ +
=

⇒ 
4 4 4 2 2

3 3

3 3
2 2

x a x x y
x x
+ +

= =   
2x y a = 

⇒ 23
2 2

yx x
x

= +

ରସହେିଳ ି               2
1

2

1 yy y
y
+

= +  

      

4

4 44

2 3 2

1

2 / 2

a
x axy y

a x a x

+ +
= + = +

      

4 2 2

22
x x yy

x y
+

= +
  

2x y a = 

              

2 2 2 2 23 3
2 2 2 2

x y x y y xy y
y y y
+ +

= + = = +

ଏହପିେ,ି ବକ୍ରତୟା ରେନ୍ଦ୍ରେ ସ୍ୟାନୟାଙ୍କ ରହଉଛି

         ( )
2 23 3, ,

2 2 2 2
x y y xx y

x y
 

= + + 
 

  (ଉତ୍ତର) 

(iii). ପ୍ନବଦ୍ଧୟାେ ଦତ୍ତ ବକ୍ରେ ଇରେୟାଲ୍୍ଟେ ସମୀେେଣ ( ) ( ) ( )2/3 2/3 2/34x y x y a+ − − =  ଦଶଦ୍ଧୟାଇବୟା ପୟାଇଁ , 

           
3 3 2 21 3 3

2
x y x y x y xy

xy
 + = + + + 

         
( ) ( )3 3

2

1 1
2 2

x y x y
xy a

= + = +
  

2x y a = 

⇒ ( )
( )

( )2/3 2
2/32

1

2
x y x y

a
+ = +

ରସହପିେ,ି      ( )
( )

( )2/3 2
2/32

1

2
x y x y

a
− = −

ରତଣ୍, ଆମେ ଅଛ ି

       
( ) ( )

( )
( ) ( )2/3 2/3 2 2

2/32

1

2
x y x y x y x y

a
 + − − = + − − 

    ( )
( )

( )
( ) ( )2/32

2/3 2/32 2

1 14 4 4
2 2

x y a a
a a

= = =



ଗଣନୟା 1 | 29

 ରତଣ୍: ( ),x y େ ସଞ୍ଚୟାେ ପର ରହଉଛ,ି          ( ) ( ) ( )2/3 2/3 2/34x y x y a+ + − =

ଉଦୟାହରଣ 1.15. ନମି୍ନଲିଖିତ ବକ୍ରଗ୍ଡେି ପୟାଇଁ ବକ୍ରତୟା ରେନ୍ଦ୍ର ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ।

(i) y = x3 – 6x2 + 3x + 1,େ (1, –1) ବନ୍ି୍ରେ

(ii) ପୟାେୟାରବୟାଲୟା y2 = 4ax, (x, y) ବନ୍ି୍ରେ ଏବଂ ଦତ୍ତ ବକ୍ରେ ଇରେୟାଲ୍୍ଟେ ସମୀେେଣ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ ।

(iii) ଏଲିପ୍ସ 
2 2

2 2 1x y
a b

+ = , େ (x, y) ବନ୍ି୍ରେ ଏବଂ ଏହୟାେ ଇରେୟାଲ୍୍ଟ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ ।

ସମୟାଧୟାନ : )i(  ଦତ୍ତ ବକ୍ର ରହଉଛ ି 3 26 3 1y x x x= − + +  

 ରତଣ୍  2
1 3 12 3dyy x x

dx
= = − +

   ( )1 1, 1 6y − = −

 ଏବଂ   
2

2 2 6 12d yy x
dx

= = −

      ( )2 1, 1 6y − = −

 ରତଣ୍  ( )2
1 1

2

1y y
x x

y

+
= −

        

 ରସହପିେ ି           ( )22
1

2

1 61 431
6 6

yy y
y

+ −+
= + = − + = −

−

 ରତଣ୍, ବକ୍ରତୟା ରେନ୍ଦ୍ର ( ) ( ), 36, 43 / 6x y = − −  ଅରଟ।
(ii) ଦତ୍ତ ପୟାେୟାରବୟାଲୟାେ ସମୀେେଣ ରହଉଛ,ି 2 4y ax=  ରତଣ୍ y 2 a x=

    
1

12 .
2

dy ay a
dx xx

= = =

 ଏବଂ  
2

3/2
2 2

1
2

d yy a x
dx

−= = −  

 ରତଣ୍,   ( )2
1 1

2

1y y
x x

y

+
= −

    
( )

3/2

1
2

1
2

a a
x xx x x a

a x−

 + 
 = − = + +

−
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               3 2x a= +  ... (1)

 ଏବଂ           
2
1

3/22

11
1
2

a
y xy y y

y a x−

++
= + = +

              
( )

1/2

2
2

x a
a x

a x−

+
= −

  
2y a x = 

  

              3/222 1 x aa x x
a a
− = − = − 

 
   ... (2)

 ରତଣ୍, ଦତ୍ତ ବକ୍ରେ ବକ୍ରତୟା ରେନ୍ଦ୍ର ( )
3/22, 3 2 , xx y x a
a

 
= + − 
 

 ଅରଟ। 

 ସମୀେେଣେ୍ (1), େ୍ ଆରମପୟାଉ      2
3

x ax −
=

 ଏହ ିମଲୂ୍େ୍ ସମୀେେଣ(2)ରେ ସ୍ୟାପନୟା େରଲ, ଆରମ ପୟାଉ 

   

3/222
3

x a

y
a

− 
 
 = −

             

3
2 24

3
x aa y − =  

 

 େମି୍ୟା       ( )3227 4 2a y x a= −     
 ରତଣ୍, ବକ୍ରତୟା ରେନ୍ଦ୍ର ( ),x y େ ସଞ୍ଚୟାେ ପର ( )3227 4 2a y x a= − , ଯୟାହୟା ଆବଶ୍େ ଇରେୟାଲ୍୍ଟ ଅରଟ।

 (iii) ଦତ୍ତ ଏଲିପ୍ସେ ସମୀେେଣ 
2 2

2 2 1x y
a b

+ =

   ରତଣ୍    
2

1 2

dy b xy
dx a y

= = −  

ଏବଂ  
2 4

2 2 2 3

d y by
dx a y

= = −

ରତଣ୍, ବକ୍ରତୟା ରେନ୍ଦ୍ର(x,y),   ( )2
1 1

2

1y y
x x

y

+
= −

    

( )

2 4 2

2 4 2
4 2 4 2

4 4 2

2 3

1b x b x
a y a y xx x a y b x

b a b
a y

 
− + 

 = − = − +
−

( ) ( )26 1 6
1 36

6

 − + − = − = −
−

y

x

a

b
– b

b

a
a –

a0

b

ଚତି୍ର 1.16
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( )2 2 2 2 4 2

4 2

xx a b a x b x
a b

 = − − + 

                                  2 2

4

a bx x
a
−

=    ... (1)

 ରସହପିେ,ି  
2
1

2

1 yy y
y
+

= +

   

( )

4 2

4 2
4 2 4 2

4 2 4

2 3

1 b x
ya yy y a y b x

b a b
a y

+
= + = − +

−

   
( )4 2 2 2 2 2

2 4

yy a y a b b y
a b

 = − + − 

             

2 2
3

4

b ay y
b
−

=
     ... (2)

ସମୀେେଣ (1) େ୍,ଆରମ ପୟାଉ  
1/34

2 2

x ax
a b

 
=  − 

 

ଏବଂ ସମୀେେଣ (2) େ୍, ଆରମ ପୟାଉ  
1/34

2 2

y by
b a

 
=  − 

ଏହ ିମଲୂ୍େ୍ ଏଲିପ୍ସେି ସମୀେେଣରେ ପ୍ରତସି୍ୟାପନ େରଲ,

ଆରମ ପୟାଉ   
2/3 2/34 4

2 2 2 2 2 2

1 1 1x a y b
a a b b b a

   
+ =   − −   

   ( ) ( ) ( )2/32/3 2/3 2 2a x b y a b+ = −

ରତଣ୍, ବକ୍ରତୟା ରେନ୍ଦ୍ର ( ),x y  େ ସଞ୍ଚୟାେ ପର ରହଉଛ ି

              ( ) ( ) ( )2/32/3 2/3 2 2a x b y a b+ = −   
ଯୟାହୟା ଦତ୍ତ ଏଲିପ୍ସ ପୟାଇଁ ଆବଶ୍େ ଇେଲ୍ଟ ଅରଟ।

ଉଦୟାହରଣ 1.16 ସେଳ ରେେୟା 2 2 2y mx a m b= + +  ସମହୂେ ଏନେଲପ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ। ରଯଉଁରେ m ଏେ 
ପୟାେୟାମିଟେ । 

ସମୟାଧୟାନ: ଦତ୍ତ ବକ୍ର ସମହୂେ ସମୀେେଣ ରହଉଛି

      
2 2 2y mx a m b= + +

1/34

2 2

x ax
a b

 
=  − 

1/34

2 2

x ax
a b

 
=  − 



32 | ଗଣନୟା ଏବଂ ରେୈଖିେ ବୀଜଗଣିତ

⇒
    

2 2 2y mx a m b− = +

⇒
 ( )2 2 2 2y mx a m b− = +

⇒
   

2 2 2 2 2 22y m x mxy a m b+ − = +

⇒
    ( ) ( )2 2 2 2 22 0m x a mxy y b− − + − =  

m େିତ୍ତେି ଆଂଶେି ଅବେଳନ େରଲ,

            ( )2 2 2 0m x a xy− − =

⇒
 2 2

x ym
x a

=
−

‘m‘ େ ଏହ ିମଲୂ୍େ୍ ଦତ୍ତ ବକ୍ର ସମୀେେଣରେ ପ୍ରତସି୍ୟାପନୟା େରଲ, ଆରମ ପୟାଉ

       ( ) ( )2 2 2 2 22 0m x a mxy y b− − + − =

⇒ 
      

( ) ( )
2

2 2 2 2
2 2 2 22 0x y x yx a xy y b

x a x a
   − − + − =   − −   

⇒
 

2 2 2 2
2 2

2 2 2 2

2 0x y x y y b
x a x a

− + − =
− −

⇒
       

2 2
2 2

2 2 0x y y b
x a

− + − =
−

⇒ 
       

2 2
2 2

2 2

x y y b
x a

= −
−

⇒
        ( )( )2 2 2 2 2 2x y x a y b= − −

⇒
        

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2x y x y x b a y a b= − − +

⇒
 

2 2 2 2 2 2x b a y a b+ =

⇒ 
        

2 2

2 2 1x y
a b

+ =  (ଉତ୍ତର) 

∴ ସେଳରେେୟା ସମହୂେ ଏନେଲପ ରହଉଛ ିଏଲିପ୍ସ ।

ଉଦୟାହରଣ 1.17. ସେଳରେେୟା ସମହୂ py m x a m= +  େ ଏନେଲପ ନରି୍ଦ୍ଧୟ  େେ, ରଯଉଁରେ ‘m‘ ଏେ ପୟାେୟାମିଟେ 
ଏବଂ ‘a‘,‘ p‘ ଧ୍ରୃବେ ।
ସମୟାଧୟାନ : ଦତ୍ତ ଅଛ ି  

py m x a m= +  ... (1)
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ସମରୀକରଣ (1)େ୍ ପୟାେୟାମିଟେ ‘m’ େିତ୍ତେି  ଅବେଳନ େରଲ,
 ଆରମ ପୟାଉ  

10 px p a m −= +

⇒
 

1
1pxm

p a

− 
= − 
   ... (2)

ସମୀେେଣ (2)େ୍ ଉପରଯୟାଗ େେ,ି ସମୀେେଣ (1)େ୍ ‘m’ ଅପସୟାେଣ େରଲ

                

1
1 1

p
p px xy x a

p a p a

− −   
= − + −   
     

           
1 1 1

p
p p px xy x a

p a p a
− − −   
= − + −   
   

 ( ) ( )1 2p pp pa p y x a x− −= − + −  (ଉତ୍ତର) 

ଯୟାହୟାେ ିଦତ୍ତ ସେଳରେେୟା ସମହୂେ ଉବ୍ଦଷି୍ ଏନେଲପେ ସମୀେେଣ ଅରଟ।
ଦୁଇର ିପୟାରୟାମିରର ଥି�ୟା �କ୍ର ସମହୂର ଏନେଲପ ଉପବର ଆଧୟାରିତ ପ୍ଶ୍ନ 
ଉଦୟାହରଣ 1.18 ସେଳରେେୟା 1ax by+ =  ସମହୂେ ଏନେଲପ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ, ରଯଉଁରେ ପୟାେୟାମିଟେ a ଏବଂ b ମଧ୍ରେ 
ସମ୍ପେଦ୍ଧ ରହଉଛ ି 1ab =

ସମୟାଧୟାନ: ଦତ୍ତ ଅଛ ି   1ax by+ =  ... (1)

  ଏବଂ   1ab =  ... (2)

ସମୀେେଣ (1) େ୍ ‘a’ େିତ୍ତେି ଅବେଳନ େରଲ (‘a’ େ୍ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଚ଼ଳ େୟାରବ ଗ୍ରହଣେେ ିଏବଂ ‘b’, େ୍ ‘a’ ଉପରେ 
ନେିଦ୍ଧେଶୀଳ)

                 
0dbx y

da
+ =

 ⇒  db x
da y

= −  ... (3)

ସମୀେେଣ (2) େ୍ a େିତ୍ତେି ଅବେଳନ େରଲ

                 
0dbb a

da
+ =

 ⇒ db b
da a

= −  ... (4)

  ସମୀେେଣେ୍ (3) ଏବଂ (4)େ୍

           
x b
y a
=
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⇒
 1 1

a x b y
=

⇒
 

1
1 1 2 2

a x b y ax by+
= = =

  

⇒
 

1 1,
2 2

a b
x y

= =

ସମୀେେଣ (5)େ୍ ସମୀେେଣ (2)ରେ ଉପରଯୟାଗ େରଲ, ଆରମ ପୟାଉ 

      
1 1 1

2 2x y
   =  

  

⇒     4 1x y =    
ଏହୟା ଆବଶ୍େ ଏନ୍ େଲପ                  (ଉତ୍ତର) 

ଉଦୟାହରଣ 1.19. 1x y
a b
+ = ବକ୍ର ସମହୂେ ଏନେଲପ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ। ରଯଉଁରେ ପୟାେୟାମିଟେ a ଏବଂ b ମଧ୍ରେ 

ସମ୍ପେଦ୍ଧ ରହଉଛ ି 1a b+ =   

ସମୟାଧୟାନ: ଦତ୍ତ ଅଛ।ି          1x y
a b
+ =  ... (1)

  ଏବଂ   1a b+ =  ... (2)
ସମୀେେଣ (1) େ୍ a େିତ୍ତେି ଅବେଳନ େରଲ  

              3/2 3/2 0
2 2

yx db
daa b

− =

⇒  db x b b
da y a a

= −  ... (3)

ସମୀେେଣ (2) େ୍ a େିତ୍ତେି ଅବେଳନ େରଲ

      
1 1 0

2 2
db
daa b

+ =

 
⇒

 
db b
da a

= −
 ... (4)

ସମୀେେଣେ୍ (3) ଏବଂ (4) େ୍ ଆରମ ପୟାଉ
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1x b

ay
=

⇒
 

x y
a b
a b
=

⇒
 

1
1

x y x y
a b a b
a b a b

+
= = =

+  
[ସମୀେେଣେ୍ (1) ଏବଂ (2) ]

⇒ ,a x b y= =

ସମୀେେଣ (5)େ୍  ସମୀେେଣ (2)ରେ ଉପରଯୟାଗ େରଲ, ଆରମ ଏନେଲପଟ ିପୟାଉ 
1/4 1/4 1x y+ =  

  

ଉଦୟାହରଣ 1.20 ସେଳରେେୟା ସମହୂ 1x y
a b
+ = େ ଏନେଲପ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ। ରଯଉଁରେ ପୟାେୟାମିଟେ a ଓ b ମଧ୍ରେ 

ସମ୍ପେଦ୍ଧ ରହଉଛ ିa + b = c. 
ସମୟାଧୟାନ : ଦତ୍ତ ସେଳ ରେେୟା ସମହୂେ ସମୀେେଣ ରହଉଛ ି        1x y

a b
+ =   ... (1)

  ଏବଂ   a b c+ =       
  ⇒  b c a= −  ... (2)
 ସମୀେେଣ(2)େ୍ ସମୀେେଣ (1)ରେ ଉପରଯୟାଗ େରଲ 

  ଆରମ ପୟାଉ 1x y
a c a
+ =

−  ... (3)

ସମୀେେଣ(3) େ୍ ଆଂଶେି େୟାରବ a େିତ୍ତେି ଅବେଳନ େରଲ

( )2 2 0x y
a c a

− + =
−

  ( )2 2

x y
a c a

=
−

 
( )2

2

c a y
xa

−
=

c a y
a x
−

=

                   
1

x yc y
a x x

+
= + =
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c xa
x y

=
+

ବତ୍ତଦ୍ଧମୟାନ a ମଲୂ୍େ୍ ସମୀେେଣ (2)ରେ ଉପରଯୟାଗ େରଲ 

  
c xb c
x y

= −
+

    
c x c y c x c y

x y x y
+ −

= =
+ +

a ଏବଂ b ମଲୂ୍େ୍ ସମୀେେଣ (1)ରେ ଉପରଯୟାଗ େରଲ, ଆରମ ପୟାଉ

 

1x y
c yc x

x y x y

+ =
   
      + +   

  

( ) ( )
1

x x y y x y

c x c y

+ +
+ =

  
( ) x yx y c

x y

 
+ + =  

 

  ( )( )x y x y c+ + =

  ( )2
x y c+ =

 x y c+ =

ଏହୟା ରହଉଛ ିଆବଶ୍େ ଏନେଲପ। 

ଇବେୟାଲୁଟ୍ୟର ଉପବର ଆଧୟାରିତ ପ୍ଶ୍ନ ବଯଉଁବର �କ୍ରର ଲମ୍ବ ସମହୂର ଏନେଲପ ରୂପବର େଣୟା    

ଉଦୟାହରଣ 1.21. ବକ୍ରେ ଇରେୟାଲ୍୍ଟେ୍ ଏନେଲପ ପ୍ରତ ିଲମ୍ େୟାବରେ ବରିବଚ଼ନୟା େେ,ି ବକ୍ର cos sinx = θ+ θ θ ,
sin cosy = θ− θ θେ ଇରେୟାଲ୍୍ଟ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ।

ସମୟାଧୟାନ: ଦତ୍ତ ଅଛ ି  cos sin , sin cosx y= θ+ θ θ = θ− θ θ

ରତଣ୍   sin cos sin cosdx
d

= − θ+ θ θ+ θ = θ θ
θ

 ଏବଂ ( )cos sin cos sindy
d

= θ− θ − θ − θ = θ θ
θ

 ∴ sin tan
cos

dy
dy d

dxdx
d

θ θθ= = = θ
θ θ

θ
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ହୟାଇପେରବୟାଲୟା ପ୍ରତ ିଲମ୍େ ସମୀେେଣ ରହଉଛି

         
( )( ) ( )( )1sin cos cos sin

tan
y x− θ− θ θ = − − θ+ θ θ

θ

          
( )( ) ( )( )cossin cos cos sin

sin
y xθ
− θ− θ θ = − − θ+ θ θ

θ

      
2 2sin sin sin cos cos cos sin cosy xθ− θ+ θ θ θ = − θ+ θ+ θ θ θ

            sin cos 1y xθ+ θ =  ... (1)
ସମୀେେଣ (1) େ୍ ପୟାେୟାମିଟେ θ େିତ୍ତେି ଅବେଳନ େରଲ,
            cos sin 0y xθ− θ =  ... (2)
ସମୀେେଣ (1) xcosθ - ସମୀେେଣ (2) xsin θ ….(3)

⇒  cosx = θ

ରସହପିେ ିସମୀେେଣ (1) xsin θ + ସମୀେେଣ (2) xcosθ  
        siny = θ  …(4)

ସମୀେେଣ (3) ଏବଂ (4) େ୍ ‘θ‘ ଅପସୟାେଣ େରଲ ଆରମ ଆବଶ୍େ ଇରେୟାଲ୍୍ଟ ପୟାଉ 2 2 1x y+ = ,

ଉଦୟାହରଣ 1.22 ବକ୍ରେ  ଇରେୟାଲ୍୍ଟେ୍ ଏନେଲପ ପ୍ରତ ିଲମ୍ େୟାବରେ ବରିବଚ଼ନୟା େେ,ି ହୟାଇପେରବୟାଲୟା 
2 2

2 2 1x y
a b

− = େ  ଇରେୟାଲ୍୍ଟ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ।

ସମୟାଧୟାନ: ନରିଜ ରଚଷ୍ୟା େ େ।

ପ୍ଶ୍ନମୟାଳୟା 1.2

1. ବକ୍ର y = tanx ପୟାଇଁ x = π/4 ବନ୍ି୍ରେ ବକ୍ରତୟା ବ୍ୟାସୟାର୍ଦ୍ଧ ଏବଂ ବକ୍ରତୟା ରେନ୍ଦ୍ର ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ। 

2.   ହୟାଇପେରବୟାଲୟା 
2 2

2 2 1x y
a b

− =  ପୟାଇଁ ବକ୍ରତୟା ରେନ୍ଦ୍ର ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ ଏବଂ ଏହୟାେ ଇରେୟାଲ୍୍ଟ ମଧ୍ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ।  

3.   ଦଶଦ୍ଧୟାଅ ରଯ ସୟାଇରେ୍ଲୟାଇଡ୍ ( ) ( )sin , 1 cosx a y a= θ− θ = − θ େ ଇରେୟାଲ୍୍ଟ ରହଉଛ ି ଅନ୍ ଏେ ସମ 
ସୟାଇରେ୍ଲୟାଇଡ୍ ।

4.   ଦଶଦ୍ଧୟାଅ ରଯ ବକ୍ର ( ) ( )cos sin , sin cosx a y a= θ+ θ θ = θ− θ θ େ  ଇରେୟାଲ୍୍ଟ ରହଉଛି 2 2 2x y a+ =  
5.   ବକ୍ର sin cosx y aθ− θ = θ େ ଏନେଲପ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ, ରଯଉଁରେ θ ଏେ ପୟାେୟାମିଟେ ।
6.   ବକ୍ର 2 2sec cosecx y aθ+ θ =  େ ଏନେଲପ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ, ରଯଉଁରେ θ ଏେ ପୟାେୟାମିଟେ । 
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7.   1x y
a b
+ = ସେଳ ରେେୟା ସମହୂେ ଏନେଲପ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ, ରଯଉଁରେ ପୟାେୟାମିଟେ a ଓ b ମଧ୍ରେ ସମ୍ପେଦ୍ଧ 

ରହଉଛ,ି 2 3 5a b c=  । 
8.   ରେନ୍ଦ୍ର ଏଲିପ୍ସ 

2 2

2 2 1x y
a b

+ =  ଉପରେ ଅବସ୍ତି ଥିବୟା ବୃତ୍ତ ସମହୂେ ଏନେଲପ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ, ଏବଂ ଯୟାହୟା ନଜିେ 
ରେନ୍ଦ୍ରଗୟାମୀ।

9.    
2 2

2 2 1x y
a b

+ =  ଏଲିପ୍ସ ସମହୂେ ଏନେଲପେ ସମୀେେଣ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ, ରଯଉଁରେ ପୟାେୟାମିଟେ ‘a’ ଏବଂ ‘b’ 

ମଧ୍ରେ ସମ୍ପେଦ୍ଧ ରହଉଛ ି
2 2

2 2 1a b
l m

+ = , l ଏବଂ m ରହଉଛ ିଅଣ-ଶୂନ୍ ଧ୍ରୃବେ ।

ଉତ୍ତରମୟାଳୟା
1. 5 5 10 9, ,

4 4 4
π− 

 
 

2.  ସରଙ୍କତ: sec , tanx a y b= θ = θ ଏବଂ ବକ୍ରତୟା ରେନ୍ଦ୍ର ( )3 2 22 2

3 3

sin
,

cos cos

a ba b
a

 − θ ++ 
 θ θ 

ଏବଂ ଇରେୟାଲ୍୍ଟ 

( ) ( ) ( )2/32/3 2/3 2 2a x b y a b− = + ।
5.  ( ) ( )sin cos , sin cosx a y a= θ+ θ = θ− θ θ ।

6. x2+y2-2ax-2ay+a2=0

7 .  2 3 5712
3125

x y c=   8. ( ) ( )22 2 2 2 2 24x y a x b y+ = +   9. 1x y
l m
+ =

ଆକଷଦ୍ଧଣରୀୟ ତଥଟ୍ୟ: େ’ଣ ତ୍ରମମୟାରନ ରେରବ ଏପେ ିରମସନି୍ େମି୍ୟା ରେଳନୟା ରଦଖିଛ ରଯଉଁଥିରେ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନେୟାେୀ ଚୟାବ ି

ଅଛ,ି ରଯପେ ିେ ିଏେ ମୟାଙ୍କଡ଼ ବଜୟାଉଥିବୟା ଯନ୍ତ୍ର ? ଏହୟାେ େିତେେ ସପମିଳ ସ୍ପପ୍ିଙ୍ଗଗ୍  ଏେ ‘’ବୃତ୍ତୟାେୟାେ ଇନରେୟାଲ୍୍ଟ’’ରେ 

ଗତ ିେେରିୟାଏ। 

େିଡଓି ସଂରଯୟାଜେ  (ଉତ୍ସ: NPTEL)                                                            

                                                                                                

ICTର �ଟ୍ୟ�ହୟାର 
http://kmr.csc.kth.se/wp/research/math-rehab/learning-object-repository/geometry-2/
metric-geometry/euclidean-geometry/geometry/plane-curves/evolutes/

ବକ୍ରତୟା ଏବଂ ଇନରେୟାଲ୍୍ଟ
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�ୟାସ୍ତ� େରୀ�ନବର ପ୍ବୟୟାଗ 
 y ରସଗ୍ଡ଼େି ଯୟାନ୍ତ୍ରେି ଶଳି୍ପରେ ବରିଶଷ େୟାବରେ ଦୟାନ୍ତ ଶଳି୍ପରେ ବ୍ବହୃତ ହ୍ଏ, ରଯଉଁରେ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ଯନ୍ତ୍ର ଏବଂ 

ଗିଅର୍ େ ଦୟାନ୍ତ ଯରୟା ସମ୍ଭବ େମ୍ପନେ୍ େମ େେବିୟାେ୍ ତଆିେ ିେେୟାଯୟାଏ ।
 y ରକେପ୍ୟାଲ୍ ଏବଂ ଗ୍ୟାସ୍ େର୍ରେସର୍ ରହଉଛ ିଦ୍ଇଟ ିଯନ୍ତ୍ର ଯୟାହୟା ତେଳ ପଦୟାରଦ୍ଧେ୍ ପମ୍ପ େେବିୟା, ସରଙ୍କୟାଚନ େେବିୟା 

େମି୍ୟା ଚୟାପିବୟାପୟାଇଁ ବ୍ବହୃତ ହ୍ଏ । ଏରେ ଆେୃତେି ଏହ ିଧୟାେଣୟାେ ଏେ ପ୍ରରୟୟାଗ ଅଛ,ି ଯୟାହୟା ନଶିି୍ତ 
େେରଯ େ ିରସମୟାରନ ଦଷେ ଏବଂ େମ ଧ୍ୱନ ିସଷିୃ୍ େେନ୍ତ ି।

 y େୟାସ୍ୟାେ ବକ୍ରତୟା ପେେିଳ୍ପନୟା େେବିୟା ସମୟରେ ସଡ଼େ ସେ୍ଷେୟାେ୍ ବଚିୟାେେ୍ ନଆିଯିବୟା ଆବଶ୍େ, ଏବଂ 
ଘଷଦ୍ଧଣ ଚକ୍ର ସମୟାନ ଆେୟାେ ଉପରେ ମଧ୍ ବଚିୟାେ େେୟାଯିବୟା ଆବଶ୍େ ଅରଟ । ବକ୍ରତୟାେ ଧୟାେଣୟା ରସହ ି
ସମୟରେ େୟାଯଦ୍ଧ୍େୟାେୀ ହ୍ଏ । 

1.2 ସରୀମୟାଯୁକ୍ ଓ ଅଂସଗତ ସମୟାକଳେର ମଲୂଟ୍ୟୟାକେନ 

1.2.1 ସରୀମୟାଯୁକ୍ ସମୟାକଳେ (Definite Integral) 
ଏେ ସୀମୟାଯ୍କ୍ତ ସମୟାେଳଜେ୍ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1lim ... ( 1)

b

a n
f x dx b a f a f a h f a n h

n→ ∞
= −  + + + + + −  ∫   ଦ୍ୟାେୟା ପେପି୍ରେୟାଶ େେୟାଯୟାଏ। ରଯଉଁରେ ‘a’ େ୍ ଅଧଃସୀମୟା (Lower limit) 

ଓ ‘b’ େ୍  ଉର୍ଦଦ୍ଧସୀମୟା (Upper limit) େ୍ହୟାଯୟାଏ । ସୀମୟାଯ୍କ୍ତ ସମୟାେଳଜେ୍ ରଗୟାଟଏି ରଯୟାଗଫଳେ ସୀମୟା େୂପରେ 
ପ୍ରସ୍୍ତ େେୟାଯୟାଏ। େମି୍ୟା ଏହୟାେ ଅନ୍ତେୟାଳ [a, b] ରେ ପ୍ରତ-ିଅବେଳଜ (Antiderivative) ଯଦ ିF ଅରଟ, ରତରବ 
ଏହୟାେ ମଲୂ୍ b ରେ F େ ମଲୂ୍ ଏବଂ ଆେମ୍ଭ ବନ୍ି୍ a ରେ F େ ମଲୂ୍େ ବରିୟୟାଗେ ଫଳ F(b) – F(a) ।  ସୀମୟାଯ୍କ୍ତ 
ସମୟାେଳଜେ ମଲୂ୍ ଅନନ୍ ଅରଟ ।

1.2.1.1 ବଯୟାଗଫଳର ସରୀମୟା ରୂପବର ସରୀମୟାଯୁକ୍ ସମୟାକଳେର ମଲୂଟ୍ୟୟାକେନ  
ମରନେେ f ରହଉଛ ିଆବର୍ ଅନ୍ତେୟାଳ [a, b] ରେ ବ୍ୟାେ୍ୟା ରହୟାଇଥିବୟା ଏେ ନେିବଚ୍ନି୍ନ ଫଳନ ଅରଟ। ମରନେେ, ଫଳନ 
ଦ୍ୟାେୟା ନଅିଯୟାଇଥିବୟା ସମସ୍ ମଲୂ୍ ଅଣ-ଋଣୟାତ୍ମେ ଅରଟ, ରତଣ୍ ଫଳନେ ରେେୟାଚତି୍ର x-ଅଷେ ଉପରେ ଏେ ବକ୍ର ଅରଟ ।

ସୀମୟାଯ୍କ୍ତ ସମୟାେଳଜ
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1lim ... ( 1)
b

a n
f x dx b a f a f a h f a n h

n→ ∞
= −  + + + + + −  ∫  

ରହଉଛ ିବକ୍ର y = f (x), ଏବଂ ରେୟାଟ ି(ordinate) x = a, x = b ଏବଂ x-ଅଷେ 
ଦ୍ୟାେୟା ଆବର୍ ରହୟାଇଥିବୟା ରଷେତ୍ରେ ରଷେତ୍ରଫଳ। 

ରଯରତରବରଳ ଆରମ ଏହ ିରଷେତ୍ରେ ରଷେତ୍ରଫଳ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେବିୟା, ତୟାହୟା ରହବ

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1lim ... ( 1)
b

a n
f x dx b a f a f a h f a n h

n→ ∞
= −  + + + + + −  ∫  

ରଯଉଁରେ 

0b ah
n
−

= → ତୟା’ପରେ n →∞

ଉପରେୟାକ୍ତ ସତୂ୍ରେ୍ ରଯୟାଗଫଳେ ସୀମୟାେୂପରେ ସୀମୟାଯ୍କ୍ତ ସମୟାେଳଜେ ସଂଜ୍ୟା ରବୟାଲି େ୍ହୟାଯୟାଏ ।
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ବକବତକ ସମୟାହତି ଉଦୟାହରଣ

ଉଦୟାହରଣ 1.23. େ୍ ରଯୟାଗଫଳେ ସୀମୟା େୂରପ ନିର୍ଦ୍ଧୟ େେ।
ସମୟାଧୟାନ: ସୀମୟାଯ୍କ୍ତ ସମୟାେଳଜେ ସଂଜ୍ୟାେ୍ ଆରମ ଜୟାଣ୍ ରଯ 
           

 ରଯଉଁରେ b ah
n
−

=

 ରତଣ୍,     ( )2 2

0
1x dx+∫ = ( ) ( )2 11 2 42 lim 0 ...

n

n
f f f f

n n n n→∞

 −    + + + +     
      

               = ( )22 2

2 2 2

2 21 2 42 lim 1 1 1 ... 1
n

n
n n n n→∞

  −   
  + + + + + + +            

               = ( ) ( )( )22 2
2

1 12 lim 1 1 ... 1 2 4 ... 2 2
n

n times

n
n n→∞

 
 + + + + + + + −
  


               = ( )( )
2

22 2
2

1 22 lim 1 2 ... 1
n

n n
n n→∞

 
+ + + + − 

 

               = ( )( )
2

1 2 11 42 lim
6n

n n n
n

n n→∞

− − 
+ 

 

             = ( )( )1 2 11 22 lim
3n

n n
n

n n→∞

− − 
+ 

 

             = 1 2 1 12 lim 1 1 2
3n n n n→∞

   + − −      
    

                                         = ( )( )2 4 142 1 1 2 2 1
3 3 3

   + = + =      
 (ଉତ୍ତର)

ଉଦୟାହରଣ 1.24 .  େ୍ ରଯୟାଗଫଳେ ସୀମୟା େୂରପ ମୂଲ୍ୟାଙ୍କନ େେ। 
ସମୟାଧୟାନ: ସଂଜ୍ୟାେ୍ ଆରମ ଜୟାଣ୍ ରଯ                                                              π

 ଜ୍ୟାମିତେି ଗ୍ରଣୟାତ୍ତେ ରରେଣୀେ n- ପଦ ମୟାନଙ୍କେ ରଯୟାଗଫଳ ଉପରଯୟାଗ େେ,ି ରଯଉଁରେ, 2/1, na r e= =

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1lim ... ( 1)
b

a n
f x dx b a f a f a h f a n h

n→∞
= − + + + + + −  ∫

( ) ( )2 2 2 /0 2/ 4/

0

12 0 lim ... n nx n n

n
e dx e e e e

n
−

→ ∞
 = − + + + + ∫

( )
b

a
f x dx∫

( )
b

a
f x dx∫

[ ]( ) ( )2 2 2 /0 2/ 4/

0

12 0 lim ... n nx n n

n
e dx e e e e

n
−

→ ∞
 = − + + + + ∫
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( )2
2

2/

2 1
1

1lim . 2
2 /

n

n

e
e

e
n→∞

−
= = −

 −
 
      

 କଳନ ଗଣିତର ବମୌଳକି ଉପପୟାଦଟ୍ୟ 

1.2.2 ସମୟାକଳନ ଗଣିତର ପ୍ଥମ ବମୌଳକି ଉପପୟାଦଟ୍ୟ 
ଯଦ ିf (x) ଅନ୍ତେୟାଳ [a, b] ରେ ବ୍ୟାେ୍ୟା ରହୟାଇଛ ିରତରବ f (x) େ ସୀମୟାଯ୍କ୍ତ ସମୟାେଳଜେ ସଂଜ୍ୟା ରହଉଛ ି

 ରଯଉଁରେ ( ) ( )d F x f x
dx

=

ଉପରେ ବର୍ମିତ ସୀମୟାଯ୍କ୍ତ ସମୟାେଳଜେ ସଂଜ୍ୟା ରହଉଛ ିବକ୍ର y = f (x), x-ଅଷେ ଏବଂ x = a ଓ x = b ଦ୍ଇଟ ି ରେୟାଟ ି
ଦ୍ୟାେୟା ଆବର୍ ରଷେତ୍ରେ ରଷେତ୍ରଫଳେ୍ ସଚୂୟାଏ ।

ବକବତକ ସମୟାହତି ଉଦୟାହରଣ

ଉଦୟାହରଣ 1.25. 
2 2

0
x dx∫ େ ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ େେ।

ସମୟାଧୟାନ : ଦତ୍ତ ଅଛ ି ( )2 332 2

0
0

2
0

3 3
xx dx

  
= = −  

    
∫  

8
3

=

ଉଦୟାହରଣ 1.26. 
2

0
cos x dx

π

∫  େ ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ େେ।

ସମୟାଧୟାନ : ଦତ୍ତ,  [ ]
2 2

00
cos sinx dx x

π π= −∫

            [ ] [ ]sin 2 sin 0 0 0 0= − π+ = − + =

2

2

20

1 12 lim
1

n
n

x

n
n

ee dx
n

e
→∞

 
− =  
−  

∫

2

2/

1 12 lim
1nn

e
n e→∞

 −
=  − 

0

1lim 1
h

h

e
h→

 −
= 

 


( ) ( ) ( ) ( )
b b

aa
f x dx F x F b F a= = −  ∫
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ଉଦୟାହରଣ 1.27.  େ ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ େେ। 

ସମୟାଧୟାନ : ଦତ୍ତ,           ( )
323

2
2

1
2
xx dx x

 
+ = + 

 ∫

    

2 23 23 2
2 2

    
= + − +        

    

9 43 2
2 2

    = + − +        

    

9 6 4 4
2 2

 + +    = −        

    
15 8 7
2 2 2

 = − =  

1.2.3 ସମୟାକଳନ ଗଣିତର ଦ୍ତିରୀୟ ବମୌଳକି ଉପପୟାଦଟ୍ୟ 
େଳନ ଗଣିତେ ଦ୍ତିୀୟ ରମୌଳେି ଉପପୟାଦ୍ ଜଣୟାଇରୟାଏ ଯଦ ିf (x) ଅନ୍ତେୟାଳ [a, b] ରେ ନେିବଚ୍ନି୍ନ ଅରଟ ଏବଂ F, 
[a, b] ଉପରେ f (x)େ ଅନରି୍ମିଷ୍ ସମୟାେଳଜ (Indefinite Integral) ଅରଟ, ରତରବ
     ( ) ( )F x f x′ =

 ଗୟାଣିତେି େୂପରେ, ଯଦ ି             ( ) ( )
x

a
F x f t dt= ∫

 ରତରବ     ( ) ( )F x f x′ =

ମନ୍ତ�ଟ୍ୟ: ରଯରହତ୍ ପ୍ରତଅିବେଳଜ (antiderivate) ଏବଂ ଅବେଳଜ ( derivate) ପେସ୍ପେ ବପିେୀତ ଅଟନ୍ତ,ି ଯଦ ି
ଫଳନେ ପ୍ରତଅିବେଳଜ ପ୍ରୟାପ୍ତ ହ୍ଏ, ରତରବ ମଳୂ ଫଳନ ମଧ୍ପ୍ରୟାପ୍ତ ରହବ

ଉଦୟାହରଣ 1.28 ସମୟାେଳନ ଗଣିତେ ଦ୍ତିୀୟ ରମୌଳେି ଉପପୟାଦ୍େ୍ ବ୍ବହୟାେ େେ ିଦତ୍ତ ପ୍ରଶ୍ନେ୍ ସମୟାଧୟାନ େେ ।

   ( ) ( )
3

2

0

x
F x t t dt= +∫

ସମୟାଧୟାନ: ଦତ୍ତ,  ( ) ( )
3

2

0

x
F x t t dt= +∫

             
( ) ( )

3
3 2

3

0

0
3 2

x
t t F x F

 
= + = − 

 

             
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 2 3 23 3 0 0
3 2 3 2

x x
F x

   
 = − − −     

( )2 2

0
1x dx+∫
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( )

9 6

3 2
x xF x = −

   ( ) 8 53 3F x x x= −

             
( ) ( ) ( )( )22 3 33F x x x x′ = +

3x2 ରହଉଛ ିଉର୍ଦ୍ଧସୀମୟା x3 େ ଅବେଳଜ ଏବଂ ( ) ( )( )23 3x x+ େ ମଲୂ୍ (t2 + t) ସହତି ସମୟାନ ଅରଟ ।
ଏଥିରେ ଆରମ ପୟାଇ ପୟାେବିୟା ରଯ F(x)େ ଅବେଳଜ, f (x) େ ସମୟାେଳଜ ଅରଟ। ଫଳନ f (x) େ ସମତ୍ଲ୍ ଅରଟ  F(x)
ଉଦୟାହରଣ 1.29  ( ) ( )

2
1/2

0
7

x
F x t dt= +∫ େ୍ ସମୟାେଳନ ଗଣିତେ ଦ୍ତିୀୟ ରମୌଳେି ଉପପୟାଦ୍ ବ୍ବହୟାେ େେ ି

ସମୟାଧୟାନ େେ । 

ସମୟାଧୟାନ : ଦତ୍ତ, ( ) ( )
2

1/2

0
7

x
F x t dt= +∫  

             

( )
2

3/2

0

2 7
3

x
t +

=  
  

             ( ) ( )0F x F= −

               
( )

( ) ( )
3/2 3/222 7 2 0 7

3 3

x
F x

   + +   = −
  
  

               ( )
( ) ( )

3/2 3/222 7 2 7
3 3

x
F x

+
= −

              ( ) ( )1/222 7F x x x′ = +

2x ରହଉଛ ିଉର୍ଦ୍ଧସୀମୟା x2 େ ଅବେଳଜ ଏବଂ ( )1/22 7x + େ ମଲୂ୍  ( )1/27t +  ସହତି ସମୟାନ ଅରଟ।
ଉଦୟାହରଣ 1.30 ( ) ( )2

3
3 30

x
F x t dt

−
= −∫  େ୍ ସମୟାେଳନ ଗଣିତେ ଦ୍ତିୀୟ ରମୌଳେି ଉପପୟାଦ୍ ବ୍ବହୟାେ େେ ି

ସମୟାଧୟାନ େେ। 
ସମୟାଧୟାନ : ଦତ୍ତ ଅଛ ି   ( ) ( )2

3
3 30

x
F x t dt

−
= −∫

             ( ) ( )3
3

30 3
x

t t F x F
−

 = − = − − 

                ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 330 3 30 3F x x x   = − − − − −   

              ( ) 1/2
1/2

3 15
2

F x x
x

= −′
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               ( ) ( )1 3 30
2

F x x
x

= −′

1
2 x

 ରହଉଛ ିଉର୍ଦ୍ଧସୀମୟା x  େ ଅବେଳଜ ଏବଂ (3x – 30) େ ମଲୂ୍ (3t2 – 30) ସହତି ସମୟାନ ।
1.2.4 ସରୀମୟାଯୁକ୍ ସମୟାକଳନର ଗୁଣଧମଦ୍ଧ
ଏରେ ଆରମ ସୀମୟାଯ୍କ୍ତ ସମୟାେଳନେ ଗ୍ଣଧମଦ୍ଧେ ଆରଲୟାଚନୟା େେବିୟା ଯୟାହୟା ରସଗ୍ଡେି ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେବିୟାରେ ଉପରଯୟାଗୀ।

. 1 ଯଦ ିf1(x) ଏବଂ f2(x) ଅନ୍ତେୟାଳ [a, b] ରେ ନେିବଚ୍ନି୍ନ ଓ ପେବିର୍ ଫଳନ ଓ k1 ଏବଂ k2 ଦ୍ଇଟ ିନରି୍ଦ୍ଧୟୟାଙ୍କ, 
ରତରବ 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2

b b b

a a a
k f x k f x dx k f x dx k f x dx + = + ∫ ∫ ∫

ଏହୟାେ୍ ରେୈଖିେତୟା ଗ୍ଣ େ୍ହୟାଯୟାଏ ।

2. ( ) ( )
b b

a a
f x dx f t dt=∫ ∫

ଉେୟ ପଷେ ( ) ( )F b F a−  ସହତି ସମୟାନ ସଚୂତି େରେ ରଯ ସମୟାେଳନରେ ଚଳ ପ୍ରତେୂିପୀ ଅରଟ। 

. 3 ( ) ( )
b a

a b
f x dx f x dx= −∫ ∫

ଏରେ ( ) ( ) ( ) ( )F b F a F a F b− = − −  

. 4 ( ) ( ) ( )
b c b

a a c
f x dx f x dx f x dx= +∫ ∫ ∫

ଏରେ, ‘c’ a < c < b ରେ ବ୍ୟାେ୍ୟା ରହୟାଇଛି

R.H.S. = ( ) ( ) ( ) ( )F c F a F b F c− + − ଯୟାହୟା ( ) ( )F b F a−  ସହତି ସମୟାନ।

5. ( ) ( )
0

a a

a
f x dx f a x dx= −∫ ∫

ଏହୟାେ୍ ଅପେବିତ୍ତଦ୍ଧନଶୀଳ ଗ୍ଣ େ୍ହୟାଯୟାଏ ଏବଂ ଏହୟାେ୍ ପ୍ରମୟାଣ େେବିୟା ପୟାଇଁ ଆରମ ରନବୟା, 
a – x = t dx dt⇒− =  
∴	 	 ( ) ( ) ( )

0

0 0

a a

a
f a x dx f t dt f t dt− = − =∫ ∫ ∫    [ଗ୍ଣଧମଦ୍ଧ (3) ଦ୍ୟାେୟା]

 ( )
0

a
f x dx= ∫      [ଗ୍ଣଧମଦ୍ଧ (2) ଦ୍ୟାେୟା]

6. ( ) ( )
0

2
a a

a
f x dx f x dx

−
=∫ ∫ ଯଦ ିf (x) ଯ୍ଗ୍ମ ଫଳନ ଅରଦ୍ଧୟାତ୍   ( ) ( )f x f x− =

     0=  , ଯଦ ିf (x) ଅଯ୍ଗ୍ମ ଫଳନ ଅରଦ୍ଧୟାତ୍ ( ) ( )f x f x− = −

      ପ୍ମୟାଣ:    ( ) ( ) ( )
0

0

a a

a a
f x dx f x dx f x dx

− −
= +∫ ∫ ∫  (i)
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       x = –t େ୍ ଦଷିେଣ ଏବଂ ପ୍ରରମ ସମୟାେଳଜରେ ରଲଖିରଲ, 

  ( ) ( ) ( )
0 0

0

a

a a
f x dx f t dt f t dt

−
= − − =∫ ∫ ∫   [ଗ୍ଣଧମଦ୍ଧ (3) ଦ୍ୟାେୟା]

           [ଗ୍ଣଧମଦ୍ଧ (2) ଦ୍ୟାେୟା]
       ସମୀେେଣ (1) ରେ ପ୍ରତସି୍ୟାପିତ େରଲ ଆରମ ପୟାଉ
  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0

a a a a

a
f x dx f x dx f x dx f x f x dx

−
= − + =  + −  ∫ ∫ ∫ ∫

  

ଯଦ ିf (–x) = f (x)

ଯଦ ିf (–x) = – f (x)

( )
0

2 ,

0 ,

a
f x dx= 



∫

 x4, cos x ଇତ୍ୟାଦ ିଫଳନରେ ରଯରହତ୍  f (–x) = f (x), ରତଣ୍ ଫଳନେ୍ ଯ୍ଗ୍ମ ଫଳନ େ୍ହୟାଯୟାଏ ।
 x3, sin x ଇତ୍ୟାଦି ଫଳନରେ ରଯରହତ୍  f (–x) = – f (x), ରତଣ୍ ଫଳନେ୍ ଅଯ୍ଗ୍ମ ଫଳନ େ୍ହୟାଯୟାଏ।

7. 
( ) ( )2

0 0
2 ,

a a
f x dx f x dx=∫ ∫ ଯଦ ି ( ) ( )2f a x f x− =

      0,=    ଯଦ ି ( ) ( )2f a x f x− = −

 ଏହ ିଗ୍ଣଧମଦ୍ଧେ୍(6) ଧମଦ୍ଧ ପେ ିସମୟାନ ପକି୍ରୟୟାରେ ପ୍ରମୟାଣ େେୟାଯୟାଇ ପୟାେବି । 

ବକବତକ ସମୟାହତି ଉଦୟାହରଣ

ଉଦୟାହରଣ 1.31. /2

0
log sin x dx

π

∫  େ ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ େେ । 

ସମୟାଧୟାନ : ଦତ୍ତ     
/2

0
log sinI x dx

π
= ∫       ... (1)

  ରତଣ୍ / 2

0
log cos x dx

π

∫ [ଗ୍ଣଧମଦ୍ଧ (5) ଦ୍ୟାେୟା] ... (2)

ସମୀେେଣ (1) ଏବଂ (2) େ୍ ରଯୟାଗ େେବିୟା ପରେ, ଆରମ ପୟାଇବୟା, 

      ( )/2

0
2 logsin log cosI x x dx

π
= +∫

   ( ){ }/2

0
log 2sin cos log 2x x dx

π
= −∫

   /2

0

1logsin 2 log 2
2

x dx
π

= − π∫
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   , ରଯଉଁରେ 
2
ux =

      [ଗ୍ଣଧମଦ୍ଧ (7) ଦ୍ୟାେୟା]

       12 log 2
2

I I= − π      [ସମୀେେଣେ୍ (1)]

ରତଣ୍         1 log 2
2

I = − π

∴     

ଉଦୟାହରଣ 1.32.  େ ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ େେ । 
ସମୟାଧୟାନ : ମରନେେ 

       [ଗ୍ଣ (5) ଦ୍ୟାେୟା]

   
   

          
   

 

   

   

   

େମି୍ୟା                   ( )2
2

I π
= π−

ରତଣ୍        

ଉଦୟାହରଣ 1.33. 20

sin
1 cos

x xI dx
x

π
=

+∫ େ ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ େେ ।

/ 2

0

1logsin log 2
2

x dx
π

= − π∫

0

tan
sec tan

x x dx
x x

π

+∫

0

tan
sec tan

x xI dx
x x

π
=

+∫

( ) ( )
( ) ( )0

tan
sec tan

x x
dx

x x
π π − π−

=
π− + π−∫

( )
0

tan
sec tan

x x
dx

x x
π − π −

=
− −∫

0

tan
sec tan

x dx I
x x

π
= π −

+∫

0

tan2
sec tan

xI dx
x x

π
= π

+∫

( )
2 20

tan sec tan
sec tan

x x x
dx

x x
π +

= π
−∫

2

0

sec tan tan
1

x x x dx
π −

= π∫
( )2

0
sec tan sec 1x x x dx

π
= π − +∫

[ ] ( )0
sec tan 2x x x π= π − + = π π−

0

1 1logsin log 2
2 2

u du
π

= − π∫
/ 2

0

1logsin log 2
2

u du
π

= − π∫
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ସମୟାଧୟାନ : ଦତ୍ତ 20

sin
1 cos

x xI dx
x

π
=

+∫

  ( )
( )20

sin
1 cos

x x
I dx

x
π π −

=
+ π−∫  ( ) ( )sin sin , cos cosx x x xπ− = π− = −    [ଗ୍ଣ (5) ଦ୍ୟାେୟା]

‘I’େ ଦ୍ଇଟ ିମଲୂ୍େ୍ ରଯୟାଗ େେବିୟା ପରେ ଆରମ ପୟାଇବୟା     

            ( )
20

sin
2

1 cos
x x x

I dx
x

π π − +
=

+∫  

    20

sin
1 cos

x dx
x

π
= π

+∫

    ( )1

0
tan cos x

π− = − π  

    1
4 4

π = − π − π− 
 

             
222

4
I π
=

               
2

4
I π
=

ରତଣ୍       
2

20

sin
41 cos

x x dx
x

π π
=

+∫
ଉଦୟାହରଣ 1.34. ଦଶଦ୍ଧୟାଅ ରଯ 

ସମୟାଧୟାନ : ମବନକର   / 2 3 4

0
cos 2 sin 4I x x dx

π
= ∫

2x t= େଖିବୟା ପରେ, ଆରମ ପୟାଇବୟା 

   3 4

0

1 cos .sin 2
2

I t t dt
π

= ∫  

    4 3 4 4

0

1 2 .cos .sin .cos
2

t t t dt
π

= ∫

    4 7

0
8 sin .cos 0t t dt

π
= =∫    [ଗ୍ଣ (7) ଦ୍ୟାେୟା]

ଉଦୟାହରଣ 1.35. ( )1 1 2

0
cot 1 x x dx− − +∫  େ ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ େେ ।

ସମୟାଧୟାନ : ଦତ୍ତ ସମୟାେଳନେ୍ ଏହି ପ୍ରେୟାେ ରଲେୟାଯୟାଇ ପୟାେିବ। 
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             1 1
20

1tan
1

I dx
x x

−  =  − + ∫

   ( )
1 1

0

1tan
1 1

dx
x x

−  
=   + − 
∫

 

   

   
    

େନ୍ି୍ତ    [ଗ୍ଣ (5) ଦ୍ୟାେୟା]
∴               

‘1’ େ୍ ଦ୍ତିୀୟ ଫଳନ େୟାବରେ ଗ୍ରହଣ େେ,ି େଣ୍ଶଃ ସମୟାେଳନ (Integrating by parts) େରଲ, ଆରମ ପୟାଉ 
              
                

   
( ) 12

0
2.1. log 1

4
xπ  = − + 

                log 2
2
π

= −

ରତଣ୍  

( )
1 1

0

1tan
1 1

dx
x x

−  
=   + − 
∫

( )
( )

1 1

0

1
tan

1 1
x x

dx
x x

−  − − =  
+ −  

∫

( )
1 1 1

0
tan tan 1x x dx− − = − − ∫

( )
1 11 1

0 0
tan tan 1x dx x dx− −= − −∫ ∫

( ) ( )
1 1 11 1 1

0 0 0
tan 1 tan 1 1 tanx dx x dx x dx− − −− = − − = −∫ ∫ ∫

111
20 0

2 tan . 2
1

xI x x dx
x

− = −  +∫

( )1 1 2

0
cot 1 log 2

2
x x dx− π

− + = −∫
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ପ୍ଶ୍ନମୟାଳୟା 1.3

1. ଦତ୍ତ ସୀମୟାଯ୍କ୍ତ ସମୟାେଳଜେ୍, ରଯୟାଗଫଳେ ସୀମୟା େୂପରେ ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ େେ।

 i.       ii. ( )
5

0
1x dx+∫       

 iii.  3 2

2
x dx∫    iv.   ( )4 2

1
x x dx−∫  

 v. 1

1

xe dx
−∫   

2.  ସୀମୟାଯ୍କ୍ତ ସମୟାେଳଜେେ ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ େେ ।

 i. ( )
1

1
1x dx

−
+∫  ii. ( )2 3 2

1
4 5 6 9x x x dx− + +∫   iii. / 2

0
cos 2x dx

π

∫  
  

iv.   / 4

0
tan x dx

π

∫   v. 1

0 21
dx

x−
∫      vi. 3

22 1
dx

x −∫  

 vii. 3

22 1
x dx

x +∫  
          

viii. 21

0

xx e dx∫   ix. ( )2 32sec 2x x dx+ +    

x. 1

0
sin

4
x xx e dxπ + 

 ∫    

3. ( )
0

log 1 cos x dx
π

+∫  
େ ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ େେ ।

4.    ( )1

20

log 1
1

x
dx

x
+

+∫ େ ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ େେ ।

5.  
2/2

0

sin
sin cos

x dx
x x

π

+∫
 
େ ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ େେ ।

6.  ଦଶଦ୍ଧୟାଅ ରଯ ( ) ( )
0 0

sin sin
2

x f x dx f x dx
π ππ

=∫ ∫

7. 6 7

0
sin cosx x dx

π

∫  
େ ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ େେ ।

b

a
x dx∫
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ଉତ୍ତରମୟାଳୟା

 1.  i.    
2

a  ii.   35
2

  iii.  19
3

  iv.   27
2

 v.     1e
e

−

 2. i.  2  ii.  64
3

  iii. 0  iv. 1 log 2
2

 v.    
2
π  

 vi.  1 3log
2 2

 
 
 

 vii. 1 log 2
2

 viii.  ix. 
4

2
1024 2
π π

+ +   x.    4 2 21+ −
π π

 3. log 2−π   4. log 2
8
π   5. ( )1 log 1 2

2
+  7. 0

1.2.5 ଅସଂଗତ ସମୟାକଳେ
ସମୟାେଳଜ ( )

b

a
f x dx∫  େ୍ ଏେ ଅସଂଗତ ସମୟାେଳଜ େ୍ହୟାଯୟାଏ, ଯଦ ି

i.   ସମୟାେଳଜ ଅନ୍ତେୟାଳ [a, b] ସସୀମ ନ୍ରହଁ ଅରଦ୍ଧୟାତ୍  ‘a’ େମି୍ୟା ‘b’ େମି୍ୟା ଉେରୟ ‘a’ ଏବଂ ‘b’ ଦ୍ୟ ଅସୀମ 
ଅଟନ୍ତ ି।

ii.     ସମୟାେଲ୍ f (x) ଅନ୍ତେୟାଳ [a, b] ରେ ସୀମୟାବର୍ ନ୍ରହଁ ।
iii. ଅନ୍ତେୟାଳ [a, b] ସସୀମ ନ୍ରହଁ େମି୍ୟା f (x) ଏହୟା ମଧ୍ରେ ପେବିର୍ ନ୍ରହଁ ।

1.2.6 ଅସଂଗତ ସମୟାକଳେର ପ୍କୟାର
ଅସଂଗତ ସମୟାେଳଜ ତନି ିପ୍ରେୟାେ ଅରଟ। ଯୟାହୟା ନମି୍ନ ପ୍ରେୟାେରେ ବ୍ୟାେ୍ୟା େେୟାଯୟାଇଛ:ି
a.  ପ୍ଥମ ପ୍କୟାରର ଅସଂଗତ ସମୟାକଳେ  

ସୀମୟାଯ୍କ୍ତ ସମୟାେଳଜ ( )
b

a
f x dx∫ େ୍ ପ୍ରରମ ପ୍ରେୟାେେ ଏେ ଅସଂଗତ ସମୟାେଳଜ େ୍ହୟାଯୟାଏ ଯଦ ି‘a’ େମି୍ୟା ‘b’  

ଅରବୟା ଦ୍ଇଟ ିଯୟାେ ଅସୀମ ବୟା ଅନନ୍ତ େନ୍ି୍ତ f (x) ପେବିର୍ ଅରଟ। 
ଉଦୟାହେଣ ସ୍ୱେୂପ 0 2

1
, xdx e dx

x
∞

−∞∫ ∫ , ରହଉଛନ୍ତ ିପ୍ରରମ ପ୍ରେୟାେେ ଅସଂଗତ ସମୟାେଳଜ ।

ଏହ ିପେରିପ୍ରଷିେରେ, ଆରମ ବୟାେ୍ୟା େେ୍ ରଯ, 
i. ( ) ( ) ( )lim ,

t

a at
f x dx f x dx t a

∞

→ ∞
= >∫ ∫

  ଅସଂଗତ ସମୟାେଳଜ ( )
a

f x dx
∞

∫  
ଅେିସୟାେୀ ରହବ ଯଦ ିଡୟାହୟାଣ ପୟାଶ୍ଦ୍ଧେ ସୀମୟାେ ଅସି୍ତ୍ୱ େହବି ଏବଂ ଏହୟା 

ସସୀମ ରହବ । ଅନ୍ରୟା ଏହୟା ଅପସୟାେୀ ରହବ ଯଦ ିସୀମୟା + ∞ େମି୍ୟା – ∞, 
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ii.  ( ) ( ) ( )lim ,
b b

tt
f x dx f x dx t b

−∞ → ∞
= <∫ ∫

  ଅସଂଗତ ସମୟାେଳଜ ( )
b

f x dx
−∞∫  ଅେିସୟାେୀ ରହବ ଯଦ ିଡୟାହୟାଣ ପୟାଶ୍ଦ୍ଧେ ସୀମୟାେ ଅସି୍ତ୍ୱ େହବି ଏବଂ ଏହୟା 

ସସୀମ ରହବ । ଅନ୍ରୟା ଏହୟା ଅପସେୀ ରହବ ଯଦ ିସୀମୟା + ∞ େମି୍ୟା - ∞ ରହବ

iii. ( ) ( ) ( )
c

c
f x dx f x dx f x dx

∞ ∞

−∞ −∞
= +∫ ∫ ∫  (ପ୍ରରତ୍େ c ପୟାଇ)ଁ

                               ( ) ( )2

11 2

lim lim
c t

t ct t
f x dx f x dx

→ −∞ → ∞
= +∫ ∫   [ ]1 2t c t< <

ଅସଂଗତ ସମୟାେଳଜ ( )
b

f x dx
−∞∫  ଅେିସୟାେୀ ରହବ ଯଦ ିଡୟାହୟାଣ ପୟାଶ୍ଦ୍ଧ ସୀମୟାେ ଅସି୍ତ୍ୱ ସସୀମ େୟାରବ େହବି ଏବଂ 

ଯଦ ିସୀମୟା ରହବ + ∞ େମି୍ୟା – ∞, ରତରବ ଏହୟା ଅପସୟାେୀ ରହବ।

ବକବତକ ସମୟାହତି ଉଦୟାହରଣ

ଉଦୟାହରଣ 1.36 . ଅସଂଗତ ସମୟାେଳଜ 
1

dx
x

∞

∫  େ ଅେିସେଣ ପେୀଷେୟା େେ ।

ସମୟାଧୟାନ : ଏବର,         
1 1

lim
t

t

dx dx
x x

∞

→ ∞
=∫ ∫

      1/2

1
lim

t

t
x dx−

→ ∞
= ∫

 
1

lim 2
t

t
x

→ ∞
 =  

 lim 2 2
t

t
→ ∞

 = − = ∞ 

ରତଣ୍, ଦତ୍ତ ଅସଂଗତ ସମୟାେଳଜ ଅପସୟାେୀ ଅରଟ ।

ଉଦୟାହରଣ 1.37. ଅସଂଗତ ସମୟାେଳଜ 0 xe dx−

−∞∫  େ ଅେିସେଣ ପେୀଷେୟାେେ

ସମୟାଧୟାନ : ଏବର           0 0
limx x

tt
e dx e dx− −

−∞ → ∞
=∫ ∫

   
0

lim
1

x

t
t

e−

→ ∞

 
=  − 

   ( )lim 1 t

t
e−

→ ∞
 = − − 

   1 e∞= − + = ∞

ରତଣ୍, ଦତ୍ତ ଅସଂଗତ ସମୟାେଳଜ ଅପସୟାେୀ ଅରଟ ।
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ଉଦୟାହରଣ 1.38. ଅସଂଗତ ସମୟାେଳଜ 21
dx

x
∞

−∞ +∫  େ ଅେିସେଣ ପୟାଇଁ ପେୀଷେୟା େେ।  

ସମୟାଧୟାନ : ଏରେ     
0

2 2 201 1 1
dx dx dx

x x x
∞ ∞

−∞ −∞
= +

+ + +∫ ∫ ∫

   
2

11 2

0

2 20
lim lim

1 1
t

tt t

dx dx
x x→ −∞ → ∞

= +
+ +∫ ∫  

   2

11 2

01 1
0

lim tan lim tan
t

tt t
x x− −

→ −∞ → ∞
   = +   

   
2

1 2

1 1
1 2 0

lim 0 tan lim tan 0
t

t t
t t− −

→ −∞ → ∞
   = − + −   

   
( ) ( )1 1tan tan

2 2
− − π π   = − −∞ + ∞ = + = π   

ରତଣ୍, ଦତ୍ତ ଅସଂଗତ ସମୟାେଳଜ ଅେିସୟାେୀ ଅରଟ ।

b. ଦ୍ତିରୀୟ ପ୍କୟାରର ଅସଂଗତ ସମୟାକଳେ
ସମୟାେଳଜ ( )b

a
f x dx∫ େ୍ ଦ୍ତିୀୟ ପ୍ରେୟାେ ଅସଂଗତ ସମୟାେଳଜ େ୍ହୟାଯିବ ଯଦ ି‘a’ ଏବଂ ‘b’ ଉେୟ ସସୀମ େନ୍ି୍ତ f (x) 

ପେବିର୍ ନ୍ରହଁ (ଅରଦ୍ଧୟାତ୍ f (x) ରେ ଅସୀମ ବଚି୍ନି୍ନତୟାେ ଏେ େମି୍ୟା ଅଧିେ ବନ୍ି୍ ଅଛ)ି।
ଉଦୟାହେଣ ସ୍ୱେୂପ ( )( )

1 4

0 1
,

1 4
dx dx
x x x− −∫ ∫ , ଦ୍ତିୀୟ ପ୍ରେୟାେେ ଅସଂଗତ ସମୟାେଳଜ। 

ଏରେ ଆରମ ଏହ ିପ୍ରେୟାେରେ ବ୍ୟାେ୍ୟା େେ୍।
i. ( ) ( )

0
lim ,

b b

a a
f x dx f x dx

+ + εε →
=∫ ∫  ଯଦ ି x = a, f (x)େ ଅସୀମ ବଚି୍ନି୍ନତୟାେ ଏେମୟାତ୍ର ବନ୍ି୍ ଅରଟ। 

ଦଷିେଣ ପୟାଶ୍ଦ୍ଧେ ସୀମୟାେ ଅସି୍ତ୍ୱ ଥିରଲ ଏବଂ ଏହୟା ସସୀମ ରହରଲ ଏହୟା ଅେିସୟାେୀ ରହବ ଅନ୍ରୟା ଏହୟା 
ଅପସୟାେୀ ରହବ।

ii. ( ) ( )
0

lim ,
b b

a a
f x dx f x dx

+

− ε

ε →
=∫ ∫  ଯଦ ି x = b, f (x)େ ଅସୀମ ବଚି୍ନି୍ନତୟାେ ଏେମୟାତ୍ର ବନ୍ି୍ ଅରଟ।  

ଦଷିେଣ ପୟାଶ୍ଦ୍ଧେ ସୀମୟାେ ଅସି୍ତ୍ୱ ଥିରଲ ଏବଂ ଏହୟା ସସୀମ ରହରଲ, ଏହୟା ଅେିସୟାେୀ ରହବ ଅନ୍ରୟା ଏହୟା 
ଅପସୟାେୀ ରହବ।

iii. ଯଦ ିf (x) ରେୌଣସ ିବନ୍ି୍ ‘c’ ରେ a < c < b ଅସୀମ ରହୟାଇଯୟାଏ, ରତରବ
( ) ( ) ( )1

21 20 0
lim lim

b c b

a a c
f x dx f x dx f x dx

+ +

− ε

+ εε → ε →
= +∫ ∫ ∫

ସୟାଧୟାେଣତଃ ଯଦ ିc1, c2, c3, .., cn [a, b] ଅନ୍ତେୟାଳରେ f (x) ଅସୀମ ବଚି୍ନି୍ନତୟାେ େଛି ିସୀମିତ ସଂେ୍େ 
ବନ୍ି୍ ରଯଉଁରେ 1 2 3 1... ,n na c c c c c b−< < < < < < , ରତରବ 

( ) ( ) ( ) ( )1 2

1

...
n

b c c b

a a c c
f x dx f x dx f x dx f x dx= + + +∫ ∫ ∫ ∫  

ଦଷିେଣ ପୟାଶ୍ଦ୍ଧେ ସୀମୟାେ ଅସି୍ତ୍ୱ ସସୀମ େହବି ରତରବ ଏହ ି ଅସଂଗତ ସମୟାେଳଜ ଅେିସୟାେୀ ରହବ ଅନ୍ରୟା ଏହୟା 
ଅପସୟାେୀ ରହବ। 



ଗଣନୟା 1 | 53

ବକବତକ ସମୟାହତି ଉଦୟାହରଣ

ଉଦୟାହରଣ 1.39. ସମୟାେଳଜ 1

0

dx
x∫ େ ଅେିସେଣ ପେୀଷେୟା େେ ।

ସମୟାଧୟାନ: ଦତ୍ତ ସମୟାେଳଜ ଦ୍ତିୀୟ ପ୍ରେୟାେେ ଅରଟ ଏବଂ 0(ଶୂନ) ଏେ ଅସୀମ ବଚି୍ନି୍ନତୟାେ ବନ୍ି୍ ।

 ରତଣ୍
   

1 1 1/2

0 00
limdx x dx

x +

−

+ εε →
=∫ ∫

 
1

0
lim 2 x

+ εε →
 =     

( ) ( )
0

lim 2 1 2 1 0 2
+ε →

= − ε = − =  ସସୀମ

ରତଣ୍, ଦତ୍ତ ସମୟାେଳଜ ଅେିସୟାେୀ ଅରଟ, ଏବଂ ଏହୟାେ ସସୀମ ମଲୂ୍ 2 ।
ଉଦୟାହରଣ 1.40. ସମୟାେଳଜ 

1

20 3 2
dx

x x− +∫ େ ଅେିସେଣେ ପେୀଷେୟା େେ। 

ସମୟାଧୟାନ:  ଦତ୍ତ ସମୟାେଳଜ ଦ୍ତିୀୟ ପ୍ରେୟାେେ ଅରଟ ଏବଂ x = 1, f (x)େ ବଚି୍ନି୍ନତୟାେ ଏେମୟାତ୍ର ବନ୍ି୍ ଅରଟ।

ରତଣ୍, ସଂଜ୍ୟା ଅନ୍ସୟାରେ,   

          
1 1

2 20 00
lim

3 2 3 2
dx dx

x x x x+

− ε

ε →
=

− + − +∫ ∫

    ( )( )
1

00
lim

1 2
dx

x x+

− ε

ε →
=

− −∫
  
  

    
1

00

1 1lim
1 2x x+

− ε

ε →

 = − − − ∫

    ( ) ( ) 1

00
lim log 1 log 2x x

+

− ε

ε →
= − − + −  

    ( )
0

lim log log 1 log 2
+ε →

= − ε+ +ε −  

    0

1lim log log 2
+ε →

 +ε  = −   ε 

    0

1lim log 1 log 2
+ε →

  = + −   ε 

    ( )log 1 log 2= +∞ − = ∞

ରତଣ୍, ଦତ୍ତ ସମୟାେଳଜ ଅପସୟାେୀ ଅରଟ ।
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ଉଦୟାହରଣ 1.41. ସମୟାେଳଜ 1

21

dx
x−∫  େ ଅେିସେଣ ପେୀଷେୟା େେ। 

ସମୟାଧୟାନ : ଦତ୍ତ ସମୟାେଳଜ ଦ୍ତିୀୟ ପ୍ରେୟାେେ ଅରଟ, ଏବଂ ଅନ୍ତେୟାଳ [-1, 1] ରେ x = 0, f (x)େ ବଚି୍ନି୍ନତୟାେ 

ଏେମୟାତ୍ର ବନ୍ି୍ ଅରଟ ।

ରତଣ୍, ସଂଜ୍ୟା ଅନ୍ସୟାରେ,     1 0 1

2 2 21 1 0

dx dx dx
x x x− −

= +∫ ∫ ∫

    
1

21 2

0 1

2 21 00 0
lim limdx dx

x x+ +

− ε

− + εε → ε →
= +∫ ∫

    

1

1 2
2

12 1 2 1

0 0
1

lim lim
1 1

x x
+ +

− ε− + − +

ε → ε →
− ε

   
= +   − −   

    1

21 2

11 1
10 0

lim limx x
+ +

− ε− −
− εε → ε →

   = − + −   

    
1 20 01 2

1 1lim 1 lim 1
+ +ε → ε →

   
= − + − +   ε ε   

    
1 1= ∞ − − +∞ = ∞

ରତଣ୍, ଦଆିଯୟାଇଥିବୟା ସମୟାେଳଜ ଅପସୟାେୀ ଅରଟ ।

b. ତୃତରୀୟ ପ୍କୟାରର ଅସଂଗତ ସମୟାକଳେ (ମିଶି୍ତ ପ୍କୟାର)

ସୀମୟାଯ୍କ୍ତ ସମୟାେଳଜ  ( )b

a
f x dx∫  ତୃତୀୟ ପ୍ରେୟାେେ ଅସଂଗତ ସମୟାେଳଜ ଅରଟ, ଯଦ ି‘a’ େମି୍ୟା ‘b’ ଅରବୟା 

ଉେୟ ଅସୀମ ଅଟନ୍ତ ିଏବଂ f (x) ମଧ୍ ଅପେବିର୍ ଅରଟ।

         ଉଦୟାହେଣ ସ୍ୱେୂପ 
0

,
1

xe dxdx
xx

−∞ ∞

−∞ −∫ ∫ , ତୃତୀୟ ପ୍ରେୟାେେ ଅସଂଗତ ସମୟାେଳଜ ଅରଟ ।
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ପ୍ଶ୍ନମୟାଳୟା 1.4

1. ନମି୍ନଲିଖିତ ଅସଂଗତ ସମୟାେଳଜ ଗ୍ଡ଼େିେ ଅେିସେଣ ପେୀଷେୟା େେ ଏବଂ ଯଦ ିଅେିସୟାେୀ ଅରଟ ରତରବ 
ଏହୟାେ ନୟାମ ଓ ପ୍ରେୟାେ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ। 

i.    2 log
dx

x x
∞

∫   ii.   21a

x dx
x

∞

+∫   iii.  
0

2 2 2

dx
p q x−∞ +∫   iv.  22 1

dx
x x

∞

−∫

v.   
1

21

tan x dx
x

−∞

∫  vi.   
0

cos x dx
∞

∫
2. ନମି୍ନଲିଖିତ ଅସଂଗତ ସମୟାେଳଜ ଗ୍ଡ଼େିେ ଅେିସେଣ ପେୀଷେୟା େେ ଏବଂ ଯଦ ିଅେିସୟାେୀ ଅରଟ ରତରବ 

ଏହୟାେ ମଲୂ୍ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ। 

i.    
2

1 1
x dx
x−∫   ii.   

2

21 1
dx

x x −∫   iii.  
/2

0

cos
1 sin

x dx
x

π

−∫  iv. ( )
4

0 4
dx

x x−∫
v.   

0 sin
dx

x
π

∫   vi.  1

0
log x dx∫

ଉତ୍ତରମୟାଳୟା 

1. i.   ଅପସୟାେୀ ii.  ଅପସୟାେୀ iii.  ଅେିସୟାେୀ, 
2 pq
π  iv. ଅେିସୟାେୀ;

4
π

   
v.  ଅେିସୟାେୀ;

1 log 2
4 2
π
+  vi. ଅପସୟାେୀ

2. i.   ଅେିସୟାେୀ; 8
3

 ii.  ଅେିସୟାେୀ;  iii.  ଅେିସୟାେୀ; 2 iv. ଅପସୟାେୀ  v.   ଅପସୟାେୀ    

vi.  ଅେିସୟାେୀ; –1
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1.2.7 ସମୟାକଳେ ( )b

a
f x dx∫ , x = a ବର ଅେିସରଣ ପୟାଇ ଁତୁଳନୟାତ୍ମକ ପରରୀକ୍ୟା  

1.2.7.1 ତୁଳନୟାତ୍ମକ ପରରୀକ୍ୟା-I

କଥନ: ଯଦ ିf ଏବଂ g ଦ୍ଇ ରଗୟାଟ ିଧନୟାତ୍ମେ ଫଳନ ରଯପେ ିf (x) ≤ g (x), x∈(a, b] ଏବଂ a ଏେମୟାତ୍ର ଅସୀମ 

ବଚି୍ନି୍ନତୟା ବନ୍ି୍, ରତରବ 

i. 
b

a
g dx∫  ଅେିସୟାେୀ  ⇒  

b

a
f dx∫  ଅେିସୟାେୀ

ii. 
b

a
f dx∫  ଅପସୟାେୀ  ⇒  

b

a
g dx∫  ଅପସୟାେୀ

ପ୍ମୟାଣ:   ରଯରହତ୍ ( ) ( )0 , ( , ]f x g x x a b< ≤ ∀ ∈

 ∴ ,
b b

a a
f dx g dx

+ ε + ε
≤∫ ∫  0 b a< ε < −  ପୟାଇ ଁ    ... (1)

i.    ମରନେେ x = a ରେ, b

a
g dx∫  ଅେିସୟାେୀ ଅରଟ, ରତରବ ରେୌଣସ ିଧନୟାତ୍ମେ ସଂେ୍ୟା M ଅଛ ିରଯପେେି,ି 

  ,
b

a
g dx M

+ ε
<∫  0 b a< ε < −  ପୟାଇ ଁ    ... (2)

 ସମୀେେଣ (1) ଏବଂ (2) େ୍ ଆରମ ପୟାଉ।
  ,

b

a
f dx M

+ ε
<∫  

 0 b a< ε < −  ପୟାଇଁ
 ରତଣ୍ x = a  ରେ b

a
f dx∫ ଅେିସୟାେୀ ଅରଟ। 

ii. ମରନେେ x = a ରେ, b

a
f dx∫  ଅପସୟାେୀ, b

a
f dx

+ ε∫  ଉର୍ଦ୍ଧ ଅପେବିର୍ ସମୀେେଣ (1) େ୍, b

a
g dx

+ ε∫  ଉର୍ଦ୍ଧ 
ଅପେବିର୍ । 

  (1) ଅନ୍ଯୟାୟୀ b

a
g dx∫ ମଧ୍ ଉର୍ଦ୍ଧ ଅପେବିର୍। 

1.2.7.2 ତୁଳନୟାତ୍ମକ ପରରୀକ୍ୟା  II

କଥନ: ଯଦ ିଅନ୍ତେୟାଳ (a, b] ରେ f ଏବଂ g ଦ୍ଇଟ ିଧନୟାତ୍ମେ ଫଳନ ଏବଂ ‘a’ ରହଉଛ ିଏେମୟାତ୍ର ଅସୀମ ବଚି୍ନି୍ନତୟା 
ବନ୍ି୍, ରଯପେେିି

   
( )
( )lim 0

x a

f x
l

g x+→
= ≠

ରତରବ b

a
f dx∫  ଏବଂ b

a
g dx∫   ସମୟାେଳଜ ଦ୍ୟ ‘a’ ରେ ଅେିସୟାେୀ େମି୍ୟା ଅପସୟାେୀ ରହରବ ।

ପ୍ମୟାଣ: ରଯରହତ୍ ଅନ୍ତେୟାଳ (a, b] ରେ, f ଏବଂ g ଦ୍ଇଟ ିଧନୟାତ୍ମେ ଫଳନ ଅଟନ୍ତ,ି ରତରବ ( )
( )

0, ( , ]
f x

x a b
g x

> ∀ ∈
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ରତଣ୍  ( )
( )lim 0

x a

f x
l

g x+→
= ≥

େନ୍ି୍ତ l ¹ 0 (ଦତ୍ତ ଅଛ)ି ରତରବ l > 0

ବତ୍ତଦ୍ଧମୟାନ ଏେ ଧନୟାତ୍ମେ ସଂେ୍ୟା ε ନଅି ରଯପେେି ିl – ε > 0

ରଯରହତ୍  ( )
( )lim

x a

f x
l

g x+→
=  

þ a ବନ୍ି୍େ ଏେ ପ୍ରତରିବଶ ଅନ୍ତେୟାଳ (a < c < d) ଅଛ ିରଯପେେିି

þ
 

( )
( )

, ( , ]
f x

l x a c
g x

− < ε ∀ ∈

⇒ ( )
( )

, ( , ]
f x

l x a c
g x

− ε < − < ε ∀ ∈

⇒ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , ( , ]l g x f x l g x x a c−ε < < + ε ∀ ∈

ପରିସ୍ିତ ିI: ମରନେେ b

a
f dx∫ , a ରେ ଅେିସେତି ଅରଟ । 

⇒ c

a
f dx∫ , a ରେ ଅେିସେତି ଅରଟ । [ a < c < b ଏବଂ b

c
f dx∫  ସଂଗତ ସମୟାେଳଜ ଅରଟ ]

⇒ (l –ε) c

a
g dx∫ , a ରେ ଅେିସେତି ଅରଟ । [ତ୍ଳନୟାତ୍ମେ ପେୀଷେୟା I ଦ୍ୟାେୟା]  

⇒ b

a
g dx∫ , a ରେ ଅେିସେତି ଅରଟ ।  

ପରିସ୍ିତ ିII: ମରନେେ ( )
b

a
f x dx∫ , a ରେ ଅପସେତି

⇒ ( )c

a
f x dx∫ , a ରେ ଅପସେତି ଅରଟ । [ a < c < b ଏବଂ b

c
f dx∫  ସଙ୍ଗତ ସମୟାେଳଜ ଅରଟ]

⇒  (l  + ε) c

a
g dx∫ , a ରେ ଅପସେତି ଅରଟ । [ତ୍ଳନୟାତ୍ମେ ପେୀଷେୟା I ଦ୍ୟାେୟା]  

⇒ b

a
g dx∫ , a ରେ ଅପସେତି ଅରଟ । 

ରସହପିେ ିଏହୟା ପ୍ରମୟାଣିତ ରହୟାଇପୟାରେ ରଯ ଯଦି b

a
g dx∫  ‘a’ ରେ ଅେିସେତି ହ୍ଏ ରତରବ, b

a
f dx∫  ‘a’ ରେ ଅେିସେତି 

ରହବ ଏବଂ ଯଦ ି b

a
g dx∫  ‘a’ ରେ ଅପସେତି ହ୍ଏ ରତରବ b

a
f dx∫  ‘a’ ରେ ଅପସେତି ରହବ ।

(ପ୍ରମୟାଣିତ)

1.2.8 ଗୁରୁତ୍ୱପୂର୍ଦ୍ଧ ଉପପୟାଦଟ୍ୟ 

i. ଅସଂଗତ ସମୟାେଳଜ 
( )

b

na

dx
x a−∫  ଅେିସୟାେୀ ରହବ ଯଦ ିଏବଂ ରେବଳ ଯଦ ିn < 1
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ii. ଅସଂଗତ ସମୟାେଳଜ ( )
b

na

dx
b x−∫  ଅେିସୟାେୀ ରହବ ଯଦ ିଏବଂ ରେବଳ ଯଦ ିn < 1

ପ୍ମୟାଣ:  

i.  ଦତ୍ତ ସମୟାେଳଜ ( )
b

na

dx
x a−∫ , ଏେ ସଙ୍ଗତ ସମୟାେଳଜ ଅରଟ, n ≤ 0 ପୟାଇ ଁଏହୟା ଅେିସୟାେୀ ଅରଟ , ଯଦ ିn 

> 0, ରତରବ ଏହୟା ଏେ ଅସଙ୍ଗତ ସମୟାେଳଜ ରହବ ଏବଂ ‘a’ ଅସୀମ ବଚି୍ନି୍ନତୟାେ ଏେମୟାତ୍ର ବନ୍ି୍ ରହବ।  
ପରିସ୍ିତ ିI: ଯଦ ିn ≠ 1

             
( ) ( )0

lim , 0
b b

n na a

dx dx b a
x a x a+ + εε →

= < ε < −
− −∫ ∫

   ( ) 1

0
lim

1

bn

a

x a
n+

− +

ε →
+ ε

 −
=  

− +  

   
( ) 1 10

1 1 1lim
1 n nn b a+ − −ε →

 
= − 

− ε−  

   ( )( ) 1

1 , if 1
1

, if 1

n n
n b a

n

−

 <= − −
 ∞ >

∴ ( )
b

na

dx
x a−∫ , 0 < n < 1 ପୟାଇଁ ଅେିସୟାେୀ ଅରଟ ଏବଂ n > 1.ପୟାଇଁ ଅପସୟାେୀ ଅରଟ।

ପରିସ୍ିତ ିII:  ଯଦ ିn = 1

             ( ) 0
lim

b b b

na a a

dx dx dx
x a x ax a + + εε →

= =
− −−∫ ∫ ∫

   0
lim log

b

a
x a

+ + εε →
=  −  

   
( )

0
lim log logb a

+ε →
= − − ε  

   0
lim log b a

+ε →

− = = ∞ ε 

∴  ( )
b

na

dx
x a−∫ , n = 1 ପୟାଇଁ ଅପସୟାେୀ ଅରଟ।
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ରତଣ୍ ( )
b

na

dx
x a−∫ , n < 1 ପୟାଇଁ ଅେିସୟାେୀ ଅରଟ ଏବଂ  n ≥ 1 ପୟାଇଁ ଅପସୟାେୀ ଅରଟ।

ii.  ଦତ୍ତ ସମୟାେଳଜ ( )
b

na

dx
b x−∫ , n ≤ 0 ପୟାଇଁ ଏେ ସଙ୍ଗତ ସମୟାେଳଜ ଅରଟ, ଓ ଏହୟା ଅେିସୟାେୀ ଅରଟ। ଯଦ ି

n > 0, ରତରବ ଏହୟା ଏେ ଅସଙ୍ଗତ ସମୟାେଳଜ ରହବ ଏବଂ ‘b’ ଅସୀମ ବଚି୍ନି୍ନତୟାେ ଏେମୟାତ୍ର ବନ୍ି୍ ରହବ।
ପରିସ୍ିତ ିI: ଯଦ ିn ≠ 1

             ( ) ( )0
lim

b b

n na a

dx dx
b x b x+

− ε

ε →
=

− −∫ ∫

   

( )
( )

1

0
lim

1

bn

a

b x
n+

− ε− +

ε →

 −
=  

− − +  

   
( ) 1

0

1lim
1

bn

a
b x

n+

− ε− +

ε →
 = − −

   
( )11

0

1lim
1

nn b a
n+

−−

ε →
 = ε − − −

   ( )( ) 1

1
1 1

1 n

if n

if n
n b a −

∞ >
=  < − −

∴ ( )
b

na

dx
b x−∫ , 0 < n < 1 ପୟାଇଁ ଅେିସୟାେୀ ଅରଟ ଏବଂ n > 1. ପୟାଇଁ ଅପସୟାେୀ ଅରଟ ।

ପରିସ୍ିତ ିII: ଯଦ ିn = 1

 ( )
b b

na a

dx dx
b xb x

=
−−∫ ∫ 0

lim
a

dx
b x

−ε

ε →
=

−∫

   0
lim log

b

a
b x

+

− ε

ε →
= − −  

   
( )

0
lim log log b a

+ε →
= − ε+ −  

   
( )

0
lim log log b a

+ε →
= − ε+ −     

   0
lim log b a

+ε →

− = = ∞  ε

∴  ( )
b

na

dx
b x−∫ , n = 1 ପୟାଇଁ ଅପସୟାେୀ ଅରଟ ।

ସସୀମ
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ରତଣ୍  
( )

b

na

dx
b x−∫ , n < 1 ପୟାଇଁ ଅେିସୟାେୀ ଅରଟ ତରୟା  n ≥ 1 ପୟାଇଁ ଅପସୟାେୀ ଅରଟ ।  

ମନ୍ତ�ଟ୍ୟ: 1

0

1
n dx

x∫ , n < 1 ପୟାଇଁ ଅେିସୟାେୀ ଅରଟ ଏବଂ n ≥ 1 ପୟାଇଁ ଅପସୟାେୀ ଅରଟ ।  

ବକବତକ ସମୟାହତି ଉଦୟାହରଣ

ଉଦୟାହରଣ 1.42  ସମୟାେଳଜ
( )

1

1/2 20 1
dx

x x+∫ େ ଅେିସେଣ ପେୀଷେୟା େେ ।  

ସମୟାଧୟାନ :  ମରନେେ 
( )

1

1/2 20 1
dxI

x x
=

+∫

ଏରେ ( ) ( )1/2 2

1
1

f x
x x

=
+

 
ଏବଂ x = 0, ବନ୍ି୍,  f (x)େ ଅସୀମ ବଚି୍ନି୍ନତୟାେ ଏେମୟାତ୍ର ବନ୍ି୍ ଅରଟ । f (x) > 0, x ∈ (0, 1]

ମରନେେ ( ) 1/2

1g x
x

=

ବତ୍ତଦ୍ଧମୟାନ  
( )
( ) 20 0

1lim lim 1 0
1x x

f x
g x x+ +→ →

= = ≠
+   [ଯୟାହୟାେ ିସୀମିତ ଏବଂ ଅଣଶୂନ୍]

∴ ତ୍ଳନୟାତ୍ମେ ପେୀଷେୟା  ଦ୍ୟାେୟା 

ସମୟାେଳଜ ( )
1

0
f x dx∫ ଏବଂ ( )

1

0
g x dx∫ ଏେତ୍ର ଅେିସୟାେୀ େମି୍ୟା ଅପସୟାେୀ ରହରବ । 

େନ୍ି୍ତ, ସମୟାେଳଜ ( )
1 1

1/20 0

dxg x dx
x

=∫ ∫
 
, x = 0 ପୟାଇ ଁଅେିସୟାେୀ ଅରଟ  

1 1
2

n = <  


\ ( ) ( )
1 1

1/2 20 0 1
dxf x dx

x x
=

+∫ ∫  ଅେିସୟାେୀ ଅରଟ । 

ଉଦୟାହରଣ 1.43  ସମୟାେଳଜ 
/2

3/20

sin x dx
x

π

∫  େ ଅେିସେଣ ବଷିୟରେ ଆରଲୟାଚ଼ନୟା େେ । 

ସମୟାଧୟାନ:   ମରନେେ /2

3/20

sin xI dx
x

π
= ∫

( ) 3/2

sin xf x
x

=  ଏବଂ f (x)େ x = 0 ଅସୀମ ବଚି୍ନି୍ନତୟାେ ଏେମୟାତ୍ର ବନ୍ି୍ ଅରଟ ଓ  f (x) > 0, x ∈ [0, π/2]

ମରନେେ ( ) 1/2

1g x
x

=
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ବତ୍ତଦ୍ଧମୟାନ   ( )
( )0 0

sinlim lim 1 0
x x

f x x
g x x+ +→ →

= = ≠
 
[ଯୟାହୟା ସୀମିତ ଏବଂ ଅଣଶୂନ୍ ଅରଟ]

∴ ତ୍ଳନୟାତ୍ମେ ପେୀଷେୟା  ଦ୍ୟାେୟା ( )
/ 2

0
g x dx

π

∫  
ଏବଂ / 2

0

dx
x

π

∫
 
ଏେତ୍ର ଅେିସୟାେୀ େିମ୍ୟା ଅପସୟାେୀ ରହରବ।

େନ୍ି୍ତ, ସମୟାେଳଜ ( )
1 1

1/20 0

dxg x dx
x

=∫ ∫  ଅେିସୟାେୀ ଅରଟ।    
1 1
2

n = <  


∴ ( )
/ 2 /2

3/20 0

sin xf x dx dx
x

π π
=∫ ∫ , ଅେିସୟାେୀ ଅରଟ।

1.2.9 ∞ବର ଅେିସରଣ ପୟାଇଁ ତୁଳନୟାତ୍ମକ ପରରୀକ୍ୟା
1.2.9.1  ତୁଳନୟାତ୍ମକ ପରରୀକ୍ୟା I 
କଥନ: ଯଦ ିf ଏବଂ g  ଦ୍ଇ ଧନୟାତ୍ମେ ଫଳନ ଓ f (x) ≤ g (x), (ସମସ୍ x  ≥ a ପୟାଇ)ଁ ରତରବ

i. 
a

f dx
∞

∫  ଅେିସୟାେୀ ଯଦ ି 
a

g dx
∞

∫  ଅେିସୟାେୀ। 

ii. 
a

g dx
∞

∫  ଅପସୟାେୀ ଯଦ ି
a

g dx
∞

∫  ଅପସୟାେୀ। 

ପ୍ମୟାଣ: ଏରେ  f ଏବଂ g ଦ୍ଇଟ ିଧନୟାତ୍ମେ ଫଳନ ଓ f (x) ≤ g (x), ସମସ୍ x ∈[a,t] ପୟାଇଁ

\ ( ) ( )
t t

a a
f x dx g x dx≤∫ ∫        ... (1)

i.    ମରନେେ b

a
g dx∫  ଅେିସୟାେୀ ଅରଟ, ରତରବ ଏେ ଧନୟାତ୍ମେ ସଂେ୍ୟା M ଏପେ ିେୟାବରେ ବଦି୍ମୟାନ ରଯପେ ିେି

  ( ) ,
t

a
g x M t a< ∀ ≥∫    ... (2)

 ସମୀେେଣ (1) ଏବଂ (2)େ୍, ଆରମ ପୟାଉ     ( ) ,
t

a
f x M t a< ∀ ≥∫

 ରତଣ୍ ( )
b

a
f x dx∫   ଅେିସୟାେୀ ଅରଟ । 

ii.    ମରନେେ ( )
b

a
f x dx∫  ଅପସୟାେୀ ଅରଟ । 

  ( )t

a
f x dx∫ ଉର୍ଦ୍ଧ ପେବିର୍ ନ୍ରହଁ ରତଣ୍ ସମୀେେଣ (1) ଦ୍ୟାେୟା, ( )t

a
g x dx∫  ମଧ୍ ଉର୍ଦ୍ଧ ପେବିର୍ ରହବ ନୟାହିଁ 

ରତଣ୍ ( )
a

g x dx
∞

∫  ଅପସୟାେୀ ଅରଟ । 
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1.2.9.2  ତୁଳନୟାତ୍ମକ ପରରୀକ୍ୟା II 

ଯଦ ିf ଏବଂ g, ଅନ୍ତେୟାଳ [a,∞) ରେ ଦ୍ଇଟ ିଧନୟାତ୍ମେ ଫଳନ ରଯପେେିି

(i) ( )
( )

lim
x

f x
l

g x→∞
=   [ରଯଉଁରେ l ସୀମିତ ଏବଂ ଅଣଶୂନ୍]

ରତରବ ଦ୍ଇଟ ିସମୟାେଳଜ ( )
a

f x dx
∞

∫  ଏବଂ ( )
a

g x dx
∞

∫  ଏେତ୍ର ଅେିସୟାେୀ େମି୍ୟା ଅପସୟାେୀ ରହବ ।

ପ୍ମୟାଣ:  ରଯରହତ୍ ( )
( )

0,
f x

x a
g x

> ∀ ≥ ଏବଂ l ≠ 0 [ f (x) ଏବଂ g(x) ଧନୟାତ୍ମେ ଫଳନ ଅରଟ ]

 \ l > 0
 ମରନେେ ε > 0 ରଯପେ ିେ ିl – ε > 0

 ରଯରହତ୍ ( )
( )

lim
x

f x
l

g x→∞
= , ତୟା’ପରେ ଏେ ସଂେ୍ୟା kେ ଅସି୍ତ୍ୱ ଅଛ ିରଯପେେିି

( )
( ) ,

f x
l x k

g x
− < ε ∀ ≥

⇒ 

⇒ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,l g x f x l g x x k a−ε < < + ε ∀ ≥ >

ତ୍ଳନୟାତ୍ମେ ପେୀଷେୟା I ଦ୍ୟାେୟା, ଯଦ ି ( )
a

f x dx
∞

∫ ଅେିସୟାେୀ ଅରଟ ରତରବ ( )
a

g x dx
∞

∫  ମଧ୍ ଅେିସୟାେୀ ରହବ ତରୟା ଯଦ ି

( )
a

g x dx
∞

∫  ଅେିସୟାେୀ ଅରଟ ରତରବ ( )
a

f x dx
∞

∫ ମଧ୍ ଅେିସୟାେୀ ରହବ । 

ଏହ ିପ୍ରେୟାେ ଏରେ ରଗୟାଟଏିେ ଅେିସୟାେୀ ରହବୟାେ ଅରଦ୍ଧ ରହଉଛ ିଅନ୍ଟେି ଅେିସୟାେୀ ରହବ ।

ରତଣ୍, ଦ୍ଇଟ ିସମୟାେଳଜ ( )
a

f x dx
∞

∫ ଏବଂ ( )
a

g x dx
∞

∫  ଏେୟା ସୟାରଙ୍ଗ ଅେିସୟାେୀ େମି୍ୟା ଅପସୟାେୀ ରହବ ।

1.2.10 ଗୁରୁତ୍ୱପୂର୍ଦ୍ଧ ଉପପୟାଦଟ୍ୟ
��ୃିତି୍ତ: ଅସଙ୍ଗତ ସମୟାେଳଜ na

dx
x

∞

∫  (a > 0) ଅେିସୟାେୀ ରହବ ଯଦ ିଏବଂ ରେବଳ ଯଦ ିn > 1 ଓ n ≤ 1 ପୟାଇଁ 
ଅପସୟାେୀ ରହବ।

ପ୍ମୟାଣ:          lim
t

n na at

dx dx
x x

∞

→∞
=∫ ∫

   
1

lim ,
1

tn

t
a

x
n

− +

→∞

 
=  − + 

 ଯଦ ିn  ≠ 1 
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1 1

lim ,
1 1

n n

t

x a
n n

− −

→∞

 
= − − − 

  ଯଦ ିn  ≠ 1

   

(ଯୟାହୟା ସୀମିତ ଅରଟ), ଯଦ ିn > 1

ଯଦ ିn < 1 

1

,
1

,

na
n

−
−= −

 ∞

ଯଦ ିn = 1, ଆରମ ପୟାଉ

      lim
t

na a at

dx dx dx
x xx

∞ ∞

→∞
= =∫ ∫ ∫

                
[ ]lim log t

at
x

→∞
=

                
[ ]lim log log

t
t a

→∞
= −

                log log a= ∞ − = ∞

ରତଣ୍ na

dx
x

∞

∫  ଅେିସୟାେୀ ଅରଟ ଯଦ ିଏବଂ ରେବଳ ଯଦ ିn > 1 ଓ n ≤ 1 ପୟାଇଁ ଅପସୟାେୀ ଅରଟ ।  

ମନ୍ତ�ଟ୍ୟ: 1
na

dx
x

∞

∫ , n > 1 ପୟାଇଁ ଅେିସୟାେୀ (a >  0) ଓ n ≤ 1 ପୟାଇଁ ଅପସୟାେୀ ଅରଟ ।  

ବକବତକ ସମୟାହତି ଉଦୟାହରଣ

ଉଦୟାହରଣ 1.44  ସମୟାେଳଜ 
( )

3

51 1
x dx
x

∞

+∫ େ ଅେିସେଣ ପେୀଷେୟା େେ ।

ସମୟାଧୟାନ:   ମରନେେ ( )

3

51 1
xI dx

x

∞
=

+∫

ଏରେ    ( )
( )

3 3

5 5
51 11

x xf x
x x

x

= =
+  + 

 

⇒   ( ) 5
2

1
11

f x
x

x

=
 + 
 

ପ୍ନଶ୍ ମରନେେ  ( ) 2

1g x
x

=

ରତଣ୍   
( )
( ) 5

1lim 1 0
11

x

f x
g x

x

→∞
= = ≠
 + 
 

,
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\ ତ୍ଳନୟାତ୍ମେ ପେୀଷେୟା ଦ୍ୟାେୟା ସମୟାେଳଜ ( )
1

f x dx
∞

∫  ଏବଂ ( )
1

g x dx
∞

∫  ଏେୟା ସୟାରଙ୍ଗ ଅେିସୟାେୀ େମିୟ୍ା ଅପସୟାେୀ ରହବ। 

 େନ୍ି୍ତ, ସମୟାେଳଜ    ( ) 21 1

dxg x dx
x

∞ ∞
=∫ ∫  ଅେିସୟାେୀ ଅରଟ ।  [ ]2 1n = >

∴ ସମୟାେଳଜ  
( )

3

51 1
x dx
x

∞

+∫  ଅେିସୟାେୀ ଅରଟ । 

ଉଦୟାହରଣ 1.45 ଅସଙ୍ଗତ ସମୟାେଳଜ 
1

n xx e dx
∞ −∫ େ ଅେିସେଣ ବଷିୟରେ ଆରଲୟାଚନୟା େେ । 

ସମୟାଧୟାନ: ମରନେେ  
1

n xI x e dx
∞ −= ∫

ଏରେ    ( ) n xf x x e−=

ମରନେେ  ( ) 2

1g x
x

=

ତୟା’ପରେ   
( )
( )

2

lim lim 0,
n

xx x

f x x n
g x e

+

→ ∞ → ∞
= = ∀   

ବତ୍ତଦ୍ଧମୟାନ                    ( ) 21 1

dxg x dx
x

∞ ∞
=∫ ∫   ଅେିସୟାେୀ ଅରଟ ।  [ ]2 1n = >

∴ ତ୍ଳନୟାତ୍ମେ ପେୀଷେୟା ଦ୍ୟାେୟା ସମୟାେଳଜ
1

n xx e dx
∞ −∫ ମଧ୍ ଅେିସୟାେୀ ରହବ । 

1.2.11 ପରମ ଅେିସରଣ (Absolute Convergence) 
ରେୌଣସ ିଅସଙ୍ଗତ ସମୟାେଳଜ ( )

b

a
f x dx∫ େ୍ ପେମ ଅେିସୟାେୀ ସମୟାେଳଜ େ୍ହୟାଯିବ ଯଦ ିସମୟାେଳଜ

b

a
f dx∫ ଅେିସୟାେୀ 

ଅରଟ।

ଉଦୟାହରଣ 1.46 ସମୟାେଳଜ ( )1

0

sin 1/ x
dx

x∫ େ ପେମ ଅେିସେଣ ପେୀଷେୟା େେ । 

ସମୟାଧୟାନ:   ମରନେେ     ( )1

0

sin 1/ x
I dx

x
= ∫   

ଏରେ   ( ) ( )sin 1/ x
f x

x
=    

‘0’େ ପ୍ରତରିବଶରେ ଫଳନେ ସମୟାନ ଚହି୍ନ ବଶିଷି୍ ନ୍ରହଁ ଏବଂ ‘0’ ଅନ୍ତେୟାଳ [0,1]ରେ f େ ଅସୀମ ବଚି୍ନି୍ନତୟାେ ଏେ 
ବନ୍ି୍ ଅରଟ ।   

ରତରବ  ( ) ( ) ( )
( )

sin 1/sin 1/ 1xx
f x g x

x x x
= = ≤ =   

1sin 1
x

 
≤  



େନ୍ି୍ତ   ( )1 1

0 0

dxg x dx
x

=∫ ∫ , x = 0 ରେ ଅେିସୟାେୀ ଅରଟ । 1 1
2

n = <  


∴ ସମୟାେଳଜ 1

0
f∫ , x = 0 ରେ ଅେିସୟାେୀ ଅରଟ ।

ରତଣ୍, ଦତ୍ତ ସମୟାେଳଜ ( )1

0

sin 1/ x
dx

x∫  ପେମ ଅେିସୟାେୀ ଅରଟ ।
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ପ୍ଶ୍ନମୟାଳୟା 1.5
1. ନମି୍ନଲିଖିତ ସମୟାେଳଜଗ୍ଡ଼େିେ ଅେିସେଣ ବଷିୟରେ ଆରଲୟାଚନୟା େେ:

i.    
( )

1

1/3 20 1
dx

x x+∫  ii.   
1

0 1

nx dx
x+∫  iii.  

( )
1

50 3 21

dx

x x+
∫  

2. 1

0 2

log
1

x dx
x−

∫  େ ଅେିସେଣ ପେୀଷେୟା େେ।

3. ନମି୍ନଲିଖିତ ସମୟାେଳଜଗ୍ଡ଼େିେ ଅେିସେଣ ପେୀଷେୟା େେ:

i.    ( )
1

1/31/20 1
dx

x x−∫  ii.   
1

0

log x dx
x∫

 
 iii.  

2

1 log
x dx
x∫   iv. / 4

0 sin
dx

x
π

∫
4. ନମି୍ନଲିଖିତ ସମୟାେଳଗ୍ଡ଼େିେ ଅେିସେଣ ପେୀଷେୟା େେ:

i.    
2

20

sin x dx
x

∞

∫   ii.  21

log x dx
x

∞

∫   iii.  
( )1 1 n

dx
x x

∞

+∫  iv. 
( )1 2
dx

x x
∞

+∫

v.  2

0

xe dx
∞ −∫   [ସରଙ୍କତ: 2 2 ,xe x x R> ∀ ∈ ]

ଉତ୍ତରମୟାଳୟା
1. i.   ଅେିସୟାେୀ ii.  ଅେିସୟାେୀ ଯଦ ିn > –1   iii.  ଅପସୟାେୀ  
2. ଅେିସୟାେୀ 
3. i. ଅେିସୟାେୀ ii.  ଅେିସୟାେୀ iii. ଅେିସୟାେୀ iv. ଅେିସୟାେୀ 
4. i. ଅେିସୟାେୀ ii.  ଅେିସୟାେୀ iii. ଅେିସୟାେୀ, ଯଦ ିn > ½     iv. ଅେିସୟାେୀ v.   ଅେିସୟାେୀ

ଆକଷଦ୍ଧଣରୀୟ ତଥଟ୍ୟ 

 y ଏହ ି ଧୟାେଣୟାେ ଉପରଯୟାଗ ଔଷଧୀୟ ଅନ୍ସଂଧୟାନରେ, ପ୍ଲୟାଜମୟା ଔଷଧେ ସୟାନ୍ଧ୍ରତୟା ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେବିୟା ପୟାଇଁ 
ବ୍ବହୟାେ େେୟାଯୟାଏ। ଅରଦ୍ଧୟାତ୍  (ରେୟାଉ ଔଷଧେ ଅଧିେତମ ସୟାନ୍ଧ୍ରତୟା ଅଛ ିଏବଂ ଏହୟା ରେରବ ରହବ )।

 y ରଯରେୌଣସ ିଔଷଧେ ‘R’-ମଲୂ୍, ଯୟାହୟା େ ିଦ୍ଇଟ ିେିନ୍ନ େିନ୍ନ ପେମିୟାଣେ ଅନ୍ପୟାତେ ଗଣନୟା େେରିୟାଏ । ଏହ ି
ଧୟାେଣୟା ବ୍ବହୟାେ େେ ିମୟାପ େେୟାଯୟାଏ।

 y ସମୟାେଳଜେ ବ୍ବହୟାେ େେ ିଇଞି୍ନୟିେ ମୟାରନ ରେୌଣସ ିବସ୍୍େ ‘ବସ୍୍ତ୍ୱ ରେନ୍ଦ୍ର’ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେରିୟାନ୍ତ ି।
 y େଳନ ଗଣିତରେ ଏେ ଆେଷଦ୍ଧଣୀୟ ସଂରଯୟାଗ ରହଉଛ ି େ ି ଅବେଳଜ ଓ ସମୟାେଳଜ ବ୍୍ତକ୍ରମ ପ୍ରକି୍ରୟୟା। 

ରସମୟାରନ ପେସ୍ପେ ବପିେୀତ ଅଟନ୍ତ ିଏବଂ ରସମୟାରନ େଳନ ଗଣିତେ ରମୌଳେି ଉପପୟାଦ୍’’େ ବ୍ବହୟାେ 
େେ ିସଂରଯୟାଜତି ହ୍ଅନ୍ତି଼ ।
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େିେଓି ସଂବଯୟାଗ

ବଟିୟା ଓ ଗୟାମୟା ଫଳନ ଅସଙ୍ଗତ ସମୟାେଳଜ -1 ଅସଙ୍ଗତ ସମୟାେଳଜ -2

�ୟାସ୍ତ� େରୀ�ନବର ପ୍ବୟୟାଗ

• ପେସିଂେ୍ୟାନ ଏବଂ ସମ୍ଭୟାବ୍ତୟାରେ ବ୍ବହୟାେ
• କ୍ୟାଣ୍ଟମ୍ ପଦୟାରଦ୍ଧ ବଜି୍ୟାନ ଏବଂ ଅରଦ୍ଧଶୟାସ୍ତ୍ରରେ (ଯୟାହୟା ସମ୍ଭୟାବ୍ତୟା ବଣ୍ଟନେ ଆଧୟାେତି) ବ୍ବହୃତ ହ୍ଏ।
• ଏହୟା ମଧ୍ ହୟାେୟାହୟାେ ିପେବିତ୍ତଦ୍ଧନ, ଘନଫଳ, ତରୁଟ ିଆେଳନ ଏବଂ ପଷୃ୍ଠ ରଷେତ୍ରଫଳ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେବିୟା ପୟାଇଁ ବ୍ବହୟାେ 

େେୟାଯୟାଏ ।
• ଗତଜି ଉଜଦ୍ଧୟାେ ମଲୂ୍ ନରି୍ଦ୍ଧୟ ପୟାଉଁ ମଧ୍ ଏହ ିଧୟାେଣୟା ବ୍ବହୟାେ େେୟାଯୟାଏ ।

ଇତହିୟାସ 
ଗୟାଣିତେି ବରିଳେଷଣରେ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଫଳନ ପ୍ରୟାୟତଃ ରୟାଏ । ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଫଳନରେ, ଗୟାମୟା  ଫଳନ ବ୍ୟାପେ େୂପରେ ବ୍ବହୃତ 
ହ୍ଏ । ଗୟାମୟା ଫଳନ Γ(x)େ୍ ବଜି୍ୟାନରେ ସଦୟାସବଦ୍ଧଦୟା ପ୍ରସରି୍ କ୍ରମଗ୍ଣିତ ପ୍ରତୀେ x! େୂପରେ  ବ୍ବହୃତ େେୟାଯୟାଏ । 
ଏହୟାେ୍ ପ୍ରରରମ ପ୍ରସରି୍ ଗଣିତଜ୍ ଏଲ୍ ଅଏଲେ (L. Euler) (1729) ମସହିୟାରେ ପ୍ରସ୍୍ତ େେଥିିରଲ। ବଟିୟା ଫଳନେ 
 ଆରଲୟାଚନୟା ସବଦ୍ଧପ୍ରରରମ ଅଏଲେ ଏବଂ ଲିରଜଣ୍େେେଥିିରଲ ଏବଂ ଜ୍ୟାକ୍ ବରିନଟଙ୍କ ଦ୍ୟାେୟା ନୟାମିତ ରହୟାଇଥିଲୟା ।
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1.3  ଗୟାମୟା ଓ �ରିୟା ଫଳନ ଏ�ଂ ବସମୟାନକେର ଗୁଣଧମଦ୍ଧ

1.3.1 ଗୟାମୟା ଫଳନ (Gamma Function)

n > 0 ପୟାଇ,ଁ ଅସଙ୍ଗତ ସମୟାେଳଜ 1

0

x ne x dx
∞ − −∫ େ୍ ଗୟାମୟା ଫଳନ (Gamma Function) େୂପରେ ବ୍ୟାେ୍ୟା 

େେୟାଯୟାଏ ଏବଂ ଏହୟା ( )nΓ ଦ୍ୟାେୟା ଚହି୍ନତି ଓ ଗୟାମୟା n େୟାରବ ପଢୟାଯୟାଏ । ଏହୟାେ୍ ଦ୍ତିୀୟ ପ୍ରେୟାେେ ଅଏଲ୍ େଆିନ୍  

ସମୟାେଳଜ (Eulerian Integral) ମଧ୍ େ୍ହୟାଯୟାଏ । 
  ( ) 1

0
, 0x nn e x dx n

∞ − −Γ = >∫    ... (1)

ଗୟାମୟାଫଳେ ସୀମୟାଯ୍କ୍ତଅବେଳଜ େ ମଲୂ୍ ନରି୍ଦ୍ଧୟ ପୟାଇଁ ଗ୍େ୍ତ୍ୱପୂର୍ଦ୍ଧ େୂମିେୟା ଗ୍ରହଣ େରେ ।
1.3.1.1 ଗୟାମୟା ଫଳନର ଗୁଣଧମଦ୍ଧ

a. ଦଶଦ୍ଧୟାଅ ରଯ Γ(n + 1) = n Γ(n) 

 ଆରମ ଜୟାଣ୍ ରଯ,   ( ) ( )1 1

0 0
1 nx x nn e x dx e x dx

∞ ∞+ −− −Γ + = =∫ ∫   [ସମୀେେଣ (1) େ୍ ]
   1

0 0

x n x ne x n e x dx
∞∞− − − = − +  ∫

   0 ( )n n= + Γ

 ରତଣ୍    ( )1 ( )n n nΓ + = Γ    ... (2)

b. ଦଶଦ୍ଧୟାଅ ରଯ ( ) ( )1 !n nΓ = − , ରଯଉଁରେ n ଧନୟାତ୍ମେ ପୂର୍ଦ୍ଧସଂେ୍ୟା 
 ଆରମ ଜୟାଣ୍ ରଯ         ( ) ( ) ( )1 1n n nΓ = − Γ −     [ସମୀେେଣ (2େ୍]
   ( )( ) ( )1 2 2n n n= − − Γ −  [ସମୀେେଣ (2େ୍]
   ( )( )( ) ( )1 2 3 ... 3.2 2n n n= − − − Γ  [ସମୀେେଣ (2)େ ବୟାେମ୍ୟାେ ବ୍ବହୟାେ ଦ୍ୟାେୟା]
   ( )( )( ) ( )1 2 3 ... 3.2.1 1n n n= − − − Γ

   ( ) ( ) ( )
0

1 ! 1 1 ! xn n e dx
∞ −= − Γ = − ∫  [ସମୀେେଣ (1) େ୍ ]

    ( ) ( ) ( ) ( )
0

1 ! 1 ! 0 1 1 !xn e n n
∞− = − − = − + = −  , ରଯଉଁରେ n ଧନୟାତ୍ମେ ପୂର୍ଦ୍ଧ  ସଂେ୍ୟା

ମନ୍ତ�ଟ୍ୟ 1: ସତୂ୍ର Γ(n + 1) = n Γ(n) େ୍ ଗୟାମୟା ଫଳନେ ପ୍ନେୟାବୃତ୍ତ ିସମ୍ପେଦ୍ଧ େ୍ହୟାଯୟାଏ ।

ମନ୍ତ�ଟ୍ୟ 2: ଧ୍ୟାନ ଦିଅ ରଯ Γ Γ(1) = 1,  ଗ୍ଣଧମଦ୍ଧ (b)େ୍  ନିର୍ଦ୍ଧୟ େେିପୟାେିବ।

c. ଦଶଦ୍ଧୟାଅ ରଯ  1
2

 Γ = π  

 ପ୍ରମୟାଣ: ସମୀେେଣ (1)ରେ, 1
2

n =  ରଲଖିରଲ, ଆରମ ପୟାଉ 

      
1 1 1/22

0 0

1
2

x xe x dx e x dx
−∞ ∞− − − Γ = = 

  ∫ ∫
 
  ... (3)
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2x v= େଖିବୟା ପରେ ⇒ 2dx vdv=

 ଏବଂ ଆରମ ପୟାଉ  2

0

1 2
2

ve dv
∞ − Γ = 

  ∫      ... (4)

 ସମୀେେଣ (4)ରେ, v େ୍ u ରେ ପେବିତ୍ତଦ୍ଧନ େେବିୟା ପରେ

   2

0

1 2
2

ue du
∞ − Γ =   ∫     ... (5)

 ସମୀେେଣ (4) ଏବଂ (5)େ୍ ଗ୍ଣନ େରଲ ଆରମ ପୟାଉ,

             ( )2 2
2

0 0

1 4
2

u ve du dv
∞ ∞ − +  Γ =    
∫ ∫    

 ମରନେେ   u = rcosθ, v = r sinθ 

 ରତଣ୍    u2 + v2 = r2 ଏବଂ 1tan v
u

−  θ =  
 

ଏବଂ du dv= rdrdθ 
  0 ≤ r ≤ ∞ ଏବଂ 0 ≤ θ ≤  π/2

∴ 2
2

/2

0 0

1 4
2

re r dr d
π ∞ −  Γ = θ    
∫ ∫

 
π   2/2 /2

0 0
0

14 2 1.
2

re d d
∞

π π− = − θ = θ = π  ∫ ∫

 ରତଣ୍        1
2

 Γ = π 
 

     ... (6)

d. ଦଶଦ୍ଧୟାଅ ରଯ ( )0Γ = ∞

 ପ୍ରମୟାଣ: ସମୀେେଣ (2)େ୍,  ( ) ( )1n
n

n
Γ +

Γ =  

 ଯଦ ିn®0 = ରତରବ ( ) ( )0 1 10 lim lim
n nn n→∞ →∞

Γ +
Γ = = = ∞

 ରତଣ୍    ( )0Γ = ∞  

 ପ୍ନବଦ୍ଧୟାେ ଧ୍ୟାନ ଦଅିରଯ Γ (–1), Γ (–2), Γ (–3) ଆଦ ିସଂଜ୍ୟାହୀନ ।
 ରତଣ୍ ଗୟାମୟା ଫଳନ n > 0 ପୟାଇଁ ନେିବଚ୍ନି୍ନ ଏବଂ n = 0, –1, –2, ... ପୟାଇଁ ବଚି୍ନି୍ନ।

 ରତଣ୍, n = 0 ଓ ୠଣୟାତ୍ମେ ପୂର୍ଦ୍ଧୟା ସଂେ୍ୟା ବ୍ତୀତ Γ(n) ସମସ୍ n ପୟାଇଁ ସଂଜ୍ୟାେୃତ ଅରଟ।

e. ଦଶଦ୍ଧୟାଅ ରଯ ( ) ( ) ( ) ( )
11

0
1 1 1 logn n nmn m x x dx+Γ + = + − ∫

 ରଯଉଁରେ n ଏେ ଧନୟାତ୍ମେ ପୂର୍ଦ୍ଧୟା ସଂେ୍ୟା ଏବଂ m > –1   

 ପ୍ରମୟାଣ: ଏରେ ( )1

0
log nmx x dx∫ େ୍ ବଚିୟାେ େେ ।

 ମରନେେ yx e−= ରତରବ ydx e dy x dy−= − = −

 ∴   ( ) ( ) ( ) ( )1 1

0 0 0
log 1n n n m ym m y y nx x dx e y e dy y e dy

∞ ∞ − +− −= − = −∫ ∫ ∫
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 ମରନେେ ( )1m y u+ = ରତଣ୍    
1

dudy
m

=
+

 ∴    ( ) ( )
( ) ( )

1

0 0
log 1 .

11

n
n nm u

n

u dux x dx e
mm

∞ −= −
++∫ ∫

     
( )

( )
( )1 1

1 0

1

1

n
nu

n e u du
m

∞ + −−
+

−
=

+ ∫

  
( ) ( )

( )
( )

1

10

1
log 1

1

n
nm

nx x dx n
m +

−
= Γ +

+∫
   [ସମୀେେଣ (1)େ୍]

 ରତଣ୍                    ( ) ( ) ( ) ( )
11

0
1 1 1 logn n nmn m x x dx+Γ + = + − ∫

 ରଯଉଁରେ n ଏେ ଧନୟାତ୍ମେ ପୂର୍ଦ୍ଧୟା ସଂେ୍ୟା ଏବଂ m > –1

 ଗ୍େ୍ତ୍ୱପୂର୍ଦ୍ଧ ସତୂ୍ର: /2

0

1 1
2 2sin cos ; , 1

22
2

m n

m n

d m n
m n

π

+ +   Γ Γ      
θ θ θ = >−

+ + Γ  

∫

ବକବତକ ସମୟାହତି ଉଦୟାହରଣ

ଉଦୟାହରଣ 1.47 1/4

0

xx e dx
∞ −∫ େ ମଲୂ୍ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ । 

ସମୟାଧୟାନ:  ମରନେେ      1/4

0

xI x e dx
∞ −= ∫

  x u= େଖିବୟା ପରେ, 2 2x u dx u du⇒ = ⇒ =

∴   ( )1/42 3/2

0 0
2 2u uI e u u du e u du

∞ ∞− −= =∫ ∫

  
5 1
2

0

52 2
2

ue u du
∞ −−  = = Γ  ∫

  
3 3 3 1 12. . 2. .
2 2 2 2 2

   = Γ = Γ          ( )1n n nΓ + = Γ  

  
3
2

= π  (ଉତ୍ତର)     1
2

  Γ = π    


ଉଦୟାହରଣ 1.48 2 21

0

n h xx e dx
∞ − −∫  

େ ମଲୂ୍ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ ।

ସମୟାଧୟାନ: ମରନେେ  2 21

0

n h xI x e dx
∞ − −= ∫

  2 2h x y=  ରଲଖିବୟା ପରେ, 2 2h x dx dy=
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 2

1 1
2 2

dy dydx
h x h y

= =

∴            

1

0

1
2

n

y y dyI e
h h y

−
∞ −

 
=  

 ∫

      
2

2
0

1
2

n
y

n e y dy
h

−∞ −= ∫

   
1

2

0

1
2

n
y

n e y dy
h

−∞ −= ∫   

      1
22 n

n
h

 = Γ 
 

 (ଉତ୍ତର)   [ଗୟାମୟା ଫଳନ ସଂଜ୍ୟା]

ଉଦୟାହରଣ 1.49  6 2

0

xx e dx
∞ −∫ େ ମଲୂ୍ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ ।

ସମୟାଧୟାନ:    ମରନେେ      6 2

0

xI x e dx
∞ −= ∫

  2x y= େଖିବୟା ପରେ,  
2
dydx =

∴   ( )
6

7 1
7 70 0

1 1 7
2 2 2 2

y yy dyI e e y dy
∞ ∞− − − = = = Γ 

 ∫ ∫
   ( )7

1 7
2

I = Γ     [ଗୟାମୟା ଫଳନ ସଂଜ୍ୟା]

     ( )7

1 456!
82

= =  (ଉତ୍ତର)  ( )1 !, 0n n nΓ + = >  

ଉଦୟାହରଣ 1.50  ପ୍ରମୟାଣ େେ ରଯ ( )2 22 1
2

ax x a

a
e dx e

∞ −
= π∫  

 

ସମୟାଧୟାନ:   ମରନେେ ( ) ( )2 2 2 22 2ax x a x ax a

a a
I e dx e dx

∞ ∞− − − +
= =∫ ∫    

    x a y− =  େଖିବୟା ପରେ, dx dy⇒ =

∴              2 2

0

a yI e e dy
∞ −= ∫   ... (1)

ବତ୍ତଦ୍ଧମୟାନ ଗୟାମୟା ଫଳନେ ସଂଜ୍ୟାେ୍ ବ୍ବହୟାେ େେ,ି ଆରମ ପୟାଉ, 

       
( ) 1

0
, 0u nn e u du n

∞ − −Γ = >∫
    1

2
n =  ରଲଖିବୟା ପରେ, ଆରମ ପୟାଇବୟା

      1/2

0

1
2

ue u du
∞ − − Γ = 

  ∫
   ବତ୍ତଦ୍ଧମୟାନ 2u y= େଖିବୟା ପରେ 2du y dy⇒ =
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( )2 1/22

0

1 . 2
2

ye y y dy
∞ −− Γ =   ∫

 ⇒          2

0
2 ye dy

∞ −π = ∫   1
2

  Γ = π    
  ... (2)

 ⇒             2

0 2
ye dy

∞ − π
=∫

ସମୀେେଣ(2)େ୍ ବ୍ବହୟାେ େରଲ ସମୀେେଣ (1) ରହବ, 

           
2 21.

2 2
a aI e eπ

= = π  (ପ୍ରମୟାଣିତ)     

ଉଦୟାହରଣ 1.51  ( )3/2

0
1 xx e dx

∞ − −−∫ େ ମଲୂ୍ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ ।

ସମୟାଧୟାନ:  ମରନେେ ( )3/2

0
1 xI x e dx

∞ − −= −∫   [ସଂଜ୍ୟାେ୍] 

    
( )

1/2 1/2

0

0

1
1 1

2 2

x xx xe e dx

∞

− −∞− −

 
 
 = − −

− −    
        

∫

    1/2

0
0 2 xe x dx

∞ − −= + ∫

    
1 1
2

0

12 2
2

xe x dx
∞ −−  = = Γ  ∫

    2= π  (ଉତ୍ତର)      
1.3.2 �ରିୟା ଫଳନ (Beta Function) 
 ବଟିୟା ଫଳନେ୍ B(m, n)ରେ ପେପି୍ରେୟାଶ େେୟାଯୟାଏ ଏବଂ ନମି୍ନ ପ୍ରେୟାେରେ ବ୍ୟାେ୍ୟା େେୟାଯୟାଏ, 

   ( ) ( )
1 11

0
, 1 nmB m n x x dx−−= −∫      ... (1)

  ରଯଉଁରେ m, n ଧନୟାତ୍ମେ ପୂର୍ଦ୍ଧ ସଂେ୍ୟା, େମି୍ୟା େଗୟାଂଶ ଅରଟ । ଏହୟାେ୍ ପ୍ରରମ ପ୍ରେୟାେେ ଅୟଲେଆିନ୍ 
ସମୟାେଳଜ ମଧ୍ େ୍ହୟାଯୟାଏ ।

1.3.2.1 �ରିୟା ଫଳନର ଗୁଣଧମଦ୍ଧ 
i. ଦଶଦ୍ଧୟାଅ ରଯ      ( ) ( ), ,B m n B n m=     [ସମମିତ ି]

 ଆରମ ଜୟାଣ୍ ରଯ  ( ) ( )
1 11

0
, 1 nmB m n x x dx−−= −∫

   ( ) ( )
1 11

0
1 1 1

nmx x dx
−−= − − −  ∫  ( ) ( )

0 0

a a
f x dx f a x dx = −  ∫ ∫    
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  ( ) ( )
1 11 11 1

0 0
1 1m mn nx x dx x x dx− −− −= − = −∫ ∫

   ( ),B n m=

 ରତଣ୍   ( ) ( ), ,B m n B n m=

ii. ଦଶଦ୍ଧୟାଅ ରଯ  ( ) ( )11 1

0
,

a nm m nx a x dx a B m n−− + −− =∫
ସମୀେେଣ (1) େ୍, ଆରମ ପୟାଉ  ( ) ( )1 11

0
1 ,nmx x dx B m n−− − =∫

   yx
a

=  ରଲଖିବୟା ପରେ, ⇒
dydx
a

=  ଏବଂ 0 y a≤ ≤

 ( )
1 1

0
1 ,

m n
a y y dy B m n

a a a

− −
   − =   
   ∫

⇒   ( ) ( )11
1 0

1 ,
a nm

m n y a y dy B m n
a

−−
+ − − =∫

⇒             ( ) ( )11 1

0
,

a nm m nx a x dy a B m n−− + −− =∫

iii. ଦଶଦ୍ଧୟାଅ ରଯ         ( )
( )

1 11

0
,

1

m n

m n

x xB m n dx
x

− −

+

+
=

+∫

 ଆରମ ଜୟାଣ୍   ( ) ( )
1 11

0
, 1 nmB m n x x dx−−= −∫

    1
1

x
y

=
+  ରଲଖିବୟା ପରେ ଆରମ ପୟାଉ  ( )21

dydx
y

= −
+  ଏବଂ yେ ମଲୂ୍

    ¥ େ୍ 0 ପଯଦ୍ଧ୍ନ୍ତ ପେବିତ୍ତମିତ ହ୍ଏ

 ∴   ( )
( )

1 1
0

2

1 1, 1
1 1 1

m n
dyB m n

y y y

− −

∞

    
= − −    +  + +    

∫

    ( )
( ) ( ) ( )

1

1 1 20

1, . .
1 1 1

n

m n

y dyB m n
y y y

−∞

− −=
+ + +∫

     ( )
( )

1

0
,

1

n

m n

yB m n dy
y

−∞

+=
+∫  ... (1)

 (ଏହ ିସମୟାେଳଜରେ m ଏବଂ n ଫଳନେ ସମଞ୍ସ ଆଧୟାେରେ ପେବିତ୍ତଦ୍ଧନ େେୟାଯୟାଇପୟାେବି)

 ପ୍ନବଦ୍ଧୟାେ, ସମୀେେଣ (1)େ୍ ଏହ ିେୟାବରେ ରଲେୟାଯୟାଇପୟାେବି,

( )
( ) ( )

1 11

0 1
,

1 1

n n

m n m n

y yB m n dy dy
y y

− −∞

+ += +
+ +∫ ∫  ... (2)

        ଦଷିେଣ ପୟାଶ୍ଦ୍ଧେ ଦ୍ତିୀୟ ସମୟାେଳଜେ୍ ସମୟାଧୟାନ େେବିୟା ପୟାଇ,ଁ 1y
x

= ରଲଖିଲୟା ପରେ ଆରମ ପୟାଉ 

2

1dy dx
x

= − ଏବଂ x େ ମଲୂ୍ 1େ୍ 0େ୍ ପେବିତ୍ତମିତ ରହୟାଇରୟାଏ।
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( ) ( ) ( )

11 10 1

21 1 0

1 1
1 1 1

nn m n m

m n m n m n

y x xdy dx dx
x xy x x

−− + −∞

+ + +
   = − =      + + +∫ ∫ ∫    ... (3)

 ସମୀେେଣ (3) େ୍ ଉପରଯୟାଗ େରଲ, (2) ରହବ   

   
( )

( ) ( )

1 11 1

0 0
,

1 1

n m

m n m n

y xB m n dy dx
y x

− −

+ += +
+ +∫ ∫

   

( ) ( )

1 11 1

0 01 1

n m

m n m n

x xdy dx
x x

− −

+ += +
+ +∫ ∫

  
( ) ( )

0 0

a a
f x dx f y dy =  ∫ ∫

         ରତଣ୍   ( )
( )

1 11

0
,

1

m n

m n

x xB m n dx
x

− −

+

+
=

+∫

iv. ଦଶଦ୍ଧୟାଅ ରଯ  ( )
/ 2 2 1 2 1

0
, 2 sin cosm nB m n d

π − −= θ θ θ∫  

 ଆରମ ଜୟାଣ୍   ( ) ( )
1 11

0
, 1 nmB m n x x dx−−= −∫

 2sinx = θ  ରଲଖିବୟାପରେ  ⇒     2sin cosdx d= θ θ θ  ଏବଂ  0
2
π

≤ θ ≤  

 ∴   ( ) ( ) ( )/ 2 1 12 2

0
, sin 1 sin 2sin cos

m n
B m n d

π − −
= θ − θ θ θ θ∫

        /2 2 1 2 1

0
2 sin cosm n d

π − −= θ θ θ∫
 ରତଣ୍    ( )

/ 2 2 1 2 1

0
, 2 sin cosm nB m n d

π − −= θ θ θ∫
 ନରି୍ଦ୍ଦିଷ୍ ପରିସ୍ିତ:ି 

 ଉପରେୟାକ୍ତ ଅେିବ୍କି୍ତରେ   1 1,
2 2

m n= = ରଲଖିବୟା ପରେ, 

   
/2

0

1 1, 2 1. 2.
2 2 2

B d
π π  = θ = = π   ∫

v. ଦଶଦ୍ଧୟାଅ ରଯ     ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1,
bm n m n

a
a b B m n x b a x dx+ − − −− = − −∫  

 ଆରମ ଜୟାଣ୍   ( ) ( )
1 11

0
, 1 nmB m n y y dy−−= −∫

 x by
a b
−

=
−

ରଲଖିବୟା ପରେ,    ⇒    
dxdy

a b
=

−
 ଏବଂ b y a≤ ≤

 ∴   ( )
1 1

, 1
m n

a

b

x b x b dxB m n
a b a b a b

− −− −   = −   − − −   ∫  

    
( )

( ) ( )1 1
1

1 a m n
m n b

x b a x dx
a b

− −

+ −= − −
− ∫
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 ∴   ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 ,
a m n m n

b
x b a x dx a b B m n− − + −− − = −∫

 ରତଣ୍  ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 ,
a m n m n

b
x b a x dx a b B m n− − + −− − = −∫

1.3.3 �ରିୟା ଏ�ଂ ଗୟାମୟା ଫଳନ ମଧ୍ବର ସମ୍ପକଦ୍ଧ 
 ପ୍ରମୟାଣ େେ ରଯ ( ) ( ) ( )

( )
, , 0, 0

m n
B m n m n

m n
Γ Γ

= > >
Γ +

 ପ୍ମୟାଣ:  ଆରମ ଜୟାଣ୍ ରଯ

    
( ) 1

0

z y n
n

n
e y dy

z
∞ − −Γ

= ∫      ... (1)

 େମି୍ୟା    ( ) 1

0

n z y nn z e y dy
∞ − −Γ = ∫     ... (2)

 ରସହେିଳ ି                ( ) 1

0

m z y mm z e y dy
∞ − −Γ = ∫     ... (3)

ସମୀେେଣ(2) େ ଉେୟ ପୟାଶ୍ଦ୍ଧରେ 1.z me z− −  ଗ୍ଣନ େେବିୟା ପରେ, ଆରମ ପୟାଉ 

    ( ) 1 1 1

0
.z m m n z y n zn e z z e y e dy

∞− − + − − − −Γ = ∫
     ( )11 1

0

y zm n nz e y dy
∞ − ++ − −= ∫

 z େିତ୍ତେି ଉେୟ ପୟାଶ୍ଦ୍ଧେ୍ ‘0’ େ୍ ∞ ପଯଦ୍ଧ୍ନ୍ତ ସମୟାେଳନ େରଲ, ଆରମ ପୟାଉ, 

       ( ) ( )11 1 1

0 0 0
. y zz m m n nn e z dz z e dz y dy

∞ ∞ ∞ − +− − + − − Γ =   ∫ ∫ ∫  

       ( ) ( ) ( )
( )

1

0 1
n

m n

m n
n m y dy

y

∞ −
+

Γ +
Γ Γ =

+∫   [ଧମଦ୍ଧ (1) ଏବଂ (3) େ୍]

   ( ) ( ) ( )
( )

1

0 1

n

m n

ym n m n dy
y

−∞

+Γ Γ = Γ +
+∫

      ( ) ( ). ,m n B m n= Γ +  [1.3.2 େ (1) େ (iii) େ୍]

 ରତଣ୍  ( ) ( ) ( )
( )

,
m n

B m n
m n

Γ Γ
=

Γ +

ଅନୁସରି୍ୟାନ୍ତ (i), ପ୍ରମୟାଣ େେ ରଯ   ( ) ( )1 , 0 1
sin

n n n
n
π

Γ Γ − = < <
π

ପ୍ମୟାଣ:  ଆରମ ଜୟାଣ୍ ରଯ
   

( ) ( )
( ) ( )

( )

1

0
,

1

n

m n

m n yB m n dy
m n y

−∞

+

Γ Γ
= =

Γ + +∫
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 ମରନେେ   1m n+ =  ରତଣ୍ 1m n= −

∴        

⇒        
( ) ( )1

sin
n n

n
π

Γ − Γ =
π   

 ରଯଉଁରେ 0 1n< <

ଅନୁସରି୍ୟାନ୍ତ (ii), ପ୍ରମୟାଣ େେ ରଯ 1
2

 Γ = π 
 

ପ୍ମୟାଣ:  ଆରମ ଜୟାଣ୍ ରଯ ( ) ( )1
sin

n n
n
π

Γ − Γ =
π

  1
2

n =  ରଲଖିବୟା ପରେ, ଆରମ ପୟାଉ,

∴      
1 1.
2 2 sin

2

π   Γ Γ =    π   
      

⇒   
2

1
2

  Γ = π    

⇒     1
2

 Γ = π  

ଅନୁସରି୍ୟାନ୍ତ (iii), ପ୍ରମୟାଣ େେ ରଯ 

    
/ 2

0

1 1
2 2cos sin , 1, 1

22
2

m n

m n

d m n
m n

π

+ +   Γ Γ   
   θ θ θ = > − > −

+ + Γ 
 

∫

ପ୍ମୟାଣ:  ଆରମ ଜୟାଣ୍ ରଯ / 2

0
cos sinm nI d

π
= θ θ θ∫      

  2sin xθ = ରଲଖିବୟା ପରେ, 
⇒  2sin cos d dxθ θ θ =

⇒  
2 1

dxd
x x

θ =
−

ଏବଂ ରଯରତରବରଳ 0, 0xθ = = ଏବଂ , 1
2

xπ
θ= =  

∴         ( )
1

22
0

1 .
2 1

nm dxI x x
x x

= −
−∫

            ( )
1 11

2 2
0

1 . 1
2

n m

x x dx
− −

= −∫
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            ( )
1 111 12 2

0

1 1
2

n m

x x dx
+ +− −= −∫  

            
1 1 1,
2 2 2

n mB + + =   

            
1 1 1,
2 2 2

m nB + + =      
( ) ( ), ,B n m B m n=  

            

1 1
2 2

22
2

m n

m n

+ +   Γ Γ      
=

+ + Γ     

( ) ( ) ( )
( )

,
m n

B m n
m n

 Γ Γ
= 

Γ +  


ରତଣ୍       /2

0

1 1
2 2cos sin , 1, 1

22
2

m n

m n

d m n
m n

π

+ +   Γ Γ      
θ θ θ = >− >−

+ + Γ  

∫

ବକବତକ ସମୟାହତି ଉଦୟାହରଣ

ଉଦୟାହରଣ 1.52   ସମୟାେଳଜ ( )51 4

0
1x x dx−∫ େ ମୂଲ୍ ନିର୍ଦ୍ଧୟ େେ। 

ସମୟାଧୟାନ: ମରନେେ      x y=  ⇒   2x y=  ⇒  2dx y dy=

∴  ଦତ୍ତ ସମୟାେଳଜ = 

  ( ) ( )1 15 6 18 10 1

0 0
1 .2 2 1y y y dy y y dy−−− = −∫ ∫

  ( ) ( ) ( )
( )

10 6 2.9!5! 12 10, 6 2
16 15! 15015

B
Γ Γ

= = = =
Γ  (ଉତ୍ତର)

ଉଦୟାହରଣ 1.53  େ ମୂଲ୍ ନିର୍ଦ୍ଧୟ େେ।

ସମୟାଧୟାନ: ମରନେେ  3x y=  ⇒   1/3x y=  ⇒  
2/31

3
dx y dy−=

 ∴ ଦତ୍ତ ସମୟାେଳଜ ( ) ( )
1 11/2 1/23 2/3

0 0

11 1 .
3

x dx y y
− − −− = −∫ ∫

            ( )
1 111 13 2

0

1 1
3

y y dy
− −= −∫

    
1 1

1 1 1 1 3 2,
53 3 2 3
6

B

   Γ Γ        = =     Γ 
 

            (ଉତ୍ତର)
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ଉଦୟାହରଣ 1.54   ସମୟାେଳଜ ( )1

0
1

nm py y dy−∫  େ୍ ବଟିୟା ଫଳନରେ ପ୍ରେୟାଶ େେ ଏବଂ ସମୟାେଳଜ ( )1 105 3

0
1y y dy−∫  

େ ମୂଲ୍ ନିର୍ଦ୍ଧୟ େେ। 

ସମୟାଧୟାନ:   ମରନେେ py z=      ⇒ 1/ py z=   ⇒  
1 11 pdy z dz

p

−
=

  ∴  ( ) ( )
1 11 1

0 0

11 1 .
m

n nm p p py y dy z z z dz
p

−
− = −∫ ∫

   ( )
1 11 1 1

0

1 1 11 , 1
m

np mz z dz B n
p p p

+
− + −  +

= − = + 
 

∫
ସମୀେେଣରେ (1)ରେ, 5, 3, 10m p n= = = ରଲଖିବୟା ପରେ, ଆରମ ପୟାଉ,

      
( ) ( )1 105 3

0

11 2, 11
3

y y dy B− =∫  

    
( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2 11 1. 1 111 1 .
3 13 3 12.11. 11
Γ Γ Γ Γ

= =
Γ Γ

    
1

3 12 11
=

× ×    ( ) ( )1n n nΓ + = Γ  

    
1

396
=     (ଉତ୍ତର)  

ଉଦୟାହରଣ 1.55   
( )

( )

8 6

240

1

1

x x
dx

x

∞ −

+∫  େ ମୂଲ୍ ନିର୍ଦ୍ଧୟ େେ। 

ସମୟାଧୟାନ:   ମରନେେ   ( )
( ) ( ) ( )

8 6 8 14

24 24 240 0 0

1

1 1 1

x x x xI dx dx dx
x x x

∞ ∞ ∞−
= = −

+ + +∫ ∫ ∫

                 ( ) ( )

9 1 15 1

9 15 15 90 01 1
x xdx dx
x x

− −∞ ∞

+ += −
+ +∫ ∫   

          ( ) ( )9, 15 15, 9B B= −    

    0=    ( ) ( ), ,B m n B n m=  

ଉଦୟାହରଣ 1.56  ପ୍ରମୟାଣ େେ ରଯ ।  

2

1
2 2/2

0

1
4sin1

2 4
d

−
π

  Γ    θ  − θ =   π∫  

ସମୟାଧୟାନ:   ମରନେେ 

1
2 2/2 /2

20 0

sin1 2
2 2 sin

dI d
−

π π θ θ
= − θ =   − θ∫ ∫

   /2

20
2

1 cos
dπ θ

=
+ θ∫
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   cos tθ = ରଲଖିବୟା ପରେ, 
2

sin
1
dtd dt d

t
⇒ − θ = ⇒ θ = −

−
∴        

0 1

1 02 2 4
2 2

1 . 1 1
dt dtI

t t t
= − =

+ − −
∫ ∫  

 ପ୍ନବଦ୍ଧୟାେ 2 sint = θ  ରଲଖିବୟା ପରେ, 2 cost dt d⇒ = θ θ

       
/2 /2 1/2 0

20 0

cos 12 sin cos
22 sin . 1 sin

dI d
π π −θ θ

= = θ θ
θ − θ∫ ∫

  

2
11 1 .
41 14 2

3 1 32 2 22 .
4 4 4

      Γ πΓ Γ             = =
     Γ Γ Γ          

   ... (1)

 ରଯରହତ୍  1 3 1 1. . 1 2
4 4 4 4 sin

4

π       Γ Γ = Γ Γ − = = π        π       
 ସମୀେେଣ(1)େ୍ ଆରମ ପୟାଉ 

                    
2 2

1 1.
4 41

2 2 2 4
I

      Γ π Γ            = =
π π

 ପ୍ମୟାଣିତ

ଉଦୟାହରଣ 1.57  60 1
x dx
x

∞

+∫  େ ମୂଲ୍ ନିର୍ଦ୍ଧୟ େେ।

ସମୟାଧୟାନ:   ମରନେେ  60 1
xI dx
x

∞
=

+∫
6x y= ରଲଖିବୟା ପରେ,  1/6 5/61

6
x y dx y dy−⇒ = ⇒ =

∴    ( )
1/6 2/3

5/6

0 0

1 1.
1 6 6 1
y yI y dy dy

y y

−∞ ∞−= =
+ +∫ ∫

       ( )

1 1
3

1 20
3 3

1 1 1 2,
6 6 3 31

y dy B
y

−
∞

+

 = =  
 +

∫

       
( )

1 2 1 11
1 13 3 3 3

1 26 6 1
3 3

       Γ Γ Γ Γ −       
       = =

Γ Γ + 
 

      

1
6 sin

3

π
=

π

   ( ) ( ) ( )1 , 1 1
sin

n n
n
π Γ Γ − = Γ = π 



     3 3
π

=
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ଉଦୟାହରଣ 1.58  ପ୍ରମୟାଣ େେ ରଯ ।   / 2 /2

0 0
sin

sin
dd

π π θ
θ θ × = π

θ∫ ∫
ସମୟାଧୟାନ:   ଆରମ ଜୟାଣ୍ ରଯ  

     
/ 2 0

0

1 1
2 2sin cos

22
2

n

n

d
n

π

+   Γ Γ   
   θ θ θ =

+ Γ 
 

∫  ... (1)

 ବତ୍ତଦ୍ଧମୟାନ, ମରନେେ        
/ 2 /2

0 0
sin

sin
dI d

π π θ
= θ θ ×

θ∫ ∫       

  
/ 2 /21/2 0 1/2 0

0 0
sin cos sin cosd d

π π −= θ θ θ × θ θ θ∫ ∫

  

3 1 1 1
4 2 4 2

5 32 2
4 4

       Γ Γ Γ Γ       
       = ×

   Γ Γ   
   

 

  

1 1
4 4
5 1 14 4.
4 4 4

   πΓ πΓ   
   = = = π
   Γ Γ   
   

  [ସମୀେେଣ (1) େ୍]

  ( ) ( )1n n nΓ + = Γ                  ପ୍ରମୟାଣିତ 

ଉଦୟାହରଣ 1.59  ପ୍ରମୟାଣ େେ ରଯ   ( )
2

30 4

5 2
1281

x dx
x

∞
=

+
∫

π

ସମୟାଧୟାନ :  tanx = θ ରଲଖିବୟା ପରେ, 21 . sec
2 tan

dx d⇒ = θ θ
θ

∴      ( )
( )

( )

1/2 2
2 /2

340 0 2

1tan . tan sec
2

1 1 tan

x dx d
x

−

∞ π
θ θ θ

= θ
+ + θ

∫ ∫

                

  

  ( )

3 9
1 1 4 4.
2 2 3

   Γ Γ   
   =
Γ

            

            1 1 3 5 1 1. . . .
4 2! 4 4 4 4

   = Γ Γ   
   

        5 1 1 5 5 21 .
128 4 4 128 128sin

4

π π   = Γ Γ − = =    π   
      ପ୍ମୟାଣିତ 
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ଉଦୟାହରଣ 1.60  1/3

0

xe dx
∞ −∫ େ ମଲୂ୍ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ । 

ସମୟାଧୟାନ :    1/3x y=  ରଲଖିବୟା ପରେ, 3 23x y dx y dy⇒ = ⇒ =

∴        
1/3 2

0 0
.3x ye dx e y dy

∞ ∞− −=∫ ∫
        ( )3 1

0
3 3 3 3.2! 6ye y dy

∞ − −= = Γ = =∫    (ଉତ୍ତର)

1.3.4  ଅନୁରୂପ ସତୂ୍ର (Duplication Formula) 

 ଦଶଦ୍ଧୟାଅ ରଯ : ( ) ( )2 1

1 2 ,
2 2 pp p p−

π Γ Γ + = Γ 
 

 p > 0 

 ପ୍ମୟାଣ:  ଆରମ ଜୟାଣ୍ ରଯ

   / 2

0

1 1
2 2sin cos

22
2

m n

m n

d
m n

π

+ +   Γ Γ   
   θ θ θ =

+ + Γ 
 

∫  ... (1)

ସମୀେେଣ(1) ରେ n  = m ପ୍ରତସି୍ୟାପନୟା େରଲ, ଆରମ ପୟାଉ,

   ( ) ( )

2

/2

0

1
2

sin cos
2 1

m

m

d
m

π

 +  Γ     = θ θ θ
Γ + ∫

 
( ) ( )

/ 2 /2

0 0

1 12sin cos sin 2
2 2

m m
m md d

π π
= θ θ θ = θ θ∫ ∫  

ପ୍ନବଦ୍ଧୟାେ ମରନେେ 2 ,
2

dd f
θ = f ⇒ θ = ବତ୍ତଦ୍ଧମୟାନ ଆରମ ପୟାଇବୟା

   
( )

2

0

1
2 1 sin

2 1 22
m

m

m
d

m
π

 +  Γ   f   = f
Γ + ∫

   
/ 2 0

0

1 sin cos
22

m
m

dπ f
= f f∫  

( ) ( ) ( ) ( )
2

0 0
2 , 2

a a
f x dx f x dx f a x f x = − =  ∫ ∫

 

    
1 1

1 2 2
22 2

2

m

m

m

+   Γ Γ   
   =

+ Γ 
 

 [ସମୀେେଣ (1) େ୍]

⇒    ( )

1
12

21 2
2

m

m

mm

+ Γ  π  =
+Γ +  Γ 
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 ମରନେେ 1 2 1,
2

m p m p+
= ⇒ = −  ରଯଉଁରେ p > 0

∴ 

( )
( ) 2 1

1
2 12 2

2

p

p
pp −

Γ π
=

+Γ  Γ 
             

⇒  ( ) ( )2 1

1 2 ,
2 2 pp p p−

π Γ Γ + = Γ 
 

       ରଯଉଁରେ p > 0

 ଏହୟା ଅନ୍େୂପ ସତୂ୍ର ଅରଟ।
ଅନୁସରି୍ୟାନ୍ତ (i)  ପ୍ରମୟାଣ େେ ରଯ m େ ସମସ୍ ବୟାସ୍ବ ମଲୂ୍ ପୟାଇଁ

  
( )1 22 1

2 2
m m m m+ +   Γ Γ = π Γ +   

      
ପ୍ମୟାଣ: ଅନ୍େୂପ ସତୂ୍ରରେ  2p – 1 = m,   ପ୍ରତସି୍ୟାପନୟା େରଲ, ଆରମ ପୟାଉ

        
( )1 2 1

2 2 2m

m m m+ + π   Γ Γ = Γ +   
   

⇒   ( )1 22 1
2 2

m m m m+ +   Γ Γ = π Γ +   
   

  (ପ୍ମୟାଣିତ)

ଅନୁସରି୍ୟାନ୍ତ (ii)  ପ୍ରମୟାଣ େେ ରଯ 

  
( )2 !1 ,

2 2 . !m

m
m

m
 Γ + = π 
 

  ରଯଉଁରେ m>0

ପ୍ମୟାଣ: ଆରମ ଜୟାଣ୍ 

 
( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )2 2 1 ! 2 . 2 1 ! 2 !
1 ! 2 . 1 ! 2. !

m m m m m
m m m m m

Γ − −
= = =

Γ − −     ... (1)

ଅନ୍େୂପ ସତୂ୍ର ବ୍ବହୟାେ େେବିୟା ପରେ, ଆରମ ପୟାଉ,

          

( )
( )2 1

21
2 2 m

m
m

m−

Γπ Γ + =  Γ     

              ( )
2 1

2 !
2. !2 m

m
m−

π
=    [ସମୀେେଣ (1) େ୍]

               ( )2 !
2 . !m

m
m

= π
 (ପ୍ମୟାଣିତ)
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ବକବତକ ସମୟାହିତି ଉଦୟାହରଣ

ଉଦୟାହରଣ 1.61  ପ୍ରମୟାଣ େେ ରଯ ( ) 1 2 1, 2 ,
2

nB n n B n−  =  
 

 

ସମୟାଧୟାନ:   ଆରମ ଜୟାଣ୍ ରଯ  
( ) ( ) ( )

( )

1 1
1 2 2,

1 12
2 2

n n n
B n

n n n

   Γ Γ Γ Γ Γ        = =      Γ + Γ Γ +      

    
( ) ( )
( ) 1 22 2 n

n n
n −

Γ Γ π
=

πΓ   [ଅନ୍େୂପ ସତୂ୍ରେ୍]

    
( )
1 2

,
2 n

B n n
−=  

 ⇒    ( ) 1 2 1, 2 ,
2

nB n n B n−  =  
 

ଉଦୟାହରଣ 1.62  ପ୍ରମୟାଣ େେ ରଯ 
2

1/3

1 3 1
6 32

    Γ = Γ       π  
 

ସମୟାଧୟାନ : ଅନ୍େୂପ ସତୂ୍ରେ୍ ଆରମ ଜୟାଣ୍ ରଯ

        ( ) ( )2 1

1 2
2 2 pm m m−

π Γ Γ + = Γ 
 

1
6

m= ରନରଲ ଆରମ ପୟାଇବୟା, 
2/3

1
1 2 3
6 3 2−

 π Γ     Γ Γ =      
      

  2/3

1
1 3

26 2
3

−

 π Γ   Γ =    Γ     ... (1)
ଆରମ ମଧ୍ ଜୟାଣ୍, 

        ( ) ( )1
sin

n n
n
π

Γ Γ − =
π

1
3

n=  ରନରଲ, ଆରମ ପୟାଇବୟା 

        

1 2 2
3 3 3sin

3

π π   Γ Γ = =    π   

∴  2 2
13 3
3

π Γ =     Γ 
 

    ... (2)
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(2) େ ମଲୂ୍(1) ରେ ପ୍ରତସି୍ୟାପନୟା େରଲ, 

  
2

2/3 1/3

1 13
1 3 13 3.
6 2 32 2−

   π Γ Γ           Γ = = Γ    π π    
 (ପ୍ମୟାଣିତ)

ଉଦୟାହରଣ 1.63   ବଟିୟା-ଗୟାମୟା ଫଳନେ ବ୍ବହୟାେ େେ ିପ୍ରମୟାଣ େେ ରଯ 2cos 1
2

x dx
∞

−∞

π  =  ∫  

ସମୟାଧୟାନ : ମରନେେ 2 2

0
cos 2 cos

2 2
I x dx x dx

∞ ∞

−∞

π π   = =   
   ∫ ∫  

2

2
x yπ

= ପ୍ରତସି୍ୟାପନ େରଲ 1/22x y⇒ =
π

  

⇒         1/21 2
2

dx y dy− 
=   π 

∴           I = 1/2 1/2

0 0

1 2 22. . cos cos
2

y y dy y y dy
∞ ∞− −=

π π∫ ∫  

  = 1/2

0

2 i yy e dy
∞ − −

π ∫ େ ବୟାସ୍ବ ଅଂଶ    cos sinie i− θ = θ− θ 

  = 
1 1
2

0

2 i yy e dy
−∞ −

π ∫  େ ବୟାସ୍ବ ଅଂଶ  

  = 
/2

1
2 2

ie π

 Γ  
π

 େ ବୟାସ୍ବ ଅଂଶ     ( )1

0

k x n
n

n
e x dx

k
∞ − − Γ 

= 
 
∫

  = 1/2

2

cos sin
2 2

i

π
π π π + 
 

 େ ବୟାସ୍ବ ଅଂଶ   / 2ii e π = 

  = 
1/2

2 cos sin
2 2

i
−π π + 

   
େ ବୟାସ୍ବ ଅଂଶ  

  = 
1/2

2 cos sin
2 2

i
−π π + 

   
େ ବୟାସ୍ବ ଅଂଶ    [ ଡ-ି ରମୟାେେଙ୍କ ଉପପୟାଦ୍ ଦ୍ୟାେୟା]

  = 12 cos 2 . 1
4 2
π
= =  (ପ୍ମୟାଣିତ)

ଉଦୟାହରଣ 1.64   ବଟିୟା-ଗୟାମୟା ଫଳନେ୍ ବ୍ବହୟାେ େେ ି ( )2 2

0
cos x dx

∞
λ∫  

େ ମଲୂ୍ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ ।

ସମୟାଧୟାନ : ମରନେେ  ( )2 2

0
cosI x dx

∞
= λ∫

 2x z= େଖିଲୟା ପରେ,

⇒             
1
21

2
dx z dz

−
=   
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∴           I = ( )
1 1 12 22 2

0 0

1 1cos cos
2 2

z z dz z z dz
− −∞ ∞

λ = λ∫ ∫

  = 2
1 1
2

0

1
2

i zz e dz
∞ − − λ∫ େ ବୟାସ୍ବ ଅଂଶ  

  = 
( )1/22

1
1 2
2 i

 Γ 
 

λ
 

େ ବୟାସ୍ବ ଅଂଶ     
( )1

0

k x n
n

n
e x dx

k
∞ − − Γ 

= 
 
∫

  = 
( )1/2/2

1
1 2
2 ie π

 Γ 
 

λ
 

େ ବୟାସ୍ବ ଅଂଶ     /2ii e π = 

  = 
1/2

cos sin
2 2 2

i
−π π π + λ    

େ ବୟାସ୍ବ ଅଂଶ  

  = cos sin
2 4 4

iπ π π − λ    
େ ବୟାସ୍ବ ଅଂଶ   [ଡ଼-ି ରମୟାେେଙ୍କ ଉପପୟାଦ୍]

  = 1cos
2 4 2 2
π π π

=
λ λ

 ପ୍ମୟାଣିତ

ଉଦୟାହରଣ 1.65    ବଟିୟା-ଗୟାମୟା ଫଳନ ବ୍ବହୟାେ େେ ି ( )
1

0
log y dyΓ∫  

େ ମଲୂ୍ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ। 

ସମୟାଧୟାନ : ମରନେେ   I  = ( )
1

0
log y dyΓ∫     ... (1)

େମି୍ୟା  I = ( )
1

0
log 1 y dyΓ −∫     ... (2)

ସମୀେେଣ (1) ଏବଂ (2)େ୍ ରଯୟାଗେରଲ 

            2I = ( ) ( )
1

0
log log 1y y dyΓ + Γ −  ∫

  = ( ) ( )
1

0
log 1y y dyΓ Γ −  ∫

  = 1

0
log

sin
dy

y
 π
 π 

∫    ( ) ( )1
sin

n n
n
π Γ Γ − = π 



  = [ ]
1

0
log logsin y dyπ− π∫

  = [ ]10 0

1log logsin .y z dz
π

π −
π∫   [ଦ୍ତିୀୟ ସମୟାେଳଜରେ y zπ = ରଲଖିବୟା ପରେ]

  = / 2

0

2log logsin z dz
π

π−
π ∫  ( ) ( ) ( ) ( )

2

0 0
2 , 2

a a
f x dx f x dx f a x f x = − =  ∫ ∫

  = 2log log 2
2
π π − − π  

   /2

0
log sin log 2

2
x dx

π π = −  ∫
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  = log log 2 log 2π+ = π    [ଉଦୟାହେଣ 1.31 େ୍]  

            
1 log 2
2

I = π

ଉଦୟାହରଣ 1.66 ପ୍ରମୟାଣ େେ ରଯ 33 3 1 sec ,
2 2 4

m m m m     Γ − Γ + = − π π          
ରଯରତରବରଳ 1 2 1m− < <  

ସମୟାଧୟାନ :     L.H.S.  = 3 3
2 2

m m   Γ − Γ +      

   = 1 1 1 1.
2 2 2 2

m m m m          − Γ − + Γ +                    

   = 2 21 1 1 1 1 2 1 2. 1
4 2 2 4 2 2

m mm m m m − −           − Γ − Γ + = − Γ Γ −                      

   = 2 21 1
1 24 4sin sin

2 2

m m
m m

 
 π π    − = −      − π    π −π        

   = 2 21 1 sec
4 cos 4

m m m
m

π   − = − π π      π
 (ପ୍ମୟାଣିତ)

ଉଦୟାହରଣ 1.67    ଦଶଦ୍ଧୟାଅ ରଯ /2

0
tan sec , 1 1

2 2
n nd n

π π π
θ θ = − < <∫

 ସମୟାଧୟାନ:   ମରନେେ I  = /2 /2

0 0
tan sin cosn n nd d

π π −θ θ = θ θ θ∫ ∫

   = 
( )

1 1
1 1 12 2 1

2 1 2 2 2

n n
n n

+ −   Γ Γ    + +       = Γ Γ −   Γ    

   = 1 1 1
12 2 2 cossin sin

22 2 2
nn n

π π π
= =

π+ π π   π +   
   

 

   = sec
2 2

nπ π  (ପ୍ମୟାଣିତ) 
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ପ୍ଶ୍ନମୟାଳୟା 1.6

1. ନମି୍ନଲିଖିତ ସମୟାେଳଜ ଗ୍ଡ଼େିେ ମଲୂ୍ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ।

a. 3

0

xx e dx
∞ −∫     b.  ( ) 1/33

0
8 x dx

∞ −
−∫

c.  2 41/2 2

0 0

x xe x dx x e dx
∞ ∞− − −∫ ∫   d.  6 2

0

xx e dx
∞ −∫

e.  
0

pte dt
t

−∞

∫     f.  
60 1

x dx
x

∞

+∫  

g.  3

20 3
dt
t t−∫     h.  1

0 log
dt

t−∫

2. ପ୍ରମୟାଣ େେ ରଯ ( ) ( )
( )

1

10

1 . !
log ,

1

n
nm

n

n
t t dt

m +

−
=

+∫ ରଯଉଁରେ n ଧନୟାତ୍ମେ ପୂର୍ଦ୍ଧୟାଙ୍କ ଅରଟ ଏବଂ m > – 1  

3. ପ୍ରମୟାଣ େେ ରଯ ( )
( )1

0

,m

m n n m

B m nt dt
a ba bt

−∞

+ =
+∫  ରଯଉଁରେ m, n, a ଏବଂ b ଧନୟାତ୍ମେ ପୂର୍ଦ୍ଧୟାଙ୍କ ଅରଟ। 

4. ପ୍ରମୟାଣ େେ ରଯ 
( )

2

0

3
4sin

2 25 3cos n d
π

  Γ  θ   θ =
π+ θ∫

5. ସମୟାେଳଜ ଗ୍ଡ଼େିେ ମଲୂ୍ ନରି୍ଦ୍ଧୟାେଣ େେ।

i  ( )
1

1/0 1
nn

dx

x−
∫  ii.  ( )1

0
1

pm mx x dx−∫  iii. ( )
1

1/20 1 n

dt

t−
∫  iv. 

0

nm a xx e dx
∞ −∫

6. ମଲୂ୍ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ i.  5
2

 Γ −  
 ii. 15

2
 Γ − 
 

7. ନମି୍ନଲିଖିତ ସମୟାେଳଜ ଗ୍ଡ଼େିେ ମଲୂ୍ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ।

i.   1 4

0
1 x dx−∫  

 ii. ( )( )
11

0 1 1

m

m

x
ax x

−

+ −∫ dx iii. /2 /22 1

0 0
sin sinqx dx dx

π π +×∫ ∫

8. ଦଶଦ୍ଧୟାଅ ରଯ ( )

12
21.3.5... 2 1

m m
m

 Γ + 
 − =
π

9. ପ୍ରମୟାଣ େେ ରଯ / 2

0

1 1 3cot
2 4 4

d
π    θ θ = Γ Γ   

   ∫

10. ପ୍ରମୟାଣ େେ ରଯ ( )/2

0

1 1 3 3tan sec
2 4 4 4

d
π      θ + θ θ = Γ Γ + π Γ          ∫
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ଉତ୍ତରମୟାଳୟା

1. a.  
3
π    b. 2

3 3
π    c.  

4 2
π    d.  45

8

 e. , 0p
p
π

>   f.  
3 3
π    g.  π   h.  π

5. i.  sin
n n
π π   ii.  

( ) 11

11

mp
n

mn p
n

+ Γ + Γ 
 

+ Γ + + 
 

 iii. 
1

1 1
2

n

n

 π Γ 
 

 πΓ + 
 

 iv.  ( )1 /

1 1
m n

m
nn a +

+ Γ 
 

6. i.  8
15

− π   ii.  82
1.3.5.7...15

π

7. i.  ( ) 2
1/ 4

6 2

Γ  
π

  ii.  
( )

1 .
sin1 m ma
π
π+

  iii. 
( )2 1q
π
+

ଆକଷଦ୍ଧଣରୀୟ ତଥଟ୍ୟ 
ରଫନମୟାନ (Feynman) ଚତି୍ରେ୍ (ରଯଉଁଥିରେ ଉପ-ପେମୟାଣ୍ େଣିେୟାଗ୍ଡେିେ ସଚ଼ତି୍ର ପ୍ରସ୍୍ତେିେଣ ହ୍ଏ), 
ମ୍ୟାକ୍ରେଲ-ରବୟାଲଜମୟାନ (Maxcwell-Boltzman) ପେସିଂେ୍ୟାନ ଏବଂ ବତିେଣ (ଅଣ୍େ ଗତ ି ନରି୍ଦ୍ଧୟ 
େେବିୟା ପୟାଇଁ ପଦୟାରଦ୍ଧ ବଜି୍ୟାନ, େସୟାୟନ ବଜି୍ୟାନ ଏବଂ ପେସିଂେ୍ୟାନ ଯୟାନ୍ତ୍ରେିରେ ବ୍ବହୟାେ େେୟାଯୟାଏ), ଏହ ି
େୟାଯଦ୍ଧ୍ଗ୍ଡେିରେ େଛି ିବୟାସ୍ବେି ପ୍ରରୟୟାଗେ୍ ଅନ୍ତେ୍ଦ୍ଧକ୍ତ େେୟାଯୟାଇରୟାଏ।

େିେଓି ସଂରଯୟାଗ (ଉତ୍ସ: NPTEL) 

ବଟିୟା ଏବଂ ଗୟାମୟା ଫଳନ



88 | ଗଣନୟା ଏବଂ ରେୈଖିେ ବୀଜଗଣିତ

ICTର �ଟ୍ୟ�ହୟାର 
https://youtu.be/9_m36W3cK74

https://youtu.be/3Co68ALYRTI

�ୟାସ୍ତ� େରୀ�ନବର  ପ୍ବୟୟାଗ  
 y ଶକି୍ତଶୟାଳୀ ପେମୟାଣ୍ ବୟାହନିୀରେ ଏହୟାେ ଅରନେ ପ୍ରରୟୟାଗ ଅଛ ି।
 y ରଯରତରବରଳ ଆରମ ସମୟ ପେଚିୟାଳନୟା ସମସ୍ୟାେ ସମୟାଧୟାନ େେ୍, ରସରତରବରଳ ବଟିୟା ବଣ୍ଟନେ 

ବ୍ବହୟାେ ହ୍ଏ।
 y ଗୟାମୟା ଫଳନ ସମୟ-ଆଧୟାେତି ଘଟଣୟାଗ୍ଡେିେ ସମୟାଧୟାନ େେବୟା ପୟାଇଁ ବ୍ବହୃତ ହ୍ଏ, ରଯପେେି ି

ରଯରେୌଣସ ିବସ୍୍େ ଜୀବନ େୟାଳ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେବିୟା ।
 y ପ୍ୟାେଂି ସମସ୍ୟାରେ ରଯପେ,ି ଏେ ଘନେ୍ ଏେ ରଗୟାଲେରେ େମି୍ୟା ଏେ ରଗୟାଲେେ୍ ଘନରେ ସଠେି େୟାବରେ 

େେୟାଯୟାଇ ପୟାେବି ରସଥିରେ ବ୍ବହୃତ ହ୍ଏ।

1.4  ସରୀମୟାଯୁକ୍ ସମୟାକଳେର ପ୍ବୟୟାଗ କରି ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ପୃଷ୍ଠତଳର ବକ୍ତ୍ରଫଳ ଓ ଘନଫଳ 
ନରି୍ଦ୍ଧୟ କରି�ୟା 

ଏେ ସମତଳ ରଷେତ୍ରେ୍ ଏହୟାେ ସମତଳରେ ଥିବୟା ସେଳରେେୟା େ ଚତ୍ଃପୟାଶ୍ଦ୍ଧରେ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ େେୟାଗରଲ ଏେ ପଷୃ୍ଠତଳ ସଷିୃ୍ 
ହ୍ଏ। ପଷୃ୍ଠତଳ ମଧ୍ରେ ଆବର୍ ଘନେ୍ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ଘନ େ୍ହୟାଯୟାଏ ଓ ପଷୃ୍ଠତଳେ୍ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ପଷୃ୍ଠତଳ େ୍ହୟାଯୟାଏ ଉଦୟାହେଣ ସ୍ୱେୂପ  
ଚତି୍ର ମୟାନଙ୍କରେ ରେରତ ରଗୟାଟ ିଘର୍୍ଦ୍ଧନ ପଷୃ୍ଠତଳ ଓ ଘନ ପ୍ରଦଶମିତ ରହୟାଇଛ।ି

1. ଯଦ ିଏ ସମରେୟାଣୀ ∆  େ୍ ଏହୟାେ େର୍ଦ୍ଧ ଚତ୍ଃପୟାଶ୍ଦ୍ଧରେ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ େେୟାଯୟାଏ, ରତରବ ପେସ୍ପେ ସହ ରଯୟାଡ଼ ିରହୟାଇ 
ଥିବୟା ଦ୍ଇଟ ି େନି୍  େୂପେ ଘନ ସଷିୃ୍ ହ୍ଏ।

2. ଯଦ ିଏେ ବୃତ୍ତେ୍ ଏହୟାେ ବ୍ୟାସେ ଚତ୍ଃପୟାଶ୍ଦ୍ଧରେ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ େେୟାଯୟାଏ ରଗୟାଟଏି ରଗୟାଲେେ ସଷିୃ୍ ହ୍ଏ।

3. ଯଦ ିଏେ ବଗଦ୍ଧ ଚତି୍ରେ୍ ଏହୟାେ ରଯ ରେୌଣସ ିବ ୟାହ୍େ ଚତ୍ଃପୟାଶ୍ଦ୍ଧରେ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ େେୟାଯୟାଏ ରଗୟାଟଏି ସଲିିଣ୍େ ସଷିୃ୍ 
ରହୟାଇରୟାଏ।

ଚତି୍ର 1.17                 ଚତି୍ର 1.18            ଚତି୍ର 1.19
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ICTର �ଟ୍ୟ�ହୟାର 
https://youtu.be/9_m36W3cK74

https://youtu.be/3Co68ALYRTI

�ୟାସ୍ତ� େରୀ�ନବର  ପ୍ବୟୟାଗ  
 y ଶକି୍ତଶୟାଳୀ ପେମୟାଣ୍ ବୟାହନିୀରେ ଏହୟାେ ଅରନେ ପ୍ରରୟୟାଗ ଅଛ ି।
 y ରଯରତରବରଳ ଆରମ ସମୟ ପେଚିୟାଳନୟା ସମସ୍ୟାେ ସମୟାଧୟାନ େେ୍, ରସରତରବରଳ ବଟିୟା ବଣ୍ଟନେ 

ବ୍ବହୟାେ ହ୍ଏ।
 y ଗୟାମୟା ଫଳନ ସମୟ-ଆଧୟାେତି ଘଟଣୟାଗ୍ଡେିେ ସମୟାଧୟାନ େେବୟା ପୟାଇଁ ବ୍ବହୃତ ହ୍ଏ, ରଯପେେି ି

ରଯରେୌଣସ ିବସ୍୍େ ଜୀବନ େୟାଳ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେବିୟା ।
 y ପ୍ୟାେଂି ସମସ୍ୟାରେ ରଯପେ,ି ଏେ ଘନେ୍ ଏେ ରଗୟାଲେରେ େମି୍ୟା ଏେ ରଗୟାଲେେ୍ ଘନରେ ସଠେି େୟାବରେ 

େେୟାଯୟାଇ ପୟାେବି ରସଥିରେ ବ୍ବହୃତ ହ୍ଏ।

1.4  ସରୀମୟାଯୁକ୍ ସମୟାକଳେର ପ୍ବୟୟାଗ କରି ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ପୃଷ୍ଠତଳର ବକ୍ତ୍ରଫଳ ଓ ଘନଫଳ 
ନରି୍ଦ୍ଧୟ କରି�ୟା 

ଏେ ସମତଳ ରଷେତ୍ରେ୍ ଏହୟାେ ସମତଳରେ ଥିବୟା ସେଳରେେୟା େ ଚତ୍ଃପୟାଶ୍ଦ୍ଧରେ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ େେୟାଗରଲ ଏେ ପଷୃ୍ଠତଳ ସଷିୃ୍ 
ହ୍ଏ। ପଷୃ୍ଠତଳ ମଧ୍ରେ ଆବର୍ ଘନେ୍ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ଘନ େ୍ହୟାଯୟାଏ ଓ ପଷୃ୍ଠତଳେ୍ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ପଷୃ୍ଠତଳ େ୍ହୟାଯୟାଏ ଉଦୟାହେଣ ସ୍ୱେୂପ  
ଚତି୍ର ମୟାନଙ୍କରେ ରେରତ ରଗୟାଟ ିଘର୍୍ଦ୍ଧନ ପଷୃ୍ଠତଳ ଓ ଘନ ପ୍ରଦଶମିତ ରହୟାଇଛ।ି

1. ଯଦ ିଏ ସମରେୟାଣୀ ∆  େ୍ ଏହୟାେ େର୍ଦ୍ଧ ଚତ୍ଃପୟାଶ୍ଦ୍ଧରେ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ େେୟାଯୟାଏ, ରତରବ ପେସ୍ପେ ସହ ରଯୟାଡ଼ ିରହୟାଇ 
ଥିବୟା ଦ୍ଇଟ ି େନି୍  େୂପେ ଘନ ସଷିୃ୍ ହ୍ଏ।

2. ଯଦ ିଏେ ବୃତ୍ତେ୍ ଏହୟାେ ବ୍ୟାସେ ଚତ୍ଃପୟାଶ୍ଦ୍ଧରେ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ େେୟାଯୟାଏ ରଗୟାଟଏି ରଗୟାଲେେ ସଷିୃ୍ ହ୍ଏ।

3. ଯଦ ିଏେ ବଗଦ୍ଧ ଚତି୍ରେ୍ ଏହୟାେ ରଯ ରେୌଣସ ିବ ୟାହ୍େ ଚତ୍ଃପୟାଶ୍ଦ୍ଧରେ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ େେୟାଯୟାଏ ରଗୟାଟଏି ସଲିିଣ୍େ ସଷିୃ୍ 
ରହୟାଇରୟାଏ।

1.4.1  ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ଘନର ଘନଫଳ 

1.4.1.1 କୟାବରଦ୍ଧେରୀୟ ରୂପବର ଦତ୍ତ �କ୍ର 
1. x-ଅକ୍ ଚତୁଃପୟାର୍ଦ୍ଧବର ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ: y = f (x) ବକ୍ର, x-ଅଷେ, x = a, x = b 

ରେୟାଟୀ ଦ୍ୟ ଦ୍ୟାେୟା xy- ସମତଳରେ ଆବର୍ ରଷେତ୍ରେ୍ x-ଅଷେ ଚତ୍ଃପୟାଶ୍ଦ୍ଧରେ 

ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ େରଲ ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନେ ଘନଫଳ 2b

a
y dxπ∫ । 

2. y-ଅକ୍ ଚତୁଃପୟାର୍ଦ୍ଧବର ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ: x = f (y) ବକ୍ର, y-ଅଷେ ଓ y = a, y = b େୂଜ 
ଦ୍ୟ ଦ୍ୟାେୟା ଆବର୍ xy ସମତଳରେ ରଷେତ୍ରେ y-ଅଷେ ଚତ୍ଃପୟାଶ୍ଦ୍ଧରେ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ 
ରହତ୍ ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନେ ଘନଫଳ 2b

a
x dyπ∫ । 

3. ବଯବକୌଣସ ିଅକ୍ ଚତୁଃପୟାର୍ଦ୍ଧବର ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ: ଏେ ବକ୍ର AB, େ CD ଅଷେ ଚତ୍ଃପୟାଶ୍ଦ୍ଧରେ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ରହତ୍ ବକ୍ର AB, 

CD ଅଷେ ଓ CD ପ୍ରତ ିଅଙି୍କତ ଲମ୍ AC ଓ BD ଦ୍ୟାେୟା ଆବର୍ ରଷେତ୍ର ରଯଉଁ ଘନ ଉତ୍ପନ୍ନ ହ୍ଏ ତୟାହୟାେ ଘନ 
ଫଳ = ( ) ( )2OD

OC
PM d OMπ∫  ରଯଉଁରେ CD ଉପେସି୍  O ଏେ ନରି୍ଦ୍ଧୟ ବନ୍ି୍ ବକ୍ର ଉପରେ ଥିବୟା ବନ୍ି୍ P େ୍ 

CD ପ୍ରତ ିଲମ୍।

1.4.1.2 ପୟାରୟାବମଟ୍ୟି ରୂପର �କ୍ର:
1. x = f (t), ଓ y = φ(t), ବକ୍ର, x-ଅଷେ ଓ t = a, t = b ପୟାଇଁ ରେୟାଟୀ ଦ୍ୟ ଦ୍ୟାେୟା ଆବର୍ ରଷେତ୍ରେ x-ଅଷେ 

ଚତ୍ଃପୟାଶ୍ଦ୍ଧରେ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ରହତ୍ ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନେ ଘନଫଳ = 2b

a

dyx dt
dt

π∫
2. x = f (t), ଓ y = φ(t), ବକ୍ର, y- ଅଷେ ଓ େ୍ଜ t = a, t = b ଦ୍ୟାେୟା ଆବର୍ ରଷେତ୍ରେ y-ଅଷେ ଚତ୍ଃପୟାଶ୍ଦ୍ଧରେ 

ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ରହତ୍ ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନେ ଘନଫଳ 2b

a

dxy dt
dt

π∫
3. ଦୁଇ �କ୍ର ଅନ୍ତଗଦ୍ଧତ ଏକ ବକ୍ତ୍ରର ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ବହତୁ ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନର ଘନଫଳ:

 ଦ୍ଇରଗୟାଟ ିବକ୍ର y = f1(x) ଓ y = f2(x) ଓ ରେୟାଟୀ x = a, x = b ଦ୍ୟାେୟା ଆବର୍ ରଷେତ୍ରେ  x-ଅଷେ 
ଚତ୍ଃପୟାଶ୍ଦ୍ଧରେ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ରହତ୍ ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନେ ଘନଫଳ ( ) ( )2 2

1 2

b

a
f x f x dx π − ∫ ।

1.4.1.3 ବପୟାଲୟାର �କ୍ର ପୟାଇଁ
  ଏେ ରପୟାଲୟାେ ବକ୍ର r = f (θ) ଓ ବ୍ୟାସୟାର୍ଦ୍ଧ ରେେ୍ଟେ θ = α, ଓ θ = β ଦ୍ୟାେୟା ଆବର୍ ରଷେତ୍ରେ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ରହତ୍ 

ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନେ ଘନଫଳ 
1. ମଳୂ ଅଷେ OX ଚତ୍ଃପୟାଶ୍ଦ୍ଧରେ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ରହତ୍ 32 sin

3
r d

β

α
π θ θ∫ , 

2. OY ଅଷେ ଚତ୍ଃପୟାଶ୍ଦ୍ଧରେ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ରହତ୍ 32 cos
3

r d
β

α
π θ θ∫
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1.4.2  ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ଘନର ପୃଷ୍ଠତଳର ବକ୍ତ୍ରଫଳ 

1.4.2.1  କୟାବରଦ୍ଧେରୀୟ �କ୍ର ପୟାଇଁ

ବକ୍ର ରେେୟା y = f(x), x-ଅଷେ ଓ ରେୟାଟୀ x = a, x = b ଦ୍ୟାେୟା ଆବର୍ ରଷେତ୍ରେ x-ଅଷେ ଚତ୍ଃପୟାଶ୍ଦ୍ଧରେ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ 

ରହତ୍ ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନେ ବକ୍ର ପଷୃ୍ଠତଳେ ରଷେତ୍ରଫଳ 2
b

a

dsy dx
dx

π∫  
ରଯଉଁରେ 

2

1ds dy
dx dx

 = +  
 

1.4.2.2 ପୟାରୟାବମଟ୍ୟି ରୂପ ପୟାଇଁ 

x = f (t), y = f (t), ବକ୍ର, x- ଅଷେ ଓ ରେୟାଟୀ t = a, t = b ଦ୍ୟାେୟା ଆବର୍ ରଷେତ୍ରେ x-ଅଷେ ଚତ୍ଃପୟାଶ୍ଦ୍ଧରେ  

ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ରହତ୍ ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନେ ବକ୍ର ପଷୃ୍ଠତଳେ ରଷେତ୍ରଫଳ = 2 ,
b

a

dsy dt
dt

π∫  ରଯଉଁରେ 
2 2ds dx dy

dt dt dt
   = +   
   

1.4.2.3 ବପୟାଲୟାର ରୂପ ପୟାଇଁ 
r = f (θ) ବକ୍ର ଓ ବ୍ୟାସୟାର୍ଦ୍ଧ ରେେ୍ଟେ θ = α, θ = β ଦ୍ୟାେୟା ଆବର୍ ରଷେତ୍ରେ ମଳୂ ଅଷେ ଚତ୍ଃପୟାଶ୍ଦ୍ଧରେ ଘୂରୂ୍ଦ୍ଧନ 

ରହତ୍ ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନେ ବକ୍ର ପଷୃ୍ଠତଳେ ରଷେତ୍ରଫଳ = 

2 dsy d
d

θ = β

θ = α
π θ

θ∫  ରଯଉଁରେ 
2

2ds drr
d d

 = +  θ θ
ଏବଂ siny r= θ

ବକବତକ ସମୟାହତି ଉଦୟାହରଣ

ଉଦୟାହରଣ 1.68. 
2 2

2 2 1x y
a b

+ =
 
ଏଲିପ୍ସେ୍ ଏହୟାେ ଦୀଘଦ୍ଧ ଅଷେଚତ୍ଃପୟାଶ୍ଦ୍ଧରେ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ େରଲ ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନବସ୍୍େ ଘନଫଳ 

ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ।

ସମୟାଧୟାନ:   ଏଲିପ୍ସେ ସମୀେେଣ 
2 2

2 2 1x y
a b

+ =  

   
2

2

y
b

= 
2 2 2

2 21 x a x
a a

−
− =

   
2y  = ( )

2
2 2

2

b a x
a

−

ଏଲିପ୍ସ y-ଅଷେ େିତ୍ତେି ସମଞ୍ସ ଅରଟ।
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∴ x-ଅଷେ ଚତ୍ଃପୟାଶ୍ଦ୍ଧରେ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ରହତ୍ ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନବସ୍୍େ ଘନଫଳ

         = ( )
2

2 2 2
20 0

2 2
a a by dx a x dx

a
π = π −∫ ∫

         = ( )
2 2 3

2 2 2 2
2 20

0

42 2
3 3

a
ab b xa x dx a x ab

a a
 

π − = π − = π 
 

∫
ଉଦୟାହରଣ 1.69. ଲିମୟାେନ୍  r = a + b cosθ, a > bେ୍ ମଳୂଅଷେ ଚତ୍ଃପୟାଶ୍ଦ୍ଧରେ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ରହତ୍ ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନବସ୍୍େ 

ଘନଫଳ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ।
ସମୟାଧୟାନ: ଆରମ ରେବଳ ରେେୟାଙି୍କତ ଅଞ୍ଚଳେ୍ ମଳୂଅଷେ ଚତ୍ଃପୟାଶ୍ଦ୍ଧରେ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ େେବିୟା। ରତରବ ଆବଶ୍େୀୟ ଘନଫଳ

 V  = ( )2

0

2 cos sin
3

a b d
π

π + θ θ θ∫
 cosa b t+ θ =  େଖିବୟା ପରେ, sinb d dt⇒ θ θ = −

 = 22
3

a b

a b

dtt
b

−

+

 π −  ∫  

 = 
3 2 32 2 6 2

3 3 3 3

a b

a b

t a b b
b b

−

+

   π π − −
− = −   

   
 

 = ( )2 24 3
9

b aπ +
 

(ଉତ୍ତର)

ଉଦୟାହରଣ 1.70. (a – x) y2 = (a + x) x2  ବକ୍ରେ ରଗୟାଟଏି ଲ୍ପେ୍ x-ଅଷେ ଚତ୍ଃପୟାଶ୍ଦ୍ଧରେ  ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ େରଲ ଉତ୍ପନ୍ନ 
ଘନ ବସ୍୍େ ଘନ ଫଳ ନିର୍ଦ୍ଧୟ େେ। 
ସମୟାଧୟାନ: ବକ୍ରେ ଆେୟାେ ପୟାଶ୍ଦ୍ଧସ୍ ଚତି୍ରରେ ପ୍ରଦଶମିତ ବକ୍ରଟ ିx-ଅଷେ େିତ୍ତେି ସମଞ୍ସ । 

∴ ଆବଶ୍େ ଘନଫଳ V  = ( )
( )

0 02 2

a a

a x
y dx x dx

a x− −

+
π = π

−∫ ∫  

ମରନେେ ,a x z dx dz− = = − ରଯରତରବରଳ ,x a= − ତୟା’ପରେ 2z a=

ଏବଂ 0x =  ତୟା’ପରେ z a=   

 ∴ ( ) ( ) ( ) ( )22 2

2

2a a

a a

a a z a zV a z dz a z dz
z z

+ − −
= π − − = π −∫ ∫  

 = ( )2 2 22 2
a

a

a z a z az dz
z
−

π + −∫

 = 
32 2 2 22 2 4 2

a

a

a az a a z az dz
z

 
π + − − − + 

 ∫

 = 
23 32 2 2 3 2 22 4 5 2 log 2 5

3

a
a

a
a

a zaz z a dz a z az a z
z

   
π + − − = π + − −   

   ∫
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 = ( ) ( ) ( )
3 3

23 2 3 3 32
2 log 2 2 2 5 2 2 log 2 5

3 3
a aa a a a a a a a a a

      π + − − − + − −   
     

   = 3 22 log 2
3

a  π −  
  (ଉତ୍ତର)

ଉଦୟାହରଣ 1.71. ସୟାଇରେ୍ଲୟାଇଡ x = a (θ – sin θ), y = a (1 – cos θ) େ୍ x-ଅଷେ ଚତ୍ଃପୟାଶ୍ଦ୍ଧରେ ଘେ୍ୟାଇରଲ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ 

ରଷେତ୍ର ଦ୍ୟାେୟା ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନେ ଘନଫଳ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ, ରଯଉଁରେ 0 ≤ θ ≤ 2π।

ସମୟାଧୟାନ: ମରନେେ ବକ୍ରେ ତରଳ ଥିବୟା ଓ x - ଅଷେ ଉପେସି୍ ରଷେତ୍ରେ୍ x େଣ୍ରେ ବେିକ୍ତ େେୟାଗଲୟା ରଯଉଁରେ 

ପ୍ରରତ୍େ େଣ୍ x-ଅଷେପ୍ରତ ିଲମ୍ ଓ y-ଅଷେ ସହ ସମୟାନ୍ତେେ। ରଯ ରେୌଣସ ିେଣ୍େ ଦୂେୟାତୟା y-ଅଷେଠୟାେ୍ x ଓ ଏହୟାେ 

ଉଚତୟା y-ରହଲୟା ରତରବ ଘନଫଳ

 V =  ( ) ( )
2 2 22 2

0 0
1 cos 1 cosy dx a a d

π π
π = π − θ − θ θ∫ ∫

  = ( )
2 33

0
1 cosa d

π
π − θ θ∫

  = 
3

2 3 2

0
2sin

2
a d

π θ π × θ  ∫  
  = 23 6 3 6

0 0
8 sin 16 sin

2
a d a d

π πθ π θ = π φ φ  ∫ ∫  [θ = 2 φ]

  = / 23 6

0
32 sina d

π
π f f∫     ( )sin sinπ−f = f  

  = 3 2 35 3 132 . 5
6 4 2 2

a a× × π
π = π

× ×
   [ଲଘେ୍େଣ ସତୂ୍ର ବ୍ବହୟାେ େେ]ି

ଉଦୟାହରଣ 1.72 r = a(1 + cosθ) େୟାଡମିଅଡେ୍ ମଳୂ ଅଷେ ଚତ୍ଃପୟାଶ୍ଦ୍ଧରେ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ଦ୍ୟାେୟା ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନେ ଘନଫଳ ନରି୍ଦ୍ଧୟ 

େେ।
ସମୟାଧୟାନ:   ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନବସ୍୍େ ଘନଫଳ 

   (V)  = 3

0

2 sin
3

r d
π

π θ θ∫

  = ( )33

0

2 1 cos sin
3

a d
π

π + θ θ θ∫

  = ( ) ( )33

0

2 1 cos sin
3

a d
π

− π + θ − θ θ∫

  =  ( ) ( )4 4
3 3 3

0

1 cos 1 12 2 8
3 4 3 4 3

a a a
π

   + θ +
− π = π = π   

      

 

ଚତି୍ର 1.24

ଚତି୍ର 1.25
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ଉଦୟାହରଣ 1.73 y2 (2a – x) = x3  ସସିଏଡ୍ େ୍ ଏହୟାେ ଅନନ୍ତ ସ୍ପଶଦ୍ଧୀ ରେେୟା ଚତ୍ଃପୟାଶ୍ଦ୍ଧରେ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ େରଲ ଉତ୍ପନ୍ନ 

ଘନବସ୍୍େ ଘନଫଳ π2a3 ରବୟାଲି ଦଶଦ୍ଧୟାଅ।

ସମୟାଧୟାନ: ଏରେ ଅନନ୍ତ ସ୍ପଶଦ୍ଧୀ ରେେୟାଟ ିx = 2a

  ଅୟାବଶ୍େୀୟ ଘନଫଳ V  = ( )
2 2

0
2 2

a
a x dyπ −∫  ... (1)

  ବକ୍ରେ ସମୀେେଣେ୍ 

     

3/2

2
xy
a x

=
−  

   

( )
( )3/2

3

2

a x xdy
dx a x

−
=

−  

   

( )
( )3/2

3

2

a x x
dy dx

a x

−
=

−

ରଯରତରବରଳ y ଚଳ 0 େ୍  ∞ ପଯଦ୍ଧ୍ନ୍ତ ବ୍ୟାପ୍ତ x ଚଳ 0 େ୍ 2a ପଯଦ୍ଧ୍ନ୍ତ ବ୍ୟାପ୍ତ।

   V = ( ) ( ) ( )
( )

2 22 2
3/20 0

3
2 2 2 2

2

a a x x
a x dy a x dx

a x

π −
π − = π −

−∫ ∫

      =  ( )
2 22 2

0 0
2 2 4 2

a a
a x ax x dx a ax x dxπ − − + π −∫ ∫

  
22 sinx a= θ  ବ୍ବହୟାେ େରଲ

       
22 /22 2 2

0 0
2 2 4 sin cos

2
a aax x dx a a d

π
− = × θ θ θ = π∫ ∫

 ∴  ( )
23/22 2

2 3 2 3

0

2
4 0 2 2

3 / 2 2

a

ax x aV a a a
 − π = π + π = + π = π
 
 

ଉଦୟାହରଣ 1.74. y2=4ax ପୟାେୟାରବୟାଲୟାେ ଶୀଷଦ୍ଧେ୍ ନୟାେିଲମ୍େ ଏେ ପ୍ରୟାନ୍ତ ବନ୍ି୍ 
ପଯଦ୍ଧ୍ନ୍ତ ରଛଦନ ସେଳରେେୟା ଓ ପୟାେୟାରବୟାଲୟାେ ରଛଦୟାଂଶ ବକ୍ର ଦ୍ୟାେୟା ଆବର୍ 
ରଷେତ୍ରଟ ିଉକ୍ତ ରଛଦନେ ଚତ୍ଃପୟାଶ୍ଦ୍ଧରେ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ରହତ୍ ଉତ୍ପନ୍ନ ବସ୍୍େ ଘନଫଳ 
ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ।
ସମୟାଧୟାନ:    ପୟାେୟାରବୟାଲୟାେ ସମୀେେଣ 
  y2 = 4ax । 
  B ବନ୍ି୍େ ସ୍ୟାନୟାଙ୍କ ରହଉଛ ି(a, 2a) ଓ ଶୀଷଦ୍ଧ (0,0) ସତ୍େୟାଂ 

 

ଚତି୍ର 1.26

ଚତି୍ର 1.27
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OB େ ସମୀେେଣ 
   ( )2 00 0

0
ay x

a
−

− = −
−

 
 
⇒                2 0x y− =

ମରନେେ P ବନ୍ି୍େ ସ୍ୟାନୟାଙ୍କ (at2, 2at) ଓ PM, ସେଳରେେୟା P ବନ୍ି୍େ୍ OB ପ୍ରତ ିଲମ୍।

    
( )2 2 12 2

4 1 5
at tat atPM

−−
= =

+

  ( ) ( )2 22 20 2 0 4OP at at a t t= − + − = +

                         
( ) ( )22 2

2 2 2 2 2 2 4 1
4

5
a t t

OM OP PM a t t
−

= − = + −

                      
( )22 2

2 4
5

a t t
OM

+
=

               
( )4

5
a t t

OM
+

=

∴ ଆବଶ୍େୀୟ ଘନଫଳ ( ) ( ) ( ) ( )22 2
1 12

0 0

4 1 4
5 5t

a t t a t t
V PM d OM d

=

− + 
= π = π  

 
∫ ∫

( )( ) ( )
3 3 31 12 2 5 3 2

0 0

4 4 22 1 2 4 2 6 4
5 5 5 5 15 5

a a at t t t dt t t t dtπ π π
= − + + = − + =∫ ∫

 
(ଉତ୍ତର)

ଉଦୟାହରଣ 1.75 ଦୀଘଦ୍ଧ ଅଷେ ଚତ୍ଃପୟାଶ୍ଦ୍ଧରେ 
2 2

2 2 1x y
a b

+ =  ଏଲିପ୍ସେ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ରହତ୍ ଉତ୍ପନ୍ନ ପଷୃ୍ଠତଳେ ରଷେତ୍ରଫଳ ନରି୍ଦ୍ଧୟ 
େେ। 
ସମୟାଧୟାନ: ଏଲପ୍ସେି ସମୀେେଣ x2 + 4y2 = 16 

   
2

2 2 164 16
2

xy x y −
= − ∴ =

    4 42 2

0 0

6464 3 3
3

x dx x dxπ − = π −∫ ∫

     22 16
xdy dx

x
= −

−

   ( ) ( )
2 2 2

2 2

64 31 1
4 16 4 16

ds dy x x
dx dx x x

− = + = + =  − − 

ରଯଉଁ ବନ୍ି୍ରେ ଏଲିପ୍ସେ x-ଅଷେେ୍ ରଛଦେରେ ରସରେ y=0
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ତୟା’ପରେ   2 16 4x x= ⇒ = ±

ଏଲିପ୍ସେ ଉପେ ଅର୍ଦ୍ଧରେ x ଚଳ 0 େ୍ 4 ଯୟାଏଁ ବ୍ୟାପ୍ତ ଆବଶ୍େୀୟ ପ୍ୃଷ୍ଠ ରଷେତ୍ର ଫଳ

   = ( )
2 24 4

20 0

16 64 32 2 4
2 4 16

ds x xy dx dx
dx x

− −
× π = π ×

−∫ ∫

   = 4 42 2

0 0

6464 3 3
3

x dx x dxπ − = π −∫ ∫

   = 
4

2 1

0

64 64 33 sin
2 3 3 2 8
x xx − 

π − + × 

   = 164 32 33 2 16 sin
3 3 2

− 
π − + 
 

   = 4 32 43 2 8 1
3 33 3 3

π π   
π × + × = π +   
   

 (ଉତ୍ତର)

ଉଦୟାହରଣ 1.76  ବକ୍ର y =sinx େ x-ଅଷେ ଚତ୍ଃପୟାଶ୍ଦ୍ଧରେ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ରହତ୍ ଉତ୍ପନ୍ନ ପଷୃ୍ଠତଳ େ ରଷେତ୍ରଫଳ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ।
ସମୟାଧୟାନ:   ବକ୍ର y = sinx େ ଏେ ଚୟାପ (0, π) ମୟାଧ୍ରେ ଅବସ୍ିତ । 

 ରତଣ୍   
2

21 1 cosds dy x
dx dx

 = + = + 
    

        ଆବଶ୍େୀୟ ପଷୃ୍ଠ ରଷେତ୍ରଘଳ  = 
2

0
2 1 dyy dx

dx
π  π +  

 ∫   

  = 2

0
2 sin 1 cosx x dx

π
π +∫  [ t = cost େଖିବୟା ପରେ ⇒ dt  = – sinxdt ] 

  = ( )
1

21 12 2 1

1 1
1

1 12 1 2 1 2 sinh
2 2

t tt dt t dt t
− −

−
−

 +
− π + = π + = π + 

  
∫ ∫

  = ( ){ } ( ){ } ( )1 1 12 sinh 1 2 sinh 1 2 2 sinh 1− − −   π + − − − = π +    (ଉତ୍ତର)

ଉଦୟାହରଣ 1.77 x = a cos3t, y = a sin3t ଅଷ୍ର୍ ଏଡେ x-ଅଷେ ଚତ୍ଃପୟାଶ୍ଦ୍ଧରେ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ରହତ୍ ଉତ୍ପନ୍ନ ପଷୃ୍ଠତଳ େ 
ରଷେତ୍ରଫଳ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ।
ସମୟାଧୟାନ: ଏରେ ଚତି୍ର 1.29 ରେ ଦଶଦ୍ଧୟାଯୟାଇଥିବୟା ରେେୟାଙି୍କତ ରଷେତ୍ରେ୍ x-ଅଷେ ଚତ୍ଃପୟାଶ୍ଦ୍ଧରେ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ େେୟାଯୟାଇଅଛ।ି

            
2 2ds dx dy

dt dt dt
   = +   
   

        

ଚତି୍ର 1.28  
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                       ( ) ( )2 22 23 cos sin 3 sin cosa t t a t t= − +

   ( )2 2 2 2 29 cos sin cos sina t t t t= × +
   

3 cos sina t t=

∴ ପଷୃ୍ଠ ରଷେତ୍ରଫଳ  =  /2 /2 3

0 0
2 2 4 sin 3 cos sindsy dt a t a t t dt

dt
π π

π = π ×∫ ∫

 = 
/25/22 4 2 2

0
0

sin 1212 sin cos 12
5 5

ta t t dt a a
π

π  
π = π = π 

 ∫  (ଉତ୍ତର(

ଉଦୟାହରଣ 1.78 a ବ୍ୟାସୟାର୍ଦ୍ଧ ଓ (0,0) ରେନ୍ଦ୍ର ବଶିଷି୍ ବୃତ୍ତେ ପ୍ରରମ ପୟାଦ ଓ ବୃତ୍ତେ ପୟାଦେ ପ୍ରୟାନ୍ତବନ୍ି୍ରେ ଅଙି୍କତ, ସ୍ପଶଦ୍ଧେ 
ଦ୍ୟ ଦ୍ୟାେୟା ଆବର୍ ରଷେତ୍ରେ୍ ରଗୟାଟଏି ସ୍ପଶଦ୍ଧେେ ଚତ୍୍ଃପୟାଶ୍ଦ୍ଧରେ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ େେୟା ଗରଲ ଉତ୍ପନ୍ନ ପଷୃ୍ଠତଳେ ରଷେତ୍ରଫଳ ନରି୍ଦ୍ଧୟ 
େେ।

ସମୟାଧୟାନ: ବୃତ୍ତେ ସମୀେେଣ 

            2 2 2x y a+ =  େମି୍ୟା cos , sinx a t y a t= =

   ଓ P(x, y) ପ୍ରରମ ପୟାଦରେ ବୃତ୍ତ ଉପେସି୍ ରଯରେୌଣସ ିବନ୍ି୍।

   ( )cos 1 cosPM NA a x a a t a t= = − = − = −

∴     
2 2

2 2 2 2sin cosds dx dy a t a t a
dt dt dt

   = + = + =   
     

ପଷୃ୍ଠତଳେ ରଷେତ୍ରଫଳ  S ( )
/ 2

0
2 dsPM dt

dt
π

= π × ×∫

             ( )
/ 22

0
2 1 cosa t dt

π
= π −∫

           
[ ] / 22

0
2 sina t t π= π −

                                            22 1
2

a π = π −  
           ( )2 2a= π π− (ଉତ୍ତର) 

ଉଦୟାହରଣ 1.79 r = a ( 1 + cosθ)େୟାଡ଼ଦ୍ଧୟୟାଡ଼େ୍ ମଳୂ ଅଷେ ଚତ୍ଃପୟାଶ୍ଦ୍ଧରେ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ େ ରଲ ଉତ୍ପନ୍ନ ପଷୃ୍ଠତଳ େ ରଷେତ୍ରଫଳ 

ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ। 

ସମୟାଧୟାନ: େୟାଡ଼ଦ୍ଧୟୟାଡ଼ଟି ମୂଳ ଅଷେେିତ୍ତିେ ସମଞ୍ସ ଅରଟ ଓ ଏହୟାେ ଉପେ ଅର୍ଦ୍ଧରେ θ ଚଳ ‘0’ େ୍ π ପଯଦ୍ଧ୍ନ୍ତ ବ୍ୟାପ୍ତ।

ଚତି୍ର 1.29

ଚତି୍ର 1.30
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 ପ୍ନଶ୍   ( )
2

22 2 2 21 cos sinds drr a a
d d

 = + = + θ + θ θ θ 

   ( ) ( )22 1 cos 4cos / 2 2 cos
2

a a a θ = + θ = θ =  
 

∴ ଆବଶ୍େୀୟ ରଷେତ୍ରଫଳ  = 0 0
2 2 sin 2 cos

2
dsy d r a d
d

π π θ π θ = π θ × θ  θ∫ ∫  [ ]cos , sinx r y r= θ = θ

           = ( )
0

4 1 cos sin cos
2

a a d
π θ

π + θ θ θ∫

           = 2 2

0
4 2cos 2sin cos cos

2 2 2 2
a d

π θ θ θ θ
π × × θ∫

           = 2 4

0
16 cos sin

2 2
a d

π θ θ
π θ∫   

           = ( )2 4

0

116 2 cos sin
2 2 2

a d
π θ θ π − − × θ 

 ∫

           = ( )
5

2 2
2

0

cos 32 32232 0 1
5 5 5

a aa

πθ 
  π π

− π = − − = 
 
 

 (ଉତ୍ତର) 

ଉଦୟାହରଣ 1.80 r = a ବୃତ୍ତେ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ରହତ୍ ଉତ୍ପନ୍ନ ରଗୟାଲେେ ପୃ୍ଷ୍ଠତଳେ ରଷେତ୍ରଫଳ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ।

ସମୟାଧୟାନ: ବୃତ୍ତେ ରପୟାଲୟାେ ସମୀେେଣଟ ି r = a ମରନେେ ଚତି୍ରରେ ଦଶଦ୍ଧୟାଯୟାଇଥିବୟା ରେେୟାଙି୍କତ ଅଂଶେ୍ x-ଅଷେ 
ଚତ୍ଃପୟାଶ୍ଦ୍ଧରେ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ େେୟାଯୟାଇଛ।ି ରତରବ
  2

2 2 0ds drr a a
d d

 = + = + = θ θ 

 

∴    / 2

0
2 2 sin dsS r d

d
π

= π θ θ
θ∫

       /2

0
4 sina a d

π
= π θ× θ∫

       
/2 2

0
4 sina d

π
= π θ θ∫        [ ] / 22

0
4 cosa π= π − θ

       24 a= π  (ଉତ୍ତର)

 

ଚତି୍ର 1.31
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ପ୍ଶ୍ନମୟାଳୟା 1.7

1. x-ଅଷେ େିତ୍ତେିେ ିଏରଟ୍ୟାଏଡ୍ x2/3 + y2/3 = a2/3 େ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ଦ୍ୟାେୟା ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନବସ୍୍େ ପଷୃ୍ଠତଳେ ରଷେତ୍ରଫଳ 
ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ।

2. x-ଅଷେ େିତ୍ତେିେ ି ସୟାଲେ୍ଲଏଡ଼ x = a(θ – sin θ), y = a)1 – cos θ)େ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ଦ୍ୟାେୟା ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନବସ୍୍େ 
ପଷୃ୍ଠତଳେ ରଷେତ୍ରଫଳ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ।

. 3 ବକ୍ର  r2  = a2 cos2θ େ୍ ପ୍ରୟାେମି୍ଭେ ରେେୟା େିତ୍ତେିେ ିଲ୍ପେ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ଦ୍ୟାେୟା ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନବସ୍୍େ ପଷୃ୍ଠତଳେ 
ରଷେତ୍ରଫଳ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ।

. 4 ବକ୍ର y2(a + x) = x2(a – x) େ x-ଅଷେେ୍ େିତ୍ତେିେ ିଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ଦ୍ୟାେୟା ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନବସ୍୍େ ଘନଫଳ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ।

. 5 ବକ୍ର x = a cos3θ, y = a sin3θ େ θ = –π/2, θ =π/2 ପଯଦ୍ଧ୍ନ୍ତ ଚୟାପେ x-ଅଷେେ୍ େିତ୍ତେିେ ିଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ଦ୍ୟାେୟା 
ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନବସ୍୍େ ଘନଫଳ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ।

. 6 ବକ୍ର x y a+ = , x = 0, y = 0 ଦ୍ୟାେୟା ଆବର୍ ରଷେତ୍ରେ x-ଅଷେେ୍ େିତ୍ତେିେ ି ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ଦ୍ୟାେୟା ଉତ୍ପନ୍ନ 
ଘନବସ୍୍େ ଘନଫଳ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ। 

. 7 ବକ୍ର 27ay4 = 2(x – 3a)2 େ x-ଅଷେେ୍ େିତ୍ତେିେ ିଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ଦ୍ୟାେୟା ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନବସ୍୍େ ଘନଫଳ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ। 
8. x-ଅଷେ, y2 = 4ax ଏବଂ ରେୟାଟ ିx = 3a ଦ୍ୟାେୟା ଆବର୍ ରଷେତ୍ରେ୍ x-ଅଷେ େିତ୍ତେିେ ିଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ଦ୍ୟାେୟା ଉତ୍ପନ୍ନ 

ଘନବସ୍୍େ ଘନଫଳ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ। 
. 9 ବକ୍ର y2 = x3, x2 = y3 ମଧ୍ରେ ଥିବୟା ରଷେତ୍ରେ x-ଅଷେେ୍ େିତ୍ତେିେ ିଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ଦ୍ୟାେୟା ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନେ ଘନଫଳ 

5
28
π  ପ୍ରମୟାଣ େେ।

. 10 ଏଲିପ୍ସ 
2 2

2 2 1x y
a b

+ = େ୍ ଦୀଘଦ୍ଧ ଅଷେ ଚତ୍ଃପୟାଶ୍ଦ୍ଧରେ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ଦ୍ୟାେୟା ଉତ୍ପନ୍ନ ଏଲିପ୍ସଏଡ଼େ ପଷୃ୍ଠ ରଷେତ୍ରଫଳ ଏବଂ 

ଘନଫଳ ନିର୍ଦ୍ଧୟ େେ।
11. ପୟାେୟାରବୟାଲୟା y2 = 4axେ ନୟାେିଲମ୍ (ଳୟାଟସରେେ୍ଟମ) ଦ୍ୟାେୟା େଟୟା ଯୟାଇଥିବୟା ଅଂଶେ ଶୀଷଦ୍ଧରେ ସ୍ପଶଦ୍ଧରେେୟା 

ଚତ୍ଃପୟାଶ୍ଦ୍ଧରେ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ େେବିୟା ଦ୍ୟାେୟା ଉତ୍ପନ୍ନ ରହଉଥିବୟା ଘନେ ଘନଫଳ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ ।
12. ପୟାେୟାରବୟାଲୟା y2 = 4axେ ନୟାେିଲମ୍ (ଳୟାଟସରେେ୍ଟମ) ଦ୍ୟାେୟା େଟୟା ଯୟାଇଥିବୟା ଅଂଶେ ଶୀଷଦ୍ଧରେ ସ୍ପଶଦ୍ଧରେେୟା 

ଚତ୍ଃପୟାଶ୍ଦ୍ଧରେ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ େେବିୟା ଦ୍ୟାେୟା ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନେ ପଷୃ୍ଠ ରଷେତ୍ରଫଳ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ ।

13. ବକ୍ର r2 = a2 cos2θ ପୟାଇଁ ପ୍ରମୟାଣ େେ ରଯ ଘନେ ପ୍ରୟାେମି୍ଭେ ରେେୟା ଚତ୍ଃପୟାଶ୍ଦ୍ଧରେ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ଦ୍ୟାେୟା ଉତ୍ପନ୍ନ 

ଘନେ ରଷେତ୍ରଫଳ  ( )
2

3log 2 1 2
6 2

aπ  + −   ଅରଟ।
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14. ବକ୍ର 8 2y x
x
+

= −  ଏବଂ x-ଅଷେ ମଧ୍ସ୍ ରଷେତ୍ର, ସେଳରେେୟା x + 5 = 0 ଚତ୍ଃପୟାଶ୍ଦ୍ଧରେ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ଦ୍ୟାେୟା ଉତ୍ପନ୍ନ 

ଘନେ ଘନଫଳ  ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ ।
15. 3ay2 = x(x – a)2 ଦ୍ୟାେୟା ଦଆିଯୟାଇଥିବୟା ବକ୍ରେ ଲ୍ପ୍ େ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ଦ୍ୟାେୟା ଉତ୍ପନ୍ନ ରହଉଥିବୟା ଘନେ ପଷୃ୍ଠ 

ରଷେତ୍ରଫଳ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ ।

16. ବକ୍ର x = t2, 
3

3
ty = େ ଲ୍ପେ୍ x-ଅଷେେ ଚତ୍ଃପୟାଶ୍ଦ୍ଧରେ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ଦ୍ୟାେୟା ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନେ ଘନଫଳ ଏବଂ ପଷୃ୍ଠରେ 

ରଷେତ୍ରଫଳ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ ।

17. ‘a’ ବ୍ୟାସୟାର୍ଦ୍ଧ ବଶିଷି୍ ବୃତ୍ତେ ଏେ ଚ଼ତ୍ରଦ୍ଧୟାଂଶ ନଜିେ ଜ୍ୟା ଚତ୍ଃପୟାଶ୍ଦ୍ଧରେ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ େରେ। ଉତ୍ପନ୍ନ ସି୍ପଣ୍ଲ (Spindle)େ 
ଘନଫଳ ( )

3

10 3
6 2

aπ
− π  ପ୍ରମୟାଣ େେ। 

ଉତ୍ତରମୟାଳୟା

 1. 212
5

aπ  2. 264
3

aπ  3. ( )22 2 2aπ −  4. 3 22 log 2
3

a  π −  
 5.   

216
105

aπ   

 6. 
3

12
aπ  7. 348 aπ  8. 318 aπ   10. 3 2 1 12 1 sina e e e− −π = − + ଏବଂ 24

3
abπ  

 11. 34
5

aπ   12. ( )2 3 2 log 2 1a  π + −    14. 432π  15. 4
3
a    16. 3 , 3

4
π

π

ଆକଶଦ୍ଧଣରୀୟତଥଟ୍ୟ:
 y ତ୍ରମ ଜୟାଣିଛ େ,ି ରବୈଦ୍୍ତ ପେପିରରେ, େରେଣ୍ଟ ଏବଂ ଚୟାଜଦ୍ଧ ମଧ୍ରେ ଏେ ସମ୍ପେଦ୍ଧ ଅଛ,ି ଯୟାହୟା ଏହ ିଧୟାେଣୟା 

ଦ୍ୟାେୟା ଗଣନୟା େେୟାଯୟାଇପୟାେବି । (https://www.math24.net/integrals-electric-circuits)
 y ଇଞି୍ନୟିେଂି େୟାଯଦ୍ଧ୍ ବେିିନ୍ନ ଶଳି୍ପରେ ଏହ ିଧୟାେଣୟାେ ଜ୍ୟାନେ୍ ବ୍ବହୟାେ େେ ିରଯ ରେୌଣସ ିବସ୍୍େ େୟାେରେନ୍ଦ୍ର 

ଏବଂ ଜଡ଼ତ୍ୱ ଆଘରୂ୍ଦ୍ଧ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେୟାଯୟାଏ ।
 y ସ୍ପତ,ି ରଯରେୌଣସ ିେବନ ନମିଦ୍ଧୟାଣ େେବିୟା ସମୟରେ ଏହ ିଧୟାେଣୟାେ୍ ବ୍ବହୟାେ େେନ୍ତ ି।
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େିେଓି ସଂବଯୟାଗ (ଉତ୍ସ: NPTEL)

ସରୀମୟାଯୁକ୍ ସମୟାକଳନର ପ୍ବୟୟାଗ-1

�ୟାସ୍ତ� େରୀ�ନବର ପ୍ବୟୟାଗ  
 y ଏହ ିଧୟାେଣୟା ବୟାଣିଜ୍ ଏବଂ ଅରଦ୍ଧଶୟାସ୍ତ୍ର ରଷେତ୍ରରେ “Lorenz curve” «ରଲୟାରେଞ୍ ବକ୍ର” ଏବଂ “Gini 

Coefficient” “ଗିନ ିଗ୍ଣୟାଙ୍କ»େ ଗଣନୟା େେବିୟା ପୟାଇଁ ଏବଂ ରମୟାଟ ଲୟାେରେ ବୃର୍ ିେେବିୟା ପୟାଇଁ ପ୍ରରୟୟାଗ 
େେୟାଯୟାଏ।

 y  ରେୌଣସ ିବସ୍୍େ ବସ୍୍ତ୍ୱ ଏବଂ ଘନତୟା ରେୟାଜବିୟା ପୟାଇଁ ପଦୟାରଦ୍ଧ ବଜି୍ୟାନରେ ପ୍ରରୟୟାଗ େେୟାଯୟାଏ ।
 y ଏହୟାେ ବ୍ବହୟାେ ମଧ୍ ହୟାେୟାହୟାେ ିପେବିତ୍ତଦ୍ଧନ, ଘନଫଳ, ତରୁଟ ିଆେଳନ ଏବଂ ପଷୃ୍ଠତଳେ ରଷେତ୍ରଫଳ ନରି୍ଦ୍ଧୟ 

େେବିୟାରେ ରହୟାଇରୟାଏ ।
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ସମୟାହତି କଠନି ପ୍ଶ୍ନମୟାଳୟା 
ଉଦୟାହରଣ 1  { }

10

.3/2
2x dx

−∫  
େ ମଲୂ୍ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ, ରଯଉଁରେ {.}, x େ େଗୟାଂଶ।

ସମୟାଧୟାନ:   ଆରମ ଜୟାଣ୍ ରଯ f (x) = {2x} ଏେ ଆବତ୍ତଦ୍ଧୀ ଫଳନ ଯୟାହୟାେ ଆବତ୍ତଦ୍ଧ ବୟା ଅବଧି ରହଉଛ ି½ । 

ରତଣ୍   { } { }
( )

( )10 20 1/2

.3/2 3 1/2
2 2I x dx x dx

− −
= =∫ ∫

     1/2

0
23 2x dx= ∫ (ରଯରହତ୍ {2x= 2x- [2x] ଏବଂ ରଯରତରବରଳ x∈ [0, 1/2], [2x] = 0)

     1/22

0
23x=

23
4

= (ଉତ୍ତର) 

ମନ୍ତ�ଟ୍ୟ:  ଯଦ ିf (x) ଏେ ଆବତ୍ତଦ୍ଧୀ ଫଳନ ଓ ଅବଧି p ,

 ରତରବ ( ) ( )
/

/
,

b np b

a np a
f x dx f x dx n I= ∈∫ ∫

ଉଦୟାହରଣ 2    41 3

1

xx e dx
−∫ େ ମଲୂ୍ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ।

ସମୟାଧୟାନ:   ମରନେେ ( ) 43 xf x x e= ରତରବ, 

∴        ( ) ( ) ( ) ( )
4 43 3x xf x x e x e f x−− = − = − = −

ରତଣ୍  f (x) ଏେ ଅଯ୍ଗ୍ମ ଫଳନ ଅରଟ। 

∴ ( ) 41 1 3

1 1
0xf x dx x e dx

− −
= =∫ ∫ (ଉତ୍ତର) 

ଉଦୟାହରଣ 3    ( )
1

1/0 1
nn

dx

x−
∫ ଏେ ମଲୂ୍ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ। 

ସମୟାଧୟାନ:   ମରନେେ ( )
1

1/0 1
nn

dxI
x

=
−

∫
2sinnx = θେଖିବୟା ପରେ, ⇒ 2/sin nx = θ

    
2 12 sin cosndx d

n

 − 
 = θ θ θ

∴        
2 1 2 1/2 /2

0 0

2 sin cos 2 sin
cos

n
nI d d

n n

 −     −π π  
 θ θ

= θ = θ θ
θ∫ ∫  

          
1 1 1

2 2
1 1 2

2 2

n n
nn n

n n

     Γ Γ Γ     π     = =
+   Γ + Γ   

   

(ଉତ୍ତର) 
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ଉଦୟାହରଣ 4    
( )( )

b

a

dx
x a b x− −∫  େ ମଲୂ୍ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ।

ସମୟାଧୟାନ :   ମରନେେ  2 2cos sinx a b= θ+ θ

⇒  2 cos sin 2 sin cosdx a d b d= − θ θ θ+ θ θ θ
      ( )2 sin cosb a d= − θ θ θ  
ଏବଂ               2 2cos sinx a a b a− = θ+ θ−  
      ( ) 2sinb a= − θ  
ଏବଂ            2 2cos sinb x b a b− = − θ+ θ

     ( ) 2sinb a= − θ

∴                 
( )
( )

/ 2

0

2 sin cos
sin cos

b a
I d

b a
π − θ θ

= θ
− θ θ∫

    / 2

0
2 1. d

π
= θ = π∫  (ଉତ୍ତର)

ଉଦୟାହରଣ 5 ଉପଯ୍କ୍ତ ପ୍ରତସି୍ୟାପନ ଦ୍ୟାେୟା ଦଶଦ୍ଧୟାଅ ରଯ ( )

1/2 2 1 2 1

0 0

1sin cos , , 0
2 1

x
x y

x y

td dt x y
t

−π ∞− −
+θ θ θ = >

+∫ ∫
ସମୟାଧୟାନ: ମରନେେ 1sin

1 z
θ =

+
 ରତଣ୍ 

1/2

cos
1
z

z
θ =

+

 ( ) 3/21cos 1
2

d z dz−θ θ = − +

ବତ୍ତଦ୍ଧମୟାନ     /2 2 1 2 1

0
sin cosx yI d

π − −= θ θ θ∫

  
( ) ( ) ( )

10

1/2 1 3/2

1 1 1.
2 1 1 1

y

x y

z dz
z z z

−

− −∞
= −

+ + +∫

  ( )
( )

1

0

1 1 ,
2 21

y

x y

z dz B y x
z

−∞

+= =
+∫

ଆରମ ଜୟାଣ୍        ( ) ( ), ,B x y B y x=

ରତଣ୍    
( ) ( )

1 1

0 0

1 1
2 21 1

x x

x y x y

z tI dz dt
z t

− −∞ ∞

+ += =
+ +∫ ∫   (ପ୍ମୟାଣିତ)

ଉଦୟାହରଣ 6 ଯଦ ି
/2

0
sinn

nI x dx
π

= ∫ ରତରବ ପ୍ରମୟାଣ େେ ରଯ 2
1

n n
nI I
n −
− =   

ସମୟାଧୟାନ:   ଦତ୍ତ ଅଛ ି      
/ 2

0
sinn

nI x dx
π

= ∫
   ( )

/ 2/21 2 2

0 0
sin cos 1 sin cosn nx x n x x dx

ππ− − = − + −  ∫
   ( ) ( )/ 2 2 2

0
1 sin 1 sinnn x x dx

π −= − −∫
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   ( ) ( )
/ 2 /22

0 0
1 sin 1 sinn nn x dx n x dx

π π−= − − −∫ ∫
      

( ) ( ) 21 1n n nI n I n I −+ − = −

        2
1

n n
nI I

n −

− =  
 

  (ପ୍ମୟାଣିତ)

ଉଦୟାହରଣ 7. y2 = 4ax ପୟାେୟାରବୟାଲୟାେ ରଯଉଁ ଅଂଶଟ ିନୟାେିଲମ୍ ରଛଦ ରହତ୍ ଉତ୍ପନ୍ନ ତୟାହୟା ଶୀଷଦ୍ଧରେ ଅଙି୍କତ ସ୍ପଶଦ୍ଧେ 
ଚତ୍ଃପୟାଶ୍ଦ୍ଧରେ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ େରେ। ଉତ୍ପନ୍ନ ପଷୃ୍ଠତଳେ ରଷେତ୍ରଫଳ ନଣିଦ୍ଧୟ େେ।

ସମୟାଧୟାନ:   ଦତ୍ତ ପୟାେୟାରବୟାଲୟା ରହଉଛ ିy2 = 4ax  (1) 

ସମୀେେଣ(1)େ୍ ‘x’ େିତ୍ତେି ଅବେଳନ େରଲ, ଆରମ ପୟାଉ 
2dy a

dx y
=  

   
2 2

2

41 1ds dy a
dx dx y

 = + = + 
 

         

241
4

a x a
ax x

+
= + =

ଏରେ ବକ୍ରଟ ିx-ଅଷେ େିତ୍ତେି ସମଞ୍ସ ଏବଂ OL ଚୟାପ ପୟାଇଁ ଚଳ x, ‘0’ 
େ୍ ‘a’ ପଯଦ୍ଧ୍ନ୍ତ ବ୍ୟାପ୍ତ।
ଶୀଷଦ୍ଧରେ ଅଙି୍କତ ସ୍ପଶଦ୍ଧେ ଅରଦ୍ଧୟାତ୍ y-ଅଷେ ଚତ୍ଃପୟାଶ୍ଦ୍ଧରେ ଚୟାପ LOL′ େ 
ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ଦ୍ୟାେୟା ଉତ୍ପନ୍ନ ପଷୃ୍ଠତଳେ ଆବଶ୍େୀୟ ରଷେତ୍ରଫଳ ରହଉଛି
∴  

0
2 2

a dsS x dx
dx

= π∫
   2

0 0
4 4

a ax ax dx x ax dx
x
+ = π = π + 

 ∫ ∫

   
2 2

0
4

2 2
a a ax dx

     = π + −    
     

∫

   
2

2 2

0

1 14 . log
2 2 2 4 2

a
a a ax x ax x x ax

     = π + + − + + +     
     

{ }2
2 2 2 2 2 21 log

2 2
ax a dx x x a x x a

 
− = + − + − 

 ∫
 

   
2 21 3 34 . . 2 log 2 log

2 2 8 2 8 2
a a a a aa a

    = π − + +   
    

ଚତି୍ର 1.32
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2 2
3 2

3 24 2 log
4 8 / 2

a a
a a

a

   +      = π −  
      

   
( )2 13 2 log 3 2 2

2
a  = π − +  

   ( )22 13 2 log 2 1
2

a  = π − +  

   ( )2 3 2 log 2 1a  = π − +   (ଉତ୍ତର)

ଉଦୟାହରଣ 8  ରେୟାନ୍ 2 23z x y= − +    ଏବଂ ପୟାେୟାରବୟାଲିକ୍ 2 21z x y= + +    ଦ୍ୟାେୟା ଆବର୍ ପଷୃ୍ଠତଳେ ରଷେତ୍ରଫଳ 
ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ। 
ସମୟାଧୟାନ: ସରଙ୍କତ ରପୟାଲୟାେ ସ୍ୟାନୟାଙ୍କେ୍ ପେବିତ୍ତଦ୍ଧନ େେ ିସମୟାଧୟାନ େେ।

ଉଦୟାହରଣ 9 ଏଲିପ୍ସ 
2 2

2 2 1x y
a b

+ =  େ ନୟାେିଲମ୍ ଦ୍ୟାେୟା ରଛଦତି େୟାଗ, ଶୀଷଦ୍ଧରେ ଅଙି୍କତ ସ୍ପଶଦ୍ଧେ ଚତ୍ଃପୟାଶ୍ଦ୍ଧରେ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ 

ରହତ୍ ଉତ୍ପନ୍ନ ପଷୃ୍ଠତଳ େ ଘନଫଳ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ। 

ସମୟାଧୟାନ: ଦତ୍ତ ଏଲିପ୍ସେ ସମୀେେଣ 
2 2

2 2 1x y
a b

+ =

ଏଲିପ୍ସେ ନୟାେି ରହଉଛ ି(ae, 0) ରଯଉଁରେ 
2

21 be
a

= −   

ରହଉଛ ିଉରକେନ୍ଦ୍ରତୟା (eccentricity)। ନୟାେି ରଦଇ ଏବଂ 

ଏଲିପ୍ସ ଦ୍ୟାେୟା ଅନ୍ତେଣି୍ତ ରେେୟାେଣ୍େ୍ ନୟାେିଲମ୍ (ଲୟାଟସ 

ରେେ୍ଟମ) େ୍ହୟାଯୟାଏ । 

ମରନେେ ଏେ ଡକିେେ ବ୍ୟାସୟାର୍ଦ୍ଧ(a– x) ଏବଂ ରମୟାରଟଇ 
dy ଅଛ ିରତରବ ଏହ ିେୟାଗରେ ଘନଫଳ ରହଉଛ ି ( )2a x dyπ − .

ରତଣ୍, ଦତ୍ତ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ଦ୍ୟାେୟା ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନେ ଘନଫଳ ରହଉଛ ି। 

              ( )
2

2

/ 2

/

b a

b a
V a x dy

−
= π −∫    ( )

2 / 2

0
2

b a
a x dy= π −∫   

( )
2 / 2 2

0
2 2

b a
a ax x dy= π − +∫

 [ 
2 2

2 2 1x y
a b

+ =  ଅରଦ୍ଧୟାତ୍  ( )
2

2 2 2
2

ax b y
b

= − ]
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( ) ( )
2 2/ 2 2 2 2 2

20
2 2 .

b a a aa a b y b y dx
b b

 
= π − − + − 

 
∫

  { }22 / 2 2 2 2
2 0

2 2 2
b aa b b b y y dy

b
π

= − − −∫

  
2 /2 2 3

2 2 2 1
2

0

2 12 2 sin
2 2 3

b a
a b y yb y b y b y

bb
−  π  = − − + −      

  
2 2 2 4 2 6

2 2 1
2 2 3

2 12 . 2 . . sin
2 2 3

a b b b b b bb b b
a a ab a a

−
  π    = − − + −       

  
2 4 4 6

2 2 3 1
2 2 3

2 2 sin
3

a b b b ba b b
a ab a a

− π  = − − − −    

  2 2 2 3 1 32 6 3 3 sin
3

b ba b ab a b a b
a a

−π   = − − − −    
 (ଉତ୍ତର)

ଉଦୟାହରଣ 10 ବକ୍ର ( )
3

2 2

ay
a x

=
+

େ ଅନନ୍ତ ସ୍ପଶଦ୍ଧୀ ରେେୟାେ 

ଚତ୍ଃପୟାଶ୍ଦ୍ଧରେ ଘୂର୍ଦ୍ଧନ ଦ୍ୟାେୟା ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନେ ଘନଫଳ ନିର୍ଦ୍ଧୟ େେ।

ସମୟାଧୟାନ:   ଉତ୍ତର: 2 31
2

aπ  

ଉଦୟାହରଣ 11 ପ୍ରମୟାଣ େେ ରଯ ବକ୍ର (a – x) y2 = a2xେ ଅନନ୍ତସ୍ପଶଦ୍ଧୀ 
ରେେୟା େିତ୍ତରିେ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ଦ୍ୟାେୟା ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନେ ଘନଫଳ 2 31

2
aπ

 
। 

ସମୟାଧୟାନ: ଦତ୍ତ ବକ୍ର (a – x) y2 = a2x  ଅରଟ। ଏହୟାେ ଆେୟାେ ଚତି୍ରରେ 
ଦଶଦ୍ଧୟାଇ ଦଆିଯୟାଇଛ ି। y ଉଚ୍ଚତମ ଘୟାତେ ଗ୍ଣୟାଙ୍କେ୍ ଶୂନ୍ ସହତି ସମୟାନ େେବିୟା 
ପରେ, y- ଅଷେ ସହତି ସମୟାନ୍ତେୟାଳ ଅନନ୍ତସ୍ପଶଦ୍ଧୀ ରେେୟା ରହଉଛ ିa – x = 0 ଅରଦ୍ଧୟାତ୍, 
x = a  । 

ଧେୟାଯୟାଉ ବ୍ୟାସୟାର୍ଦ୍ଧ (a – x) ଏବଂ ରମୟାରଟଇ dy େ ଏେ ଡକିେ େୂପରେ ଅଂଶେ 
ଘନଫଳ ରହଉଛ ି ( )2a x dyπ − .
ରତଣ୍, ଦତ୍ତ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ଦ୍ୟାେୟା ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନେ ଘନଫଳ

              V = ( )2

0
2

y
a x dy

∞

=
π −∫  

   
= 

2

2 20
2 a ya dy

y a
∞  

π − + 
∫

   

2

2 2

a yx
y a

 
= + 



   = 
( )

6
20 2 2

2 dya
y a

∞
π

+
∫  

 ଚତି୍ର 1.34

 ଚତି୍ର 1.35
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ମରନେେ tany a= θ େଖିବୟା ପରେ, 2secdy a d= θ θ , 
ରଯରତରବରଳ  y = 0, q = 0 

, / 2y →∞ θ→πଏବଂ ରଯରବ
ରତଣ୍, ଆବଶ୍େୀୟ ଘନଫଳ

            V = 
2/2 /26 3 2

4 40 0

sec2 2 cos
sec

aa d a d
a

π πθ
π θ = π θ θ

θ∫ ∫

   = 3 2 31 12 . .
2 2 2

a aπ
π = π  (ଉତ୍ତର)

ଉଦୟାହରଣ 12 ବିଟୟା ଫଳନେ ଅେିସେଣ ଆରଲୟାଚନୟା େେ।

ଦଶଦ୍ଧୟାଅ ରଯ ( )
1 11

0
1 nmx x dx−− −∫ େ ଅସି୍ତ୍ୱ ଅଛ,ି ଯଦ ିଏବଂ ରେବଳ ଯଦ ିm, n ଉେୟ ଧନୟାତ୍ମେ ଅଟନ୍ତ।ି 

ସମୟାଧୟାନ: ମରନେେ ( )
1 11

0
1 nmI x x dx−−= −∫  

‘I’ ସଙ୍ଗତ ସମୟାେଳଜ ରହବ ଯଦ ିm ≥ 1 େମି୍ୟା n ≥ 1 ଏବଂ ରସଥିପୟାଇଁ ଅେିସୟାେୀ ଅରଟ। ସ୍ପଷ୍ େୟାବରେ 0 େମି୍ୟା 1 

ଅନନ୍ତ ବଚି୍ନି୍ନତୟାେ ବନ୍ି୍ ରହରବ ଯଦ ିm < 1 ଏବଂ n < 1 ।  m < 1 ଏବଂ n  <1 ପୟାଇ,ଁ 0 ଏବଂ 1 ମଧ୍ରେ ଏେ 

ସଂେ୍ୟା ½  (ଧେୟାଯୟାଉ) ନଆିଯୟାଉ, ଯୟାହୟା ଦ୍ୟାେୟା ଆରମ ସମୟାେଳଜେ୍ ଏହ ିପେ ିେୟାବରେ ରଲଖିପୟାେବିୟା, 

  ( ) ( )
1/2 11 11 1

0 1/2
1 1n nm mI x x dx x x dx− −− −= − + −∫ ∫

 ମରନେେ 1 2I I I= +        ... (1)

ପ୍ରରମ ସମୟାେଳଜ ( )
1/2 11

1 0
1 nmI x x dx−−= −∫  

େ x = 0 ରେ ଅେିସୟାେତିୟାେ ଆରଲୟାଚନୟା େେବିୟା ରଯରତରବରଳ m < 1

ଏରେ   ( ) ( ) ( ) 1
11

1

1
1

n
nm

m

x
f x x x

x

−
−−

−

−
= − =    [ ]1m <

ମରନେେ ( ) 1

1
mg x

x −=  ରତଣ୍ ( )
( ) ( ) 1

0 0
lim lim 1 1,n

x x

f x
x

g x+ +

−

→ →
= − = ଯୟାହୟା ସୀମିତ ଏବଂ ଅଣଶୂନ୍ ଅରଟ। 

∴ ସମୟାେଳଜ I1 ଏବଂ ( )
1/2 1/2

10 0

1
mg x dx dx

x −=∫ ∫  ଏେୟା ସୟାରଙ୍ଗ ଅେିସୟାେୀ େମି୍ୟା ଅପସୟାେୀ ରହରବ ।

େନ୍ି୍ତ ସମୟାେଳଜ 1/2

10

1
m dx

x −∫ , x = 0 ରେ ଅେିସୟାେୀ ଅରଟ ଯଦ ିଏବଂ ରେବଳ ଯଦ ି1-m  < 1 ଅରଦ୍ଧୟାତ୍ m > 0  

∴ I1 , x = 0 ରେ ଅେିସୟାେୀ ଅରଟ, ଯଦ ିଏବଂ ରେବଳ ଯଦ ି0 < m < 1 

ଦ୍ତିୀୟ ସମୟାେଳଜ ( )
1 11

2 1/2
1 nmI x x dx−−= −∫  ରେ x = 1 ରେ ଅେିସୟାେତିୟାେ ଆରଲୟାଚ଼ନୟା େେବିୟା ରଯରତରବରଳ n 

< 1:
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ଏରେ   ( ) ( )
( )

1
11

11
1

m
nm

n

xf x x x
x

−
−−

−= − =
−

  [ ]1n <

ମରନେେ ( )
( )1

1
1 ng x

x −=
−  ରତଣ୍ ( )

( )
1

1 1
lim lim 1,m

x x

f x
x

g x+ +

−

→ →
= =  ଯୟାହୟା ସୀମିତ ଏବଂ ଅଣଶୂନ୍ ଅରଟ। 

∴ ସମୟାେଳଜ I2 ଏବଂ ( )
( )

1 1

11/2 1/2

1
1 ng x dx dx

x −=
−∫ ∫  ଏେୟା ସୟାରଙ୍ଗ ଅେିସୟାେୀ େମି୍ୟା ଅପସୟାେୀ ରହରବ ।

େନ୍ି୍ତ ସମୟାେଳଜ ( )
( )

1 1

11/2 1/2

1
1 ng x dx dx

x −=
−∫ ∫ , x = 1 ରେ ଅେିସୟାେୀ ଅରଟ ଯଦ ିଏବଂ ରେବଳ ଯଦ ି1 - n  

<1ଅରଦ୍ଧୟାତ୍ n > 0  
∴ I2 ଅେିସୟାେୀ x = 1ରେ ଯଦ ିଏବଂ ରେବଳ ଯଦ ି0 < n < 1. 
ରତଣ୍ ସୟାମୀେେଣ (1) େ୍, ସମୟାେଳନ I ଅେିସୟାେୀ ଅରଟ ଯଦ ିଏବଂ ରେବଳ ଯଦ ି0 < m < 1 ଏବଂ 0 < n < 1. 
ଏହୟା ସହତି m  ≥ 1 ଏବଂ n ≥ 1 ପୟାଇଁ ଏେ ସଙ୍ଗତ ସମୟାେଳଜ ଅରଟ। 
ଉଦୟାହରଣ 13 ଗୟାମୟା ଫଳନେ ଅେିସେଣ ଆରଲୟାଚନୟା େେ ।

ଦଶଦ୍ଧୟାଅ ରଯ ସମୟାେଳଜ 1

0

n xx e dx
∞ − −∫  ଅେିସୟାେୀ ଅରଟ ଯଦ ିn > 0  

ସମୟାଧୟାନ: ମରନେେ 1

0

n xI x e dx
∞ − −= ∫

 ⇒     
1 1 1

0 1

n x n xx e dx x e dx
∞− − − −= +∫ ∫  

 ମରନେେ               1 2I I I= +  ... (1)

 ଏରେ           ( ) 1
1

x
n x

n

ef x x e
x

−
− −

−= =  

ସମୟାେଲ୍ f  [0, 1]ରେ,  x = 0 ରେ ଅନନ୍ତ ବଚି୍ନି୍ନତୟା ଅରଟ ଯଦ ିn <1 ଏବଂ I1 ଏେ ସଙ୍ଗତ ସମୟାେଳଜ ଅରଟ ଏବଂ 
ଏହ ିେୟାେଣେ୍ n ≥ 1 ପୟାଇଁ ଅେିସୟାେୀ ଅରଟ।

ପ୍ରରମ ସମୟାେଳଜ 
1 1

1 0

n xI x e dx− −= ∫ େ x = 0 ରେ ଅେିସୟାେୀତୟାେ ଯୟାଞ୍ଚ େେବିୟା ରଯରତରବରଳ n < 1

 ଏରେ   ( ) ( ) ( ) 1
11

1

1
1

n
nm

m

x
f x x x

x

−
−−

−

−
= − =    [ ]1m <

 ମରନେେ ( ) 1

1
ng x

x −= ରତଣ୍ ( )
( )0 0

lim lim 1x

x x

f x
e

g x+ +

−

→ →
= = , ଯୟାହୟା ସୀମିତ ଏବଂ ଅଣଶୂନ୍ । 

େନ୍ି୍ତ ସମୟାେଳଜ ( )
1 1

10 0

1
ng x dx dx

x −=∫ ∫  ଅେିସୟାେୀ ଅରଟ ଯଦ ିଏବଂ ରେବଳ ଯଦ ି1 - n  < 1 ଅରଦ୍ଧୟାତ୍ n > 0.   
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ରତଣ୍ ତ୍ଳନୟାତ୍ମେ ପେୀଷେୟା ଦ୍ୟାେୟା, ସମୟାେଳଜ 1

0
f dx∫ , 0 < n <1 ପୟାଇଁ ଅେିସେଣ ହ୍ଏ । ଏହୟା ସହତି n ≥ 1 ପୟାଇ ଁ

ଏେ ସଙ୍ଗତ ସମୟାେଳନ ଅରଟ । ରତଣ୍ I1 ସମସ୍ n > 0 ପୟାଇଁ ଅେିସେିତ ଅରଟ।

ଦ୍ତିୀୟ ସମୟାେଳନ 1
2 1

n xI x e dx
∞ − −= ∫  

େ ଅେିସୟାେୀତୟା ଯୟାଞ୍ଚ େେବିୟା। 

 ମରନେେ ( ) 2

1g x
x

=
 
ରତଣ୍  ( )

( )
1

0
lim lim 0 ,

n

xx x

f x x x
g x e+

+

→ ∞ →
= = ∀

 ବତ୍ତଦ୍ଧମୟାନ   ( ) 21 1

dxg x dx
x

∞ ∞
=∫ ∫ ଅେିସୟାେୀ ଅରଟ ।  [ ]2 1n = >

∴   ତ୍ଳନୟାତ୍ମେ ପେୀଷେୟା ଦ୍ୟାେୟା, I2,  n > 0 ପୟାଇ ଁଅେିସୟାେତି ହ୍ଏ ।
ରତଣ୍, ସମୀେେଣ (1)େ୍, ଆରମ ଏହ ିସରି୍ୟାନ୍ତେ ଉପନୀତ ରହଲ୍ରଯ ସମୟାେଳଜ I ଅେିସୟାେୀ ରହବ ଯଦ ିଏବଂ ରେବଳ 
ଯଦ ିn > 0. 

ସୟାରୟାଂଶ

. 1 ବକ୍ରତୟା ବ୍ୟାସୟାର୍ଦ୍ଧ ( )3/ 22
1

2

1 y

y

+
ρ =

. 2 ବକ୍ରତୟା ରେନ୍ଦ୍ରେ ସ୍ୟାନୟାଙ୍କ sin , cosx x y y= −ρ ψ = +ρ ψ  ଏବଂ ( )2 2
1 1 1

2 2

1 1,
y y yx x y y

y y

+ +
= − = +

. 3 ଇରେୟାଲ୍୍ଟ ଏବଂ ଇନରେୟାଲ୍୍ଟ: ବକ୍ରେ ବକ୍ରତୟା ରେନ୍ଦ୍ରେ ସଞ୍ଚୟାେପରେ୍ ଇରେୟାଲ୍୍ଟ େ୍ହୟାଯୟାଏ ଏବଂ ବକ୍ରେ୍ 
ହିଁ ଇନରେୟାଲ୍୍ଟ େ୍ହୟାଯୟାଏ ।

. 4 ଯଦ ିf(x)େ୍ [a, b] ଅନ୍ତେୟାଳ ରେ ବ୍ୟାେ୍ୟା େେୟାଯୟାଏ, ରତରବ f(x)େ ସୀମୟାଯ୍କ୍ତ ସମୟାେଳଜେ୍ ଏହ ିପ୍ରେୟାେ 

ରଲେୟା ଯୟାଏ। ( ) ( ) ( )
b

a
f x dx F b F a= −∫

. 5 ସମୟାେଳଜ ( )
b

a
f x dx∫ , f (x) ଏେ ଅସଙ୍ଗତ ସମୟାେଳଜ ରହବ, ଯଦ ି‘a’ ‘b’ ଅରବୟା ଉେୟ ‘a’ ଓ ‘b’ ଅସୀମ 

େମି୍ୟା ଫଳନ f (x) [a, b] ରେ ଅନୟାବର୍ ଅରଟ।
. 6 ବଟିୟା ଏବଂ ଗୟାମୟା ଫଳନ:

a. ( ) ( )
1 11

0
, 1 nmB m n x x dx−−= −∫  ଅେିସେୀ m, n>0 ପୟାଇଁ

b. ( ) 1

0

x nn e x dx
∞ − −Γ = ∫  ଅେିସେୀ  n>0 ପୟାଇଁ

c. ( ) ( ) ( )1 , 1 !n n n n nΓ + = Γ Γ − = , ରଯଉଁରେ n ଧନୟାତ୍ମେ ପୂର୍ଦ୍ଧୟା ସଂେ୍ୟା ଅରଟ। 

d. ( ) ( ) 11 1 2 ,
2

 Γ = = Γ Γ = π 
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e. ( ) ( ) ( )
( )

,
m n

B m n
m n

Γ Γ
=

Γ +

f.   / 2

0

1 1
1 1 1 2 2sin cos ,

22 2 2 2
2

p q

p q
p qx x dx B

p q
π

+ +   Γ Γ   + +     = =  + +   Γ 
 

∫

g. 
( )

/ 2 /2 1/2 1/2

0 0

3 1
4 4tan sin cos
2 1

d d
π π −

   Γ Γ   
   θ θ = θ θ θ =
Γ∫ ∫

. 7 ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ଦ୍ୟାେୟା ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନେ ପଷୃ୍ଠ ରଷେତ୍ରଫଳ

2

2 2 1
b b

a a

dyS y ds y dx
dx

 = π = π +  
 ∫ ∫  (x-ଅଷେ ଚତ୍ଃପୟାଶ୍ଦ୍ଧରେ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ)

2

2 2 1
b b

a a

dyS x ds x dy
dx

 = π = π +  
 ∫ ∫   (y-ଅଷେ ଚତ୍ଃପୟାଶ୍ଦ୍ଧରେ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ) 

. 8 ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ଦ୍ୟାେୟା ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନେ ଘନଫଳ
x-ଅଷେ ଚତ୍ଃପୟାଶ୍ଦ୍ଧରେ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ 2b

a
V y dx= π∫

y-ଅଷେ ଚତ୍ଃପୟାଶ୍ଦ୍ଧରେ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ 2d

c
V x dy= π∫  

ସଂକି୍ପ୍ତ ପ୍ଶ୍ନମୟାଳୟା

1. 
/ 2 3 5/2

0
sin cosx x dx

π

∫  
େ ମଲୂ୍ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ ।

a. 1
77

   b. 2
77

   c. 4
77

   d. 8
77

. 2 ଏେ ଏଲିପ୍ସେ ଇରେୟାଲ୍୍ଟ ନୟାମ ରହବ
a. େେରେନ୍ଦ୍ର  b. ଆଟ୍ଏଡ୍  c. ସୟାଇେ୍ଲଏଡ୍    d. ହୟାଇପେରବୟାଲଏଡ

. 3 ଇନରେୟାଲ୍୍ଟେ୍ ମଧ୍ େ୍ହୟାଯୟାଏ । 
a. ଇନରେୟାଲ୍୍ଟ  b. ଇେଲରେଣ୍ଟ  c. ଏନ୍ େଲପ୍   d. ସ୍ପଶଦ୍ଧେ

4. x2 + y2 = 25 ବକ୍ରେ ବକ୍ରତୟା ରେରତ  ?
a. 5    b. 25    c. 0.5    d. 0.2 
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. 5 ଏେ ସେଳରେେୟାେ ବକ୍ରତୟା ରେରତ  ?
a. ଅନନ୍ତ   b. 1    c. 0  d. ସେଳରେେୟାେ ରଦୈଘଦ୍ଧ୍

6. ( ) ( )
/ 2 1 1

0
tan cot cot tanx x dx

π − − + ∫ େ ମଲୂ୍  ? 

a. 
4
π     b. π     c. 

2

4
π    d. 

2

2
π

. 7 ଯଦ ି ( )1 7 1

1
cosI x x dx−

−
= +∫ ଅରଟ, ରତରବ cos I େ ମଲୂ୍ ରେରତ ?

  a.1    b. 0   c. –1    d. ½

8. 
/ 2

0
sin sin 2 d

π
θ θ θ∫  େ ମଲୂ୍ ରେରତ  ?

a. 1    b. 0   c. π/2   d. π/4
. 9 ନମି୍ନଲିଖିତ ମଧ୍େ୍ ରେଉଁଟ ିଗୟାମୟା ଫଳନେ ସଂଜ୍ୟା ନ୍ରହଁ ?

a. ( ) !n nΓ =       b. ( ) ( )1n n nΓ + = Γ  

c. ( ) 1

0

n xn x e dx
∞ − −Γ = ∫     d. ( )

1
1

0

1log
n

n dy
y

−
 

Γ =  
 

∫

10. 

21

0 41
x dx

x−
∫

 
େ  ମଲୂ୍ ରେରତ  ?

a. ( )
( )

2 5 / 4
1/ 4

π Γ
Γ

   b. ( )
( )

2 3 / 4
1/ 4

πΓ
Γ

  c. ( )
( )

2 3 / 4
1/ 4

π Γ
Γ

  d. ( )
( )

2 3 / 4
5 / 4

π Γ
Γ

11. Γ(9/4) ଏହୟାେ ମଲୂ୍ ରେରତ  ? 

a. 5 1 1
4 4 4

 × ×Γ  
  b. 9 5 1 1

4 4 4 4
 × × ×Γ  

 c. 5 1 5
4 4 4

 × ×Γ  
  d. 1 1

4 4
 ×Γ  

12. Γ(n) Γ(1 – n) ଏହୟାେ ମଲୂ୍ ରେରତ  ? 

a. 
sin n
π
π

   b. 
sin n
π

−
π

  c. 0   d. !n

. 13 ଏଲିପ୍ସ 
2 2

2 2 1x y
a b

+ = େ୍ ରଯରତରବରଳ ଏହୟାେ ଲଘ ୍ଅଷେ ଚତ୍ଃପୟାଶ୍ଦ୍ଧରେ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ େରଲ, ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ଦ୍ୟାେୟା ଉତ୍ପନ୍ନ 

ଘନେ ଘନଫଳ ରେରତ?

a. 4ab ଘନ ୟ୍ନଟି୍  b. 24
3

a b ଘନ ୟ୍ନଟି୍  c. 4
3

ab ଘନ ୟ୍ନଟି୍ d. 4 ଘନ ୟ୍ନଟି୍  

14. y x= , 2y =  ଏବଂ 0y =  ଦ୍ୟାେୟା ଅବର୍ ରଷେତ୍ରେ୍ y-ଅଷେ ଚତ୍ଃପୟାଶ୍ଦ୍ଧରେ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ େରେ ଉତ୍ପନ୍ନ ରଷେତ୍ରେ 
ଘନଫଳ ରେରତ ?

a. 32πଘନ ୟ୍ନଟି୍ b. 32
5
π ଘନ ୟ୍ନଟି୍ c. 32

5
ଘନ ୟ୍ନଟି୍   d. 5

32
π ଘନ ୟ୍ନଟି୍ 
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. 15 େୟାଡଦ୍ଧଏଡ r = a(+1 cosθ) େ ରଷେତ୍ରଫଳ ରେରତ ?

a. 23
2

aπ   b. 23 aπ    c. 23
4

aπ   d. 23
8

aπ  

ଉତ୍ତରମୟାଳୟା
1. d  2. b 3. b 4. d 5. c 6. c  7. c 8. d
9. a  10. c  11. a  12. a 13. b 14. b  15. a 

ଅସମୟାହତି କଠନି ପ୍ଶ୍ନ  

. 1 ବକ୍ରେ ରଦୟାଳନ ସମତଳରେ ଏେ ବନ୍ି୍େ୍ ବ୍ୟାେ୍ୟା େେ ଏବଂ ଏହ ିସଂଜ୍ୟା ଦ୍ୟାେୟା ଏହୟାେ ସମୀେେଣ ନରି୍ଦ୍ଧୟ 
େେ ।

. 2 ଦଶଦ୍ଧୟାଅ ରଯ ବକ୍ରତୟା ରେନ୍ଦ୍ରେ ସଞ୍ଚୟାେପରଏେ ଇରେୟାଲ୍୍ଟ ଅରଟ, ରଯରତରବରଳ ବକ୍ର ରେବଳ ଏେ ସମତଳ 
ଅରଟ ।

. 3 ପ୍ରମୟାଣ େେ ରଯ ଦ୍ଇଟ ିଇନରେୟାଲ୍୍ଟେ ଅନ୍େୂପ ବନ୍ି୍ଗ୍ଡ଼େି ମଧ୍ରେ ଦୂେତୟା ନରି୍ଦ୍ଧୟ ଅରଟ ।

4. 
3 2

2
1x dx

−
−∫  

େ ମଲୂ୍ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ । 
. 5 ସମୟାେଳଜ 3 2

2
1x dx

−
−∫  

େ ଅେିସୟାେତିୟା ବଷିୟରେ ଆରଲୟାଚ଼ନୟା େେ । 
. 6 ପ୍ରମୟାଣ େେ ରଯ ସମତଳ x = 0, x = a, y = 0, y = a େ ମଧ୍ରେ ଥିବୟା ପଷୃ୍ଠ z2 = 2xy େ ରଷେତ୍ରଫଳ 

ରହଉଛି4
3 2
a bab + 

 
 

 ।

. 7 ସଲିିଣ୍େ (x2 + y2)2 = 2a2 xy େ ମଧ୍ରେ ଥିବୟା ପଷୃ୍ଠ az = xy େ ରଷେତ୍ରଫଳ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ।

. 8 ଚକ୍ରଜ (ସୟାଇେ୍ଲଏିଡ଼) େ େୂମିେ ଚତ୍ଃପୟାଶ୍ଦ୍ଧରେ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ଦ୍ୟାେୟା ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନେ ଘନଫଳ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ।
9. ‘a’ ବ୍ୟାସୟାର୍ଦ୍ଧ ବଶିଷି୍ ଏେ ବୃତ୍ତେ ଏେ ଚତ୍ରଦ୍ଧୟାଂଶ ଏହୟାେ ଜ୍ୟାେ ଚତ୍ଃପୟାଶ୍ଦ୍ଧରେ ଘରୂ୍ଦ୍ଧନ ରଯୟାଗଁ୍ ଉତ୍ପନ୍ନ ରହଉଥିବୟା 

ସି୍ପଣି୍ଲେ ଘନଫଳ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ ।
ଉତ୍ତରମୟାଳୟା

 4. 28 / 3    6. n > 0 ପୟାଇଁ ଅେିସୟାେୀ ଏବଂ n ≤ 0 ପୟାଇ ଁଅପସୟାେୀ 

 8. ( ) 21 20 3
9

a− π    9. 2 35 aπ   10. ( )3 10 3
6 2

aπ − π
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ତୁବମ େୟାଣିଛ କ ି?  

ନ୍୍ଟନ୍  ଅବେଳନ ଗଣିତେ୍ ନଜି ସଂକେେଣରେ “The method of fluxion” “ଫ୍ଲକ୍ଆିନ୍ େ ପର୍ତ’ି’ େୟାବରେ ବର୍ଦ୍ଧନୟା 
େେଥିିରଲ। ରସ 1666 ରେ ଫ୍ଲକ୍ଆିନ୍  ଉପରେ ଏେ ପ୍ରବନ୍ଧ ରଲଖିଥିରଲ, େନ୍ି୍ତ ତୟାଙ୍କେ ଅରନେ ରଲେୟାପେ,ି ଏହୟା ମଧ୍ 
ଅରନେ ଦଶନ୍ଧ ିପଯଦ୍ଧ୍ନ୍ତ ପ୍ରେୟାଶତି ରହୟାଇନଥିଲୟା । ତୟାଙ୍କେ ମହୟାନ୍  େୟାଯଦ୍ଧ୍  “Philosophic naturalis principia 
mathematica” (ପ୍ରୟାେୃତେି ଦଶଦ୍ଧନେ ଗୟାଣିତେି ସରି୍ୟାନ୍ତ) 1687 ମସହିୟାରେ ପ୍ରେୟାଶତି ରହୟାଇଥିଲୟା । ଏଥିରେ ଗତ ିଓ 
ମୟାଧ୍ୟାେଷଦ୍ଧଣେ ଅରନେ ସରି୍ଦ୍ଧୟାନ୍ତ ଅନ୍ତେ୍ଦ୍ଧକ୍ତ ଥିଲୟା, େନ୍ି୍ତ ସ୍ପଷ୍ େୟାବରେ ବହ୍ତ (େଳନ ଗଣିତ) ଅନ୍ତେ୍ଦ୍ଧକ୍ତ ନଥିଲୟା; ଯଦଓି 
ଆେମ୍ଭରେ େଳନ ଗଣିତେ େଛି ିବ୍ୟାେ୍ୟା ଅଛ,ି ନ୍୍ଟନ୍ ନଶିି୍ତ େୟାବରେ ନଜିେ ସରି୍ଦ୍ଧୟାନ୍ତେ୍ ସତୂ୍ରେୟାବରେ ପ୍ରେୟାଶ େେବିୟା 
ପୟାଇଁ େଳନଗଣିତ ବ୍ବହୟାେ େେଥିିରଲ । ତରୟାପି, ନ୍୍ଟନ୍ ଙ୍କ “The method of fluxion” ‘ପ୍ରବୟାହେ ପର୍ତ’ି 1693 
ମସହିୟା ପଯଦ୍ଧ୍ନ୍ତ ସ୍ପଷ୍ େୟାବରେ ମଦି୍୍ତ ରହୟାଇନଥିଲୟା ।

ଅନ୍ପରଟ, ରଲବନିଜି୍ (Leibniz) ଙ୍କ ଦ୍ୟାେୟା 1684 ମସହିୟାରେ େଳନଗଣିତ ଉପରେ ତୟାଙ୍କେ ପ୍ରରମ ପ୍ରବନ୍ଧ 
ପ୍ରେୟାଶ େେଥିିରଲ ଏବଂ ଦୟାବ ିଜଣୟାଇଥିରଲ ରଯ 1670 ମସହିୟାରେ ରସ େଳନଗଣିତ ଆବଷି୍ୟାେ େେଥିିରଲ । ପ୍ରେୟାଶତି 
ରେେଡଦ୍ଧ (ନଥି)େ୍ ଅନ୍ତତଃ ପରଷେ, ଏଥିେ୍ ଜଣୟାପଡ୍ଛ ିରଯ ଲିବନଜି୍  ପ୍ରରରମ େଳନଗଣିତ ଆବଷି୍ୟାେ େେଥିିରଲ ।

ରଯରତରବରଳ ନ୍୍ଟନ୍ ଏବଂ ରଲବନିଜି୍ ଙ୍କ ମଧ୍ରେ ପ୍ରୟାେମ୍ଭରେ ରସୌହୟାର୍ଦଦ୍ଧ୍ପୂର୍ଦ୍ଧ ସମ୍ପେଦ୍ଧ ଥିଲୟା, ରସହ ିସମୟରେ 
ରଲବନିଜି୍ ଏବଂ ତୟାଙ୍କ ଅନ୍ଗୟାମୀମୟାରନ ଇଂେୟାଜୀ ଗଣିତଜ୍ ଜନ୍ େୟାଲିସ୍ ଙ୍କ ଦ୍ୟାେୟା ଦଆିଯୟାଇଥିବୟା ଏେ ବବୃିତ୍ତଉିପରେ 
ଧ୍ୟାନ ରଦଇନଥିରଲ। ,ବରିଦଶୀମୟାନଙ୍କ ପ୍ରତ ିଘଣୃୟା େୟାବ େଖିବୟା ତରୟା ଏବଂ ଝଗଡୟାେୟାେୀ ଚେତି୍ର ବଶିଷି୍, େୟାଲିସ୍ ସୟାେୟା 
ଜୀବନ ଇଂେୟାଜୀ ରବୈଜ୍ୟାନେିଙ୍କ ତେଫେ୍ ପ୍ରୟାରମିେତୟା ବବିୟାଦେ ମେ୍ୟାବଲିୟା େେଥିିରଲ । 1695 ମସହିୟାରେ, ରବୟାଧହ୍ଏ 
ଅଜୟାଣତରେ, େୟାଲିସ୍ ସଚୂନୟା ରଦଇଥିରଲ ରଯ ରଲବନିଜି୍ ନ୍୍ଟନଙ୍କଠୟାେ୍ େଳନଗଣିତ ଶଖିିଛନ୍ତ ି- ଏହ ିଦୟାବ ିବତ୍ତଦ୍ଧମୟାନ 
ମିର୍ୟା ରବୟାଲି ବରିବଚନୟା େେୟାଯୟାଏ ।

ପ୍ନବଦ୍ଧୟାେ, ରଲବନିଜି୍ ଙ୍କେ ଏେ ବବୃିତ୍ତ ି ଦ୍ୟାେୟା ଅପମୟାନତି ରହୟାଇ ରଯ ରେରତେ ଗୟାଣିତେି ସମସ୍ୟା ରେବଳ 
ରଲବନିଜି୍ ଙ୍କ ନଜି େଳନଗଣିତ ସଂକେେଣ ଦ୍ୟାେୟା ସମୟାଧୟାନ ରହୟାଇପୟାେବି, 1699 ମସହିୟାରେ ଫୟାଟଓି ଡ ିଡ୍ଏଲେ ନୟାମେ 
ଜରଣ ଗଣିତଜ୍, ଲିବନଜିଙ୍କ ଉପରେ ପୟାଠ ରଚୟାେେି ଆରେୟାପ ଲଗୟାଇଥିରଲ। ସମସ୍ୟା ବଢଚିୟାଲିଲୟା , ଫଳତଃ ନ୍୍ଟନ୍ 
ଏବଂ ରଲବନିଜି୍ ମଧ୍ ଦୟାଶଦ୍ଧନେି ପ୍ରଶ୍ନଗ୍ଡ଼େିରେ ଅସହମତ ଥିରଲ।

1712 ମସହିୟାରେ ଇଂଲଣ୍େ େୟୟାଲ ରସୟାସୟାଇଟ ିଅଫ୍ ଇଂଲଣ୍ ଏହ ିମୟାମଲୟାେ ସମୟାଧୟାନ ପୟାଇଁ ଏେ େରିପୟାଟଦ୍ଧ 
ରଲଖିଥିଲୟା - ରେବଳ ଏହୟା ବ୍ତୀତ ସମଗ୍ର ଅନ୍ସନ୍ଧୟାନ ନରିଜ ନ୍୍ଟନ୍ ଙ୍କ ଦ୍ୟାେୟା ପ୍ରେୟାବଶୟାଳୀ େୟାବରେ ନରିର୍ଦଦ୍ଧଶତି 
ରହୟାଇଥିଲୟା । େରିପୟାଟଦ୍ଧେ୍ ଜଣୟାପଡଛି ିରଯ ରଲବନିଜି୍, ନ୍୍ଟନ୍ ଙ୍କ େୟାଯଦ୍ଧ୍ ବଷିୟରେ, ନଜିେ ଜ୍ୟାନ ଲ୍ଚ଼ୟାଇଥିରଲ- ଯୟାହୟା 
ବତ୍ତଦ୍ଧମୟାନ ମିର୍ୟା ରବୟାଲି ବରିବଚନୟା େେୟାଯୟାଉଥିବୟା ତର୍ ଉପରେ ଆଧୟାେତି । ଏହୟାେ ଉତ୍ତେରେ ରଲବନିଜି୍ ନ୍୍ଟନ୍ ଏବଂ 
ରସମୟାନଙ୍କ ଅନ୍ଗୟାମୀମୟାନଙ୍କ ଉପରେ ଅେିରଯୟାଗ େେଥିିରଲ ରଯ, ରସମୟାରନ ରଲବନିଜି୍ ଙ୍କ ନଜି େୟାଲେ୍ଲସ୍ େ୍ ରଚୟାେୟାଇ 
ଥିରଲ ଏବଂ ଏହୟାେ ପ୍ରରୟୟାଗରେ ତରୁଟ ିେେଥିିରଲ। 1716 ମସହିୟାରେ ରଲବନିଜି୍ ଙ୍କ ମତ୍ୃ୍ ପରେ ମଧ୍ ଅେିରଯୟାଗ ଓ ପ୍ରତ ି
-ଅେିରଯୟାଗ ପୂର୍ଦ୍ଧ ମୟାତ୍ରୟାରେ ବବିୟାଦ େଲ ଚୟାଲିଥିଲୟା ।
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ବବିୟାଦେ୍ ରେହ ିେଲ େୟାବରେ ବୟାହୟାେେ୍ ଆସରିଲ ନୟାହିଁ। ନ୍୍ଟନ୍ ଏବଂ ରଲବନିଜି୍ ଉେୟ ଅବଶି୍ସନୀୟ ଗୟାଣିତେି 
ଆବଷି୍ୟାେରେ ସଷେମ ଥିରଲ, େନ୍ି୍ତ ରସମୟାନଙ୍କେ ବଚିୟାେ ଦଶଦ୍ଧୟାଉଛ ିରଯ ରସମୟାରନ ମଧ୍ େଛି ିମୟାତ୍ରୟାରେ େମ୍ ପ୍ରେୟାବଶୟାଳୀ 
ଆଚେଣ େେବିୟାେ୍ ସଷେମ ଥିରଲ ।

ପ୍କଳ୍ପ/ �ଟ୍ୟ�ହୟାରିକ/ କୟାଯଦ୍ଧଟ୍ୟକଳୟାପ 

ପ୍କଳ୍ପ 
. 1 ନମି୍ନଲିଖିତ ବକ୍ରେ ଇରେୟାଲ୍୍ଟେ ସମୀେେଣ ଗଣନୟା େେବିୟା ପୟାଇଁ ପେରିମୟ ରେେୟା ସମହୂେ ଏନେଲପେ୍ 

ଗଣନୟା େେବୟା ପୟାଇଁ ନଜିସ୍ୱ ରଲେୟା ସଷିୃ୍ େେ ।
i. ପୟାେୟାରବୟାଲୟା y = x2 ପୟାଇଁ x(t) = t, y(t) = t2  ରଯଉଁରେ ‘t’ ରହଉଛ ିଏେ ପୟାେୟାମିଟେ ।
ii. ଏଲିପ୍ସ x2 + 4 y 2 = 4 ପୟାଇଁ ( ) 2

8
1 4

tx t
t

=
+

 ଏବଂ ( )
2

2

4 1
1 4

ty t
t
−

=
+

 ରଯଉଁରେ ‘t’ ରହଉଛ ିପୟାେୟାମିଟେ । ଏହ ି
ଇରେୟାଲ୍୍ଟ ସହ ଅନ୍େୂପ ବକ୍ରେ ଚତି୍ର ଅଙ୍କନ େେ ।

. 2 ବଟିୟା ଫଳନ ଏବଂ ଟି୍ଙ୍ଗ ସରି୍ୟାନ୍ତେ ସମ୍ପେଦ୍ଧ ନରି୍ଦ୍ଧୟାେଣ େେ। 

�ଟ୍ୟ�ହୟାରିକ 
. 1  ବଟିୟା ଫଳନେ -3D ପ୍ରତବିମି୍  ଅଙ୍କନ େେ।

2. ( )
4

1
6x dx+∫  ପୟାଇଁ ରଲେଚତି୍ର ଅଙ୍କନ େେ ଏବଂ ନରି୍ମିଷ୍ ସୀମୟାେ ରଷେତ୍ରେ୍ ଛୟାୟୟାଙି୍କତ େେ । 

. 3 ସୀମୟାଯ୍କ୍ତ ସମୟାେଳଜେ ବ୍ବହୟାେ େେ ିଦତ୍ତ ବକ୍ରେ ଛୟାୟୟାେତି ରଷେତ୍ରେ ରଷେତ୍ରଫଳ ନରି୍ଦ୍ଧୟ େେ:

a.

 

b.

 

ଚତି୍ର 1.36 ଚତି୍ର 1.37

. 4 ଏେ ପୟାେୟାରବୟାଲୟାେ ଇରେୟାଲ୍୍ଟେ୍ ଅଙ୍କନ େେବିୟା ପୟାଇଁ ମ୍ୟାଟଲୟାବ(MATLAB)େ ସଂରେତ (ରେୟାଡ) ରଲେ । 
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କୟାଯଦ୍ଧଟ୍ୟକଳୟାପ
. 1 ଗୟାମୟା ଫଳନ, ଓ କ୍ରମ ଗ୍ଣିତ ଫଳନେ୍ େପିେ ିେୟାରବ ଅନ୍ତମୂଦ୍ଧଲ୍ୟାୟନ େରେ ? (ଚନି୍ତୟା ଓ ବ୍ୟାେ୍ୟା େେ) 
. 2 ଗୟାମୟା ଫଳନେ ରଲେଚତି୍ର  େପିେ ିରଦେୟାଯୟାଏ ?  [ସରଙ୍କତ: ପୟାଇରନ୍ ରେୟାଡ୍ େ ବ୍ବହୟାେ େେପିୟାେରିବ ]

ଅଧିକ େୟାଣନୁ୍ତ

. 1 ଯଦ ିf ଏେ ଯ୍ଗ୍ମ ଫଳନ ଏବଂ ( )
2

0
,f x dx k=∫ ରତରବ 

21

21

1 1x f x dx
xx−

 −  +     ∫ ମଲୂ୍ ସହତି ସମୟାନ ....

 a.  0   b. 2k   c. k    d. 4k  

2.   ସମୟାେଳଜ [ ]( )5

5
x x dx

−
−∫  

େ ମଲୂ୍ ରହଉଛ ି
       a.  0   b. 5   c. 10    d. 15

3.   [ ]2

0

xx dx∫ ଏହୟାେ ମଲୂ୍ ରହଉଛ ି

       a.  1
2

   b. 3
2

   c. 5
2

   d. 7
2

4.    Γ(0.1), Γ(0.2) Γ(0.3) .... Γ(0.9) ମଲୂ୍ ରହଉଛ ି? 

        a.  ( )9/22
10
π    b. 

2

10
π    c. 1

2
   d. 1

2

5.   
2

1 0
,

1 cos1
x dxA dx B

xx
π

= =
+−∫ ∫  ଅେିସୟାେତିୟାେ ପେୀଷେୟା େେ।

6.    
4

0 (4 )
dx

x x−∫  ଅେିସୟାେତିୟାେ ପେୀଷେୟା େେ। 

7.     ମରନେେ 
20 1

dt
t

∞
α =

+∫ , ନମି୍ନଲିଖିତ ମଧ୍େ୍ ରେଉଁଟ ିସତ୍ ? 
 a.  

2

1
1

d
dt t
α
=

+
    b. α ଏେ ପେରିମୟ ସଂେ୍ୟା     

 c. ( )log 1α =     d. ( )sin 1α =

ଉତ୍ତରମୟାଳୟା

 1.b    2.b     3.c  4. a
 5. A,  8/3 ରେ ଅେିସୟାେୀ ଏବଂ B, ∞ ରେ ଅପସୟାେୀ ଅରଟ ।   6. ଅପସୟାେୀ 7. d
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ଅଧ୍ୟାୟ ବେଶୖଷି୍ଟ୍ୟ
ଏହ ିଅଧ୍ୟାୟରେ ରେୟାଲଙ୍କେ (Rolle’s) ପ୍ରରେୟେ ଜ୍ୟାେିତକି ବ୍ୟାଖ୍ୟା, େୟାଧ୍େୟାନ ଉପପୟାଦ୍ ଏହୟାେ ଜ୍ୟାେିତକି ବ୍ୟାଖ୍ୟା, 
ରେଲେ ଏବଂ େ୍ୟାକଲୟାେନ୍ ଙ୍କେ ଉପପୟାଦ୍ ସହତି ଅବରେଷ, ଅନରିଣ୍ଣେୟ େୂପ ଏବଂ ରଲୟାପିତୟାଲଙ୍କ (L’Hospital) 
ନୟିେ ପ୍ରରୟୟାଗ ଇତ୍ୟାଦେି ଆରଲୟାଚନୟା କେୟାଯୟାଇଛ।ି ବଷିୟକୁ ଠକି େୂରପ ବୁଝବିୟା ପୟାଇଁ ଅରନକ ସେୟାହତି ଉଦୟାହେଣ 
ଅନ୍ତରୁଣେକ୍ତ କେୟାଯୟାଇଛ।ି ବଦି୍ୟାରଣେଥୀେୟାନଙ୍କ ସବୁଧିୟା ପୟାଇଁ ଅରନକ ଚତି୍ର ପ୍ରଦୟାନ କେୟାଯୟାଇଛ।ି

ଯୁକି୍ଯୁକ୍ତୟା
ଉପପୟାଦ୍ ଗଣିତେ ପ୍ରୟାଣ ପିଣ୍ଡ । ଉପପୟାଦ୍ ସେଳ କେି୍ୟା ଜେଳି ରହୟାଇପୟାରେ। ଅରନକ ଉପପୟାଦ୍ ଅଛ ି ଯୟାହୟାେ 
ପ୍ରେୟାଣ ରସୌନ୍ଦଯଣେ୍ରେୟା ଏବଂ ସଙ୍ଥୀତସେ । ଏହ ିବଷିୟଗୁଡକୁି ରନଇ ବଚିୟାେ ରିନ୍ନ ରିନ୍ନ ବ୍କି୍ତଙ୍କ ରଷେତ୍ରରେ ରିନ୍ନ ରିନ୍ନ 
ରହୟାଇରୟାଏ। ଅରନକ ଉପପୟାଦ୍େ ପ୍ରରୟୟାଗ ବରିିନ୍ନ ରଷେତ୍ରରେ କେୟାଯୟାଇ ଉପରଯୟାଗଥୀ ଆବେ୍କତୟା ଲବ୍ଧ ରହୟାଇରୟାଏ । 
ଗତ ିବଜି୍ୟାନରେ ଲିେିେ, ନେିବଚ୍ନି୍ନତୟା, ଅବକଳନଥୀୟତୟା ଇତ୍ୟାଦେି ବହୁଳ ବ୍ବହୟାେ କେୟାଯୟାଇରୟାଏ । ଉଦୟାହେଣ ସ୍ୱେୂପ 
ରଗୟାେଏି ବଲକୁ େୂନ୍କୁ ଫିଙି୍ରଲ ତୟାହୟା ସବଣେୟାଧିକ ରକରତ ଦୂେତ୍ୱ ଓ ସବଣେୟାଧିକ ରକରତ ଉଚ୍ଚତୟା ପଯଣେ୍ନ୍ତ ଯୟାଇପୟାେବି, 
ବ୍ବସୟାୟରେ ଷେତ ିକପିେ ିସବଣେନେି୍ନ ରହବ ଓ ଲୟାର କପିେ ିସରବଣେୟାଚ୍ଚ ରହବ, ଏ ସବୁ ଜୟାଣିବୟାପୟାଇଁ କଳନ େୟାସ୍ତ୍ରେ ପ୍ରରୟୟାଗ 
ଦ୍ୟାେୟା ସରବଣେୟାଚ୍ଚ ଓ ସବଣେନେି୍ନ େୟାନ ନରି୍ଣେୟାେଣ ସଫଳତୟାେ ସହତି ସମ୍ୟାଦତି ହୁଏ । ଏ ସବୁ ଦୃଷି୍େୁ ଗଣିତେ କଳନ େୟାସ୍ତ୍ରେ 
ସଦୂୁେ ପ୍ରସୟାେଥୀ ପ୍ରରୟୟାଗ ବରିିନ୍ନ ରଷେତ୍ରରେ ବଦି୍େୟାନ । ଏତଦ୍ ବ୍ତଥୀତ ରେଲେ ଉପପୟାଦ୍ େ୍ୟାକଲେନି ଉପପୟାଦ୍େ 
ପ୍ରରୟୟାଗ ଦ୍ୟାେୟା ବରିିନ୍ନ ଫଳନେ ଅନନ୍ତ ସମ୍ପ୍ରସୟାେଣ କେୟାଯୟାଏ ଏବଂ ପ୍ରରୟୟାଗୟାତ୍ମ ରଷେତ୍ରରେ ଆଂେକି େୟାନ ନରି୍ଣେୟାେଣ 
ପୟାଇଁ ଏହ ିଉପପୟାଦ୍ ଗୁଡକି ଅତ୍ନ୍ତ ଉପରଯୟାଗଥୀ ।

2 କଳନ ଗଣିତ - 2
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ପ୍ରକ୍ -ଆେଶଟ୍ୟକତୟା :
1.  ଅବଚି୍ନି୍ନତୟା ଏବଂ ଅବକଳନଥୀୟତୟାେ ଧୟାେଣୟା । 
2.   ବରିେଷ ପ୍ରକୟାେେ ଫଳନ  ଯରୟା େଡ଼, ବର୍ଣେେୟାନ ଫଳନ, ହ୍ୟାସେୟାନ ଫଳନ ଇତ୍ୟାଦ ିଏବଂ ବବୃିତ 

ଅନ୍ତେୟାଳ(Open Interval) ସଂବୃତ ଅନ୍ତେୟାଳ(Closed interval)।
3.  ଲିେିେେ େଲୂ୍ୟାୟନ ଏବଂ ଏହୟାେ କୟାଯଣେ୍କୟାେତିୟା । 
4.  କଛି ିଫଳନ ଯରୟା ( )sin , cos , log 1 , xx x x e+  ଇତ୍ୟାଦେି ସମ୍ପ୍ରସୟାେଣ । 

ଅଧ୍ୟାୟ ଫଳୟାଫଳ 
ଏହ ିଅଧ୍ୟାୟ ସମ୍ପୂର୍ଣ୍ଣ ଅଧ୍ୟନ ପବେ, େଦିଟ୍ୟୟାରଣ୍ଣଥୀମୟାବନ ନମି୍ନଲିଖିତବେ ସକ୍ଷମ ବହବେ:

U2-01 େୟାଧ୍େୟାନ ଉପପୟାଦ୍କୁ ବ୍ବହୟାେ କେ ିରକୌଣସ ିଫଳନେ ଅବକଳନେ ଗୁଣଧେଣେକୁ ପ୍ରେୟାଣ କେବିୟା।

U2-02 ରଯରତରବରଳ x → ∞ ରତରବ ଫଳନ
f (x)େ ଅନନ୍ତ ସ୍ପେଣେଥୀ ଆଚେଣ ନଧିଣେୟାେଣ କେପିୟାେରିବ। ଏବଂ   ରଲୟାପିତୟାଲଙ୍କ ନୟିେ ଦ୍ୟାେୟା ଲିେିେେ 
େଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କେପିୟାେରିବ ।

U2-03 ଗେଷି୍ଠ ଏବଂ ଲଘିଷ୍ଠ ବ୍ବହୟାେ କେ ିଫଳନେ ବ୍ବହୟାେ ବରିଳେଷଣ କେପିୟାେରିବ ।

U2-04 ରେଲେ  ଏବଂ ‘େ୍ୟାକଲୟାେନ୍ ଙ୍କେ ଉପପୟାଦ୍ ଦ୍ୟାେୟା ବଥୀଜଗୟାଣିତକି ଏବଂ ଅବଥୀଜଥୀୟ ଫଳନ ଗୁଡ଼କିେ 
ରରେଣଥୀେ ପ୍ରସୟାେ ବଷିୟରେ ଜୟାଣିପୟାେରିବ ।

ଅଧ୍ୟାୟ ଫଳୟାଫଳ ସହ ପୟାଠଟ୍ୟକ୍ରମ ଫଳୟାଫଳେ ମଟ୍ୟୟାପିଙ୍ଗ

ଅଧ୍ୟାୟ-2  
ଫଳୟାଫଳ 

ପୟାଠଟ୍ୟକ୍ରମ ଫଳୟାଫଳ ଗୁଡ଼କି ସହତି ଆଶୟା କେୟାଯୟାଉଥିେ ମଟ୍ୟୟାପିଙ୍ଗ
(1- ଦୁବଣେଳ ସହସେ୍ନ୍ଧ; 2- େଧ୍େ ସହସେ୍ନ୍ଧ; 3- ଦୃଢ ସହସେ୍ନ୍ଧ)

CO-1 CO-2 CO-3 CO-4 CO-5

U2-01 1 2 - - -

U2-02 1 3 - - -

U2-03 - 3 - - 1

U2-04 - 3 - - -
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ଇତହିୟାସ 
17ତେ େତୟାବ୍ଥୀେ ପୂବଣେେୁ ଜ୍ୟାେିତକି ସର୍ଣେକୁ ପୂେଣ କେୁଥିବୟା ବନୁି୍ଦେୟାନଙ୍କ 
ସଞ୍ୟାେ ପରକୁ ‘ବକ୍ର’ ରୟାବରେ ବଣ୍୍ଣିତ କେୟାଯୟାଉଥିଲୟା ଏବଂ ଜ୍ୟାେିତକି ଅଙ୍କନ 
ଦ୍ୟାେୟା ସ୍ପେଣେରେଖୟା ଗୁଡ଼କି ପ୍ରୟାପ୍ତ ରହଉଥିଲୟା। 1660 େସହିୟାେ ରେଷରୟାବରେ 
ଆଇଜୟାକ୍  ନୁ୍େନଙ୍କ ଦ୍ୟାେୟା, ବକ୍ର ପୟାଇଁ ସ୍ପେଣେରେଖୟା ଏବଂ ଗତେିଥୀଳ ବସୁ୍େ 
ପେରିବଗ େଧ୍ରେ ସମ୍କଣେ ଆବଷି୍ତୃ ରହୟାଇଥିଲୟା। ରେୟାଲିଙ୍କ ଉପପୟାଦ୍, 
େୟାଧ୍େୟାନ ଉପପୟାଦ୍େ ଏକ ଅଂେ ଅରେ।  ଜରଣ ରୟାେତଥୀୟ ଗଣିତଜ୍ 
ରୟାସ୍କେ-ଦ୍ତିଥୀୟ(1114-11185), ରେୟାଲିଙ୍କ ଉପପୟାଦ୍କୁ ନରିୟୟାଜତି 
କେଥିିବୟା ପ୍ରରେ ବ୍କି୍ତରୟାବରେ େୟାନ୍ତୟା ପୟାଇଥିରଲ, ଏବଂ ଏହୟାେ ନୟାେ 
ଫେୟାସଥୀ ଗଣିତଜ୍ େିରେଲ ରେୟାଲି (1652-1719)ଙ୍କେ ନୟାେ ଅନୁସୟାରେ 
େଖୟାଗଲୟା ଏହ ିଉପପୟାଦ୍ ଅତୁ୍ଣ କଳନ ଗଣିତେ ଏକ ଅଂେ ରୟାବରେ ବରିବଚନୟା କେୟାଯୟାଉଥିଲୟା। ଏବଂ ଅଷ୍ୟାଦେ 
େତୟାବ୍ଥୀ ପଯଣେ୍ନ୍ତ ଅବକଳ କଳନ ଗଣିତ ଅଧଥୀନରେ ବଗଣେଥୀକୃତ ରହୟାଇନଥିଲୟା। ଲୟାଗ୍ୟାଞ୍ଜ ରକବଳ ରେୟାଲିଙ୍କ ଉପପୟାଦ୍େ 
ପ୍ରରେ ଦୁଇେ ିସର୍ଣେକୁ ବ୍ବହୟାେ କେ ିଏକ ଫଳୟାଫଳ ପ୍ରଦୟାନ କରଲ। ରତଣୁ ଏହୟାକୁ ଲୟାଗ୍ୟାଞ୍ଜଙ୍କ େୟାଧ୍େୟାନ ଉପପୟାଦ୍ 
କୁହୟାଗଲୟା। ରକୟାେଥୀ ଅନ୍ଏକ େୟାଧ୍େୟାନ ଉପପୟାଦ୍ ପ୍ରଦୟାନ କେଥିିରଲ ରଯଉଁଥିରେ ରସ ରଗୟାେଏି ଫଳନ ବଦଳରେ 
ଦୁଇେ ିଫଳନ ବ୍ବହୟାେ କେଥିିରଲ। ଲୟାଗ୍ୟାଞ୍ଜଙ୍କ େୟାଧ୍େୟାନ ଉପପୟାଦ୍ ରକୟାେଥୀ େୟାଧ୍େୟାନ ଉପପୟାଦ୍େ ଏକ ନରି୍୍ଣିଷ୍ 
େୂପ ଅରେ। ରେଲେଙ୍କ ଉପପୟାଦ୍କୁ େୟାଧ୍େୟାନ ଉପପୟାଦ୍େ ‘‘ହୟାୟେ ଅଡଣେେ’’ (ଉଚ୍ଚ ଘୟାତ) ଅବକଳଜ ବସି୍ୟାେ େୂପରେ 
ବରିବଚନୟା କେୟାଯୟାଇପୟାରେ। ରଲୟାପିତୟାଲଙ୍କ ନୟିେ ବୟାସ୍ବରେ ରଜୟାହନ ବଣ୍ଣେଲିଙ୍କ ଦ୍ୟାେୟା ଆବଷି୍ତୃ ରହୟାଇଥିଲୟା। 1955 
େସହିୟାରେ ରଲୟାପିତୟାଲ-ବଣ୍ଣେଲିଙ୍କ ପତ୍ରବନିେିୟ ଜେଣେୟାନଥୀରେ ପ୍ରକୟାେତି ରହୟାଇଥିଲୟା।

2.1 ବେୟାଲଙ୍କ ପ୍ରବମୟ    
କରନ: େରନକେ ଏକ ଫଳନ f, [a,b]  ରେ ଏପେି ରୟାବ ରେ ବ୍ୟାଖ୍ୟା କେୟାଯୟାଇଛ ିରଯପେି କି,

(i)    f ,    ସଂବୃତ ଅନ୍ତେୟାଳ [a,b]  ରେ ଅବିଚ୍ନ୍ନ ଅରେ।
(ii)   f ,   ବବୃିତ ଅନ୍ତେୟାଳ (a,,b)  ରେ  ଅବକଳନଥୀୟ ଅରେ ।  

(iii)    f  (a) = f(b) ରତରବ  a  ଏବଂ b େ େଧ୍ରେ ଅତକିେରେ ରଗୟାେ ିବୟାସ୍ବକି ସଂଖ୍ୟା c ଅଛ ିରଯପେକି ି

( ) 0f c¢ =

ପ୍ରମୟାଣ: ରଯରହତୁ f, [a, b] ରେ ଅବିଚ୍ନି୍ନ ତରୟା ପେିବର୍ ଅରେ ଏବଂ ନିଜେ ସଥୀେୟାକୁ ପ୍ରୟାପ୍ତ କେିରୟାଏ । 

େରନକେ ( )
[ ],

.
x a b

Sup f x M
∈

=  ଏବଂ ( )
[ ],

.
x a b

Inf f x m
∈

=

ଅବଚି୍ନି୍ େ ଗୁଣଧେଣେେୁ, ରସଠୟାରେ c,  d ∊[a,b], ଅଛ ିରଯପେ ିକି

ଭୟାସ୍କେ ଦ୍ତିଥୀୟ (1114-1185)
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f (c) = M ଏବଂ   f (d) = m [∵ ଯଦ ିଏକ  ଫଳନ  f(x)  ସଂବୃତ ଅନ୍ତେୟାଳ  [a, b], ରେ ଅବଚି୍ନି ଅରେ, ରତରବ ରସ  
ସଂବୃତ ଅନ୍ତେୟାଳ  [a, b]ରେ  ଅତକିେରେ  ରଗୟାେଏି ରରେ  ନଜିେ ଅଧିକତେ ଏବଂ ନେି୍ନତେ ପ୍ରୟାପ୍ତ କରେ]
ଦୁଇେ ି ରିନ୍ନ ପେସି୍ିତ ିଉତ୍ପନ୍ନ ହୁଏ। 
ପେିସ୍ିତ ି: 1  ରଯରତରବରଳ  M m=  ଅରଣେୟାତ୍ . .Sup f Inf f=

          ଏହ ିପେସି୍ିତରିେ ( ) ( )f x M m= =  େସ୍ [ ],x a b∈ ପୟାଇଁ
	 ⇒   f,  [a,b]  ରେ ରଗୟାେଏି ଧରୁବକ ଫଳନ ଅରେ
\   ( ) 0f x¢ =  ସସସ୍ [ ],x a b∈ ପୟାଇ ଁ                            
 ରତଣୁ  ( ) 0f c¢ =   ରଯଉଁଠୟାରେ  ( ),c a b∈  

ପେିସ୍ିତ:ି 2 ଦର୍ଅଛ ିf (a) = f (b) ରଯରତରବରଳ M≠m 
\   M କେି୍ୟା n, f (a)=f (b) ଠୟାେୁ ରିନ୍ନ ରହରଲ
         େରନକେ  ( )M f a≠  ଓ ( )M f b≠

     ରଯପେ ି   ( ) ,f c M=  ରତରବ ,c a c b≠ ≠  ରତଣୁ a c b< <

\   ରଯରହତୁ ( ) ( )
[ ],

.
x a b

f c M Sup f x
∈

= =   

 ରତଣୁ,   ( ) ( )f x f c£  ସେସ୍ [ ],x a b∈  ପୟାଇ ଁ   ... (1)                                    

 (1) େୁ   ( ) ( )f c h f c− £   

\   ( ) ( ) 0f c h f c− − £     

 0h− <  ଦ୍ୟାେୟା ରୟାଗକେ,ି  ଆରେ ପୟାଉ  
( ) ( ) 0f c h f c

h
− −

≥
 

 Limit 0h →  ନଆିଗରଲ, 
0

lim ( ) ( ) 0
h

f c h f c
h→

− −
≥

−
	 ⇒   ( ). 0L f c¢ ≥          . . .  (2)

 ପୁନବଣେୟାେ (1),  େୁ  ( ) ( )f c h f c+ £

\    ( ) ( ) 0f c h f c+ − £

 0h >  ଦ୍ୟାେୟା ରୟାଗକେ,ି ଆରେ ପୟାଉ  ( ) ( ) 0f c h f c
h

+ −
£         

 Limit 0h →  ରନରଲ, 
0

lim ( ) ( ) 0
h

f c h f c
h→

+ −
≤

	 ⇒  ( ). 0R f c¢ £         ... (3) 

 ରଯରହତୁ ( )f c¢  େ ଅସ୍ତ୍ୱ ଅଛି
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\ ( ) ( ) ( ). .L f c R f c f c¢ ¢ ¢= =  
 ଏହୟା ରସରତରବରଳ  ସମ୍ଭବ, ରଯରତରବରଳ ( )/ 0f c = .

ଏହ ିପ୍ରକୟାେରେ  ଆରେ ପ୍ରେୟାଣ କେପିୟାେବିୟା  ( ) 0f d¢ = ,  ରଯରତରବରଳ  ( ),d a b∈

ରତଣୁ  ଅତ ି କେରେ  ରଗୟାେଏି  ( ),c a b∈  ଅଛ ିରଯପେ ି ( ) 0f c¢ = . 

ଏହୟା ଉପପୟାଦ୍େ ପ୍ରେୟାଣ ସଂପୂଣ୍ଣେ କରେ

ମନ୍ତେଟ୍ୟ: ରେୟାଲଙ୍କ ପ୍ରରେୟେ  ପ୍ରେୟାଣରେ, ଆରେ କଛି ିେବ୍ ବ୍ବହୟାେ କେଥିିଲୁ (ରଯପେ ିSup Inf) ଏଠୟାରେ ଆରେ 
ରସେୟାନଙ୍କେ ଏକ ସଂଷିେପ୍ତ ବବିେଣଥୀ ରଦଉଛୁ । 

1.  କ୍ଷୁଦ୍ରତମ ଉର୍ଦଣ୍ଣ ପେିେନ୍ଧ (ସପିୁ୍ରମମ): ସଂଜ୍ୟା େରନକେ S, R େ ରଗୟାେଏି ଅଣେୂନ୍ ଉପରସଟ୍ । ଏକ ବୟାସ୍ 
ସଂଖ୍ୟା  u କୁ ଷେୁଦ୍ରତେ ଉର୍ଦଣେ ପେବିନ୍ଧ କେି୍ୟା (l .u b.) କେି୍ୟା S େ ସପିୁ୍ରେେ କୁହୟାଯୟାଏ ଯଦି

 (i) x u x S≤ ∀ ∈  ଅରଣେୟାତ୍, u, S େ ଏକ ଉର୍ଦଣେ ପେବିନ୍ଧ।
 (ii) ଯଦି v, S େ ଉର୍ଦଣେ ପେବିନ୍ଧ, ରତରବ u v£ .

2. େୃହତ୍ତମ ନମି୍ନ ପେିେନ୍ଧ (ଇନଫିମମ୍ ): ସଂଜ୍ୟା େରନକେ S, R େ ରଗୟାେଏି ଅଣେୂନ୍ ଉପରସଟ୍ ଅରେ। 
ବୟାସ୍ ସଂଖ୍ୟା l କୁ ବୃହର୍େ ନେି୍ନପେବିନ୍ଧ (g.l.b.) କେି୍ୟା S େ  ଇନଫିେମ୍ କୁହୟାଯୟାଏ ଯଦ:ି 

 (i)   l x x S£ ∀ ∈  ଅରଣେୟାତ,  l, S େ ନେି୍ନ ପେବିର୍ ।  
 (ii)  ଯଦି / ,l S  େ ରକୌଣସ ି ନେି୍ନ ପେବିନ୍ଧ ରତରବ, /l l£ . ଅନ୍ େବ୍ରେ l  ଠୟାେୁ ବଡ ରକୌଣସ ି

ସଂଖ୍ୟା  S େ ନେି୍ନ ପେବିନ୍ଧ ନୁରହଁ ।
   ଉଦୟାହେଣ ସ୍ୱେୁପ :

1.    ଯଦି  S= (0,1), ରତରବ ସ୍ପଷ୍ ରୟାବରେ 0 1x x S< < ∀ ∈  ଆଉ େଧ୍, 2x x S< ∀ ∈ .

 \  2, 3, 4...  ଏହ ିପେ ିS େ ଉର୍ଦଣେ ପେବିନ୍ଧ ଅେନ୍ତ ି। କନୁି୍ତ ରସେୟାନଙ୍କ େଧ୍େୁ  1 ଷେଦୁ୍ରତେ ଉର୍ଣେ� ପେବିନ୍ଧ ଅରେ।
       \ 1, S େ  l.U.b ଏବଂ 1 ∉ S. ରସହପିେ ି 1 x x S− < ∀ ∈  

 \  –1, –2, –3, ... ଏବଂ ଏହପିେ ି Sେ ନେି୍ନ ପେବିନ୍ଧ ଅରେ, କନୁି୍ତ ସେସ୍ଙ୍କ େଧ୍େୁ 'O' ସବୁଠୟାେୁ ବଡ଼।
      \   ‘0’, S େ g.l.b  ଏବଂ 0 ∉ S.

2. ଯଦ ି  [ ]0,1S =  ହୁଏ, ରତରବ 0 1x x S£ £ ∀ ∈ .

     ଏଠୟାରେ 1, S େ (l. u .b.) ଅରେ  ଏବଂ 1 S∈ . ଆଉ େଧ୍,  0, S େ g.l.b ଅରେ ଏବଂ 0 S∈
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ଗୁେୁତ୍ୱପପୂର୍ଣ୍ଣ ତରଟ୍ୟ:
(i )  ଯଦ ିରଗୟାେଏି ରସେେ l.u.b କେି୍ୟା g.l.b ଅଛ ିରତରବ ତୟାହୟା ଅନନ୍ ଅରେ ।
(ii)  ରଗୟାେଏି ରସେେ l.u.b କେି୍ୟା g.l.b ରସେେ ଉପୟାଦୟାନ ରହଇପୟାରେ କେି୍ୟା ନ ରହଇପୟାରେ ।| 
(iii) ରଗୟାେଏି ରସେେ l.u.b (ସପିୁ୍ରେେ)େ ଅସି୍ତ୍ୱ ରୟାଇପୟାରେ କେି୍ୟା ନରୟାଇ ପୟାରେ ରଯପେ ିSup(N)େ ଅସି୍ତ୍ୱ 

ନୟାହିଁ। 
      (ଏଠୟାରେ,  N : ଗଣନ ସଂଖ୍ୟାେ ରସେ).

(IV) ଏକ ରସେେ g.l.b (ଇନଫିେେ)େ ଅସି୍ତ୍ୱ ରୟାଇପୟାରେ କେି୍ୟା ନରୟାଇପୟାରେ ରଯପେ ି Inf   (z) େ ଅସି୍ତ୍ୱ 
ନୟାହିଁ । 

     (ଏଠୟାରେ, Z ପୂଣ୍ଣେ ସଂଖ୍ୟାେ ରସେ).  

2.1.1 ବେୟାଲଙ୍କ ପ୍ରବମୟେ ଜଟ୍ୟୟାମିତକି େଟ୍ୟୟାଖଟ୍ୟୟା 
େରନକେ ବକ୍ର  y = f (x)
(i) ସଂବୃତ ଅନ୍ତେୟାଳ [a,b] ରେ ଅବଚି୍ନି୍ନ ଅରେ 
(ii) ବବୃିତ ଅନ୍ତେୟାଳ (a, b) ରେ ଅବକଳନଥୀୟ ଅରେ।
(iii) f (a) = f(b) ଏହୟାେ  ଅରଣେ ରହଉଛ ିଏଠୟାରେ ଅତ ିକେରେ 

ରଗୟାେଏି ବନୁି୍ଦ ( ),c a b∈ ଅଛ,ି ରଯଉଁଠୟାରେ ସ୍ୱଣ୍ଣେରେଖୟା
    x-ଅଷେ ସହତି ସେୟାନ୍ତେ ଅରେ ।         

  

ଚତି୍ର 2.2 ଚତି୍ର 2.3 ଚତି୍ର 2.4

ଉଦୟାହେଣ ସ୍ୱେପୂ ପ:   

1. f (x) = [x],  [0,3]  ରେ ବୃହର୍େ ପୂଣ୍ଣେଥୀଙ୍କ ଫଳନ ଅରେ।
 f,  x =1, 2, 3  ରେ ଅବଚି୍ଚନି୍ନ ନୁରହଁ [ଗ୍ୟାଫରେ ବେିୟାେ (ରରେକ୍)]

\ ରେୟାଲଙ୍କେ ଉପପୟାଦ୍ ଲୟାଗୁ ରହୟାଇପୟାେବି ନୟାହିଁ ।

ଚତି୍ର 2.1
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2. f (x) = x, ସଂବୃତ ଅନ୍ତେୟାଳ [–1, 1]ରେ 
 f, [–1, 1]ରେ ଅବଚି୍ନି୍ନ ଅରେ ।   f, (–1, 1)ରେ ଅବକଳନଥୀୟ ଅରେ।
 କନୁି୍ତ  ( ) ( )1 1f f− ≠ \  ରେୟାଲଙ୍କେ ଉପପୟାଦ୍ ଲୟାଗୁ ରହୟାଇପୟାେବି ନୟାହିଁ ।
3. f  (x)  =  |  x  |, ସଂବୃତ ଅନ୍ତେୟାଳ [–1,1] ରେ 
 [–1,1]ରେ f ଅବଚି୍ନି୍ନ ଅରେ 
 କନୁି୍ତ f, x = 0 ରେ ଅବକଳନଥୀୟ  ନୁରହଁ

 \   ରେୟାଲଙ୍କ ପ୍ରରେୟ ଲୟାଗୁ ରହୟାଇପୟାେବି ନୟାହିଁ । 

ବକବତକ ସମୟାହତି ଉଦୟାହେଣ

ଉଦୟାହେଣ 2.1. ସଂବୃତ ଅନ୍ତେୟାଳ [2.4]ରେ ( ) 3 29 26 24f x x x x= − + −  ପୟାଇ ଁରେୟାଲିଙ୍କେ ଉପପୟାଦ୍େ ସତ୍ତୟା 
ପେଥୀଷେୟା କେ।

ସମୟାଧୟାନ:  ଏଠୟାରେ f(x)=x3-9x2+26x-24, f(x), x େ ଏକ ପଲିରନୟାେିଆଲ ଅରେ। ରତଣୁ ସେସ୍ x ପୟାଇଁ ଏହୟା 
ଅବଚି୍ନି୍ନ ଏବଂ ଅବକଳନଥୀୟ ଅରେ।

⇒     a.    f (x), ସଂବ୍ୃତ  ଅନ୍ତେୟାଳ  [2,4]  ରେ ଅବଚି୍ନି୍ନ ଅରେ ।  
          b.   f(x), ବବୃିତ ଅନ୍ତେୟାଳ (2,4)  ରେ ଅବକଳନଥୀୟ ଅରେ ।

         c.   ( ) ( ) ( ) ( )3 22 2 9 2 26 2 24 0f = − + − =

( ) ( ) ( ) ( )3 24 4 9 4 26 4 24 0f = − + − =

ରେୟାଲଙ୍କ ପ୍ରରେୟେ ସେସ୍ ତରିନୟାେ ିସର୍ଣେ ପୂେଣ ରହଲୟା।

ରତଣୁ ଏଠୟାରେ ଅତ ିକେରେ ରଗୟାେଏି ( )2,4c∈ େହବିୟା ନଶିି୍ନ୍ତ ରଯପେକି ିf (c)=0
ଆେେ ଅଛ,ି ( ) 23 18 26f x x x¢ = − +

⇒             ( ) 23 18 26f c c c¢ = − +
ରତଣୁ,    ( ) 0f c¢ =   

⇒        18 324 312
6

c ± −
=

      
13
3

= ±     

 ( )13 2,4
3

c = ± ∈
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ରତଣୁ ରେୟାଲଙ୍କ ପ୍ରରେୟ ସତ୍ତୟା ପେଥୀଷେୟା ରହଲୟା।

ଉଦୟାହେଣ 2.2. ସଂବୃତ ଅନ୍ତେୟାଳ ,
4 4
π π −  

 ରେ ( ) cos 2f x x=  ପୟାଇଁ ରେୟାଲିଙ୍କ ଉପପୟାଦ୍େ ସତ୍ତୟା ପେଥୀଷେୟା 

କେ।

ସମୟାଧୟାନ: ଏଠୟାରେ ( ) cos 2f x x=

a.   ରଯରହତୁ ଆରେ ଜୟାଣୁରଯ cosine ଫଳନ ସେସ୍ x େ େଲୂ୍ ପୟାଇ ଁଅବଚି୍ନି୍ନ ଅରେ ରତଣୁ f (x)   ସଂବୃତ 

ଅନ୍ତେୟାଳ ,
4 4
π π −  

ରେ ଅବଚି୍ନି୍ନ ଅରେ ।

b.  ( ) 2sin 2f x x¢ = − = ସସଥୀେ, ସଂଜ୍ୟାକୃତ

\ ( )f x , ,
4 4
π π − 

 
ରେ ଅବକଳନଥୀୟ ଅରେ ।

c.  ବର୍ଣେେୟାନ cos 2 cos 0
4 4 2

f π π π     = = =     
     

         ଏବଂ  cos 2 cos
4 4 2

f π π π     − = − = −     
     

 

cos 0
2
π = = 

 

\ 
4 4

f fπ π   = −   
   

\  ରେୟାଲଙ୍କ ପ୍ରରେୟେ ସେସ୍ ସର୍ଣେ ପୂେଣ ରହଲୟା

 ରତଣୁ ଏଠୟାରେ C େ ଅତ ିକେରେ ରଗୟାେଏି େଲୂ୍ ,
4 4
π π −   ରେ ନଶିି୍ନ୍ତ ଅଛ ିରଯପେ ି ( ) 0f c¢ =

 ବର୍ଣେେୟାନ    ( ) 2sin 2 0 sin 2 0f c c c¢ = − = ⇒ =  

  sin 2 sin 0c =   ⇒           2 0 0c c= ⇒ =      

        
4 4

0 ,c π π = ∈ −  

  ରତଣୁ, ରେୟାଲଙ୍କ ପ୍ରରେୟେ ସତ୍ତୟା ପେଥୀଷେୟା ରହଲୟା।

ଉଦୟାହେଣ 2.3  ସଂବୃତ ଅନ୍ତେୟାଳ [ ]3,0−  ରେ ( ) ( ) / 23 xf x x x e−= +  ପୟାଇ ଁ ରେୟାଲଙ୍କ ପ୍ରରେୟ ପେଥୀଷେୟା କେ।

ଉତ୍ତେ:  ଏଠୟାରେ  ( ) ( ) / 23 xf x x x e−= +    

a. ଆରେ ଜୟାଣୁ ରଯ ( )3x x +  ଏବଂ ପଲିରନୟାେିଆଲେ ଫଳନ ଏବଂ / 2xe− , ଘୟାତୟାକଂଥୀ ଫଳନ ଉରୟ ସବୁଠୟାରେ 
ଅବଚି୍ନି୍ନ ଅରେ ।   

 ରତଣୁ ରସେୟାନଙ୍କେ ଗୁଣଫଳ େଧ୍ [ ]3,0− ରେ ଅବଚି୍ନି୍ନ ଅରେ । 
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 b.  ( ) ( ) ( )2 2 2
3

3
2

x x xx x
f x xe x e e

− − −+
¢ = + + −

( ) 2
3

2 3
2

xx x
x e

−+ 
= + − 
   

2
26

2

xx x e
− + −

=  
 

( )/f x , ( )3,0− ରେ ଅନନ୍ େୂରପ ବଦି୍େୟାନ ଅଛ ିଏବଂ ( )f x , ( )3,0−  ରେ ଅବକଳନଥୀୟ ଅରେ ।
c.            ( ) ( )

3
23 3 3 3 0f e− = − − + =

  ଏବଂ 

  ରତଣୁ  ( ) ( )3 0 0f f− = =

 \  ରତଣୁ ରେୟାଲଙ୍କ ପ୍ରରେୟରେ ସେସ୍ ସର୍ଣେ ପୂେଣ ରହଲୟା।

 ରତଣୁ ଏଠୟାରେ ଅତ ିକେରେ ରଗୟାେଏି ବନୁି୍ଦ ( )3,0c∈ −  ରେ ନଶିି୍ତ ବଦି୍େୟାନ ରଯପେ ି ( ) 0f c¢ =

    \ ( )
2

26 0
2

cc cf c e
− + −¢ = = 

 

	 ⇒   
2

26 0, 0
2

cc c e
−+ −

= ≠

	 ⇒   2 6 0c c− − − =

 ⇒  3, 2c = −

 ବର୍ଣେେୟାନ      ( )2 3,0c = − ∈ −

ରତଣୁ, ରେୟାଲଙ୍କ ପ୍ରରେୟେ ସତ୍ତୟା ପେଥୀଷେୟା ରହଲୟା ।

ଉଦୟାହେଣ 2.4. ଫଳନ ( ) 4 5, 0 1
2 3, 1 2

x x
f x

x x
− + ≤ ≤

= − ≤ ≤ ପୟାଇଁ ରେୟାଲଙ୍କ ପ୍ରରେୟେ ପ୍ରଯୁଜ୍ତୟା ପେଥୀଷେୟା କେ ।

ଉତ୍ତେ:  ଏଠୟାରେ   ( )
4 5, 0 1

2 3, 1 2
x x

f x
x x

− + £ £
=  − £ £

ଆେେ ଅଛ,ି      ( )1 1f =

1x = , ରେ ଅବଚି୍ନି୍ନତୟା;
( ) ( ) ( )

01
1 lim 2 3 lim 2 1 3 2 3 1

hx
Rf x h

+ →→
= − = + − = − = −

( ) ( ) ( )
01

1 lim 4 5 lim 4 1 5 4 5 1
hx

Lf x h
− →→

= − + = − − + =− + =
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ରତଣୁ  ( ) ( )1 1Rf Lf≠   \ ( ) [ ], 1 0,2f x x = ∈ ରେ ଅବଚି୍ନି୍ନ ନୁରହଁ 

ରତଣୁ, ରେୟାଲଙ୍କ ପ୍ରରେୟ ପ୍ରଯୁଜ୍ ନୁରହଁ ।

ଉଦୟାହେଣ 2.5. ସଂବୃତ ଅନ୍ତେୟାଳ [ ]2,2− ରେ ( ) 24f x x= −   ପୟାଇ ଁରେୟାଲଙ୍କ ପ୍ରରେୟେ ସତ୍ତୟା ପେଥୀଷେୟା କେ।

ସେୟାଧୟାନ:  ଏଠୟାରେ, ( ) 24f x x= − , ସଂବୃତ ଅନ୍ତେୟାଳ [ ]2,2− ରେ ( )f x ,  ଏକ ପଲିରନୟାେିଆଲ x େ ବଗଣେେଳୂ  
ଅରେ ।
ରତଣୁ  ସେସ୍  x ପୟାଇଁ  ଅବଚି୍ନି୍ନ ଅରେ ।

(i) ( )f x ,  [ ]2,2− ରେ ଅବଚି୍ନି୍ନ ଅରେ । 

(ii)  ( )
24

xf x
x

−¢ =
−

 ସବୁଠୟାରେ ବ୍ୟାଖ୍ୟା ରହୟାଇଛ,ି ରଯଉଁଠୟାରେ 24 0x− = ଅରଣେ ୟାତ୍  2x = ±  ବ୍ତଥୀତ
 ରତଣୁ, ( )f x¢ , { }2,2R − − ରେ ଅବକଳନଥୀୟ ଅରେ ।

 \ ( )f x¢ , ( )2,2− ରେ ଅବକଳନଥୀୟ ଅରେ ।

 (iii)  ବର୍ଣେେୟାନ ( ) ( )22 4 2 4 4 0f − = − − = − =

 ( ) ( )22 4 2 4 4 0f = − = − = ରତଣୁ  ( ) ( )2 2f f− =

 \  ରେୟାଲଙ୍କ ପ୍ରରେୟେ ସେସ୍ ସର୍ଣେ ପୂେଣ ରହଲୟା।
 ରତଣୁ ଏଠୟାରେ ଅତକିେରେ ରଗୟାେଏି ( )2,2c∈ − େ େଲୂ୍ ନଶିି୍ନ୍ତ ବଦି୍େୟାନ ଅଛ ିରଯପେକି ି ( ) 0f c¢ =

	 ⇒  ( )
2

0
4

cf c
c

−¢ = =
−

,     ( )2 20 ,c = ∈ −

 ରତଣୁ, ରେୟାଲଙ୍କ ପ୍ରରେୟେ ସତ୍ତୟା ପେଥୀଷେୟା ରହଲୟା ।

ଉଦୟାହେଣ 2.6. [–1,–1]ରେ ଫଳନ ( ) ( )2log 2 log3f x x= + − ପୟାଇଁ ରେୟାଲଙ୍କ ପ୍ରରେୟ ବ୍ବହୟାେ କେ ିଏକ ବନୁି୍ଦ  
( )1,1c∈ −  ନିଣ୍ଣେୟ କେ। 

ସମୟାଧୟାନ: ଏଠୟାରେ ( ) ( )2log 2 log3f x x= + −

a. ରଯରହତୁ  ଆରେ  ଜୟାଣୁ ରଯ, ସେସ୍ x  ପୟାଇଁ ଲଗୟାେଦିେଥୀୟ ଫଳନ ଅବଚି୍ନି୍ନ ଅରେ ଏବଂ log3  ଏକ 

ଧ୍ରୃବକ  ଅରେ, ରତଣୁ ସେସ୍ x  ପୟାଇ ଁ ( )f x  ଅବଚି୍ନି୍ନ ଅରେ, ରତଣୁ  [ ]1,1−  ରେ ଅବଚି୍ନି୍ନ  ଅରେ।

b. ( ) 2

2
2

xf x
x

¢ =
+

 (ସେସ୍ x R∈  ପୟାଇ ଁବଦି୍େୟାନ ଅଛ)ି

 \   ( )f x¢ , ( )1,1−  ରେ ଅବକଳନଥୀୟ

c. ବର୍ଣେେୟାନ ( ) ( )( )21 log 1 2 log3 log3 log3 0f − = − + − = − =
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 ଏବଂ   ( ) ( )( )21 log 1 2 log 3 log 3 log 3 0f = + − = − =   

⇒                            ( ) ( )1 1f f− =

ରତଣୁ ରେୟାଲଙ୍କ ପ୍ରରେୟେ ସେସ୍ ସର୍ଣେ ପୂେଣ ରହଲୟା।
ରତଣୁ ଏଠ ୟାରେ ଅତକିେରେ ରଗୟାେଏି  ( )1,1c∈ −   ବଦି୍େୟାନ ଅଛ ିରଯପେକି ି ( ) 0f c¢ =

  
( )/

2

2 0
2

cf c
c

= =
+

⇒   ( )0 1,1c = ∈ −

ପ୍ରଶ୍ନମୟାଳୟା 2.1

    1.  ଦର୍ ଅନ୍ତେୟାଳରେ ନେି୍ନଲିଖିତ ଫଳନ ପୟାଇଁ ରେୟାଲଙ୍କ ପ୍ରରେୟ ସତ୍ତୟାେ ପେଥୀଷେୟା କେ
a).   [ ]1,3 ରେ, ( ) 3 26 11 6f x x x x= − + −   b). [ ]4,5− ରେ, ( ) 3 23 24 80f x x x x= + − −

c).   [ ]1,4− ରେ,  ( )
3 3 4

5
x xf x

x
− −

=
−

        d ). 0,
2
π −    

ରେ ( ) cos 2
4

f x x π = − 
 

e).  [ ]0,π  ରେ, ( ) sin sin 2f x x x= −   f) .  [ ]1,1−  ରେ, ( ) 21 xf x e −=   

g) .  [ ]0,π  ରେ, ( ) sin
x

xf x
e

=     h).  ,
2 2
π π −  

 ରେ, ( ) cosxf x e x=   

i) .   [ ]0,π ରେ, ( ) tanf x x=     j).    [ ]1,3  ରେ, ( ) ( )2 24 3 xf x x x e= − +   

2.    ନେି୍ନଲିଖିତ ଫଳନ ପୟାଇଁ ରେୟାଲଙ୍କ ପ୍ରରେୟେ ପ୍ରଯୁଜ୍ତୟା ପେଥୀଷେୟା କେ। 

a) [ ]0,3 ରେ, ( ) ( )
2
51f x x= −   b).   ( )

2 1, 0 1
3 , 1 2
x x

f x
x x

 + £ £
= 

− < £
c) [ ]1,1− ରେ, ( )f x x=

ଉତ୍ତେମୟାଳୟା

1. a. 12
3

c = ±   b. 2c =   c. 5 6c = −   d. 
4

c π
=      

 e. 1 1 33cos
8

c −  ±
=   

 
  f. 0c =  g. 

4
c π
=   h. 

4
c π
=

 i.    ପ୍ରଯୁଜ୍ ନୁରହଁ  j. 3 5
2

c +
=

2. a. ପ୍ରଯୁଜ୍ ନୁରହଁ  b. ପ୍ରଯୁଜ୍ ନୁରହଁ  c.   ପ୍ରଯୁଜ୍ ନୁରହଁ    
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2.1.2: ଲୟାଗ୍ୟାଞ୍ଜଙ୍କ ମୟାଧ୍ମୟାନ ଉପପୟାଦଟ୍ୟ
କରନ: ଯଦ ିଏକ ଫଳନ [ ]: ,f a b R→   ରଯପେକି ି:

          i)  f,  ସଂବୃତ  ଅନ୍ତେୟାଳ [a,b] ରେ ଅବଚି୍ନି୍ନ ଅରେ । 

         ii)  f,  ବବୃିତ  ଅନ୍ତେୟାଳ (a,b)ରେ  ଅବକଳନଥୀୟ ହୁଏ, ରତରବ ଏଠୟାରେ ଅତକିେରେ ରଗୟାେଏି ବନୁି୍ଦ    ( ),c a b∈       

ବଦି୍େୟାନ ରହବ ରଯପେ ିକି ( ) ( ) ( )
f b f a

f c
b a
−

¢=
−

ପ୍ରମୟାଣ: େରନକେ ଏକ ଫଳନ  [ ] ( ) ( ) ( ): , , , ,a b R x f x Ax x a bφ → φ = + ∈  ଦ୍ୟାେୟା ବ୍ୟାଖ୍ୟା ରହଲୟା ରଯଉଁଠୟାରେ 
‘A’ ଏକ ଧରୁବକ ନରି୍ଣେୟାେତି କେୟାଯିବ ରଯପେକିି

( ) ( )a bφ = φ         ... (1)
ବର୍ଣେେୟାନ   ( ) ( )a f a Aaφ = +

( ) ( )b f b Abφ = +

ସେଥୀକେଣ (1)କୁ ବ୍ବହୟାେ କେ ିଆରେ ପୟାଇବୟା : 
( ) ( )f a Aa f b Ab+ = +

( ) ( ) ( )A a b f b f a− = −

( ) ( )f b f a
A

a b
−

=
−

ବର୍ଣେେୟାନ, 

i) φ , [a, b]ରେ ଅବଚି୍ନି୍ନ ଅରେ, ରଯରହତୁ  f, [a,b]ରେ ଅବଚି୍ନି୍ନ  ଏବଂ Ax, x େ ଏକ ପଲିରନୟାେିଆଲ 
ରତଣୁ f, [a,b] ରେ ଅବଚି୍ନି୍ନ  ଅରେ। 

ii) φ , (a, b)ରେ ଅବକଳନଥୀୟ ଅରେ, ରଯରହତୁ  f, (a, b)େ ପ୍ରରତ୍କ ବନୁି୍ଦରେ ଅବକଳନଥୀୟ ଏବଂ Ax 
ପ୍ରରତ୍କ ବନୁି୍ଦରେ େଧ୍ ଅବକଳନଥୀୟ ଅରେ ।

iii) ( ) ( )a bφ = φ , ( )xφ  ରେୟାଲଙ୍କ ପ୍ରରେୟ ସେସ୍ ତରିନୟାେ ିସର୍ଣେକୁ ପୂେଣ କେୁଛ।ି

 ରତଣୁ ଏଠୟାରେ ଅତକିେରେ ରଗୟାେଏି  ( ),c a b∈  ବଦି୍େୟାନ ଅଛ,ି ରଯପେ ି ( ) 0c¢φ =

( ) ( )x f x Axφ = +

⇒     ( ) ( )x f x A¢ ¢φ = +  ⇒ ( ) ( )c f c A¢ ¢φ = +

ବର୍ଣେେୟାନ,   ( ) 0c¢φ =

⇒   ( ) ( )0f c A f c A¢ ¢+ = ⇒ = −

 ସେଥୀକେଣ (2)କୁ ବ୍ବହୟାେ କେ,ି ଆରେ ପୟାଉ,

   ( ) ( ) ( ) ( ), ,
f b f a

f c c a b
b a
−

¢ = ∈
−   ପ୍ରେୟାଣିତ



କଳନ ଗଣିତ - 2 | 129

2.1.3 ଲୟାଗ୍ୟାଞ୍ଜଙ୍କ ମୟାଧ୍ମୟାନ ଉପପୟାଦଟ୍ୟେ ଜଟ୍ୟୟାମିତକି େଟ୍ୟୟାଖଟ୍ୟୟା
େରନକେ ଏକ ଫଳନ  f  େ ଏକ ଗ୍ୟାଫ ଅଛ ିଯୟାହୟାକ:ି

i) ସଂବୃତ  ଅନ୍ତେୟାଳ [a, b] ରେ ଅବଚି୍ନି୍ନ । 
ii) ବବୃିତ ଅନ୍ତେୟାଳ (a, b)ରେ ଅବକଳନଥୀୟ

 ରଯରହତୁ ବକ୍ର A B େ ପ୍ରରତ୍କ ବନୁି୍ଦରେ ଏକ ସ୍ପେଣେରେଖୟା 
ଅଛ,ି ରତରବ A ଏବଂ B ବ୍ତତି,  ବକ୍ରରେ ଏକ ବନୁି୍ଦେ ଅସି୍ତ୍ୱ 
ଏହପି୍ରକୟାେ ରହବ ରଯଉଁଠୟାରେ ସ୍ପେଣେରେଖୟା ବନୁି୍ଦ ( )( ),a f a

ଏବଂ ( )( ),b f b କୁ ରଯୟାଗକେ ିଉତ୍ପନ୍ନ ରେଖୟାଖଣ୍ତ ସହତି ସେୟାନ୍ତେ ଅରେ ।
ମନ୍ତେଟ୍ୟ: ରେୟାଲଙ୍କ ପ୍ରରେୟ ଲୟାଗ୍ୟାଞ୍ଜଙ୍କ େୟାଧ୍େୟାନ ଉପପୟାଦ୍ ଏକ ବରିେଷ ସ୍ିତ ିଅରେ ।
େୟାଧ୍େୟାନ ଉପପୟାଦ୍େ ଦୁଇେ ିସର୍ଣେ  ସହତି, ଯଦି

    ( ) ( )f a f b=

ରତରବ       ( ) ( ) 0f b f a− =          ରତଣୁ   ( )/ 0f c =

ଜ୍ୟାେିତକି ବ୍ୟାଖ୍ୟାରେ, ବକ୍ର ରେ ଏକ ବନୁି୍ଦ ଅଛ ିରଯଉଁଠୟାରେ ସ୍ପେଣେରେଖୟା x- ଅଷେ ସହତି ସେୟାନ୍ତେ ଅରେ । 

ବକବତକ ସମୟାହତି ଉଦୟାହେଣ

ଉଦୟାହେଣ 2.7. ସଂବୃତ ଅନ୍ତେୟାଳ [ ]1,3 ରେ ( ) 1f x x
x

= +  ପୟାଇଁ ଲୟାଗ୍ୟାଞ୍ଜଙ୍କ େୟାଧ୍େୟାନ ଉପପୟାଦ୍େ ସତ୍ତୟା 
ପେଥୀଷେୟା କେ।

ସମୟାଧୟାନ:  ଏଠୟାରେ, ( ) 1f x x
x

= +

i)    f (x), x େ ଏକ ପଲିରନୟାେିଆଲ ଏବଂ ସେସ୍ { }0x∈ℜ−  େ େଲୂ୍ ପୟାଇଁ ଅବଚି୍ନି୍ନ ଅରେ ।
 \  f (x), [1,3]ରେ  ଅବଚି୍ନି୍ନ ଅରେ ।

ii)  ( ) 2

11f x
x

¢ = −  ସେସ୍ ( )1,3x∈ ପୟାଇଁ ବଦି୍େୟାନ ଅଛ।ି

 \   f (x), (1, 3)ରେ ଅବକଳନଥୀୟ

 ଲୟାଗ୍ୟାଞ୍ଜଙ୍କ େୟାଧ୍େୟାନ ଉପପୟାଦ୍େ ଉରୟ ସର୍ଣେ ପୂେଣ ରହଲୟା।
 ରତଣୁ ଏଠୟାରେ ଅତକିେରେ ରଗୟାେଏି ( )1, 3c∈ ରେ ନଶିି୍ନ୍ତ ବଦି୍େୟାନ ଅଛ,ି ରଯପେ ିକି

    
( ) ( ) ( )

f b f a
f c

b a
−

¢=
−

ଚତି୍ର 2.5
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ସେଥୀକେଣ: (1)ରେ f (b), f (a), f¢(c) େ େଲୂ୍ େଖିରଲ, ଆରେ ପୟାଉ,

  2

10 2 13 1
3 1 c

−
= −

−

⇒  2

1 1 3
3

c
c

= ⇒ = ±

  ( )3 1,3c= ∈

ରତଣୁ ଲୟାଗ୍ୟାଞ୍ଜଙ୍କ େୟାଧ୍େୟାନ ଉପପୟାଦ୍େ ସତ୍ତୟା ପେଥୀଷେୟା ରହଲୟା । 

ସମୟାଧୟାନ 2.8. ଦେଣେୟାଅ ରଯ ( ) ( )
2 2

log 1 , 0
2 2 1
x xx x x x

x
− < + < − >

+

ଉତ୍ତେ:  େରନକେ, ( ) ( )
2

log 1
2
xf x x x

 
= + − − 

 
 x ରିର୍କି ଅବକଳନ କରଲ,  

  ( ) ( )1 1
1

f x x
x

¢ = − −
+   

  
2

0
1

x
x

= >
+       { }0x >

 ରତଣୁ ( )f x   ସେସ୍ 0x >  ପୟାଇଁ ବର୍ଣେେୟାନ ଫଳନ ଅରେ 

 ଆଉ େଧ୍    ( )0 0f =

 ରତଣୁ, 0x >   ପୟାଇଁ ( ) 0f x >

 ରତଣୁ  ( )
2

log 1
2
xx x+ > −    ... (1)

 େରନକେ:  ( ) ( ) ( )
2

log 1
2 1

xg x x x
x

= − − +
+

 x ରିର୍କି ଅବକଳନ କରଲ 

  
( )

( )

2
/

2

2 11
12 1

x xg x
xx

+
= − −

++

            ( )

22

2

1 0
2 12 1

x x
xx

 = = > + +

  \ ( )g x , ସେସ୍ 0x >   ପୟାଇଁ ବରି୍ଣେେୟାନ ଫଳନ ଅରେ,
 ଆଉ େଧ୍, 0x >   ପୟାଇଁ ( ) 0g x >

 ରତଣୁ       ( ) ( )
2

log 1
2 1

xx x
x

− > +
+   ... (2)
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ସେଥୀକେଣ (1) ଏବଂ (2) େୁ, ଆରେ ପୟାଉ,

( ) ( )
2 2

log 1 , 0
2 2 1
x xx x x x

x
− < + < − >

+ .

ଉଦୟାହେଣ 2.9. ସଂବୃତ ଅନ୍ତେୟାଳ [ ]0,3 ରେ, ଫଳନ ( ) 2

1 3 , 1
2 2, 1

x x
f x

x x
+ ≤

=
+ >

 ପୟାଇଁ ଲୟାଗ୍ୟାଞ୍ଜଙ୍କ େୟାଧ୍େୟାନ 
ଉପପୟାଦ୍େ ବଧିିେୟାନ୍ତୟା ପେଥୀଷେୟା କେ।

ସମୟାଧୟାନ:  ଏଠୟାରେ  [ ]0,3 ରେ,    ( ) 2

1 3 , 1
2 2, 1

x x
f x

x x
+ ≤

=
+ >

 

i. ପଲିରନୟାେିଆଲ ଫଳନ ରହୟାଇ ( )f x , [ ]0,3 –{ }1 ରେ ଅବଚି୍ନି୍ନ ଅରେ 1x = ରେ ଅବଚି୍ନି୍ନତୟା 

 ( ) ( )22

1 0
1 lim 2 2 lim 2 1 2 4

x h
Rf x h

→ →
= + = + + =

 ( ) ( )
1 0

1 lim1 3 lim1 3 1 4
x h

Lf x h
→ →

= + = + − =

 ଆଉ େଧ୍,  ( )1 4f =

 ଆେେ ଅଛ ି ( ) ( ) ( )1 1 1Rf Lf f= =

	 ⇒ 1x = ରେ ( )f x  ଅବଚି୍ନି୍ନ ।
 \ ( )f x , [ ]0,3 ରେ ଅବଚି୍ନି୍ନ ।

ii. [ ]0,3 ରେ,  ( )/ 3, 1
4 , 1

x
f x

x x
≤

= >

 1x =  ରେ ଅବକଳନଥୀୟତୟା :

 ( ) ( ) ( ) ( )/

0 0

1 1 4 1 4
1 lim lim 4

h h

f h f h
Rf

h h→ →

+ − + −
= = =  

 ( ) ( ) ( )/

0

1 1
1 lim

h

f h f
Lf

h→

− −
=

 ( )/

0

3 41 lim
h

Lf
h→

−
= = ଅସି୍ତ୍ୱ ନୟାହିଁ ।

⇒	 ( )1 0,3x = ∈ , ପୟାଇଁ ( )f x¢ େ ଅସି୍ତ୍ୱ ନୟାହିଁ 

 ( )f x , ( )0,3  ରେ ଅବକଳନଥୀୟ ନୁରହଁ

 ରତଣୁ ଲୟାଗ୍ୟାଞ୍ଜଙ୍କ େୟାଧ୍େୟାନ ଉପପୟାଦ୍ ଲୟାଗୁ ରହୟାଇ ପୟାେବି ନୟାହିଁ ।

ଉଦୟାହେଣ 2.10. ସଂବୃତ ଅନ୍ତେୟାଳ 0,
2
π 

    ରେ ( ) cosf x x=  ପୟାଇଁ ଲୟାଗ୍ୟାଞ୍ଜଙ୍କ େୟାଧ୍େୟାନ ଉପପୟାଦ୍େ ସତ୍ତୟା  
ପେଥୀଷେୟା କେ।
ସମୟାଧୟାନ:  ଏଠୟାରେ, ( ) cosf x x=
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i. ରଯରହତୁ ଆରେ ଜୟାଣୁ ରଯ ସେସ୍ x େ େଲୂ୍ ପୟାଇଁ cosine ଫଳନ ଅବଚି୍ନି୍ନ ଅରେ  ।

 \ 0,
2
π 

  
 ରେ ( )f x ଅବଚି୍ନି୍ନ ଅରେ।

ii. ( ) sinf x x¢ = −  (ସେିଥୀତ ଓ ନରି୍୍ଣିଷ୍)

 \ ( )f x ,  0,
2
π 

  
ରେ ଅବକଳନଥୀୟ ।

 ଲୟାଗ୍ୟାଞ୍ଜଙ୍କ େୟାଧ୍େୟାନ ଉପପୟାଦ୍େ ଉରୟ ସର୍ଣେ ପୂେଣ ରହଲୟା।

 ରତଣୁ ଏଠୟାରେ ଅତକିେରେ ରଗୟାେଏି 0,
2

c π ∈ 
 

 ରେ ନଶିି୍ନ୍ତ ଅଛ ିରଯପେ ିକ ି
( ) ( ) ( )

f b f a
f c

b a
−

¢=
−

 ଏଠୟାରେ, , 0
2

b aπ
= =

 
( )cos 0, 0 cos 0 1

2 2
f fπ π  = = = = 
 

 େଲୂ୍ ଗୁଡ଼କି େଖିରଲ, ⇒  
0 1 sin

0
2

c−
= −

π
−

   

	 ⇒  1 2sinc −  =  π 
   ⇒     ( )1sin 0.636 0,

2
c − π = ∈ 

 

ରତଣୁ ଲୟାଗ୍ୟାଞ୍ଜ େୟାଧ୍େୟାନ ଉପପୟାଦ୍େ ସତ୍ତୟା ପେଥୀଷେୟା ରହଲୟା।

ଉଦୟାହେଣ 2.11. ଦେଣେୟାଅ ରଯ 1
2 tan , 0

1
x x x x
x

−< < >
+

ସମୟାଧୟାନ:  େରନକେ ( ) 1
2tan

1
xf x x
x

−= −
+

x  ରିର୍କି ଅବକଳନ କରଲ, ଆରେ ପୟାଉ,

( )
( )

2

2 22

1 1
1 1

xf x
x x

−¢ = −
+ +

( )
2

22

2 0 0
1

x x
x

= > ∀ >
+

ରତଣୁ  ସେସ୍ 0x >  ପୟାଇଁ ( )f x  ଏକ ବର୍ଣେେୟାନ ଫଳନ ଅରେ
ଆଉ େଧ୍    ( )0 0f =       (ରଯରହତୁ 1tan 0 0 0− − = )
ରତଣୁ    ( ) 0 0f x x> ∀ >

ରତଣୁ      1
2tan

1
xx
x

− >
+

            ...(1)

େରନକେ,  ( ) 1tang x x x−= −

x ରିର୍କି ଅବକଳନ କରଲ,
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( )

2

2 2

11 0 0
1 1

xg x x
x x

¢ = − = > ∀ >
+ +

\ ସେସ୍ 0x >   ପୟାଇଁ ( )g x , ଏକ ବର୍ଣେେୟାନ ଫଳନ ଅରେ ।
 ଆଉ େଧ୍,    ( ) 10 0 tan 0 0g −= − =   
 ରତଣୁ    ( ) 0 0g x x> ∀ >

 ରତଣୁ,     1tan 0x x x−> ∀ >  ...(2)
  ରତଣୁ ସେଥୀକେଣ  (1) ଏବଂ (2)େୁ, ଆରେ ପୟାଉ

 
1

2 tan , 0
1

x x x x
x

−< < >
+

ପ୍ରଶ୍ନମୟାଳୟା 2.2

1.    ଦର୍ ଅନ୍ତେୟାଳରେ ନେି୍ନଲିଖିତ ଫଳନ ପୟାଇଁ ଲୟାଗ୍ୟାଞ୍ଜଙ୍କ େୟାଧ୍େୟାନ ଉପପୟାଦ୍େ ସତ୍ତୟା ପେଥୀଷେୟା କେ।

 a.  [ ]1,3 ରେ, ( ) 22 3 1f x x x= − +         b.  10,
2

 
  

ରେ, ( ) ( )( )1 2f x x x x= − −

 c.  [ ]1,4 ରେ, ( ) 1
4 1

f x
x

=
−

         d.  [ ]3,4−  ରେ, ( ) 225f x x= −

 e.  [ ]1,e ରେ, ( ) logf x x=             f.  [ ],−π π  ରେ, ( ) 2sinf x x x= −

2.    ନେି୍ନଲିଖିତ ଫଳନ ପୟାଇଁ ଲୟାଗ୍ୟାଞ୍ଜଙ୍କ େୟାଧ୍େୟାନ ଉପପୟାଦ୍େ ପ୍ରଯୁଜ୍ତୟା ପେଥୀଷେୟା କେ

 a.  [ ]1,1− ରେ ( )f x x=    b. [ ],a b ରେ ( )f x = β   (ଧରୁବକ ଫଳନ)

 c.   [ ]1,1− ରେ, ( )
1

3f x x=   d.  [ ]3,4− ରେ, ( ) 2f x x= +  

3.     ଲୟାଗ୍ୟାଞ୍ଜଙ୍କ େୟାଧ୍େୟାନ ଉପପୟାଦ୍ ବ୍ବହୟାେ କେ ିପ୍ରେୟାଣ କେ ରଯ:

 a. ଅନ୍ତେୟାଳ [ ]1,0− ରେ, ( ) ( )
2 2

log 1
2 2 1
x xx x

x
< − + <

+
 

 b.  ( )log 1 , 0
1

x x x x
x
< + < >

+
 c. 1 1x xx e xe+ < < +  ସେସ୍ 0x >  ପୟାଇଁ 

4.    ଦେଣେୟାଅ ରଯ, 1 1
2 2tan tan

1 1
y x y xy x

y x
− −− −

< − <
+ +

ଯଦ ି 0 x y< <  ଏବଂ ସରି୍ୟାନ୍ତ କେ ରଯ 

 
13 4 1tan

4 25 3 4 6
−π π

+ < < +
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ଉତ୍ତେମୟାଳୟା

   1.     a. 2c =    b. 6 21
6

c −
=   c. 1 3 5

4
c +
=     

 d. 1
2

c = ±      e. 1c e= −       f. 
3

c π
= ±    

   2.     a. ପ୍ରଯୁଜ୍ ନୁରହଁ        b. ପ୍ରଯୁଜ୍    c. ପ୍ରଯୁଜ୍ ନୁରହଁ         d. ପ୍ରଯୁଜ୍ ନୁରହଁ       

2.1.4 ବକୟାଶଥୀଙ୍କ ମୟାଧ୍ମୟାନ ଉପପୟାଦଟ୍ୟ 
କରନ: େରନକେ ଫଳନ  [ ]: ,f a b R→  ଏବଂ [ ]: ,g a b R→   ରଯପେକି ି:

i) f ଏବଂ g  ଉରୟ ସଂବୃତ ଅନ୍ତେୟାଳ  [ ],a b  ରେ ଅବଚି୍ନି୍ନ ଅରେ । 

ii) f ଏବଂ g  ଉରୟ ବବୃିତ ଅନ୍ତେୟାଳ ( ),a b  ରେ ଅବକଳନଥୀୟ ।

iii)  ସେସ୍  ( ),x a b∈  ପୟାଇଁ ( ) 0g x¢ ≠ ରତରବ ଏଠୟାରେ ଅତକିେରେ ଏକ ବନୁି୍ଦ ( ),c a b∈ ଅଛ ି। ରଯପେ ିକ:ି  

   
( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

f b f a f c
g b g a g c

¢−
=

¢−

ପ୍ରମୟାଣ: େରନକେ ( ) ( )g a g b= , ରତରବ ‘ g ’ ରେୟାଲଙ୍କ ପ୍ରରେୟେ  ସେସ୍ ସର୍ଣେକୁ ପୂେଣ କେିବ।
ରତଣୁ ଏଠୟାରେ ଅତକିେରେ ରଗୟାେଏି ବନୁି୍ଦ ( ),c a b∈  ଅଛ ିରଯପେ ିକ ି ( ) 0g c¢ =

କନୁି୍ତ ଏହୟା ଦର୍ ତର୍ ( ) ( )0 ,g c x a b¢ ≠ ∀ ∈ କୁ ବରିେୟାଧ କେୁଛ ି। ରତଣୁ ଆେେ କଳ୍ପନୟା କେବିୟା ରୁଲ ଅଛ ି ଏବଂ 

( ) ( )g a g b≠

ବର୍ଣେେୟାନ, ଏକ ଫଳନ  [ ]: ,a b Rφ → କୁ ( ) ( ) ( ) ( ), ,x f x Ag x x a bφ = + ∈  ଦ୍ୟାେୟା ବ୍ୟାଖ୍ୟା କେବିୟା ରଯଉଁଠୟାରେ A 

ଏକ ଧରୁବକ ଏବଂ ଏହପି୍ରକୟାେରେ  ନରି୍ଣେୟାେତି କେୟାଯୟାଇଛ ିରଯପେକିି
( ) ( )a bφ = φ   ... (1)

              ବର୍ଣେେୟାନ       ( ) ( ) ( )a f a Ag aφ = +

         ( ) ( ) ( )b f b Ag bφ = +

ସେଥୀକେଣ (1)କୁ ବ୍ବହୟାେ କେ,ି ଆରେ ପୟାଇବୟା :
 ( ) ( ) ( ) ( )f a Ag a f b Ag b+ = +   ⇒  ( ) ( ) ( ) ( )A g a g b f b f a− = −      

   
( ) ( )
( ) ( )

f b f a
A

g a g b
−

=
−       ... (2)

ବର୍ଣେେୟାନ,    i)  φ , ଅନ୍ତେୟାଳ [ ],a b ରେ ଅବଚି୍ନି୍ନ ଅରେ, ଯରହତୁ f ଏବଂ g  ଉରୟ ଅନ୍ତେୟାଳ [ ],a b ରେ ଅବଚି୍ନି୍ନ । ଏବଂ 
A, ରଯରହତୁ ଧରୁବକ [ ],a b ରେ େଧ୍ ଅବଚି୍ନି୍ନ । 



କଳନ ଗଣିତ - 2 | 135

ii) φ , ( ),a b  ରେ ଅବକଳନଥୀୟ, ରଯରହତୁ f ଏବଂ g   ଉରୟ ( ),a b  ରେ ଅବକଳନଥୀୟ ଏବଂ A, ରଯରହତୁ 
ଧରୁବକ ( ),a b ରେ େଧ୍ ଅବକଳନଥୀୟ।

iii)    ଆଉ େଧ୍, 

 ରତଣୁ, ( )xφ   ରେୟାଲଙ୍କ ପ୍ରରେୟେ ସେସ୍ ତରିନୟାେ ିସର୍ଣେକୁ ପୂେଣ କେୁଛ।ି
 ରତଣୁ ଏଠୟାରେ ଅତକିେରେ ଏକ ( ),c a b∈ ଅଛ ିରଯପେ ିକ ି ( ) 0c¢φ =

 ( ) ( ) ( )x f x Ag xφ = +

⇒   ( ) ( ) ( )x f x Ag x¢ ¢ ¢φ = +  ⇒  ( ) ( ) ( )c f c Ag c¢ ¢ ¢φ = +

 ବର୍ଣେେୟାନ,   ( ) 0c¢φ =   ⇒  ( ) ( ) 0f c Ag c¢ ¢+ =

⇒    ( ) ( )f c Ag c¢ ¢= −   ⇒  ( )
( )

f c
A

g c
¢

= −
¢

ସେଥୀକେଣ (2) କୁ  ବ୍ବହୟାେ କେ,ି ଆରେ ପୟାଇବୟା :

   
( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

f c f b f a
g c g b g a
¢ −

=
¢ − ,

 ରତଣୁ ଉପପୟାଦ୍ ପ୍ରେୟାଣିତ ରହଲୟା । 
ମନ୍ତେଟ୍ୟ: ( ) , [ , ]g x x x a b= ∈ ରନରଲ, ଲୟାଗ୍ୟାଞ୍ଜଙ୍କ େୟାଧ୍େୟାନ ଉପପୟାଦ୍ ରକୟାେଥୀଙ୍କ, େୟାଧ୍େୟାନ ଉପପୟାଦ୍େ ଏକ 

ନରି୍ଦ୍ଣିଷ୍ ସ୍ିତ ିରହବ।

2.1.5 ବକୟାଶଥୀଙ୍କ ମୟାଧ୍ମୟାନ ଉପପୟାଦଟ୍ୟେ ଜଟ୍ୟୟାମିତକି େଟ୍ୟୟାଖଟ୍ୟୟା
େରନକେ ( )x f t=  ଏବଂ ( )x g t=  ପୟାେୟାେିେେଥୀୟ ବକ୍ର, ରଯଉଁଠୟାରେ, ( ),t a b∈

i) [ ],a b  ରେ f , g  ଅବଚି୍ନି୍ନ

ii) ( ),a b  ରେ f , g  ଅବକଳନଥୀୟ 
iii) ( ),a b  ରେ  ( )/ 0g x ≠

ରତରବ ଏଠୟାରେ ଅତକିେରେ ଏକ ( ),c a b∈  ଅଛ ିରଯଉଁଠ ିସ୍ପେଣେରେଖୟା AB ସହତି ସେୟାନ୍ତେ  ଅରେ।

ଚତି୍ର 2.6
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ବକବତକ ସମୟାହତି ଉଦୟାହେଣ 

ଉଦୟାହେଣ 2.12.  [ ]0,1 ରେ ( ) xf x e=  ଏବଂ ( ) xg x e−= ପୟାଇଁ ରକୟାେଥୀଙ୍କ େୟାଧ୍େୟାନ ଉପପୟାଦ୍େ ସତ୍ତୟା ପେଥୀଷେୟା କେ ।
ସମୟାଧୟାନ: ଏଠୟାରେ ( ) xf x e= , ( ) xg x e−=

i)    [ ]0,1  ରେ  f  ଏବଂ g  ଫଳନ ଅବଚି୍ନି୍ନ ।
ii) ( )0,1  ରେ ( ) ( )/,x xf x e g x e−¢ = = − ,  ଅବକଳନଥୀୟ
iii) ( ) ( )0 0,1xg x e x−¢ = ≠ ∀ ∈ ,

ରତରବ ଏଠୟାରେ ଅତକିେରେ ଏକ ( )0,1c∈  ଅଛ ିରଯପେ ିକ,ି
( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

f b f a f c
g b g a g c

¢−
=

¢−
  [ଏଠୟାରେ b = 1, a = 0] ... (1)

ରତଣୁ  ( ) ( )1 01 , 0 1f e e f e= = = =          ଏବଂ ( ) ( )1 011 , 0 1g e g e
e

− −= = = =

ସେଥୀକେଣ (1) ରେ ସେସ୍ େଲୂ୍ େଖିରଲ, ଆରେ ପୟାଉ;
1

1 1

c

c

e e
e

e

−

−
=
−−

  ⇒   2 11 ce −=

⇒   0 2 1ce e −=  ⇒ ( )10 2 1 0,1
2

c c= − ⇒ = ∈

ରତଣୁ, ରକୌେଥୀଙ୍କ  େୟାଧ୍େୟାନ ଉପପୟାଦ୍େ ସତ୍ତୟା ପେଥୀଷେୟା ରହଲୟା।
ଉଦୟାହେଣ 2.13. େରନକେୟା f, [a, b]ରେ  ଅବଚି୍ନି୍ନ ଏବଂ (a, b)ରେ ଅବକଳନଥୀୟ ଅରେ । 

 ଦେଣେୟାଅ ରଯ, ଏଠୟାରେ ଏକ ସଂଖ୍ୟା c∈(a, b) ରେ ଅଛ,ି ରଯପେ ିକ,ି ( ) ( ) ( ) 2 22c f a f b f c a b¢  − = −    
ସମୟାଧୟାନ: 

i) f ,  [ ],a b ରେ ଅବଚି୍ନି୍ନ
ii) f ,  ( ),a b ରେ ଅବକଳନଥୀୟ
ଲୟାଗ୍ୟାଞି୍ଜଙ୍କ େୟାଧ୍େୟାନ ଉପପୟାଦ୍େ ଉରୟ ସର୍ଣେ ପୂେଣ ରହଲୟା ।
ରତଣୁ ଏଠୟାରେ ଅତକିେରେ  ଏକ ( ),c a b∈ )ରେ ଅଛ,ି ରଯପେ:ି

 
( ) ( ) ( )

f b f a
f c

b a
−

¢=
−

 
( ) ( ) ( )

f a f b
f c

a b
−

¢=
−

⇒ ( ) ( ) ( )( )f a f b f c a b¢− = −      ... (1)
⇒ ବର୍ଣେେୟାନ ଦଆିଯୟାଇଛ ି, ( ) ( ) ( ) 2 22c f a f b f c a b¢  − = −    
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ସେଥୀକେଣ (1) ବ୍ବହୟାେ କେ,ି ଆରେ ପୟାଉ

     ( ) ( ) ( ) 2 22c f a f b f c a b¢  − = −    
⇒ 2c a b= +  

⇒ 
2

a bc +
=  

⇒ ( ),
2

a bc a b+
= ∈

ରତଣୁ  ( ),c a b∈  ରେ  ଏକ ସଂଖ୍ୟା ବଦି୍େୟାନ  ଅଛ ି। .

ଉଦୟାହେଣ 2.14. 3 3 1.44= କୁ ବ୍ବହୟାେ କେ ି[1, 2]ରେ ଫଳନ  ( ) ( ) 21 , 4f x g x x
x

= = −   ପୟାଇଁ ରକୟାେଥୀଙ୍କ 
େୟାଧ୍େୟାନ  ଉପପୟାଦ୍ରେ ' 'c  େଲୂ୍ ନଣି୍ଣେୟ କେ । 

ସମୟାଧୟାନ: ଏଠୟାରେ [ ]1,2 ରେ  ( ) ( ) 21 , 4f x g x x
x

= = −

i) ସେସ୍ { }0x R∈ −  ପୟାଇ ଁ ‘ f ’ ଏକ ଅବଚି୍ନି୍ନ ଫଳନ ଅରେ ଏବଂ [ f , 0x =  ରେ ସଂଜ୍ୟାକୃତ ନ ୁରହ]ଁ

 g ରଯରହତୁ ଏକ ପଲିରନୟାେିଆଲ ଫଳନ ରତଣୁ ଏହୟା ସବୁଠୟାରେ ଅବଚି୍ନି୍ନ ଅରେ ।

 [1,2]ରେ ( )f x  ଏବଂ ( )g x , ଅବଚି୍ନି୍ନ ଫଳନ ଅରେ ।

ii) ଅନ୍ତେୟାଳ (1, 2)  ରେ ( ) ( )2

1 , 2f x g x x
x

¢ ¢= =   ଅବକଳନଥୀୟ !

iii) ( ) ( )2 0 1,2g x x x¢ = ≠ ∀ ∈

 ରତରବ ଏଠୟାରେ ଅତକିେରେ ରଗୟାେଏି ( )1, 2c∈ ରେ ବଦି୍େୟାନ ଅଛ,ି ରଯପେ ିକ:ି

 ( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

f b f a f c
g b g a g c

¢−
=

¢−
  ...(1) ଏଠୟାରେ a = 1, b = 2

 ରତଣୁ ( ) ( ) ( ) ( )2 1/ 2, 1 1, 2 0, 1 3f f g g= = = = −  
 ସେଥୀକେଣ (1) ରେ ସେସ୍ େଲୂ୍ ଗୁଡ଼କୁି େଖିରଲ, ଆରେ ପୟାଉ:

 
( )

2
11 1

2
0 3 2

c
c

−−
=

− −
 ⇒   3 3c =    ⇒   ( )3 33 3 1.44 1,2c = = == ∈

ଉଦୟାହେଣ 2.15. ଅନ୍ତେୟାଳ [ ],a b ରେ, ଫଳନ ( ) ( )2 4, 0f x x g x x= = ≠  ପୟାଇଁ, ରକୟାେଥୀଙ୍କ େୟାଧ୍େୟାନ ଉପପୟାଦ୍େ 
ସତ୍ତୟା ପେଥୀଷେୟା କେ, ରଯଉଁଠୟାରେ 0, 0a b> > .
ସମୟାଧୟାନ:  ଏଠୟାରେ ( ) ( )2 4, 0f x x g x x= = ≠

i) ରଯରହତୁ f ଏବଂ g , x େ ପଲିରନୟାେିଆଲ ଫଳନ ଅରେ, ରତଣୁ ଏହୟା ସବୁଠୟାରେ ଅବଚି୍ନି୍ନ।
 \  [ ],a b ରେ ( )f x ଏବଂ ( )g x  ଅବଚି୍ନି୍ନ ।
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ii)  ( ) ( ) 32 , 4f x x g x x¢ ¢= =

 ପୁନଣେବୟାେ ( )/f x ଏବଂ ( )/g x ପଲିରନୟାେିଆଲ ଫଳନ ଏବଂ ସବୁଠୟାରେ ଅବକଳନଥୀୟ  ।
\ ଅନ୍ତେୟାଳ (a,b)ରେ ( )f x¢ ଏବଂ ( )g x¢ ଅବକଳନଥୀୟ ।
iii) ( ) ( ) { }34 0 , , 0, 0g x x x a b a b¢ = ≠ ∀ ∈ > >

 ରତଣୁ f ଏବଂ g  ରକୟାେଥୀ େୟାଧ୍େୟାନ ଉପପୟାଦ୍େ ସେସ୍ ସର୍ଣେକୁ ପୂେଣ କେୁଛ ି।

\ ଏଠୟାରେ ଅତକିେରେ ଏକ ( ),c a b∈ ରେ ନଶିି୍ନ୍ତ ବଦି୍େୟାନ ଅଛ ିରଯପେ ିକ,ି

 
( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

f b f a f c
g b g a g c

¢−
=

¢−     {ଏଠୟାରେ a = a,  b  = b }

 ରତଣୁ ( ) ( ) ( ) ( )2 2 4 4, , ,f b b f a a g a a g b b= = = =

⇒    
2 2

4 4 3

2
4

b a c
b a c

−
=

−

⇒    2 2 2

1 1
2b a c

=
+

   ⇒   
2 2

2

2
b ac +

=

⇒    

ରତଣୁ ରକୟାେଥୀ େୟାଧ୍େୟାନ ଉପପୟାଦ୍େ ସତ୍ତୟା ପେଥୀଷେୟା ରହଲୟା

ପ୍ରଶ୍ନମୟାଳୟା 2.3

ନେି୍ନଲିଖିତ ଫଳନ ପୟାଇଁ ରକୟାେଥୀଙ୍କ େୟାଧ୍େୟାନ ଉପପୟାଦ୍େ ସତ୍ତୟା ପେଥୀଷେୟା କେ।
1. a.  ,0

2
π −  

  ରେ, ( ) ( )sin , cosf x x g x x= =  b. [ ]1, 2 ରେ, ( ) ( )2 3,f x x g x x= =

 c.  [ ]1, 3 ରେ, ( ) ( ) 1,f x x g x
x

= =    d. [ ]1, e ରେ, ( ) ( ) 1log ,f x x g x
x

= =

 e.  10,
2

 
  

 ରେ, ( ) ( ) ( )3/21 , 1f x x g x x= + = +

2.   ଯଦ ି f ¢  ଏବଂ g ¢ ,  [ ],a b  ରେ ଅବଚି୍ନି୍ନ ଏବଂ ଅବକଳନଥୀୟ, ରତରବ ଦେଣେୟାଅ ରଯ a c b< <

 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

/

/

f b f a b a f a f c
g cg b g a b a g a
¢¢− − −

=
¢¢− − −

3. ଦେଣେୟାଅ ରଯ 
sin sin cot ,0
cos cos 2

α − β π
= θ < α < θ < β <

β− α
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ଉତ୍ତେମୟାଳୟା  

1.    a. 
4

c π
= −   b. 14

9
c =  c. 3c =     d. 

1
ec

e
=

−
  e. 6 1

6
c −
=  

ଆକରଣ୍ଣଣଥୀୟ ତରଟ୍ୟ
 y ରେୟାଲଙ୍କ ପ୍ରରେୟ , ଅବଚି୍ନି୍ନତୟା ଏବଂ ଅବକଳନଥୀୟତୟା େଧ୍୍ରେ ଏକ ସଂରଯୟାଗ ସ୍ୟାପିତ କେୁଛ ି। 
 y େୟାଧ୍େୟାନ ଉପପୟାଦ୍େ ଉପରଯୟାଗ ସି୍ପରଡୟାେିେେ େ ସଠକିତୟା ଯୟାଞ୍ ପୟାଇଁ େଧ୍ କେୟାଯୟାଇରୟାଏ ।
 y ଏହୟା  ଏକ  ବନୁି୍ଦେ ଅସି୍ତ୍ୱ ନରି୍ଦ୍ଣିଷ୍ କରେ ରଯଉଁଠୟାରେ  ଅବକଳନ ବଲୁିପ୍ତ ରହୟାଇରୟାଏ।

ଭିଡଓି ସଂବଯୟାଗ

ରେୟାଲଙ୍କ ପ୍ରରେୟ ରେୟାଲଙ୍କ ପ୍ରରେୟ ଏବଂ ଲୟାଗ୍ୟାଞ୍ଜଙ୍କ 
େୟାଧ୍େୟାନ ଉପପୟାଦ୍

େୟାଧ୍େୟାନ ଉପପୟାଦ୍

ICTେ  ଉପବଯୟାଗ :
 y https://www.mathwarehouse.com/calculus/derivatives/what-is-rolles-

theorem-php

େୟାସ୍ତେ ଜଥୀେନବେ ପ୍ରବୟୟାଗ
 y ଯଦ ି A େୁ B ଯୟାତ୍ରୟା ସେୟରେ ହୟାେୟାହୟାେ ି ଗତ ି 50 km/hr ଧେୟାଯୟାଏ, ରତରବ ଏକ ସେୟ ଥିଲୟା 

ରଯରତରବରଳ  ତତଷେଣୟାତ ଗତ ି50km/hr  େଧ୍ ଥିଲୟା। (ଯୟାହୟା କ ିସବଣେୟାଧିକ) 
 y ଋତୁେୟାନଙ୍କ ସଯୁଣେୟାସ୍େ ସେୟରେ ପେବିର୍ଣେନେ ହୟାେ। 

 y ରଯରତରବରଳ ଏକ ବଲକୁ ବୟାୟୁରେ ଉପେକୁ ରଫପୟାଡ ିଦଆିଯୟାଏ, ଏହୟାେ ପେରିବଗ କଛି ିସେୟରେ େୂନ୍ 
ରହୟାଇଯୟାଏ । ରେୟାଲିଙ୍କ ଉପପୟାଦ୍ ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରେ ରଯ ବଲେ ପେରିବଗ କଛି ିସେୟରେ େୂନ୍ ରହୟାଇଯୟାଏ।

 y LMVT େ ଉପରଯୟାଗ ଷିେପ୍ରଗତ ିପୟାଇଁ ଚୟାଲଣ ଜୟାେ ିକେବିୟା ପୟାଇଁ କେୟାଯୟାଇରୟାଏ।
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2.2 ବେଲେଙ୍କ ଉପପୟାଦଟ୍ୟ
ରେଲେଙ୍କ ଉପପୟାଦ୍, େୟାଧ୍େୟାନ ଉପପୟାଦ୍େ ଏକ ବସି୍ୟାେ େୂପ ରଯପେ ି େୟାଧ୍େୟାନ ଉପପୟାଦ୍, ଫଳନେ େଲୂ୍କୁ 
ସେ୍ନ୍ଧତି କରେ ଏବଂ ଏହୟାେ ପ୍ରରେ ଘୟାତ ଅବକଳଜ ସହ ସେ୍ନ୍ଧତି କରେ କନୁି୍ତ ରେଲେଙ୍କ ଉପପୟାଦ୍, ଫଳନେ େଲୂ୍ 
ଏବଂ ଏହୟାେ ଉଚ୍ଚ ଘୟାତୟାଙ୍କ ଅବକଳଜ ସହତି ସେ୍ନ୍ଧତି କରେ ।। 

2.2.1 ଲୟାଗ୍ୟାଞ୍ଜଙ୍କ ଅେବଶର େପୂ ପ ସହତି ବେଲେଙ୍କ ଉପପୟାଦଟ୍ୟ  
କରନ: ଯଦ ିଏକ ଫଳନ [ ]: ,f a a h R+ →  ରଯପେ ିକି

  i) ସଂବୃତ ଅନ୍ତେୟାଳ  [ ],a a h+   ରେ 1, , ......... nf f f f −¢ ¢  x  େ ଅବିଚ୍ିନ୍ନ ଫଳନ।
  ii)  ବବୃିତ ଅନ୍ତେୟାଳ ( ),a a h+  ରେ ( )nf x ,  ବଦି୍େୟାନ ଅଛ,ି ରତରବ ଏଠୟାରେ ଅତକିେରେ ଏକ 

ବୟାସ୍ବ ସଂଖ୍ୟା θ , 0 1< θ <  ବଦି୍େୟାନ ଅଛ,ି ରଯପେ ିକ,ି 
   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 1
1. ...

2! 1 ! !

n n
n nh h hf a h f a h f a f a f a f h a

n n

−
−¢ ¢¢+ = + + + + + θ +

−  
ପ୍ରମୟାଣ:  େରନକେ, ଏକ ଫଳନ [ ],a a h R+ → ରଯପେକିି

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

2 1
1. ...

2! 1 ! !

n n
na h x a h x a h x

x f x a h x f a f x f x A
n n

−
−+ − + − + −

φ = + + − + + + +′ ′′
−

 ...(1)

ରଯଉଁଠୟାରେ ‘A’  ଏକ ଧରୁବକ,ଏପେ ିେରନୟାନଥୀତ କେୟାଯୟାଇଛ,ି ରଯପେକି,ି 

( ) ( )a a hφ = φ +                ... (2)

ବର୍ଣେେୟାନ  (1) ରେ x a=  ଏବଂ x a h= +   େଖିରଲ ଆରେ ପୟାଉ, 
    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 1
1. ...

2! 1 ! !

n n
nh h ha f a h f a f a f a A

n n

−
−¢ ¢¢φ = + + + + +

−
          

 ଏବଂ  ( ) ( )a h f a hφ + = +

ସେଥୀକେଣ (2)ରେ ଏହସିବୁ େଲୂ୍ େଖିରଲ ଆରେ ପୟାଉ:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1

1. ....
2! 1 ! !

n n
nh h hf a h f a h f a f a f a A

n n

−
−¢ ¢¢+ = + + + + +

−
     ... (3)

ବର୍ଣେେୟାନ,

i) [ ],a a h+  ରେ  ( )xφ  ଅବଚି୍ନି୍ନ, ରଯରହତୁ  [ ],a a h+  ରେ ( ) ( ) ( ) ( )1, , ......... nf x f x f x f x−¢ ¢¢ ,  ଅବଚି୍ନି୍ନ 
ଏବଂ ( )a h x+ − , ( )2a h x+ − , ...... ( )na h x+ −  ପଲିରନୟାେିିଆଲ ଆଉେଧ୍ ସଂବୃତ ଅନ୍ତେୟାଳ [ ],a a h+

ରେ ଅବଚି୍ନି୍ନ  । ଏହୟା ବ୍ତତି ଅବଚି୍ନି୍ନ ଫଳନରେ ବଥୀଜଗଣିତଥୀୟ ରଯୟାଗ ଅବଚି୍ନି୍ନ ଅରେ ।

ii)   ( )xφ , ବବୃିତ ଅନ୍ତେୟାଳ ( ),a a h+   ରେ ଅବକଳନଥୀୟ ଅରେ । ରଯରହତୁ ବବୃିତ ଅନ୍ତେୟାଳ ( ),a a h+  ରେ 
ସେସ୍ ( ) ( ) ( ) ( )1, , ......... nf x f x f x f x−¢ ¢¢ , ଅବକଳନଥୀୟ ଅରେ

 ଏହୟା ବ୍ତଥୀତ  ( )a h x+ − , ( )2a h x+ − , ...... ( )na h x+ −  ପଲିରନୟାେିଆଲ ରହୟାଇଥିବୟାେୁ ବବୃିତ 
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ଅନ୍ତେୟାଳ ( ),a a h+  ରେ ଅବକଳନଥୀୟ ।
iii)   ଆଉ େଧ୍  ( ) ( )a a hφ = φ +

\ ( ) [ ], ,x a a hφ +  ରେ ରେୟାଲଙ୍କ ସେସ୍ ତରିନୟାେ ି ସର୍ଣେକୁ ପୂେଣ କେୁଛ।ି  ରତଣୁ, ଏଠୟାରେ ଅତକିେରେ 
ରଗୟାେଏି ବୟାସ୍ବ ସଂଖ୍ୟା q, 0 < q< 1  ବଦି୍େୟାନ ଅଛ ିରଯପେି
( ) 0a h¢φ + θ =           ... (4)

 ସେଥୀକେଣ (1)କୁ x ରିର୍କି ଅବକଳନ କେବିୟା ପରେ, ଆରେ ପୟାଉ,

   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

2

1 2 1
1

2
. 1 ...

2! 2!
1 1

.... .
1 ! 1 ! !

n n n
n n

a h x a h x
x f x a h x f x f x f x f x

a h x n a h x n a h x
f x f x A

n n n

− − −
−

+ − + −
¢ ¢ ¢¢ ¢ ¢¢¢ ¢¢φ = + + − − + + − +

+ − − + − + − −
+ + − +

− −

କେି୍ୟା  ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

1 1

1 ! 1 !

n n
na h x a h x

x f x A
n n

− −+ − + −
¢φ = −

− −

( )
( ) ( )

1

1 !

n
na h x

f x A
n

−+ −
 = − −

 x a h= + θ  େଖିବୟାରେ,

( )
( )
( ) ( )

1
1

1 !

n

nh
a h f a h A

n

−
− θ  ¢  φ + θ = + θ − −

କନୁି୍ତ   ( ) 0a h¢φ + θ =     [ସେଥୀକେଣ 4େୁ]

⇒    ( ) 0nf a h A+ θ − =  ⇒  ( )nA f a h= + θ   

ସେଥୀକେଣ (3)  େୁ, ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1

1. ...
2! 1 ! !

n n
n nh h hf a h f a h f a f a f a f a h

n n

−
−¢ ¢¢+ = + + + + + + θ

−

ଯୟାହୟା ଉପପୟାଦ୍େ ଆବେ୍କଥୀୟ ଫଳୟାଫଳ ।

ଏଠୟାରେ ( )1 thn +  ତେ ପଦ ଅରଣେୟାତ ( )
!

n
nh f a h

n
+ θ କୁ nth ତେ ପଦ ପରେ ଲୟାଗ୍ୟାଞ୍ଜଙ୍କ ଅବରେଷ େୂପ କୁହୟାଯୟାଏ । 

2.2.2 ମଟ୍ୟୟାକଲେିନଙ୍କ ଉପପୟାଦଟ୍ୟ ସହତି ଲୟାଗ୍ୟାଞ୍ଜଙ୍କ ଅେବଶର େପୂ ପ:
କରନ: ଯଦ ିଏକ ଫଳନ ( )f x  ସଂବୃତ ଅନ୍ତେୟାଳ  [ ]0, x  ରେ ବ୍ୟାଖ୍ୟା ହୁଏ, ରଯପେି

 i) ସଂବୃତ ଅନ୍ତେୟାଳ [ ]0, x ରେ 1, , ....... nf f f f −¢ ¢¢  ଅବଚି୍ନି୍ନ ଅରେ ।
ii)   ଯଦ ିବବୃିତ ଅନ୍ତେୟାଳ ( )0, x ରେ ( )nf x  ବଦି୍େୟାନ ହୁଏ ରତରବ ଏଠୟାରେ ଅତକିେରେ ଏକ ବୟାସ୍ବ ସଂଖ୍ୟା

θ , 0 1< θ <
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ଅଛ ିରଯପେ;ି

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 1
10 . 0 0 .... 0

2! 1 ! !

n n
n nx x xf x f x f f f f x

n n

−
−¢ ¢¢= + + + + + θ

−

ପ୍ରମୟାଣ: ରେଲେଙ୍କ ଉପପୟାଦ୍େୁ ଆରେ ପୟାଉ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1

1. ...
2! 1 ! !

n n
n nh h hf a h f a h f a f a f a f a h

n n

−
−¢ ¢¢+ = + + + + + + θ

−

ଏହ ିଉକି୍ତରେ, 0,a h x= =  େଖିରଲ ଆରେ ପୟାଉ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1

10 . 0 0 ... 0 , 0 1
2! 1 ! !

n n
n nx x xf x f x f f f f x

n n

−
−¢ ¢¢= + + + + + θ < θ <

−

ଉପରେୟାକ୍ତ ଉକି୍ତ େ୍ୟାକଲେନିଙ୍କ ଉପପୟାଦ୍ ସହତି ଲୟାଗ୍ୟାଞ୍ଜଙ୍କ ଅବରେଷ େୂପ।

2.2.3 ବେଲେଙ୍କ ଉପପୟାଦଟ୍ୟ ସହତି ବକୟାଶଥୀଙ୍କ ଅେବଶ ର େପୂ ପ
କରନ: ଯଦ ିଏକ ଫଳନ   [ ]: ,f a a h+ →ℜ  ହୁଏ ରଯପେ ି:

(i) ସଂବୃତ ଅନ୍ତେୟାଳ [ ],a a h+  ରେ,ସେସ୍ 1, , ......... nf f f f −¢ ¢¢ , x େ ଅବିଚ୍ିନ୍ନ ଫଳନ।

(ii) ବବୃିତ ଅନ୍ତେୟାଳ ( ),a a h+ ରେ ( )nf x ବଦି୍େୟାନ ଅଛ,ି ରତରବ ଏଠୟାରେ ଅତକିେରେ ଏକ ବୟାସ୍ବ ସଂଖ୍ୟା 
θ , 0 1< θ <  ବଦି୍େୟାନ ଅଛ ିରଯପେ,ି 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1

1. ....
2! 1 ! !

n n
n nh h hf a h f a h f a f a f a f a h

n n

−
−¢ ¢¢+ = + + + + + + θ

−

ପ୍ରମୟାଣ: େରନକେ ଏକ ଫଳନ [ ]: ,f a a h+ →ℜ  ରଯପେି

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 1
1. ... .

2! 1 !

n
na h x a h x

x f x a h x f a f x f x a h x A
n

−
−+ − + −

¢ ¢¢φ = + + − + + + + + −
−    

 ( )...(1), ,x a a h∈ +  

 ରଯଉଁଠୟାରେ  A ଏକ ଧରୁବକ େରନୟାନତି ରହୟାଇଛ,ି ରଯପେ ି ( ) ( )a a hφ = φ +

ସେଥୀକେଣ (1) ରେ x a=  େଖିବୟା ପରେ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1

1. ...
2! 1 ! !

n n
nh h ha f a h f a f a f a A

n n

−
−¢ ¢¢φ = + + + + +

−    ... (2)         

ଏବଂ  ( ) ( )a h f a hφ + = +

ସେଥୀକେଣ  (1) ରେ x a h= +  େଖିରଲ, ଆରେ ପୟାଉ:
( ) ( ) ( )0 0 ....a h f a h f a hφ + = + + + + + = +  ... (3)

ବର୍ଣେେୟାନ, ( ) ( )a h aφ + = φ

ରତରବ ସେଥୀକେଣ, (2) ଏବଂ (3) େୁ, ଆରେ ପୟାଇବୟା : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1

/ / / 1. ....... .
2! 1 !

n
nh hf a h f a h f a f a f a hA

n

−
−+ = + + + + +

−     ... (4)
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ବର୍ଣେେୟାନ,

i)  [ ],a a h+  ରେ ( )xφ ଅବଚି୍ନି୍ନ ଅରେ, ରଯରହତୁ [ ],a a h+  ରେ ( ) ( ) ( ) ( )1, , ......... nf x f x f x f x−¢ ¢¢  
ଅବଚି୍ନି୍ନ ଏବଂ ( )a h x+ − , ( )2a h x+ − , ...... ( )na h x+ −  ପଲିରନୟାେିଆଲ ରହୟାଇ ଥିବୟାେୁ  [ ],a a h+  
ରେ ଅବଚି୍ନି୍ନ।

ii)  ( ),a a h+  ରେ ( )xφ  ଅବକଳନଥୀୟ, ରଯରହତୁ  ( ),a a h+  ରେ ସେସ୍ ( ) ( ) ( ) ( )/ / / 1, , ......... nf x f x f x f x−  
 ( )a h x+ − , ( )2a h x+ − , ...... ( )na h x+ −  ପଲିରନୟାେିଆଲ ରହୟାଇଥିବୟାେୁ ( ),a a h+  ରେ ଅବକଳନଥୀୟ ।
iii)  ଆଉ େଧ୍  ( ) ( )a a hφ = φ +

\  ବର୍ଣେେୟାନ ( )xφ , ରେୟାଲଙ୍କ ପ୍ରରେୟେ ସେସ୍ ସର୍ଣେ ପୂେଣ କେୁଛ।ି ରତଣୁ, ଏଠୟାରେ ଅତକିେରେ ଏକ ବୟାସ୍ବ 
ସଂଖ୍ୟା  q, 0 < q < 1  ବଦି୍େୟାନ ଅଛ,ି

 ରଯପେ ି ( ) 0a h¢φ + θ =

ସେଥୀକେଣ (1)େ ଉରୟ ପୟାର୍ଣେକୁ x  ରିର୍କି ଅବକଳନ କରଲ, ଆରେ ପୟାଉ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

2

1 2 1

1. 2 1 ...
2! 2!

1... 1
1 !

n nn n

a h x
x f x a h x f x f x a h x f x f x

a h x f x n a h x f x A
n

− − −

 + −
φ = + + − − + + − − − +′ ′ ′′ ′ ′′ ′′′  

  

 + + + − − − + − − −

କେି୍ୟା  ( ) ( ) ( )
( )

1

1 !

n na h x f x
x A

n

−+ −
¢φ = −

−

x a h= + θ  େଖିରଲ, ଆରେ ପୟାଇବୟା 

( ) ( ) ( )
( )

1

1 !

n na h a h f a h
a h A

n

−+ − − θ + θ
¢φ + θ = −

−

                

( ){ } ( ){ }
( )

1
1

1 !

n nh f a h
A

n

−
− θ + θ

= −
−

( ) ( ) ( )
1

11
1 !

n
n nh f a h A

n

−
−= − θ + θ −

−  
କନୁି୍ତ   ( ) 0a h¢φ + θ =

⇒  ( ) ( ) ( )
1

11 0
1 !

n
n nh f a h A

n

−
−− θ + θ − =

−  

କେି୍ୟା  
( ) ( ) ( )

1
11

1 !

n
n nhA f a h

n

−
−= − θ + θ

−
‘A’େ ଏହ ିେଲୂ୍କୁ ସେଥୀକେଣ (4)ରେ େଖିରଲ ଆରେ ପୟାଉ
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1 1

11. ....... 1
2! 1 ! 1 !

n n
nn nh h hf a h f a h f a f a f a h f a h

n n

− −
−−  

+ = + + + + + −θ +θ′ ′′  − − 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1

11. ....... 1
2! 1 ! 1 !

n n
nn nh h hf a h f a h f a f a f a f a h

n n

−
−−+ = + + + + + −θ +θ′ ′′

− −

 ଏହୟା ରକୟାେଥୀଙ୍କ ରେଷଫଳ େୂପ ସହତି ରେଲେଙ୍କ ଉପପୟାଦ୍େ ଏକ ଆବେ୍କଥୀୟ େୂପ ।

ଏଠୟାରେ thn  ତେ ପଦ ପରେ ( ) ( ) ( )
1

11
1 !

n
n nh f a h

n

−
−− θ + θ

− କୁ ରକୟାେଙି୍କ ରେଷଫଳେ େୂପ କୁହୟାଯୟାଏ ।

2.2.4  ମଟ୍ୟକଲେିନ୍ ଙ୍କ ଉପପୟାଦଟ୍ୟ ସହତି ବକୟାଶଥୀଙ୍କ ଅେବଶର େପୂ ପ
କରନ: ଯଦ ିଏକ ଫଳନ ( )f x , [ ]0, x ରେ ବ୍ୟାଖ୍ୟା ହୁଏ, ରଯପେି

i) [ ]0, x  ରେ , 1, , ......... nf f f f −¢ ¢¢ (x) ଅବଚି୍ନି୍ନ ଫଳନ ଅରେ ।

ii) ( )0, x  ରେ ( )nf x , ବଦି୍େୟାନ ଅଛ,ି ରତରବ ଏଠୟାରେ ଅତକିେରେ ଏକ ବୟାସ୍ବ ସଂଖ୍ୟା θ , 0 1< θ < , ରଯପେ ି 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

12 1
1 1

0 . 0 0 ....... 0 .
2! 1 ! !

nnn
n nxx xf x f x f f f f x

n n

−−
− − θ

¢ ¢¢= + + + + + θ
−

 
0 1< θ <

 

ପ୍ରମୟାଣ:  ରକୟାେଥୀଙ୍କ ଅବରେଷ େୂପ ସହତି ରେଲେଙ୍କ ଉପପୟାଦ୍େୁ, ଆରେ ପୟାଉ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1

11. ....... 1
2! 1 ! !

n n
nn nh h hf a h f a h f a f a f a f a h

n n

−
−−¢ ¢¢+ = + + + + + − θ + θ

−

ଉପରେୟାକ୍ତ ଉପପୟାଦ୍ରେ 0a =  ଏବଂ h x=  େଖିରଲ, ଆରେ ପୟାଉ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1

110 . 0 0 ....... 0 1 ,0 1
2! 1 ! !

n n
nn nx x xf x f x f f f f x

n n

−
−−¢ ¢¢= + + + + + − θ θ < θ <

−

ଯୟାହୟା କ ିେ୍ୟାକଲେନିଙ୍କ ଉପପୟାଦ୍ ସହତି ରକୟାେଥୀଙ୍କ ଅବରେଷ େୂପ।

ବକବତକ ସମୟାହତି ଉଦୟାହେଣ

ଉଦୟାହେଣ 2.16. ଫଳନ ( ) ( )7/21f x x= − େ ପ୍ରସୟାେ ( ) ( ) ( ) ( )
2 3

0 0 0
2! 3!
x xf x f f f x¢ ¢¢ ¢¢¢+ + + θ ରେ qେ େଲୂ୍ 

ନଣି୍ଣେୟ କେ ରଯରତରବରଳ x →1

ଉତ୍ତେ:  ଏଠୟାରେ    ( ) ( )7/21f x x= −   ( ) ( )5/27 1
2

f x x¢ = − −

                              ( ) ( )3/235 1
4

f x x¢¢ = −
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                            ( ) ( )1/2105 1
8

f x x¢¢¢ = − −

 0x = ରେ ଉପରେୟାକ୍ତ ଅବକଳନ ନଣି୍ଣେୟ କଲୟାପରେ, ଆରେ ପୟାଉ,

( )0 1f = ( ) 70
2

f ¢ = −
, 

( ) 350
4

f ¢¢ =
,

( ) ( )1/2105 1
8

f x x¢¢¢ θ = − − θ

ବର୍ଣେେୟାନ   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 3

0 0 0
2! 3!
x xf x f xf f f x¢ ¢¢ ¢¢¢= + + + θ

⇒              ( ) ( )
7 1/22 32

7 35 1051 1 1
2 8 48

x x x x x− = − + − −θ

ରଯରତରବରଳ 1x → , ଆରେ ପୟାଉ,

        

⇒  ( )1/2105 151
48 8

−θ =  ⇒ ( )1/2 15 481
8 105

−θ = ×

⇒  ( )1/2 61
7

−θ =

ଉରୟ ପୟାର୍ଣେେ ବଗଣେ ରନରଲ 

      361
49

−θ =  ⇒ 361
49

θ = −  ⇒     13
49

θ =  (ଉତ୍ତେ) 

ଉଦୟାହେଣ 2.17।  ଦେଣେୟାଅ ରଯ, x େ ସେସ୍ େଲୂ୍ ପୟାଇଁ :,

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 4 2 2 1

1cos 1 ............ 1 . 1 sin
2! 4! 2 ! 2 1 !

n n
n nx x x xx x

n n

+
+= − + + + − + − θ

+

ସମୟାଧୟାନ:   ଦର୍  ( ) cosf x x=

( ) sin cos
2

f x x x π ¢ = − = + 
 

( ) ( )cos cosf x x x¢¢ = − = + π

( ) 3sin cos
2

f x x xπ ¢¢¢ = = + 
 

( ) ( )cos cos 2vf x x¢ = = π +

........................................

........................................

( ) cos
2

n nf x x π = + 
 

( ) ( )2 1 cos 2 1
2

nf x x n− π = + − 
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( )2 cos 2 .
2

nf x x n π = + 
 

( ) ( )2 cosnf x x n= + π

( ) ( )2 1 cos 2 1
2

nf x x n+ π = + + 
 

( ) ( )2 1 cos 2 1
2

nf x x n+ π θ = θ + + 
 

ରତଣୁ   ( )0 cos 0 1f = = , ( )/ 0 sin 0 0f = − =

( )/ / 0 cos 0 1f = − = − , ( )/ / / 0 sin 0 0f = =

( )0 cos 0 1ivf = =

........................................

........................................

( ) ( )2 1 0 cos 2 1
2

nf n− π = −   

  
cos 0

2
n π = π − = 
   

    ( )2 1,
0 cos

1,
nf n 

= π = −
          

n = ଯୁଗ୍ମ
n = ଅଯୁଗ୍ମ

       

                  
( )2 1 cos

2
nf x x n+ π θ = θ + π+       

sin ,
sin .

x
x

− θ
=  θ   

n = ଯୁଗ୍ମ
n = ଅଯୁଗ୍ମ       ( ) 11 sinn x+= − θ    

େ୍ୟାକଲେନିଙ୍କ ଉପପୟାଦ୍ ଦ୍ୟାେୟା ଆରେ ପୟାଉ:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 3 2 2 1

2 2 10 . 0 0 . 0 ...... . 0
2! 3! 2 ! 2 1 !

n n
n nx x x xf x f x f f f f f x

n n

+
+¢ ¢¢ ¢¢¢= + + + + + + θ

+

େଲୂ୍ ଗୁଡ଼କୁି ପ୍ରତସି୍ୟାପନ କେବିୟା ପରେ, ଆରେ ପୟାଉ:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 3 4 2 2 1

1cos 1 .0 1 0 1 ............ 1 1 sin
2! 3! 4! 2 ! 2 1 !

n n
n nx x x x xx x x

n n

+
+= + + − + + + + − + − θ

+

 ଆରଣେୟାତ୍  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 4 2 2 1

1cos 1 ............ 1 . 1 sin
2! 4! 2 ! 2 1 !

n n
n nx x x xx x

n n

+
+= − + + + − + − θ

+
  ପ୍ରମୟାଣିତ   

ଉଦୟାହେଣ 2.18 ଯଦ ିଏକ ଫଳନ f ରଯପେ ି f ¢ , [a, b]  ରେ ଅବଚି୍ନି୍ନ ଏବଂ  (a, b) ରେ ଅବକଳନଥୀୟ ଦେଣେୟାଅ ରଯ  
ଏଠୟାରେ ଏକ ବୟାସ୍ବ ସଂଖ୍ୟା θ , 0 1< θ < , ବଦି୍େୟାନ ଅଛ,ି ରଯପେ,ି

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2!
b a

f b f a b a f a f a b a
−

= + − +  + θ − ′ ′′   .
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ସମୟାଧୟାନ:  େରନକେ, ଫଳନ
( ) ( ) ( ) ( ) ( )2x f x b x f x b x A¢φ = + − + −   ... (1)

ରଯଉଁଠୟାରେ ‘ A’  ଏକ ଧରୁବକ ଏପେ ିେରନୟାନଥୀତ ରଯପେ:ି 
( ) ( )a bφ = φ

ବର୍ଣେେୟାନ  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2a f a b a f a b a A¢φ = + − + −   ... (2)

ଏବଂ  ( ) ( )b f bφ =  
[ସେଥୀକେଣ (1) ରେ x a=  ଏବଂ x b=  ପ୍ରତସି୍ୟାପନ ଦ୍ୟାେୟା ପ୍ରପ୍ତ ରହୟାଇଛ]ି  ... (3)

ସେଥୀକେଣ (2) ରେ  ସେଥୀକେଣ (3)କୁ ବ୍ବହୟାେ କେରିଲ, ଆରେ ପୟାଉ,
       ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2f x f a b a f a b a A¢= + − + −       ... (4)

i) ରଯରହତୁ, [ ],a b  ରେ ( )f x ଏବଂ ( )f x¢ , ଅବଚି୍ନି୍ନ ଏବଂ  ପଲିରନୟାେିଆଲ ରହୟାଇଥିବୟାେୁ, 
ଏହୟା େଧ୍,  [a, b] ରେ ଅବଚି୍ନି୍ନ ଅରେ ।

\ [a, b]  ରେ ( )xφ , ଅବଚି୍ନି୍ନ ।
ii)  ରଯରହତୁ ( , )a b ରେ ( )f x , ( )f x¢ , ଅବକଳନଥୀୟ ଏବଂ 2( ), ( )b x b x− − ପଲିରନୟାେିଆଲ ରହୟାଇଥିବୟାେୁ 

ଏହୟା େଧ୍ (a, b) ରେ ଅବକଳନଥୀୟ । 
\ (a, b)  ରେ ( )xφ ଅବକଳନଥୀୟ 
iii)  ଆଉ େଧ୍, ( ) ( )a bφ = φ

ରତଣୁ, ( )xφ ରେୟାଲଙ୍କ ସେସ୍ ସର୍ଣେକୁ ପୂେଣ କେୁଛ ି । 
ରତଣୁ, ଏଠୟାରେ ଏକ ବୟାସ୍ବ ସଂଖ୍ୟା θ , 0 1< θ < , ବଦି୍େୟାନ ଅଛ ି। ରଯପେ ି ( ) 0a b a¢φ + θ − =     ...(5)

 ସେଥୀକେଣ (1) କୁ x ରିର୍କି ଅବକଳନ କରଲ, ଆରେ ପୟାଇବୟା :
                ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 1x f x b x f x f x b x A¢ ¢ ¢¢ ¢φ = + − + − + − −

କେି୍ୟା ( ) ( ) ( ) ( )2x b x f x b x A¢ ¢¢φ = − − −

କେି୍ୟା ( ) ( ) ( ) 2x b x f x A¢ ¢¢φ = − −  

( )x a b a= + θ −  େଖିବୟା ପରେ, ଆରେ ପୟାଉ:

⇒ ( ) ( )( ) ( )( ) 2a b a b a b a f a b a A ¢ ¢¢φ + θ − = − − θ − + θ − −    
[ସେଥୀକେଣ (5) େୁ ଏବଂ 0, 1 0b a− ≠ − θ≠ ]

⇒ ( )( )1
2

A f a b a¢¢= + θ −



148 | କଳନ ଏବଂ ରେୈଖିକ ବଥୀଜଗଣିତ

‘ A ‘ େ େଲୂ୍କୁ ସେଥୀକେଣ (4) ରେ େଖିରଲ, ଆରେ ପୟାଉ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2!
b a

f b f a b a f a f a b a
−

¢ ¢¢= + − + + θ −  

ଉଦୟାହେଣ 2.19. ଦେଣେୟାଅ ରଯ, ( ) ( )
( )

2
1

2log log ..... 1
2

n
n

n

h h hx h x
x x n x h

−+ = + − + + −
+ θ

ସମୟାଧୟାନ:  େରନକେ:    ( ) ( )logf x h x h+ = +

( ) logf x x=

( ) 1f x
x

¢ =

( ) 2

1f x
x

¢¢ = −

( ) 3

2f x
x

¢¢¢ = −

( ) ( )3/
4 4

6 3!1vf x
x x

= − = −

........................................

........................................

ଏହ ିପ୍ରକୟାେରେ ଆରେ ପୟାଉ, ( ) ( ) ( )21
1

2 !
1 nn

n

n
f x

x
−−

−

−
= −

                  ( ) ( ) ( )1 1 !
1 nn

n

n
f x

x
− −

= −

            
( ) ( ) ( )

( )

11 1 !n
n

n

n
f x h

x h

−− −
+ θ =

+ θ

ରେଲେଙ୍କ ଉପପୟାଦ୍ ସହତି ଲୟାଗ୍ୟାଞ୍ଜଙ୍କ ଅବରେଷ େୂପ ଦ୍ୟାେୟା, ଆରେ ପୟାଇବୟା

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1

1. .......
2! 1 ! !

n n
n nh h hf x h f x h f x f x f x f x h

n n

−
−¢ ¢¢+ = + + + + + + θ

−

ସେସ୍ େଲୂ୍  ଗୁଡ଼କୁି େଖିବୟା ପରେ ଆରେ ପୟାଉ 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 12 3 1

2 3 1

1 2 ! 1 1 !2!log log .....
3! 1 ! !2

n nn n

n n

n nh h h h hx h x
x n nx x x x h

− −−

−

− − − −
+ = + − + × + + +

− + θ

କେି୍ୟା ( ) ( )
( ) ( )

( )

2 12 3 1

2 3 1

1 1
log log .....

12 3

n n nn

n n

hh h h hx h x
x nx x x n x h

− −−

−

− −
+ = + − + + + +

− + θ
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ଉଦୟାହେଣ 2.20.  େ୍ୟାକଲେନିଙ୍କ ଉପପୟାଦ୍ ସହତି ଲୟାଗ୍ୟାଞ୍ଜଙ୍କ ଅବରେଷ େୂପ ଦ୍ୟାେୟା eax sin bx କୁ n ପଦପରେ 
ବସି୍ୟାେ କେ
ସମୟାଧୟାନ:  େରନକେ        ( ) .sinaxf x e bx=

            ( ).cos . .sinaxe b bx b a bx= +

  ( ) ( ) ( )2 .sin cos cos sinax axf x e b bx ab bx ae b bx a bx¢¢ = − + + +     

( )2 2 sin 2 cosaxe a b bx ab bx = − + 

 ( ) ( ) ( )2 2 2 2cos . 2 sin . sin 2 cosax axf x e a b bx b ab bx b ae a b bx ab bx   ¢¢¢ = − − + − +      

           ( ) ( )2 2 3 23 cos 3 sinaxe b a b bx a ab bx = − + − 

ଏହ ିପ୍ରକୟାେରେ ଆରେ ପୟାଇବୟା

( ) ( ) / 22 2 1sin . tan
nn ax bf x a b e bx n

a
− = + + 

 
0x = ରେ, ଆରେ ପୟାଇବୟା :

( )0 0f = , ( )0f b¢ = , ( )0 2f ab¢¢ = ,

( ) ( )2 20 3f b a b¢¢¢ = − ,

( ) ( )2 2 12 sin . tan
n

n ax bf x a b e b x n
a

− θ = + θ + 
 

େ୍ୟାକଲେନିଙ୍କ ଉପପୟାଦ୍ ସହତି ଲୟାଗ୍ୟାଞ୍ଜଙ୍କ ଅବରେଷ େୂପ ଅନୁସୟାରେ

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1

10 . 0 0 ...... 0
2! 1 !

n n
n nx x xf x f x f f f f x

n n

−
−¢ ¢¢= + + + + + θ

−

ସେସ୍ େଲୂ୍ ଗୁଡ଼କି େଖିବୟା ପରେ; ଆରେ ପୟାଉ

( ) ( )
2 /22 2 1.sin 0 . 2 ...... sin tan

2! !

n nax a xx x be bx x b ab a b e b x n
n a

θ − = + + + + + θ + 
 

କେି୍ୟା ( ) ( ) ( )
2 3 /22 2 2 2 1.sin 2 3 ...... sin tan

2! 3! !

n nax a xx x x be bx bx ab b a b a b e b x n
n a

θ − = + + − + + + θ + 
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ପ୍ରଶ୍ନମୟାଳୟା 2.4

1.   ଦେଣେୟାଅ ରଯ x େ ପ୍ରରତ୍କ େଲୂ୍ ପୟାଇଁ ବସି୍ୟାେ,

 ( ) ( ) ( ) ( )
3 5 2 1 2

1sin ........ 1 1 sin ,0 1.
3! 5! 2 1 ! 2 !

n n
n nx x x xx x x

n n

−
−= − + + + − + − θ < θ <

−

2.   େ୍ୟାକଲେନିଙ୍କ ବସି୍ୟାେ ସୟାହୟାଯ୍ରେ ଦେଣେୟାଅ ରଯ:

      a. ( ) ( ) ( )
( )

2 3 1
2 1log 1 .......... 1 1 .

2 3 1 1

n n
n n

n

x x x xx x
n n x

−
− −+ = − + − + − + −

− + θ

 b. ( )
( )

2 3 1

log 1 .......... .
2 3 1 1

n n

n

x x x xx x
n n x

−

− = − − − − − −
− −θ

3.  ଯଦ ି [ ],a a h+  ରେ f ¢ , ଅବଚି୍ନି୍ନ ଏବଂ ( ),a a h+ ରେ ଅବକଳନଥୀୟ, ରତରବ ପ୍ରେୟାଣ କେରଯ, a  ଏବଂ 

     ( )a h+  େଧ୍ରେ ଏକ ବୟାସ୍ବ ସଂଖ୍ୟା  ‘ c ’ ଅଛ,ି ରଯପେ:ି ( ) ( ) ( ) ( )
2

/ /

2!
hf a h f a hf a f c¢+ = + + .

4. ଏକ ଫଳନ ( ) ( )
5

21f x x= −  ବସି୍ୟାେ ଦଆିଯୟାଇଛ,ି ( ) ( ) ( )
2

0 0
2!
xf xf f x¢ ¢¢+ + θ  ରଯରତରବରଳ 

1x→ , θେ େଲୂ୍ ନଣି୍ଣେୟ କେ ।

5.   ଯଦ ିସମ୍ଭବ, େ୍ୟାକଲେିନିଙ୍କ ଉପପୟାଦ୍ ବ୍ବହୟାେ କେ,ି x େ ଆରେୟାହଣ କ୍ରେରେ x େ ପ୍ରସୟାେ କେ।

6.   େ୍ୟାକଲେନିଙ୍କ ଉପପୟାଦ୍ ସହତି ଲୟାଗ୍ୟାଞ୍ଜଙ୍କ ଅବରେଷ େୂପକୁ ବ୍ବହୟାେ କେ ିଫଳନ ( ) xf x a=  କୁ, 
n ପଦପରେ ବସି୍ୟାେ କେ।

7.  େ୍ୟାକଲେନିଙ୍କ ଉପପୟାଦ୍ ସହତି ରକୟାେଥୀଙ୍କ ଅବରେଷ େୂପକୁ ବ୍ବହୟାେ sin 6axe x କେ ିକୁ n ପଦ ପରେ 
ବସି୍ୟାେ କେ।

ଉତ୍ତେମୟାଳୟା

4.  9
25

θ =   6. ( ) ( ) ( ) ( )
2 1

2 11 log log ..... log log ...
2! 1 ! !

n n
n nxx x xx a a a a a

n n

−
− θ+ + + + + +

−
 

7. ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 3 /2 12 2 2 2 12 3 ...... 1 sin tan

2! 3! 1 !

nn n a xx x x bbx ab b a b a b e b x n
n a

− θ − + + − + + + − θ + θ + −  
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ଆକରଣ୍ଣଣଥୀୟ ତରଟ୍ୟ
 y ଏହୟାେ ବ୍ବହୟାେ ସଗିନୟାଲ୍ ରପ୍ରୟାରସସଂି ଉରଦ୍ୟାଗରେ େଧ୍ କେୟାଯୟାଏ ।ରଯଉଁଠୟାରେ ଆରେ 

ସୟାଇରନୟାସଏଡୟାଲ୍ ଫଳନେ ଅନୁେୟାନକି େଲୂ୍ ଆବେ୍କ କେରିୟାଉ।
 y ସଗିନୟାଲେ ପ୍ରରୟାବ ଯୟାଞ୍ କେବିୟା ପୟାଇଁ ଏହୟା ଟ୍ୟାନଜଷି୍େ ଏବଂ ଏମ୍ପ୍ଫିୟାୟୟାେ େଳି୍ପରେ ବ୍ବହୃତ ହୁଏ ।

ଭିଡଓି ସଂବଯୟାଗ (ଉତ୍ସ NPTEL)

ରେଲେଙ୍କ ଉପପୟାଦ୍-1 ରେଲେଙ୍କ ଉପପୟାଦ୍ -2

େୟାସ୍ତେ ଜଥୀେନବେ ପ୍ରବୟୟାଗ
 y କମୁ୍୍େେ ଏବଂ କୟାଲକୁରଲେେରେ, ଅରନକ  ଫଳନେ ଆନୁେୟାନକି େଲୂ୍ ଗଣନୟା ପୟାଇଁ ଏହୟା ସୟାହୟାଯ୍ କରେ ।
 y ଲିେିଟ୍ ସେୟାଧୟାନ କେବିୟାରେ ଏବଂ ଅରନକ ଅସଥୀେ େୟାେେି ରଯୟାଗଫଳ ନଣି୍ଣେୟ କେବିୟାରେ ରସଗୁଡ଼କି ଅତ୍ନ୍ତ 

ଉପରଯୟାଗଥୀ 
 y ଫଳନେ ଅନନ୍ତ ସ୍ପେଣେଥୀ ଆଚେଣ କୁ ବୁଝବିୟାରେ ଏଗୁଡ଼କି ଅତ୍ନ୍ତ ଉପରଯୟାଗଥୀ ।

2.3 ଅନବିର୍ଣ୍ଣୟ େପୂ ପ ଏେଂ ବଲୟାପିତୟାଲଙ୍କ ନୟିମ:

େରନକେ ( )f x  ଏବଂ ( )g x  ଦର୍ ଦୁଇେ ିଫଳନ ଅରେ । ରତରବ 
( )
( )

f x
g x େ ଲିେିଟ୍, ରଯପେ ି x c→ , ସୟାଧୟାେଣତଃ 

ଲବେ ଲିେିଟ୍ ବରିକ୍ତ ହେେ ଲିେିଟ୍ ସହତି ସେୟାନ ଅରେ । କନୁି୍ତ ରଯରତରବରଳ ଉରୟ ଲିେିଟ୍ େୂନ୍ ହୁଏ, ରତରବ 

ରୟାଗଫଳ 0
0  େୂପକୁ ହ୍ୟାସ କରେ ।

0
0
  େୂପକୁ ଅନରିଣ୍ଣେୟ େୂପ କୁହୟାଯୟାଏ ।

ଗୟାଣିତଥୀୟ  େୂପରେ ଏହୟାକୁ ଏହ ିପ୍ରକୟାେରେ ବ୍କ୍ତ କେୟାଯୟାଇ ପୟାରେ ;

ଲିେିଟ୍ େ େଲୂ୍ୟାଙ୍କନ ପୟାଇଁ, 
( )
( )

lim
x c

f x l
g x m→

=

ଯଦ ି 0, 0l m= ≠  ରତରବ 
( )
( )lim 0

x c

f x
g x→

=
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ଯଦ ି 0, 0l m≠ = ରତରବ ( )
( )

lim
x c

f x
g x→

= ¥

ଯଦ ି 0, 0l m= = ରତରବ  ( )
( )

0lim
0x c

f x
g x→

= େ େଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କେୟାଯୟାଇ ପୟାେବି ନୟାହିଁ । ଏବଂ ଏହୟାକୁ ଅନରିଣ୍ଣେୟ େୂପ 

କୁହୟାଯୟାଏ । ବରିିନ୍ନ ଅନରିଣ୍ଣେୟ େୂପ କୁ ପ୍ରତଥୀକ ଦ୍ୟାେୟା ନେି୍ନୟାନୁେୟାରେ ଦେଣେୟାଇ ଦଆିଯୟାଏ
0
0 , 

¥
¥ , 0 × ∞, ¥−¥ , 00 ,1¥ , 0¥

ଏଠୟାରେ, ଆରେ ଏହ ିସେସ୍ ଅନରିଣ୍ଣେୟ େୂପକୁ ଉଦୟାହେଣ ସହତି ବଣ୍ଣେନୟା କେବିୟା 

2.3.1 ଅନବିର୍ଣ୍ଣୟ େପୂ ପ 0
0  େ ମପୂଲଟ୍ୟୟାଙ୍କନ ପୟାଇଁ ବଲୟାପିତୟାଲଙ୍କ ନୟିମ (ପ୍ରକୟାେ- 1)

ଉପପୟାଦଟ୍ୟ:  େରନକେ ଫଳନ f ଏବଂ g , x a= ରେ ଅବକଳନଥୀୟ ଫଳନ ଅରେ । ଏବଂ ( ) ( )0f a g a= = , ରତରବ

( )
( )

( )
( )lim lim

x a x c

f x f x
g x g x→ →

′
=

′

ପ୍ରମୟାଣ :  ରଯରହତୁ ( ) ( )0f a g a= =

ଆରେ ରଲଖିପୟାେବିୟା,  
( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

f x f x f a
g x g x g a

−
=

−

x a−  ଦ୍ୟାେୟା ରୟାଗ କରଲ, ଆରେ ପୟାଇବୟା 

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

f x f a
f x x a

g x g ag x
x a

−
−=
−
−

ଉରୟ ପୟାର୍ଣେେ  ଲିେିଟ୍ ରନରଲ ଆରେ ପୟାଇବୟା:

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )
lim lim
x a x a

f x f a
f x x a

g x g ag x
x a

→ →

−
−=
−
−

( ) ( )

( ) ( )
lim

lim

x a

x a

f x f a
x a

g x g a
x a

→

→

−
−=
−
−

  
( )
( )

( )
( )

lim
lim lim

lim
x b

x b x a
x a

f xf x
g x f x

→

→ →
→

 
 =
  


( )
( )

f a
g a
¢

=
¢

   [ଅବକଳନେ ସଂଜ୍ୟା ଅନୁସୟାରେ] 
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( )
( )lim

x a

f a
g a→

′
=

′

ସୟାଧୟାେଣତଃ, ଯଦ ି      ( ) ( ) ( ) ( )1.... 0nf a f a f a f a−¢ ¢¢= = = =

     ( ) ( ) ( ) ( )1.... 0ng a g a g a g a−¢ ¢¢= = = =

ଏବଂ      ( ) 0ng a ≠

ରତଣୁ, ଯଦ ି     
( )
( )

lim
n

nx a

f x
g x→

 େ ଅସି୍ତ୍ୱ ଅଛି

ରତରବ:  
( )
( )

( )
( )

lim lim
n

nx a x a

f x f x
g x g x→ →

=

ଏହୟାକୁ ରଲୟାପିତୟାଲଙ୍କ ନୟିେ କୁହୟାଯୟାଏ ।

କୟାଯଣ୍ଣଟ୍ୟକୟାେଥୀ ନୟିମ: 

ଯଦ ି
( )
( )

lim
x a

f x
g x→ ସଂଜ୍ୟାକୃତ ନୁରହଁ ଏବଂ 

0
0  େୂପରେ ଅଛ,ି ରତରବ ନେି୍ନଲିଖିତ ପ୍ରଣୟାଳଥୀ ଦ୍ୟାେୟା ଲିେିଟ୍ େଲୂ୍ୟାଙ୍କନ ରହୟାଇପୟାେବି:

1. ପରୃକ ରୟାରବ ଲବ ଏବଂ ହେକୁ ଅବକଳନ କେ ଅରଣେୟାତ୍ ରଲୟାପିତୟାଲଙ୍କ ନୟିେ ପ୍ରରୟୟାଗ କେ
( )
( )

( )
( )

lim lim
x a x a

f x f x
g x g x→ →

¢
=

¢

 ଦୁଇେ ିପେସି୍ିତ ିରଦଖୟାରଦବ:

ପେିସ୍ିତ-ିI : ଯଦ ି ( )
( )

lim
x a

f x
g x→

¢
¢

, 0
0
 େୂପରେ ନୟାହିଁ, ରତରବ, 

( )
( )

( )
( )

lim lim
x a x a

f x f x
g x g x→ →

¢
=

¢

ପେିସ୍ିତ-ିII :  ଯଦ ି ( )
( )

lim
x a

f x
g x→

¢
¢

, 
0
0
 େୂପରେ ଅଛ,ି ରତରବ, ପରୃକ ରୟାରବ ଆଉରରେ ଲବ ଏବଂ ହେକୁ ଅବକଳନ କେ 

ଅରଣେୟାତ୍ ରଲୟାପିତୟାଲଙ୍କ ନୟିେ ପ୍ରରୟୟାଗ କେ ରଯପେି
( )
( )

( )
( )

( )
( )

lim lim lim
x a x a x a

f x f x f x
g x g x g x→ → →

¢ ¢¢
= =

¢ ¢¢

     2. ( )
( )lim

n

nx a

f x
g x→

 ନରିଣ୍ଣେୟ େୂପରେ ପହଞ୍ବିୟା ପଯଣେ୍ନ୍ତ, ଉପରେୟାକ୍ତ ପ୍ରଣୟାଳଥୀ (ପେସି୍ିତ ି– 2)େ ପୁେନେୟାବୃର୍ ିକେ, 

( )
( )

( )
( )

lim lim
n

nx a x a

f x f x
g x g x→ →

=
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ବକବତକ ସମୟାହତି ଉଦୟାହେଣ (ପ୍ରକୟାେ:1)

ଉଦୟାହେଣ 2.21.  20

1 coslim
3x

x
x→

− େ େଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କେ

ସମୟାଧୟାନ:  ଦର୍ 20

1 coslim
3x

x
x→

−             

ରଲୟାପିତୟାଲଙ୍କ ନୟିେ ପ୍ରରୟୟାଗ କରଲ, 

0

sinlim
6x

x
x→

=      [
0
0
 େୂପରେ ଅଛ]ି

0

coslim
6x

x
→

=
1
6

=

ଉଦୟାହେଣ 2.22.  1
lim

1 log

x

x

x x
x x→

−
− − େ େୂଲ୍ୟାଙ୍କନ କେ।

ସମୟାଧୟାନ:   ଦର୍ 1
lim

1 log

x

x

x x
x x→

−
− −   [

0
0
 େୂପ]

( )
1

1 log 1
lim

11

x

x

x x

x
→

+ −
=

−
   [ରଲୟାପିତୟାଲଙ୍କ ନୟିେ ପ୍ରରୟୟାଗ କେ]

1

log 1lim
11

x x

x

x x x

x
→

+ −
=

−
  [ 0

0
 େୂପ]

( )
1

2

1(1 log ) . 1 log log
lim

1

x x x

x

x x x x x x
x

x
→

+ + + +
=

( )1

1

2

log ) log log
lim 1

x x x x x

x

x x x x x x x x

x

−

→

+ + + +
=

1 0 1 0 2
1

+ + +
= =

ଉଦୟାହେଣ 2.23.  ‘ a ‘ ଏବଂ ‘ b ‘ େ େଲୂ୍ ନଣି୍ଣେୟ କେ ରଯପେ:ି ( )
30

1 cos sin
lim 1
x

x a x b x
x→

+ −
= .

ସମୟାଧୟାନ:  ଦର୍ 
( )

30

1 cos sin
lim 1
x

x a x b x
x→

+ −
=  [ 0

0
 େୂପ]

	 ⇒ ( ) ( )
20

sin 1 cos cos
lim 1

3x

x a x a x b x
x→

− + + −
=      ... (1)
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ରଯରହତୁ ସେଥୀକେଣ- (1)େ ଡୟାହୟାଣ ପୟାର୍ଣେ ସସଥୀେ, ରତଣୁ ବୟାେ ପୟାର୍ଣେ ନଶିି୍ନ୍ତ ସସଥୀେ, ରଯରତରବରଳ 0x →   
କନୁି୍ତ  ରଯରତରବରଳ 0x →  ହେ → 0  
ଏବଂ  ରଯରତରବରଳ 0x →  ଲବ → 0 
	 ⇒ 1 0a b+ − =

	 ⇒ 1a b− = −         ... (2)
ପୁନବଣେୟାେ ସେଥୀକେଣ  (1)େ ବୟାେ ପୟାର୍ଣେରେ ରଲୟାପିତୟାଲଙ୍କ ନୟିେ ପ୍ରରୟୟାଗ କରଲ, ଆରେ ପୟାଉ:

0

sin cos sin sinlim 1
6x

a x ax x a x b x
x→

− − − +
=   [

0
0
 େୂପ]

0

cos cos sin cos coslim 1
6x

a x a x ax x a x b x
→

− − + − +
=

	 ⇒ 3 1
6
a b− +

=  ⇒ 3 6a b− + =      ... (3)

 ସେଥୀକେଣ (2) ଏବଂ (3) କୁ ବ୍ବହୟାେ କରଲ, ଆରେ ପୟାଇବୟା, 5 3,
2 2

a b= − = −  (ଉତ୍ତେ)

ଉଦୟାହେଣ 2.24.  
2

30

sinlim
x

x

e x x x
x→

− − େ େଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କେନୁ୍ତ ।

ସମୟାଧୟାନ:   
2

30

sinlim
x

x

e x x x
x→

− −                   [ 0
0
 େୂପ]

ରଲୟାପିତୟାଲଙ୍କ ନୟିେ ପ୍ରରୟୟାଗ କରଲ,

20

cos sin 1 2lim
3

x x

x

e x e x x
x→

+ − −

କେି୍ୟା  20

(cos sin ) 1 2lim
3

x

x

e x x x
x→

+ − −              [ 0
0
 େୂପ]

0

(cos sin ) ( sin cos ) 2lim
6

x x

x

e x x e x x
x→

+ + − + −
=

0

2 cos 2lim
6

x

x

e x
x→

−
=       [ 0

0
 େୂପ]

0

2 cos 2 sin 2 1lim
6 6 3

x x

x

e x e x
→

−
= = =  (ଉତ୍ତେ)
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ଉଦୟାହେଣ 2.25. ‘ a ‘ େଲୂ୍ ନଣି୍ଣେୟ କେ ରଯପେ ି 30

sin sin 2lim
tanx

a x x
x→

− ସସଥୀେ ଅରେ।

ସମୟାଧୟାନ: 30

sin sin 2lim
tanx

a x x
x→

−                   [
0
0
 େୂପ]

ରଲୟାପିତୟାଲଙ୍କ ନୟିେ ପ୍ରରୟୟାଗ କରଲ, ଆରେ ପୟାଇବୟା : 

2 20

cos 2cos 2 2lim
03tan .secx

a x x a
x x→

− −
=

କନୁି୍ତ  ଦଆିଯୟାଇଛ ିରଯ, 30

sin sin 2lim
tanx

a x x
x→

− ସସଥୀେ

\  2 0a − =
⇒ 2a =  (ଉତ୍ତେ)

2.3.1.1 ବରେଣଥୀେ େସି୍ତୟାେ ପଦ୍ଧତ ିଦ୍ୟାେୟା ସଥୀମୟା ମପୂଲଟ୍ୟୟାଙ୍କନ
i) ( ) ( )

2 3
2 31 log log log ..........

2! 3!
x x xe x a a a= + + + +

ii)    
2 3

1 ..........
1! 2! 3!

x x x xe = + + + +

iii) ( )
2 3 4

log 1 .......... 1
2 3 4
x x xx x x+ = − + − + <

iv) ( )
2 3 4

log 1 .......... 1
2 3 4
x x xx x x− = − − − − + <

v) 2 31 1 .......... 1
1

x x x x
x
= + + + + <

−

vi) 2 31 1 .......... 1
1

x x x x
x
= − + − + <

+

vii) 
3 5

sin ..........
3! 5!
x xx x x= − + ∀

viii)  
2 4

cos 1 ..........
2! 4!
x xx x= − + ∀

ix)  
3 5

sinh ..........
3! 5!
x xx x x= + + ∀

x)  
2 4

cosh 1 ..........
2! 4!
x xx x= + + ∀

xi) 
3

52tan .........
3 15
xx x x x= + + + ∀
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xii)  ( ) ( ) ( )( )2 31 1 2
1 1 .........

2! 3!
n n n x n n n x

x nx
− − −

+ = + + + +

ଉଦୟାହେଣ 2.26 .  
( )0

1 coslim
log 1x

x
x x→

−
+  

େ େଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କେ

ସମୟାଧୟାନ:   ଏଠୟାରେ  
( )0

1 coslim
log 1x

x
x x→

−
+

     [ 0
0
 େୂପ]

2 4

2 3 40

1 1 ..........
2! 4!

lim
.........

2 3 4

x

x x

x x xx x
→

 
− − + 
 =

 
− + − + 

 

  

2 4

3 4 50

.........
2! 4!lim

.........
2 3 4

x

x x

x x xx
→

− +
=

 
− + − + 

 

  

2
2

20
2

1 ........
2! 4!

lim
1 .........

2 3

x

xx

x xx
→

 
− + 

 =
 
− + − 

 

  

2

20

1 ........
2! 4!lim

1 .........
2 3

x

x

x x→

− +
=

− + −

 

1
12

1 2
= =  (ଉତ୍ତେ) 

େକିଳ୍ପ ପଦ୍ଧତ:ି  
( )0

1 coslim
log 1x

x
x x→

−
+

       [ 0
0
 େୂପ]

ରଲୟାପିତୟାଲଙ୍କ ନୟିେ ପ୍ରରୟୟାଗ କେ।

  
( )0

coslim
log 1

1
x

x
x x

x
→

+ +
+

     [ 0
0
 େୂପ]

   ( )
0

2

cos 1 1lim
1 1 1 1 2

11
x

x

xx
→

= = =
++

++
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ଉଦୟାହେଣ 2.27.  ( )
20

cos log 1
lim
x

x x x
x→

− + େ େଲୂ୍ୟାଙ୍କନ  କେ

ସମୟାଧୟାନ:   ଦର୍  ( )
20

cos log 1
lim
x

x x x
x→

− +        [ 0
0

 େୂପ]

 

2 4 2 3 4

20

1 .......... ..........
2! 4! 2 3 4

lim
x

x x x x xx x

x→

   
− + − − + − +   

   =

3 5 2 3 4

20

.......... ..........
2! 4! 2 3 4

lim
x

x x x x xx x

x→

   
− + − − + − +   

   =

2 3

20

5 ..........
2 6

lim
x

x x

x→

 
− + 

 =

0

1 5 1lim ..........
2 6 2x

x
→

 = − + =  
 (ଉତ୍ତେ)

ପ୍ରଶ୍ନମୟାଳୟା -2.5

1. ନେି୍ନଲିଖିତେ େଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କେ :

 a. ( )
0

2 log 1
lim

sin

x x

x

e e x
x x

−

→

− − +     b. 
2

2 20

1 coslim
sinx

x
x x→

−     

 c. ( )
20

1 sin cos log 1
lim

tanx

x x x
x x→

+ − + −    d. ( )
( )

21

20

tan
lim

log 1x

x

x

−

→ +

    e. 20

2lim
sin

x x

x

e e x
x x

−

→

− −      f. 
sin

0
lim

sin

x x

x

e e
x x→

−
−

    g. 
0

1lim
1

x

xx

a
b→

−
−

      h. 
0

3 2lim
x x

x x→

−

   i. 
0

sinhlim
sin cosx

x x
x x x→

−
−

     j. sin0

sinlim x xx

x x
e e→

−
−
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2.    ନେି୍ନଲିଖିତ ସଥୀେୟା େଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କେ :

       a. lim
b a

a ba b

a b
a b→

−
−

      b. 
0

cos coslim
sinx

bx x
x x→

−

       c. lim
b x

a bx b

x b
x b→

−
−

      d. 20

tanlim
tanx

x x
x x→

−

       e. ( )
20

log 1
lim

x

x

xe x
x→

− +      f. 

2

2

2

sin
2lim

cosx

x x

xπ
→

π − 
 

       g. 
( )

2

20

sinlim
log 1

x

x

e x x x
x x x→

− −
+ −

     h. 
0

2coslim
sin

x x

x

e x e
x x

−

→

− +

3. ଯଦ ି
0

coslim 3
tan

x x

x

re q x pe
x x

−

→

− +
=

 
ହୁଏ, ରତରବ ,p q  ଏବଂ r  େଲୂ୍ ନଣି୍ଣେୟ କେ

4. ,a b  ଏବଂ c େ େଲୂ୍ ନଣି୍ଣେୟ ରଯପେ ି
0

coslim 2
sin

x x

x

ae b x ce
x x

−

→

− +
=

5. େଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କେ :

 i. 
0

sinlim
x

x
x→

       ii)  
0

tanlim
x

x
x→

ଉତ୍ତେମୟାଳୟା

  1. a. 1     b. 1
2

  c. 1
2

−   d. 1        e. 1
3

 

 f. 1    g. log
log

a
b

 h. 0   i. 1
2

   j. 1−   

2. a. 1 log
1 log

b
b

−
+

   b. 1
2

  c. 1 log
1 log

b
b

−
+

 d. 1
3

  e. 
3
2      

f. 1    g. 2
3

−   h. 2

3.   3 3, 3,
2 2

p q r= = =   4.   1, 2, 1a b c= = =  5. i. 1    ii. 1
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2.3.2 ଅନବିର୍ଣ୍ଣୟ େପୂ ପ ∞
∞ େ ମପୂଲଟ୍ୟୟାଙ୍କନ ପୟାଇଁ, ବଲୟାପିତୟାଲଙ୍କ ନୟିମ (ପ୍ରକୟାେ II)

ଉପପୟାଦ୍:  ଯଦ ି ( )lim
x a

f x
→

= ¥  ଏବଂ ( )lim
x a

g x
→

= ¥ , ହୁଏ, ରତରବ ( )
( )

( )
( )

/

/lim lim
x a x a

f x f x
g x g x→ →

=   

ଯଦ ିଡୟାହୟାଣ ପୟାର୍ଣେେ ଅସି୍ତ୍ୱ ଅଛ ି।          (ସସଥୀେ କେି୍ୟା ଅସଥୀେ)

କୟାଯଣ୍ଣଟ୍ୟକୟାେଥୀ ନୟିମ:

1.  ଅନରିଣ୍ଣେୟ େୂପ ¥
¥

େ େଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କେବିୟା ପୟାଇଁ, 0
0

 େୂପକୁ ପେବିର୍ଣେନ କେ ଏବଂ ପରେ ସେୟାଧୟାନ କେ ।

2.  ରଯରତରବରଳ x → ∞ , ରତରବ 
( )
( )

( )
( )

/

/lim lim
x x

f x f x
g x g x→¥ →¥

= , ରଯରତରବଳ x → ∞ , 1x
y

→  କୁ ପେବିର୍ଣେନ 

କେ, ରତରବ 0y →

 େରନକେ 1x
y

= ,  ରତରବ ( )
( ) 0

1

lim lim
1x y

f
f x y
g x

g
y

→¥ →

 
 
 =
 
 
 

, ଏବଂ ଆଗକୁ ଅଗ୍ଗତ ିକେ 

ବକବତକ ସମୟାହତି ଉଦୟାହେଣ (ପ୍ରକୟାେ II)

ଉଦୟାହେଣ 2.28.  
0

log tan 2lim
log tanx

x
x→

େ
 
େଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କେ ।

ସମୟାଧୟାନ:   ଦର୍   
0

log tan 2lim
log tanx

x
x→

     [
¥
¥  

େୂପ]

   

2

0 2

1 . sec 2 . 2
tan 2lim 1 . sec

tan
x

x
x

x
x

→
=

   
2

20

2. tan .sec 2lim
tan 2 .secx

x x
x x→

=

   

2

0

2

sin 12. .
cos coslim sin 2 12. .

cos 2 cos
x

x
x x
x
x x

→
=

   0

2.sin coslim .
sin 2 cos 2x

x x
x x→

=

   
0

1lim 1
cos 2x x→

= =
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ଉଦୟାହେଣ 2.29.  
4 3

4 2

2 3 100lim
4 2 100x

x x
x x x→∞

+ −
+ + +

େଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କେନୁ୍ତ

ସମୟାଧୟାନ:   ଦର୍ 
4 3

4 2

2 3 100lim
4 2 100x

x x
x x x→∞

+ −
+ + +

ରଯରତରବରଳ 
1,x x
y

→ ∞ =  ରନରଲ 1 0y= →

      ⇒ 0y →

 

4 3

0

4 2

1 12. 3. 100
lim 1 1 14. 2. 100
y

y y

yy y
→

+ −

+ + +

  

4

2 3 40

2. 3 100 2 1lim
4 24. 2 100y

y y
y y y→

+ −
= = =

+ + +

ଉଦୟାହେଣ 2.30.  
/2

tanlim
tan 3x

x
x→π

େ େଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କେ

ସମୟାଧୟାନ:  ଏଠୟାରେ  
/2

tanlim
tan 3x

x
x→π

       [
¥
¥  

େୂପ]

	 	 ⇒ 
2

2/2

seclim
3sec 3x

x
x→π

 

2

2/2

seclim
3sec 3x

x
x→π

    [
0
0

 େୂପ]

           
/2

1 2cos3 .sin 3 .3lim
3 2cos .sinx

x x
x x→π

− =  − 

 /2

1 sin 6lim
3 sin 2x

x
x→π

 =   
 [ ]sin 2 2sin .cosx x x=   [

0
0

 େୂପ]

    
( )

( )/2

3 11 6cos 6 3cos3lim 3
3 2cos 2 cos 1x

x
x→π

−π = = = =  π − 

2.3.3 ଅନବିର୍ଣ୍ଣୟ େପୂ ପ 0 × ¥¥ ମପୂଲଟ୍ୟୟାଙ୍କନ ପୟାଇଁ ବଲୟାପିତୟାଲଙ୍କ ନୟିମ (ପ୍ରକୟାେ-III)

ଯଦ ି ( )lim 0
x a

f x
→

=  ଏବଂ ( )lim 0
x a

g x
→

= , ହୁଏ ରତରବ ( ) ( )lim .
x a

f x g x
→

 ନୟିେ 0 × ¥ େୂପରେ ଅଛ ି

େୂପୟାନ୍ତେ ପରେ
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 ( ) ( ) ( )

( )

lim . lim
1x a x a

f x
f x g x

g x
→ →

=   କେି୍ୟା  
( )

( )

lim
1x a

g x

f x
→

=

 ଯୟାହୟାକ ି 0
0

କେି୍ୟା ¥
¥

 େୂପ ଏବଂ ପୂବଣେ ଆରଲୟାଚତି ପର୍ତ ିସହତି ସେୟାଧୟାନ କେ

 

ବକବତକ ସମୟାହତି ଉଦୟାହେଣ ପ୍ରକୟାେ-III

0
lim log
x

x x
→

ସମୟାଧୟାନ:   ଏଠୟାରେ   
0

lim log
x

x x
→

      [ 0  × ¥ େୂପ]

0

loglim
1x

x

x
→

=       [
¥
¥

େୂପ]

ରଲୟାପିତୟାଲଙ୍କ ନୟିେ ପ୍ରରୟୟାଗ କରଲ,

( )
0 0

2

1

lim lim 01x x

x x

x
→ →

= = − =
−

ଉଦୟାହେଣ 2.32.  
0

lim tan
2x

x x
→

π −  
େ େଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କେ।

ସମୟାଧୟାନ:    ଦର୍  
0

lim cot
x

x x
→

          [ 0  × ¥  େୂପ ]

   0 0
lim lim

1 tan
cot

x x

x x
x

x
→ →

=      [
0
0

େୂପ ]

20

1lim 1
secx x→

= =

ଉଦୟାହେଣ 2.33.  
2

lim tan
2x

x x
π→

π −    େ େଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କେ।

ସମୟାଧୟାନ:  ଦର୍      
2

lim tan
2x

x x
π

→

π − 
       [ 0  × ¥  େୂପ ]

   
2 2

2 2lim lim1 cot
tan

x x

x x

x
x

π π→ →

π π   − −      
= =   [

0
0 େୂପ]
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ରଲୟାପିତୟାଲଙ୍କ ନୟିେ ପ୍ରରୟୟାଗ କରଲ, 

   2

2

1lim 1
cosx ec xπ→

=−
−

ଉଦୟାହେଣ 2.34.  lim 2 .sin
2

x
xx

a
→∞

େ େଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କେ।

ସମୟାଧୟାନ:  ଦର୍      lim 2 .sin
2

x
xx

a
→∞      

[ 0  × ¥  େୂପ]

	 	 ⇒ 
sin

2lim 1
2

x

x

x

a

→∞
     [ 0

0
େୂପ]

ରଲୟାପିତୟାଲଙ୍କ ନୟିେ ପ୍ରରୟୟାଗ କରଲ, 

	 	 ⇒ ( )

( )

2

2

.2 .log 2cos
2 22

lim
2 .log 2

2

x

xx

xx

x

a a a
x

→∞

 − 
  
−

   
lim .cos

2xx

aa a
→∞

= =

2.3.4 ଅନବିର୍ଣ୍ଣୟ େପୂ ପ ¥–¥େ ମପୂଲଟ୍ୟୟାଙ୍କନ ପୟାଇଁ ବଲୟାପିତୟାଲଙ୍କ ନୟିମ (ପ୍ରକୟାେ-IV)

ଯଦ ି ( )lim
x a

f x
→

= ¥  ଏବଂ ( )lim
x a

g x
→

= ¥ , ହୁଏ ରତରବ  ( ) ( )lim
x a

f x g x
→

− , ¥−¥   େୂପରେ େହବି ।

ଏହ ିେୂପରେ େୂପୟାନ୍ତେ କେ ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1

lim lim 1
.

x a x a

g x f x
f x g x

f x g x
→ →

−
− =

ଯୟାହୟାେ େଲୂ୍ ରଲୟାପିତୟାଲଙ୍କ ନୟିେ ଦ୍ୟାେୟା ନଣି୍ଣେୟ କେୟାଯୟାଇପୟାେବି ରଯପେ ିପ୍ରରେେୁ କେୟାଯୟାଇଥିଲୟା ।
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ବକବତକ ସମୟାହତି ଉଦୟାହେଣ (ପ୍ରକୟାେ-IV)

ଉଦୟାହେଣ 2.35.  20

1 coslim
x

ecx
xx→

 −  
େ େଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କେ।

ସମୟାଧୟାନ:  ଦର୍   20

1 coslim
x

ecx
xx→

 −         
[¥−¥  େୂପ]

20

sinlim
sinx

x x
x x→

− 
  

         [
0
0 େୂପ]

ରଲୟାପିତୟାଲଙ୍କ ନୟିେ ପ୍ରରୟୟାଗ କରଲ, 

20

cos 1lim
cos 2 sinx

x
x x x x→

− =   +
      [ 0

0 େୂପ] 

20

sinlim
sin 2 cos 2 cos 2sinx

x
x x x x x x x→

− =   − + + +

20

sinlim
sin 4 cosx

x
x x x x→

− =   − +
    [ 0

0
େୂପ]

20

cos 1lim
6cos 6 sin 6cosx

x
x x x x x→

− = =−  − − +

ଉଦୟାହେଣ 2.36.  ( )
2

lim sec tan
x

x x
π→

− େ େଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କେ।

ସମୟାଧୟାନ:   ଏଠୟାରେ ( )
2

lim sec tan
x

x x
π→

−           [¥−¥  େୂପ]

2

1 sinlim
cos cosx

x
x xπ→

 = −  

2

1 sinlim
cosx

x
xπ→

− =                   [ 0
0 େୂପ]

2

coslim
sinx

x
xπ→

− =   −

cos 02 0
1sin

2

π

= = =π
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ଉଦୟାହେଣ 2.37.  2
20

1lim cos
x

ec x
x→

 −    େ େଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କେ।

ସମୟାଧୟାନ:  ଦର୍   2
20

1lim cos
x

ec x
x→

 −  

⇒ 2 20

1 1lim
sinx x x→

 −      [¥−¥  େୂପ]

2 2

2 20

sinlim
sinx

x x
x x→

 −
=   

   [
0
0

େୂପ]

2 2 2

4 20

sinlim
sinx

x x x
x x→

   −
=       

2 2 2

4 20 0

sinlim lim
sinx x

x x x
x x→ →

   −
=       

2 2

40

sinlim
x

x x
x→

 −
=   

       
0

sinlim 1
x

x
x→

  =    


[ 0
0

େୂପ]

23 5
2

40

......
3! 5!

lim
x

x xx x

x→

  
− − + −    =  

 
 

4 6 4 6
2 2

4 40 0

...
3 60 3 60lim lim

x x

x x x xx x

x x→ →

 
− − + − − 

= = 
 
 

2

0

1lim
3 60x

x x
→

= − + େ ଉଚ୍ଚ ଘୟାତୟାଙ୍କ ପଦ

  1
3

=  
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ପ୍ରଶ୍ନମୟାଳୟା 2.6

1. ନେି୍ନଲିଖିତ ସଥୀେୟା େଲୂ୍ ନଣି୍ଣେୟ କେ।

         a. 
0

logsinlim
cotx

x
x→

     b. ( )
( )

log
lim

log x ax a

x a
e e→

−
−

       

  c. 
3 2

4 2

8 2 1lim
2 3x

x x x
x x x→∞

− + +
− + −

     d. loglim
x

x
x→∞

  e. 
0

coslim
logx

ecx
x→

      f. 
0

loglim
cotx

x
x→

  f. lim ,
n

xx

x n N
e→∞

∈      g. ( )
5

log 1
lim

cotx

x
x→

−
π

  i. 
0

lim log .sinxx
x

→
     

 2.    ନେି୍ନଲିଖିତ ଅନରିଣ୍ଣେୟ େୂପେ େଲୂ୍ ନଣି୍ଣେୟ କେ ।

        a. 
0

lim .log .tan
x

x x x
→

     b. 1lim .tan
x

x
x→∞

     c. ( )lim .tan
2x a

xa x
a→

π
−      d. 

1
lim sec log

2x
x

x→

π

    e. ( )
2

lim 1 sin . tan
x

x x
π

→
−      f. ( )1/lim 1x

x
a x

→¥
−  

 3.   ନେି୍ନଲିଖିତେ େଲୂ୍ ନଣି୍ଣେୟ କେ ।

        a. 
0

1lim cos
x

ecx
x→

 − 
 

     b. 
0

1cot
lim
x

x
x

x→

 − 
 

     c. 2
20

1lim cot
x

x
x→

 − 
 

     d. 
1

1lim
1 logx

x
x x→

 
− − 

  e. 
20

1 1lim
tanx x xx→

 − 
 

     f. ( )20

1 1lim log 1
x

x
x x→

 − + 
 

  g. ( )
2

lim 2 tan .sec
x

x x x
π→

− π     h. ( )
0

lim cos cot
x

ecx x
→

−
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ଉତ୍ତେମୟାଳୟା

1.  a. 0     b. 1    c. 0    d. 0       
 e. −¥     f. 0    g. 0    h. 0  
      i. 1       
2. a. 0     b. 1    c. 2a

π
   d. 2

π
      e. 0     f. log a    
3.  a. 0     b. 1

3
   c. 2

3
   d. 1

2

     e. 1
3

    f. 1
2

   g. 2−    h. 0

2.3.5 ଅନବିର୍ଣ୍ଣୟ େପୂ ପ 00େ ମପୂଲଟ୍ୟୟାଙ୍କନ ପୟାଇଁ ବଲୟାପିତୟାଲଙ୍କ ନୟିମ  (ପ୍ରକୟାେ- V)

ଯଦ ି ( )lim 0
x a

f x
→

=  ଏବଂ ( )lim 0
x a

g x
→

= , ରତରବ ( ) ( )lim
g x

x a
f x

→
  

00 େୂପରେ ଅଛ।ି

ଏହ ିପ୍ରକୟାେ େୂପକୁ ସେୟାଧୟାନ କେବିୟା ପୟାଇଁ  େରନକେ ( ) ( )lim
g x

x a
y f x

→
=   

( ) ( )log lim .log
x a

y g x f x
→

=  ....(i)
ଯୟାହୟାକ ି0 × ¥  େୂପରେ ଅଛ ିଏବଂ ପୂବଣେ ପର୍ତ ିଦ୍ୟାେୟା ସେଧୟାନ ରହୟାଇପୟାେବି

େରନକେ
( ) ( )lim .log

x a
g x f x l

→
=

ରତରବ ସେଥୀକେଣ (l) େୁ,   log y l= ⇒ ly e=
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ବକବତକ ସମୟାହତି ଉଦୟାହେଣ (ପ୍ରକୟାେ-V)

ଉଦୟାହେଣ 2.38.  
0

lim x

x
x

→
େ େଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କେ

ସମୟାଧୟାନ:  େରନକେ,  
0

lim x

x
y x

→
=

      
[ 00  େୂପ]

ଉରୟ ପୟାର୍ଣେେ log ରନରଲ

0
log lim log

x
y x x

→
=      [ 0 × ¥  େୂପ ]

0

loglog lim
1x

xy

x
→

=         [ ¥
¥

େୂପ]

ରଲୟାପିତୟାଲଙ୍କ ନୟିେ ପ୍ରରୟୟାଗ କରଲ, 

         
0

2

1

lim
1x

x

x
→

=
−

             0
lim 0
x

x
→

= − =

ଏହପିେ ି    log 0y =

⇒ 0 1y e= =

ରତଣୁ     
0

lim 1x

x
x

→
=

ଉଦୟାହେଣ 2.39.  ( ) ( )
1

2 log 1
1

lim 1 x
x

x −
→

− େ େଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କେ।

ସମୟାଧୟାନ:  େରନକେ  ( ) ( )
1

2 log 1
1

lim 1 x
x

y x −
→

= −
    

[ 00  େୂପ]

 ରତରବ,        
( ) ( )2

1

1log lim log 1
log 1x

y x
x→

= −
−

     [ ¥
¥

େୂପ]

 
( ) ( )

( )1

log 1 log 1
lim

log 1x

x x
x→

− + +
=

−

 

( )
( )1

log 1
lim 1

log 1x

x
x→

 +
= +  − 

 
( )
( )1

log 1
1 lim

log 1x

x
x→

+
= +

−
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1 1

1
111 lim 1 lim

1 1
1

x x

xx
x

x
→ →

−+= + = +
+

−

01 1
2

= + =

ଏହପିେ,ି  log 1y =

⇒ 1y e e= =

  ରତଣୁ,   ( ) ( )
1

2 log 1
1

lim 1 x
x

x e−
→

− =

2.3.6  ଅନବିର୍ଣ୍ଣୟ େପୂ ପ 1∞େ ମପୂଲଟ୍ୟୟାଙ୍କନ ପୟାଇଁ ବଲୟାପିତୟାଲଙ୍କ ନୟିମ (ପ୍ରକୟାେ-VI)

ଯଦ ି ( )lim 1
x a

f x
→

=  ଏବଂ ( )lim
x a

g x
→

= ¥ , ହୁଏ ରତରବ  ( ) ( )lim
g x

x a
f x

→
   1¥  େୂପରେ ଅଛ ି।

ଏହୟାକୁ ସେୟାଧୟାନ କେବିୟାପୟାଇଁ, େରନକେ    ( ) ( )lim
g x

x a
y f x

→
=   

\                 ( ) ( )log lim .log
x a

y g x f x
→

=  
ପୂବଣେ ପର୍ତ ିଦ୍ୟାେୟା ସେୟାଧୟାନ ରହୟାଇପୟାେବି  ।

ତୟାହୟା ପରେ, େରନକେ,  lim
x a

y l
→

=

ରତରବ    ly e=

ଅରଣେୟାତ            ( ) ( )lim
g x l

x a
f x e

→
=   .

ବକବତକ ସମୟାହତି ଉଦୟାହେଣ ପ୍ରକୟାେ-VII

ଉଦୟାହେଣ 2.40.  ( ) 2
1

0
lim cos x
x

x
→

େ େଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କେ।

ସମୟାଧୟାନ: େରନକେ    ( ) 2
1

0
lim cos x
x

y x
→

=
     

[1¥  େୂପ]

\    20

1log lim log cos
x

y x
x→

=        [ 0 × ¥  େୂପ]
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ରଲୟାପିତୟାଲଙ୍କ ନୟିେ ପ୍ରରୟୟାଗ କରଲ,

           ( )
0

1 . sin
coslim

2x

x
x

x→

−
=

           
0

tanlim
2x

x
x→

−
=          [ 0

0
େୂପ ]

2

0

sec 1lim
2 2x

x
→

−
= = −

ଏହପିେ ି 1log
2

y = −

⇒
1
2y e

−
=

ରତଣୁ ( ) 2

11
2

0
lim cos x
x

x e
−

→
=

ଉଦୟାହେଣ 2.41. ଦର୍ ସଥୀେୟା େଲୂ୍ ନଣି୍ଣେୟ କେ ( )
2cot

0
lim cos x

x
x

→

ସମୟାଧୟାନ:  େରନକେ       ( )
2cot

0
lim cos x

x
y x

→
=

     
[1¥ େୂପ ]

\          2

0
log lim cot log cos

x
y x x

→
=       [ 0 × ¥  େୂପ]

       20

log coslog lim
tanx

xy
x→

=       [ 0
0

େୂପ]

ରଲୟାପିତୟାଲଙ୍କ ନୟିେ ପ୍ରରୟୟାଗ କରଲ,

           ( )
20

1 . sin
coslim
2 tan .secx

x
x

x x→

−
=

           20

tanlim
2 tan .secx

x
x x→

−
=          

1
2

= −

ଏହପିେ ି    1log
2

y = −

⇒
1
2y e

−
=

\ ରତଣୁ  ( )
2 1

cot 2
0

lim cos x

x
x e

−

→
=
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2.3.7 ଅନବିର୍ଣ୍ଣୟ େପୂ ପ ¥0େ ମପୂଲଟ୍ୟୟାଙ୍କନ ପୟାଇଁ ବଲୟାପିତୟାଲଙ୍କ ନୟିମ  (ପ୍ରକୟାେ-VII)

ଯଦ ି ( )lim
x a

f x
→

= ¥  ଏବଂ ( )lim 0
x a

g x
→

= , ହୁଏ ରତରବ,  ( ) ( )lim
g x

x a
f x

→
    0¥   େୂପରେ ଅଛି

ଏହ ିପ୍ରକୟାେେ ଅନରିଣ୍ଣେୟ େୂପକୁ ସେୟାଧୟାନ ପୟାଇଁ 

େରନକେ    ( ) ( )lim
g x

x a
y f x

→
=       ...(1)   [ 0 × ¥  େୂପ ]

\          ( ) ( )log lim .log
x a

y g x f x
→

=  

ଯୟାହୟାକ ିପୂବଣେ ଆରଲୟାଚତି ପର୍ତ ିଦ୍ୟାେୟା ନଣି୍ଣେୟ କେୟାଯୟାଇ ପୟାେବି।
ତୟାହୟା ପରେ େରନକେ   log y l=

ରତରବ                    ly e=

⇒	 ( ) ( )lim
g x l

x a
f x e

→
=  

ବକବତକ ସମୟାହତି ଉଦୟାହେଣ (ପ୍ରକୟାେ-VII)

ଉଦୟାହେଣ 2.42.  ( )
1

log
0

lim cot x
x

x
→  େ େଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କେ

ସମୟାଧୟାନ:  େରନକେ,    ( )
1

log
0

lim cot x
x

y x
→

=
     

[ 0¥ େୂପ ]

\    
0

1log lim log cot
logx

y x
x→

=        [ ¥
¥

େୂପ ]

ରଲୟାପିତୟାଲଙ୍କ ନୟିେ ପ୍ରରୟୟାଗ କରଲ,

           ( )2

0

1 . cos
cotlim

1x

ec x
x

x
→

−
=            

2

0

coslim
cotx

x ec x
x→

−
=        

 

0
lim

cos .sinx

x
x x→

−
=         [ 0

0
େୂପ ]

2 20

1lim 1
cos sinx x x→

−
= = −

−

 ଏହପିେ ି  log 1y = −       ⇒  1 1y e
e

−= =
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                             ରତଣୁ ( )
1

log
0

1lim cot x
x

x
e→

=

ଉଦୟାହେଣ 2.43.  
11lim 1

2

x

x x

+

→¥

 − 
 

େ େଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କେ।

ସମୟାଧୟାନ:  େରନକେ ( )
11lim 1 , 1

2

x

x
f x x

x

+

→¥

 = − > 
       

\  ( ) ( ) 1log lim 1 log 1 , 1
2x

f x x x
x→¥

 = + − > 
 

  

  
( )

1log 1
2log lim

1
1

x

xf x

x
→¥

 − 
 =

+

 
     [ 0

0
େୂପ]

ରଲୟାପିତୟାଲଙ୍କ ନୟିେ ପ୍ରରୟୟାଗ କରଲ,

           

( )

2

2

1 1.
1 21

2lim
1
1

x

x
x

x
→¥

 − 
 =
−

+

           ( )

( )

2

2

2 1.
2 1 2

lim
1
1

x

x
x x

x
→¥

−
=

−
+

        

( )
( )

2 2

2

1 1 2lim lim
2 1 2x x

x x x
x x x x→¥ →¥

+ + +
= ⇒

− − − +

        
 

2
1 21

lim
12

x

xx

x
→¥

+ +
=

− +
  [ଲବ ଏବଂ ହେକୁ x2 ଦ୍ୟାେୟା ରୟାଗ କରଲ ] 

     1
2

= −   

ଏହପିେ ି   ( ) 1log
2

f x = −    

⇒   ( )
1
2f x e

−
=

⇒ 
1 1

21lim 1
2

x

x
e

x

+
−

→¥

 − = 
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ଉଦୟାହେଣ 2.44.  ( )cot

/2
lim sec x

x
x

→π
େ େଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କେ।

ସମୟାଧୟାନ:   େରନକେ  ( )cot

/2
lim sec x

x
y x

→π
=

    
[ 0¥  େୂପ] 

\                                 
/ 2

log lim cot .logsec
x

y x x
→π

=        [ 0 × ¥  େୂପ]

       
/ 2

log seclog lim
tanx

xy
x→π

=     [ ¥
¥

େୂପ ]

ରଲୟାପିତୟାଲଙ୍କ ନୟିେ ପ୍ରରୟୟାଗ କରଲ,

2/2

1 .sec . tan
seclim

secx

x x
x

x→π
=

             2/2

1 .sec . tan
seclim

secx

x x
x

x→π
=         

2/2

tanlim
secx

x
x→π

=          

/ 2
lim sin .cos

x
x x

→π
=    

      0=   
    ଏହପିେ ି  log 0y =

  ⇒     0 1y e= =  

  ରତଣୁ  ( )cot

/2
lim sec 1x

x
x

→π
=

ଉଦୟାହେଣ 2.45.  ପ୍ରେୟାଣ କେ ରଯ  
3 2

32 3lim
2 1

x

x

x e
x

+

→¥

+  = + 

ସମୟାଧୟାନ:   େରନକେ  
3 22 3lim

2 1

x

x

xy
x

+

→¥

+ =  +      
[1¥ େୂପ ] 

\                        ( ) 2 3log lim 3 2 log
2 1x

xy x
x→¥

+ = +  + 
       

 ( ) 2lim 3 2 log 1
2 1x

x
x→¥

 = + + + 
    [ 0 × ¥  େୂପ]

ରଲୟାପିତୟାଲଙ୍କ ନୟିେ ପ୍ରରୟୟାଗ କରଲ,

( )
2.2 2 1lim 3 2 . ......

2 1 2 1 2x
x

x x→¥

  = + − +  + +       
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            ( ) ( )2.2 3 2 3 22lim . ......
2 1 2 1 2x

x x
x x→¥

 + + = − +  + +   

        

 
( )

2
2

2 21 .3 2.3 1
2 3 3lim . .......

22 21 2 13 3

x

x x
x x

x
xx x

→¥

    + +    
    = − +

    + +       

       
  

2

2 23. 1 1
33 3lim .......

2 2 21 13 3

x

x x
x

x x

→¥

    + +    
    = − +

    + +       

 
  

     3=   
 ଏହପିେ ି  log 3y =

 ⇒     3y e=  

 ରତଣୁ   
3 2

32 3lim
2 1

x

x

x e
x

+

→¥

+  = + 

ଉଦୟାହେଣ 2.46.  ଦେଣେୟାଅ ରଯ ( )1/

0

1
lim

2

x

x

x e e
x→

+ −
= −

ସମୟାଧୟାନ:   େରନକେ  ( )1/1 xy x= +
        

\                      ( )1log log 1y x
x

= +        

    
2 3 41 ....

2 3 4
x x xx

x
 

= − + − + 
 

     
2 3

1 ...
2 3 4
x x x

= − + − +  

				⇒  
2 3

1 ...
2 3 4
x x x

y e
− + − +

=

     . te e= ରଯଉଁଠୟାରେ 
2 3

.......
2 3 4
x x xt = − + − +

22 3 2 31. 1 ....... ....... ......
2 3 4 2! 2 3 4
x x x x x xe

    
 = + − + − + + − + − + +   
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211. 1 ......
2 24
xe ex = − + +  

211 ......
2 24
exe ex= − + +

ବର୍ଣେେୟାନ   ( )
2

1/

0 0

11 ......1 2 24lim lim
x

x x

exe ex ex e
x x→ →

 − + + − + −  =

              
0

11lim ....
2 24x

e ex
→

−
= + +

              
2
e−

=

ଉଦୟାହେଣ 2.47.  2lim .log
1x

nn n
n→¥

 + +   
େ େଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କେ।

ସମୟାଧୟାନ:  ଦର୍  2lim .log
1x

nn n
n→¥

 + +          

              2 1lim .log 1
1x

n n
n→¥

  = + −  +  
                  

( ) ( )
2

2 3

1 1 1lim . .......
1 2 1 3 1x

n n
n n n→¥

  
  = + − − − −

 + + +  

( ) ( )

2 2 2

2 3lim ......
1 2 1 3 1x

n n nn
n n n→¥

 
= − − − − 

+ + +  

( )

2 2

3

1 1lim ......
1 2 1 3 1x

n n n
n n n→¥

  = − − −  + +  +  
 

2

3

1 1 1 1 1lim . ......
1 12 3 11 1 1

x

nn n n

→¥

     = − − −    + +  +                1 11
2 2

= − =

 ରତଣୁ
      2 1lim .log

1 2x

nn n
n→¥

 + = +  
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ପ୍ରଶ୍ନମୟାଳୟା 2.7
1. ନେି୍ନଲିଖିତ ସଥୀେୟାେ େଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କେ।

     a. ( )cos

/2
lim cos x

x
x

→π
    b. ( ) 1

1
lim 1 x

x
x −

→
−   c. 

1/
1lim tan

2

x

x
x−

→¥

π − 
 

2. ନେି୍ନଲିଖିତ ସଥୀେୟାେ େଲୂ୍ ନଣି୍ଣେୟ କେ।

      a. lim 1
x

x

a
x→¥

 + 
 

        b. 
tan

0

1lim
x

x x→

 
 
 

  c. ( )tan

/2
lim sin x

x
x

→π
         

 d. 
1/

0

sinhlim
x

x

x
x→

 
 
    

e. ( )1/ log

0
lim cos x

x
ecx

→
       f. 

21/

0

tanlim
x

x

x
x→

 
 
 

  

 g. 
tan

2
lim 2

x
a

x a

x
a

π

→

 − 
 

          h. 
1/

0

sinlim
x

x

x
x→

 
 
    

i. ( )cot

0
lim 1 sin x

x
x

→
+         

 j. 2lim 1
x

x x→¥

 + 
 

   k. ( )
2tan

/2
lim sin x

x
x

→π
         

3.   a. ଦେଣେୟାଅ ରଯ 
( )1/

20

1 112lim
24

x

x

exx e e
x→

+ − +
=

 

 
b. ଦେଣେୟାଅ ରଯ 

( )1/ 2

30

111 72 24lim
16

x

x

exx e ex
e

x→

+ − + −
= −

4.  a.  ପ୍ରେୟାଣ କେ ରଯ  ( )1/lim 1 1x

x
x

→¥
+ =   b. ପ୍ରେୟାଣ କେ ରଯ  lim 1

x
k

x

k e
x→¥

 + = 
 

 

    c. ପ୍ରେୟାଣ କେ ରଯ  ( )2/ 2lim
xx

x
x e e

→¥
+ =   d. ପ୍ରେୟାଣ କେ ରଯ  

3 2
33 1lim

3 4

x

x

x e
x

+
−

→¥

+  = + 

5. େଲୂ୍ୟାଙ୍କେ କେ

 a. 
1/

0
lim

2

xx x

x

a b
→

 +
 
 

 ଏବଂ ତୟାପରେ ଦେଣେୟାଅ  
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0

2 3lim 6
2

xx x

x→

 +
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 b.  
1/loglim

x

x

x
x→¥

 
 
 

       c. ( )2log 1
lim
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n

n→¥

+
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ଉତ୍ତେମୟାଳୟା

 1.  a. 1     b.  1    c.  1    
2.  a. ae     b.  1    c.  1    d.  1  
      e. 1

e
    f .  1/3e    g.  2/e π    h.  1/6e−   

      i. e     j .  2e    k.  1/2e−  
5. b. 1     c .  0

ଆକରଣ୍ଣଣଥୀୟ ତରଟ୍ୟ
 y ଅନରିଣ୍ଣେୟ େୂପ ଗୁଡ଼କି ପଦୟାରଣେ ବଜି୍ୟାନରେ େଧ୍ େିଳରିୟାଏ: କ୍ୟାଣ୍ଟେ ପଦୟାରଣେ ବଜି୍ୟାନ, କଣିକୟା ଷେୟ, କ୍ୟାଣ୍ଟୟାେ 

ରେକୟାନକି୍ସ, ରରେଣେୟାଡୟାଇନୟାେିକ୍ସ ଇତ୍ୟାଦରିେ ଆରେ ଏହୟାେ ବ୍ବହୟାେ ରଦଖିପୟାେୁ ।
 y ରଜୟାହୟାନ ବଣ୍ଣେଲି ଏହ ିଅନନ୍ ନୟିେ ସଷୃ୍ଠରିେ ନରିୟୟାଜତି ଥିରଲ ।
 y ରଲୟାପିତୟାଲଙ୍କ ନୟିେ ରବରଳ ରବରଳ କଦୟାପି ରେଷ ନରହବୟା ଚକ୍ରରେ ପଡବିୟା ଦ୍ୟାେୟା ବଫିଳ ହୁଏ ।
 y ରଯରହତୁ ‘L’Hospital’ େୂପରେ ରଲଖୟାଯଇଛ ିକନୁି୍ତ େର୍ଦେ ିଉଚ୍ଚୟାେଣ ରହଉଛ ିରଲୟାପିତୟାଲ।

ଭିଡଓି ସଂବଯୟାଗ (ଉତ୍ସ: NPTEL)

ଅନରିଣ୍ଣେୟ େୂପ -1

େୟାସ୍ତେ ଜଥୀେନବେ ପ୍ରବୟୟାଗ
 y ବୟାଣିଜ୍ ରଷେତ୍ରରେ ଏହୟାେ ଏକ ଗୁେୁତ୍ୱପୂଣ୍ଣେ ପ୍ରରୟୟାଗ ଅଛ,ି ରଯଉଁଠୟାରେ ପ୍ରତଦିନି ନେିନ୍ତେ ଚକ୍ରବୃର୍ ିସଧୁ 

ହୟାେ ସୟାେ୍ନୟାକୁ ଆରସ, ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ରୟାବୟାରେ ନରିବସରେ ,ବରିିନ୍ନ ପ୍ରକୟାେେ ବ୍ୟାଙ୍କକ୍   ଖୟାତୟାରେ, ରକଣେଡଟି୍  କୟାଡଣେ ବଲି୍ , 
ବନ୍ଧକ ଇତ୍ୟାଦ ିପ୍ରଦୟାନ କେବିୟା ସେୟରେ

 y ଏହୟା ଗୟାେୟା ଫଳନରେ ବ୍ବହୃତ ହୁଏ, ଯୟାହୟାକ ିଇଞି୍ଜନୟିେଂି କ୍ୟାଣ୍ଟମ୍ ପଦୟାରଣେ ବଜି୍ୟାନ, ପେସିଂଖ୍ୟାନ, 
ରଜ୍ୟାତବି୍ଣିଜ୍ୟାନ, ଫପ୍ ଲୁଇଡ୍  ଡୟାଇନୟାେିକ୍ସ, କେ୍ିରନୟାରେୟାେଥୀ, ସମ୍ଭୟାବ୍ତୟା ସରି୍ୟାନ୍ତ ଇତ୍ୟାଦରିେ ବ୍ବହୃତ ହୁଏ ।
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2.4 ଗେିଷ୍ଠ ଓ ଲଘିଷ୍ଠ
ଏକ ଫଳନ f କୁ, x= a ରେ ଅଧିକ ତେ େଲୂ୍ କୁହୟାଯୟାଏ ଯଦ ିf (a) > f (x) ଅରଣେୟାତ୍, f (x) – f (a) < 0.  

x େ ସେସ୍ େଲୂ୍ ରଯଉଁଠୟାରେ a, x େ ସେଥୀପ୍ ବନୁି୍ଦ ଅରେ ।

ଏକ ଫଳନ f କୁ x=h ରେ େଲୂ୍ କୁହୟାଯୟାଏ ଯଦ ିf(a)< f (x), ଅରଣେୟାତ୍, f (x)- f (x) >0, x େ ସେସ୍ େଲୂ୍ ପୟାଇ,ଁ 
ରଯଉଁଠୟାରେ ‘a’, x େ ସେଥୀପ୍ ବନୁି୍ଦ ଅରେ । ସଲଗ୍ନ ଚତି୍ର 2.7 ରେ, f((x) େ x=a, ରେ ଅଧିକତେ େଲୂ୍ ଅଛ ିରଯରହତୁ 
f(a)େ େୟାନ f(x)େ ନକିେବର୍୍ଣି େୟାନ ଠୟାେୁ ଅଧିକ ଏହ ିପ୍ରକୟାେରେ f(x),x=b ନୁ୍ନତେ ଏବଂ d ରେ ଅଧିକତେ । ଧ୍ୟାନ 
ଦଅିନୁ୍ତ ରଯ f(x)େ ସବଣେୟାଧିକ େଲୂ୍ x=a ରେ ଅଛ ିଯଦଓି f(a)<f(x),’a’ େ ଅଛ ି। ଏହପିେ ିf(x)େ ସବଣେୟାଧିକ େଲୂ୍ 
ଆବେ୍କ । େୂପରେ  f(x)େ ସବୁଠୟାେୁ ବଡ େଲୂ୍ ନୁରହଁ।

2.4.1 ଗେିଷ୍ଠ ଓ ଲଘିଷ୍ଠ ପୟାଇଁ ସତ୍ତଣ୍ଣ:
ବନୁି୍ଦ ‘a’  ରେ ରେଲେଙ୍କ ଉପପୟାଦ୍ ଦ୍ୟାେୟା ବସି୍ୟାେ କରଲ, ଆରେ ପୟାଉ : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )21 ...
2!

f x f a x a f a x a f a¢ ¢¢= + − + − +

ଅରଣେୟାତ୍,  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )21 ...
21

f x f a x a f a x a f a¢ ¢¢− = − + − +

 କେି୍ୟା    ( ) ( ) ( ) ( )1 ...
21

x a f a x a f a ¢ ¢¢= − + − + 
 

    ... (1)

ଚତି୍ର 2.7

ରଯରତରବରଳ  x → a  ରଛୟାେ ହୁଏ , ( )f a¢ ସଂଖ୍ୟାତ୍ମକ େୂପରେ ଉର୍େବର୍ଣେଥୀ ପଦେୟାନଙ୍କ ଠୟାେୁ ଅଧିକ ହୁଏ । ରତଣୁ 
f (x) – f (a)  ରେ ନରିଣେେ କରେ।   କନୁି୍ତ ଏହୟାେ ରକବଳ ରଗୟାେଏି ଚହି୍ନ େହବି ରଯରତରବରଳ x > a ଏବଂ ଅନ୍େ ି
ରଯରତରବରଳ x < a ରତଣୁ x = a ରେ ସବଣେୟାଧିକ ଏବଂ ସବଣେନେି୍ନ ସମ୍ଭବ ନୁରହଁ ରଯପଯଣେ୍ନ୍ତ ( ) 0f a¢ =  ନୁରହଁ । 

ଯଦ ିf (a) = 0, ରତରବ ସେଥୀକେଣ  (1) ରହବ
  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 ...

2 6
f x f a x a f a x a f a ¢¢ ¢¢¢− = − + − 
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(x- a)େ ରଛୟାେ େଲୂ୍ ପୟାଇ,ଁ ( )1
2

f a¢¢ , f11(a) େ ଉର୍େବର୍ଣେଥୀ ପଦ ଗୁଡ଼କିେ ତୁଳନୟାରେ ଅଧିକ ସଂଖ୍ୟାତ୍ମକ େଲୂ୍ 

ଅଛ ି ( ) ( )f x f a−  େ ଚହି୍ନ ( ) ( )21
2

x a f a¢¢−  କେି୍ୟା ( )f a¢¢ ରେ ନରିଣେେ କରେ। ରଯରହତୁ  ( )21
2

x a−  ସବଣେଦୟା 

ଧନୟାତ୍ମକ ।ରତଣୁ ଫଳନ  f(x)େ,  x = a ରେ ଗେଷି୍ଠ ଓ ଲଘିଷ୍ଠ େଲୂ୍ ଅଛ ିଯଦ ି:

(i) ( ) 0f a¢ = ଓ  ( )f a¢¢ = ଋଣୟାତ୍ମକ, f (x), ‘a‘ ରେ ସବଣେୟାଧିକ । 
(ii)   ( ) 0f a¢ =  ଓ ( )f a¢¢ = ଧନୟାତ୍ମକ, f (x), ‘a‘ ସବଣେନେି୍ନ ।
(iii) ( ) 0f a¢ =  ଓ ( ) 0f a¢¢ = , f (x), x = a ରେ ନୟା ସବଣେୟାଧିକ କେି୍ୟା ସବଣେନେି୍ନ ରଯ ପଯଣେ୍ନ୍ତ ( ) 0f a¢¢¢ = . 
 fiv(a)େ ଚହି୍ନ f (x)େ ପ୍ରକୃତ ିନରି୍ଣେୟାେତି କେବି. । 

2.42 ଚେମମୟାନ (ଗେିଷ୍ଠ କମି୍ୟା ଲଘିଷ୍ଠ) ପୟାଇଁ ପ୍ରରମ ଅେକଳଜ ପେଥୀକ୍ଷୟା
େରନକେ,  f, ଅନ୍ତେୟାଳ I = (a,b) ରେ ସଂଜ୍ୟାକୃତ ଏକ ଅବଚି୍ଚନି୍ନ ଫଳନ ଅରେ ଏବଂ େରନକେ c,  I ରେ କ୍ରୟାନ୍ତକି ବନୁି୍ଦ 
ଅରେ । c∈I, ରତରବ: 

i.  ( )f x¢  ଧନୟାତ୍ମକେୁ ଋଣୟାତ୍ମ,କ କୁ ଚହି୍ନ ବଦଳୟାଏ ରଯପେ ିx, c  େଧ୍ରଦଇ ବୃର୍ ିହୁଏ । ଅରଣେୟାତ୍, f′(x)≥0,  x 
∈ (c – δ, c+ δ) ପୟାଇଁ ଏବଂ f ′ (x) £ 0, x ∈ (c – δ, c+ δ) ପୟାଇଁ ରତରବ c, ସ୍ୟାନଥୀୟ ଗେଷି୍ଠ ବନୁି୍ଦ 
ଅରେ ଏବଂ f  େ ସ୍ୟାନଥୀୟ ଗେଷି୍ଠ c ରେ ଅଛ।ି

ii.  ( )f x¢ , ଋଣୟାତ୍ମକ େୁ ଧନୟାତ୍ମକ ଚହି୍ନ  ବଦଳୟାଏ, ରଯପେ ିx,’c’ େଧ୍ରଦଇ ବୃର୍ ିହୁଏ। ଅରଣେୟାତ୍  f ′ (x) £ 0, 
x ∈ (c – δ, c) ପୟାଇଁ ଏବଂ f′(x)≥0, x ∈ (c, c + δ) ପୟାଇଁ ରତରବ c, ସ୍ୟାନଥୀୟ ଲଘିଷ୍ ବନୁି୍ଦ ଅରେ ଏବଂ 
f  େ ସ୍ୟାନଥୀୟ ଲଘିଷ୍ଠ c ରେ ଅଛ।ି

iii. f′(x), ଚହି୍ନ ବଦଳୟାଏ ନୟାହିଁ  ରଯରତରବରଳ x ,‘ c ‘ େୟାଧ୍ରଦଇ ବୃର୍ ିହୁଏ, ରତରବ f େ ଚେେେୟାନ (ନୟା ଗେଷି୍ଠ 
କେି୍ୟା ଲଘିଷ୍ଠ) c  ରେ ନୟାହିଁ  ଏବଂ ରସହ ିବନୁି୍ଦକୁ ଇନ୍ ରଫପ୍କସନ ବନୁି୍ଦ କୁହୟାଯୟାଏ ।   

 
ଚତି୍ର 2.8
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ସଂଜ୍ୟା f  େ କ୍ରୟାନ୍ତକି େନୁି୍: େରନକେ f , ଅନ୍ତେୟାଳ I ଏବଂ c ∈ I, ରେ ସଂଜ୍ୟାକୃତ ଏକ ଅବଚି୍ନି୍ନ ଫଳନ, ରତରବ ‘c‘ କୁ  

କ୍ରୟାନ୍ତକି ବନୁି୍ଦ କୁହୟାଯୟାଏ ଯଦ ି f ′(c) = 0 କେି୍ୟା  f, I େ ବନୁି୍ଦ ଗୁଡ଼କିରେ ଅବକଳନଥୀୟ ନୁରହଁ ।
ସଂଜ୍ୟା େରନକେ , f  ଏକ ବୟାସ୍ବ େଲୂ୍ ଫଳନ ଅରେ ଏବଂ େରନକେ c, f ପ୍ରୟାନ୍ତରେ ଏକ ଆର୍ନ୍ତେ ବନୁି୍ଦ ଅରେ, ରତରବ 

a. ‘c‘ କୁ  ସ୍ୟାନଥୀୟ ଗେଷି୍ଠେ ଏକ ବନୁି୍ଦ କୁହୟାଯୟାଏ, ଯଦ ିରସଠୟାରେ ଏକ h > 0 ଅଛ,ି ରଯପେକି ିf(c) > f(x), ∀ 
x.€  (c – h, c + h), f(c) େ େଲୂ୍କୁ, ‘f ‘ ସ୍ୟାନଥୀୟ ସରବଣେୟାଚ୍ଚ େଲୂ୍ କୁହୟାଯୟାଏ । 

b. ‘c ‘ ସ୍ୟାନଥୀୟ ଲଘିଷ୍ଠ ବନୁି୍ଦ କୁହୟାଯୟାଏ ଯଦ ିରସଠୟାରେ ଏକ h > 0 ଅଛ ିରଯପେକି ିf(c) < f(x), ∀ x€  (c – h, 
c + h) f(c) କୁ ‘f‘ େ ସ୍ୟାନଥୀୟ ସବଣେନେି୍ନ େଲୂ୍ କୁହୟାଯୟାଏ ।

     
ଚତି୍ର 2.9

ଜ୍ୟାେିତକି େୂପରେ, ଉପରେୟାକ୍ତ ସଂଜ୍ୟା ଦେଣେୟାଏ ରଯ, ଯଦ ିx = c, f  େ ସ୍ୟାନଥୀୟ ଗେଷି୍ଠ ଏକ ବନୁି୍ଦ ହୁଏ, ରତରବ  ‘c‘େ 
ଚତୁର୍ଦ୍ଣିଗରେ  f େ ରେଖୟାଚତି୍ର ଦଆିଯୟାଇଥିବୟା ଚତି୍ର ଅନୁସୟାରେ ରହବ ।            

ଧ୍ୟାନ ଦଅିନୁ୍ତ କ ିଫଳନ f , ଅନ୍ତେୟାଳ (c – h, c)ରେ ବୃର୍ ିରହଉଛ ି(ଅରଣେୟାତ୍, f '(x) > 0) ଏବଂ ଅନ୍ତେୟାଳ (c,c+h) ହ୍ୟାସ 
ପୟାଉଛ ି(ଅରଣେୟାତ୍, f '(x) < 0), ଏହୟା ସଚୂତି କରେ ରଯ f '(c) ନଶିି୍ତ ରୟାବରେ େୂନ୍ ରହବ।

ଉଦୟାହେଣ 2.48. ଫଳନ ‘f‘  େ ସ୍ୟାନଥୀୟ ଗେଷି୍ଠ ଏବଂ ଲଘିଷ୍ଠ ସେସ୍ ବନୁି୍ଦ ଗୁଡ଼କି ନଣି୍ଣେୟ କେ ।  ରଯରତରବରଳ
( ) 3 3 3f x x x= − +  । 

ସମୟାଧୟାନ: ଦେ ( ) 3 3 3f x x x= − +

x  ରିର୍କି ଅବକଳନ କରଲ, ଆରେ ପୟାଉ,
    ( ) 23 3f x x¢ = −

= 3(x2 – 1)
= 3(x – 1) (x + 1)

ବର୍ଣେେୟାନ   f ′(x) = 0   ⇒     3(x – 1) (x + 1) = 0
⇒   x = 1, –1
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ରତଣୁ, x = ± 1ରକବଳ କ୍ରୟାନ୍ତକି ବନୁି୍ଦ ଏବଂ ଫଳନେ ସରବଣେୟାଚ୍ଚ କେି୍ୟା ସବଣେନେି୍ନ େଲୂ୍ x = 1, –1 ରେ େହପିୟାେବି 
ପ୍ରରେ ଅବକଳଜ ପେଥୀଷେଣ ପ୍ରରୟୟାଗ କରଲ,

x େ େଲୂ୍ f ’(x)=3(x–1)(x1+)େ ଚହି୍ନ

x=1
ବୟାେ ପୟାର୍ଣେ (0.98) େରନକେ f ’(x)<o

ଦଷିେଣ ପୟାର୍ଣେ (1.01) f ’(x)>o

x=–1
ବୟାେ ପୟାର୍ଣେ (–1.01) େରନକେ f ’(x)>o

ଦଷିେଣ ପୟାର୍ଣେ (–0.9) େରନକେ f ’(x)<o

x = 1ରେ f ¢(x), ଋଣୟାତ୍ମକ େୁ ଧନୟାତ୍ମକ କୁ ଚହି୍ନ ବଦଳୟାଏ ।

\ x = 1, ଏବଂ ସ୍ୟାନଥୀୟ ଲଘିଷ୍ଠ ବନୁି୍ଦ ଏବଂ  ( ) ( ) ( )31 1 3 1 3 1f = − + =  ସ୍ୟାନଥୀୟ ସବଣେନେି୍ନ େଲୂ୍ ଅରେ ।  

x = –1 ରେ, f¢ (x) ଧନୟାତ୍ମକ ଋଣୟାତ୍ମକ ଚହି୍ନ ବଦଳୟାଏ | 

\ x = –1 ସ୍ୟାନଥୀୟ ଗେଷି୍ଠ ବନୁି୍ଦ ଏବଂ ( ) ( ) ( )31 1 3 1 3 5f − = − − − + =  ସ୍ୟାନଥୀୟ ସରବଣେୟାଚ୍ଚ େଲୂ୍ ଅରେ । 

ଉଦୟାହେଣ 49.2. ଫଳନ ‘f‘େ  ସ୍ୟାନଥୀୟ ଗେଷି୍ଠ ଏବଂ ସ୍ୟାନଥୀୟ ଲଘିଷ୍ଠେ ସେସ୍ ବନୁି୍ଦ ଗୁଡ଼କି ନଣି୍ଣେୟ କେ ରଯଉଁଠୟାରେ 
( ) 3 1f x x= + । 

ସମୟାଧୟାନ: ଦର୍  ( ) 3 1f x x= +

x  ରିର୍କି ଅବକଳନ କରଲ, ଆରେ ପୟାଉ

( ) 23f x x¢ =

ବର୍ଣେେୟାନ,  f¢ (x) = 0   ⇒  3x2 = 0   ⇒     x = 0

ରତଣୁ, x = 0,  ‘f ‘ େ ଏକେୟାତ୍ର କ୍ରୟାନ୍ତକି ବନୁି୍ଦ ଏବଂ ଫଳନରେ ଉଚ୍ଚତେ ଏବଂ ନେି୍ନତେ  େଲୂ୍ x = 0 ରେ େହପିୟାେବି ।
ପ୍ରରେ ଅବକଳଜ ପେଥୀଷେୟା ପ୍ରରୟୟାଗ କରଲ,

x େ େଲୂ୍ f ’(x)=3x2େ ଚହି୍ନ

x=1
ବୟାେ ପୟାର୍ଣେ (-0.1) େରନକେ >o

ଦଷିେଣ ପୟାର୍ଣେ (0.1) େରନକେ >o

ଏହପିେ ିx = 0 ରେ , f ′(x) ଚହି୍ନ ବଦଳୟାଏ ନୟାହିଁ। ରତଣୁ x = 0 ରେ ନୟା ସ୍ୟାନଥୀୟ ଗେ ିଷ୍ଠ କେି୍ୟା ସ୍ୟାନଥୀୟ ଲଘିଷ୍ଠ ବନୁି୍ଦ ଅରେ  

ରତଣୁ  x = 0, ଏକ ଇନ୍ ରଫପ୍କସନ ବନୁି୍ଦ ଅରେ | 



182 | କଳନ ଏବଂ ରେୈଖିକ ବଥୀଜଗଣିତ

ମନ୍ତେଟ୍ୟ
(i) େରନକେ ଏକ ଫଳନ f (x) = x2, x î R ସ୍ପଷ୍ ରୟାବରେ, x=0 ରେ f େ ନେି୍ନତେ େଲୂ୍ ଅଛ ିଓ f(0)=0 କନୁି୍ତ 

‘f " େ ରକୌଣସ ିସରବଣେୟାଚ୍ଚ େଲୂ୍ Rରେ ନୟାହିଁ

ଚତି୍ର 2.10

(ii) େରନକେ ଫଳନ f (x) = |x|, x î R

ଚତି୍ର 2.11
x=0ରେ f େ ନେି୍ନତେ େଲୂ୍ ଅଛ।ି ଆଉ େଧ୍ f (0)=|0|=0, କନୁି୍ତ f ' େ ରକୌଣସ ିସରବଣେୟାଚ୍ଚ େଲୂ୍ Rରେ ନୟାହିଁ

(iii) େରନକେ ଫଳନ f (x) = x î (0,2) (0,2) ଅନ୍ତେୟାଳରେ f ' େ ଗେଷି୍ଠ କେି୍ୟା ଲଘିଷ୍ଠ େଲୂ୍ ନୟାହିଁ। 
f(x)=x, x î (0,2), f '(x)=1 

ଚତି୍ର 2.12
 ଅନ୍ତେୟାଳ (0,2)େ ସେସ୍ ବନୁି୍ଦରେ, f"(x)>0 ଅରଣେୟାତ୍  ଚହି୍ନରେ ରକୌଣସ ିପେବିର୍ଣେନ ନୟାହିଁ।
\	 ଅନ୍ତେୟାଳ (0,2)ରେ ଫଳନ fେ ଗେଷି୍ଠ କେି୍ୟା ଲଘିଷ୍ଠ ନୟାହିଁ।
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2.4.3 ଚେମ ମପୂଲଟ୍ୟ ପୟାଇଁ ଦ୍ତିଥୀୟ ଅେକଳଜ ପେଥୀକ୍ଷୟା (ଗେିଷ୍ଠ କମି୍ୟା ଲଘିଷ୍)
େରନକେ f,  ଅନ୍ତେୟାଳ I ଏବଂ c ∈ I  ରେ ସଂଜ୍ୟାକୃତ ଏକ ଦ୍ତିଥୀୟ ଅବକଳନଥୀୟ ଫଳନ ଅରେ । ରତରବ

i. ଯଦ ିf ′(c) = 0 ଏବଂ f ″(c) < 0, ରତରବ  x = c ସ୍ୟାନଥୀୟ ଗେଷି୍ଠ ବନୁି୍ଦ ଅରେ ଓ f (c), f େ  ସ୍ୟାନଥୀୟ 
ବୃହର୍େ େଲୂ୍ ଅରେ । 

ii. ଯଦ ିf ′(c) = 0 ଏବଂ f ″(c) > 0, ରତରବ x = c ସ୍ୟାନଥୀୟ ଲଘିଷ୍ଠ ବନୁି୍ଦ ଅରେ ଏବଂ f (c), f େ ସ୍ୟାନଥୀୟ 
ସବଣେନେି୍ନ େଲୂ୍ ଅରେ ।

iii. ଯଦ ିf ′ (c) = 0 ଏବଂ f ″ (c) = 0, ରତରବ ପେଥୀଷେଣ ବଫିଳ ରହବ । ଚେେ େୟାନେ ଯୟାଞ୍ ପୟାଇଁ 
ପେବର୍ଣେଥୀ ପ୍ରକି୍ରୟୟାେ ଆବେ୍କତୟା ଅଛ ି।  

ଉଦୟାହେଣ 2.50. ଫଳନ ‘  f ‘ େ ସ୍ୟାନଥୀୟ  ସରବଣେୟାଚ୍ଚ ଏବଂ ସ୍ୟାନଥୀୟ ସବଣେନେି୍ନ େଲୂ୍ ନଣି୍ଣେୟ  କେ 

( ) 5 4 35 5 10,f x x x x x R= − + + ∈   ଦଆିଯୟାଇଥିବୟା ଫଳନ।

ସମୟାଧୟାନ: ଦର୍  ( ) 5 4 35 5 10f x x x x= − + +

ବର୍ଣେେୟାନ    ( ) 4 3 25 20 15f x x x x¢ = − +

( )( )25 3 1x x x= − −   

\                 ( ) ( ) ( )20 5 3 1 0f x x x x¢ = ⇒ − − =  

ବର୍ଣେେୟାନ    ( ) 3 220 60 30f x x x x¢¢ = − +

   

( )
( )
( )

0 0

1 10 0

3 90 0

f

f

f

 =′′


= =− <′′
 = >′′′  

ଦ୍ତିଥୀୟ ଅବକଳଜ ପେଥୀଷେୟା ଦ୍ୟାେୟା,  x = 1, ସ୍ୟାନଥୀୟ ଗେଷି୍ଠ ଏକ ବନୁି୍ଦ ଏବଂ ସରବଣେୟାଚ୍ଚ େଲୂ୍ f (1) = 11

ଏବଂ x = 3 ସ୍ୟାନଥୀୟ  ଲଘିଷ୍ଠ ଏକ ବନୁି୍ଦ ଏବଂ ସବଣେନେି୍ନ େଲୂ୍ f (3) = –17

x = 0 ରେ ଦ୍ତିଥୀୟ ଅବକଳଜ ପେଥୀଷେୟା ବଫିଳ ହୁଏ ।
ବର୍ଣେେୟାନ ପ୍ରରେ ଅବକଳଜ ପେଷିେୟା ଦ୍ୟାେୟା :

x େ େଲୂ୍ f ’(x)=5x2(x–3)(x–1)େ ଚହି୍ନ

x=0
ବୟାେ ପୟାର୍ଣେ (-0.1) େରନକେ >o

ଦଷିେଣ ପୟାର୍ଣେ (0.1) େରନକେ >o

ରତଣୁ x = 0 ରେ, fେ  ଗେଷି୍ଠ କେି୍ୟା ଲଘିଷ୍ଠ ନୟାହିଁ ।



184 | କଳନ ଏବଂ ରେୈଖିକ ବଥୀଜଗଣିତ

ଉଦୟାହେଣ2.51  . ଫଳନ  ‘f‘  ଦ୍ୟାେୟା ଦଆିଯୟାଇଥିବୟା  ( ) 2 1f x x= + − ସ୍ୟାନଥୀୟ ସରବଣେୟାଚ୍ଚ କେି୍ୟା ସ୍ୟାନଥୀୟ ସବଣେନେି୍ନ େଲୂ୍ 
ନଣି୍ଣେୟ କେ ।
ସମୟାଧୟାନ:  ଏଠୟାରେ  ( ) 2 1f x x= + −  

କେି୍ୟା    
( ) ( )

2 1, 2
2 1, 2

x x
f x

x x
+ − ≥ −= − + − £ −

କେି୍ୟା    ( )
1, 2

3, 2
x x

f x
x x
+ ≥ −

= − − £ −

ବର୍ଣେେୟାନ    ( )
1, 2

1, 2
x

f x
x
> −¢ = − < −

ପ୍ରରେ ଅବକଳଜ ପେଥୀଷେୟା ଦ୍ୟାେୟା,

x େ େଲୂ୍ f ’(x)େ ଚହି୍ନ

x=-2
ବୟାେ ପୟାର୍ଣେ (-2.1) େରନକେ <o

ଦଷିେଣ ପୟାର୍ଣେ (-1.9) େରନକେ >o

f ′(x), ଋଣୟାତ୍ମକେୁ ଧନୟାତ୍ମକ ଚିହ୍ନ ପେିବର୍ଣେନ କରେ । 

\ f (x) ସ୍ୟାନଥୀୟ ଲଘିଷ୍ଠ x = –2 ରେ ଅଛ ିଏବଂ ସ୍ୟାନଥୀୟ ସବଣେନେି୍ନ େଲୂ୍ ରହଉଛ ି ( )2 2 2 1 1f − = − + − = −

 f (x) େ ସ୍ୟାନଥୀୟ ଗେଷି୍ଠ ନୟାହିଁ ଏବଂ ରତଣୁ ସରବଣେୟାଚ୍ଚ େଲୂ୍ ନୟାହିଁ । 

ଆରେ ନେି୍ନଲିଖିତ ଉପୟାୟରେ େଧ୍ ଯୟାଞ୍ କେପିୟାେବିୟା: 

ଏଠୟାରେ                                ( ) 2 1f x x= + −

ଆରେ ଜୟାଣୁ ରଯ,           | x + 2 | ³ 0
ସବଣେନେି୍ନ ପୟାଇଁ        x + 2 = 0 ⇒     x = –2

ରତଣୁ , f(x)େ  ସବଣେନେି୍ନ େଲୂ୍–2 ରେ ଅଛ ିଏବଂ f (–2) = –1 
ଉଦୟାହେଣ 2.52. ଫଳନ ( ) sin 2 5f x x= + େ ସରବଣେୟାଚ୍ଚ ଏବଂ ସବଣେନେି୍ନ େଲୂ୍ ନଣି୍ଣେୟ କେ। 

ସମୟାଧୟାନ:   ଏଠୟାରେ   ( ) sin 2 5f x x= +

  ଆରେ ଜୟାଣୁ ରଯ –1 £ sin  x £ 1  ଏବଂ –1 £ sin  2x £ 1  

ଉରୟ ପୟାର୍ଣେରେ  ‘5‘ ରଯୟାଗ କରଲ
    –1 + 5 < sin  2x + 5 £ 1 + 5 
    4 £ sin  2x + 5 £ 6
ରତଣୁ,  f (x) େ  ସରବଣେୟାଚ୍ଚ େଲୂ୍6   ଏବଂ  ସବଣେନେି୍ନ େଲୂ୍ .4
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ଉଦୟାହେଣ 2.53. ଫଳନ  ( ) 1 , 0f x x x x= − > , େ ସରବଣେୟାଚ୍ଚ ଏବଂ ସବଣେନେି୍ନ େଲୂ୍ ନଣି୍ଣେୟ କେ । 

ସମୟାଧୟାନ:  ଏଠୟାରେ  ( ) 1 , 0f x x x x= − >

( ) ( )1
1

2 1
x

f x x
x

−
¢ = − +

−

( )2 1 2 3
2 1 2 1

x x x
x x

− − −
= =

− −

( ) 2 30 0
2 1

xf x
x

−¢ = ⇒ =
−

 ⇒   2 3 0 2 / 3x x− = ⇒ =

ବର୍ଣେେୟାନ    ( )
( ) ( )

( )

11 3 2 3 .
1 2 1
2 1

x x
xf x

x

− − − − − −¢¢ =  
− 

  

( ) ( )
( )3/2

6 1 2 31
2 2 1

x x

x

 − − + −
=  

−  

( ) ( )
( )3/2

6 1 2 31
2 2 1

x x

x

 − − + −
=  

−   ( )3/2

1 4 3
2 2 1

x
x

 − +
=  

−  

 
2
3

x=  ରେ    ( ) 3/2

1 22 / 3
2 12

3

f

 
 − =′′
  
    

ଦ୍ତିଥୀୟ ଅବକଳଜ ପେଥୀଷେୟା ଦ୍ୟାେୟା, x = 2/3 ଏକ ଗେଷି୍ଠ ବନୁି୍ଦ ଏବଂ f େ ସରବଣେୟାଚ୍ଚ େଲୂ୍ x = 2/3 ରେ

( ) 2 2 12 / 3 1 2 / 3
3 3 3

f = − =

2 3
3 3 3

= ×      (ପେରିେୟ କେଣ)
 

   
2 3

9
=  
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ପ୍ରଶ୍ନମୟାଳୟା 2.8

1. (x – 1) (x – 2) (x – 3)େ ସରବଣେୟାଚ୍ଚ େଲୂ୍ ନଣି୍ଣେୟ କେ ।
. 2 ଦେଣେୟାଅ ରଯ  x3 – 3x2 + 3x + 7 େ x = 1ରେ ନୟା ସରବଣେୟାଚ୍ଚ କେି୍ୟା ସବଣେନେି୍ନ େଲୂ୍ ଅଛ ି।

. 3 ଦେଣେୟାଅ  sin ( )1 cosx x+  େ ସରବଣେୟାଚ୍ଚ େଲୂ୍ 1
3

x = π ରେ ଅଛ ି।

4. ନେି୍ନଲିଖିତ ଫଳନ ଗୁଡ଼କିେ ସରବଣେୟାଚ୍ଚ ଏବଂ ସବଣେନେି୍ନ େଲୂ୍ ନଣି୍ଣେୟ କେ :

(i)   ( ) ( )22 1 3f x x= − +   (ii) ( ) 29 12 2f x x x= + +  (iii)    ( )
2

2

2 4
2 4

x xf x
x x
− +

=
+ +    

5. ସ୍ୟାନଥୀୟ ଗେଷି୍ଠ ଓ ଲଘିଷ୍ଠ ସେସ୍ ବନୁି୍ଦ ନଣି୍ଣେୟ କେ ଏବଂ ନେି୍ନଲିଖିତ ଫଳନ ଗୁଡ଼କିେ ସରବଣେୟାଚ୍ଚ ଏବଂ ସବଣେନେି୍ନ 
େଲୂ୍ ନଣି୍ଣେୟ କେ।     
(i)  ( ) 3 3f x x x= −      (ii) ( ) ( )sin cos , 0,2f x x x x= − ∈ π

(iii)  ( ) 2 , 0
2
xf x x

x
= + >    (iv) ( ) 2

1
2

f x
x

=
+

(v)  ( )
( )221

xf x
x

=
+

    (vi) ( ) ( ) ( )4 21 2f x x x= − −

(vii) ( ) 3 22 6 6 5f x x x x= − + +  

. 6 ପେଥୀଷେୟା କେ କ ି‘f’େ  ସ୍ୟାନଥୀୟ ସରବଣେୟାଚ୍ଚ କେି୍ୟା ସବଣେନେି୍ନ ‘0’ ରେ ଅଛ ି।

(i)   ( )
2 3, 0

3 1, 0
x x

f x
x x
+ >

= − + £
  (ii) ( )

2 3, 0
3 1, 0
x x

f x
x x
+ £

= − + >

(iii)    ( )
2 3, 0

3 1, 0
x x

f x
x x
+ ≥

= − + <
  (iv) ( ) 1f x x x= + −

. 7 ନେି୍ନଲିଖିତ ଫଳନ ଗୁଡ଼କିେ ସରବଣେୟାଚ୍ଚ / ସବଣେନେି୍ନ େଲୂ୍ ନଣି୍ଣେୟ କେ ।

(i)    ( ) 1 3f x x= − + +   (ii) ( ) sin 4 3f x x= +

(iii) ( ) ( )1, 1, 1f x x x= + ∈ −

ଉତ୍ତେମୟାଳୟା

1.  2
3 3

 

4. (i) ସବଣେନେି୍ନ େଲୂ୍ =-2       
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(ii) ସବଣେନେି୍ନ େଲୂ୍ = -2
 (iii)     ସବଣେନେି୍ନ େଲୂ୍ = 1/3, ସରବଣେୟାଚ୍ଚ େଲୂ୍ = 3

5. (i)      1େ ସବଣେନେି୍ନ f (1)= -2, -1 ରେ ସରବଣେୟାଚ୍ଚ, f (-1)= 2   

 (ii)    7
4
π  ରେ ସବଣେନେି୍ନ 7 2

4
f  π = − 
 

, 3
4
π , ସରବଣେୟାଚ୍ଚ 

3 2
4

f  π =   ,     

 (iii)     x = 2 ରେ ସବଣେନେି୍ନ, f (2) = 1

(iv)    0 ରେ ସରବଣେୟାଚ୍ଚ, ( ) 10
2

f =

(v)        1, ସରବଣେୟାଚ୍ଚ ( ) 11
4

f = ,  1− ରେ ସବଣେନେି୍ନ ( ) 11
4

f − = −      

(vi)      
51,
3  ରେ ସରବଣେୟାଚ୍ଚ ( )1 0f = , 

5 16
3 729

f   = 
 

, 2x = , ରେ ସବଣେନେି୍ନ ( )2 0f =    

(vii) ଗେଷି୍ଠ କେି୍ୟା ଲଘିଷ୍ଠ ନୟାହିଁ।
       6.  (i) ସବଣେନେି୍ନ     (ii)   ସରବଣେୟାଚ୍ଚ
           (iii) ସରବଣେୟାଚ୍ଚ କେି୍ୟା ସବଣେନେି୍ନ ନୁରହଁ  (iv)    ସବଣେନେି୍ନ
           7.  (i)      ସରବଣେୟାଚ୍ଚ େଲୂ୍ =3  ସବଣେନେି୍ନ େଲୂ୍ ନୟାହିଁ   

(ii)    ସବଣେନେି୍ନ େଲୂ୍ =2, ସରବଣେୟାଚ୍ଚ େଲୂ୍ =4  (iii)   ସରବଣେୟାଚ୍ଚ କେି୍ୟା ସବଣେନେି୍ନ େଲୂ୍ ନୟାହିଁ ।

ବକବତକ େେିଧି ଉଦୟାହେଣ

ଗେିଷ୍ଠ ଓ ଲଘିଷ୍ଠ ବେ ଆଧୟାେିତ
ଉଦୟାହେଣ 2.54: ଦେଣେୟାଅ ରଯ ଦର୍ ପେସିଥୀେୟା ସହତି ସେସ୍ ଆୟତରଷେତ୍ରରେ, ବଗଣେେ ରଷେତ୍ରଫଳ ସବୁଠୟାେୁ ବଡ । 
ସମୟାଧୟାନ:  ନରିଜ ରଚଷ୍ୟା କେ।
ଉଦୟାହେଣ 2.55: ଦେଣେୟାଅ ରଯ ଦର୍ ରଷେତ୍ରଫଳ ସହତି ସେସ୍ ଆୟତରଷେତ୍ରରେ, ବଗଣେେ ପେସିଥୀେୟା ସବୁଠୟାେୁ ରଛୟାେ । 
ସମୟାଧୟାନ:  ନରିଜ ରଚଷ୍ୟା କେ।

ଉଦୟାହେଣ 2.56: ଯଦ ିଏକ ସେରକୟାଣଥୀ ତ୍ରରୂିଜେ ଏକ ବୟାହୁ ଓ କଣ୍ଣେେ ଲେ୍େ ରଯୟାଗଫଳ ଦଆିଯୟାଇଛ,ି ରତରବ 
ଦେଣେୟାଅ ରଯ ତ୍ରରୂିଜେ ରଷେତ୍ରଫଳ ସରବଣେୟାଚ୍ଚ ରହବ ରଯରତରବରଳ ରସେୟାନଙ୍କ େଧ୍ରେ ରକୟାଣ 3

π  ରହବ । 
ସମୟାଧୟାନ:  ନରିଜ ରଚଷ୍ୟା କେ। 
ଉଦୟାହେଣ 2.57: ଦେଣେୟାଅ ରଯ ଏକ ନରି୍ଦ୍ଣିଷ୍ ବୃର୍ରେ ଉରଲେଖ କେୟାଯୟାଇଥିବୟା ସେସ୍ ଆୟତରଷେତ୍ରରେ, ବଗଣେେ ରଷେତ୍ର 
ସବଣେୟାଧିକ।
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ସମୟାଧୟାନ:   େରନକେ ABCD, ରକନ୍ଦ୍ର ‘O’ ଏବଂ ବ୍ୟାସୟାର୍ଣେ ‘r ‘ ବେିଷି୍ ଦର୍ ବୃର୍ରେ ଅଙି୍କତ ଏକ ଆୟତରଷେତ୍ର 

େରନକେ  ∠CAB = θ ରତରବ, 2 , 2 cosAC r AB r= = θ ଏବଂ 2 sinBC r= θ .

େରନକେ  ‘A’ ABCD ଆୟତରଷେତ୍ରେ ରଷେତ୍ରଫଳ 
ରତରବ, 2 24 sin cos 2 sin 2A AB BC r r= × = θ θ = θ  
ରତଣୁ : 22 sin 2A r= θ    ରଯଉଁଠୟାରେ ‘r’ ଏକ ଧରୁବକ

\   24 cos 2dA r
d

= θ
θ

 ଏବଂ
2

2
2 8 sin 2d A r

d
= − θ

θ

ବର୍ଣେେୟାନ   20 4 cos 2 0dA r
d

= ⇒ θ =
θ

⇒   cos 2 0 2
2
π

θ = ⇒ θ =  ଅରଣେୟାତ୍  
4
π

θ =

ଏବଂ  
2

2 2
2

/4

8 sin 8 0
2

d A r r
d θ=π

  π
=− =− < θ 

\   
4
π

θ =  ସରବଣେୟାଚ୍ଚ େ ଏକ ବନୁି୍ଦ । 

ରତଣୁ, ରଯରତରବରଳ 
4
π

θ =  ରଷେତ୍ରଫଳ ସରବଣେୟାଚ୍ଚ ରହବ, 

ଏହ ିପେସି୍ିତରିେ,  2 cos 2
4

AB r rπ
= =

 ଏବଂ   2 sin 2
4

BC r rπ
= =

ଏହପିେ,ି AB BC=  ଏବଂ ABCD ଏକ ବଗଣେରଷେତ୍ର ଅରେ ।  

ଉଦୟାହେଣ 2.58. ଦେଣେୟାଅ ରଯ ଦର୍ ବୃର୍ରେ ଅଙି୍କତ ସରବଣେୟାର୍େ ରଷେତ୍ରଫଳ ଯୁକ୍ତ ତ୍ରରୁିଜ ଏକ ସେବୟାହୁ ତ୍ରରୁିଜ ଅରେ ।
ସମୟାଧୟାନ:  େରନକେ ABC, ରକନ୍ଦ୍ର ‘O’ ଏବଂ ବ୍ୟାସୟାର୍ଣେ ‘r‘ ବେିଷି୍ ବୃର୍ରେ ଅଙି୍କତ ଏକ ତ୍ରରୁଜ । 
ସରବଣେୟାଚ୍ଚ ରଷେତ୍ରଫଳ ପୟାଇଁ େଥୀଷଣେବନୁି୍ଦ A, ରୂେି BC ଠୟାେୁ ସବଣେୟାଧିକ ଦୂେତୟାରେ 
େହବିୟା ଉଚତି।
ରତଣୁ ‘A’ ନଶିି୍ତ ବ୍ୟାସ ରେ BC ସହତି ଲେ୍ ରୟାବରେ େହବି । 
ରତଣୁ  AD⊥ BC ରତଣୁ ତ୍ରରୁିଜ ABC ନଶିି୍ତ ସେଦ୍ବିୟାହୁ ତ୍ରରୁିଜ ରହବ ।
େରନକେ  ∠CAD= θ . 

ବର୍ଣେେୟାନ,  BC= 2CD  = 2 sin 2OC θ = 2 sin 2r θ  
ଏବଂ,  ( ) ( )cos 2AD OA OD r r= + = + θ .      

ଚତି୍ର 2.13

ଚତି୍ର 2.14
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େରନକେ ‘A’ ତ୍ରରୁିଜେ ରଷେତ୍ରଫଳ ଅରେ ।

 ରତରବ  ( )21 sin 2 1 cos 2
2

A BC AD r= × = θ + θ .

 \ ( ) ( ){ }2 sin 2 2sin 2 1 cos 2 .2cos 2dA r
d

= θ − θ + + θ θ
θ

  ( ){ } [ ]2 2 2 22 cos 2 sin 2 2cos 2 2 cos 4 cos 2r r= θ− θ + θ = θ+ θ

 ଏବଂ  { } [ ]
2

2 2
2 2 4sin 4 2sin 2 4 2sin 4 sin 2d A r r

d
= − θ− θ = − θ+ θ

θ

 ବର୍ଣେେୟାନ   0 cos 4 cos 2 0dA
d

= ⇒ θ+ θ =
θ

	 ⇒   ( )cos 4 cos 2 cos 2θ = − θ= π− θ

	 ⇒   4 2
6
π

θ = π− θ ⇒ θ =

 ଏବଂ  
2

2 2
2

/6

24 2sin sin 6 3 0
3 3

d A r r
d θ=π

  π π =− + =− <    θ 

 \   
6
π

θ =  ସରବଣେୟାଚ୍ଚ େ ଏକ ବନୁି୍ଦ ।

ରତଣୁ, ଏହ ିପେସି୍ିତରିେ, ତ୍ରରୁିଜେ ପ୍ରରତ୍କ ରକୟାଣ 
3
π 

    
ଅରେ। 

ରତଣୁ  ABC ଏକ ସେବୟାହୁ ତ୍ରରୁିଜ ।

ଘନେସୁ୍ତେ ଘନଫଳ ଓ ବକ୍ଷତ୍ରଫଳ ଆଧୟାେବେ ପ୍ରଶ୍ନ
ଉଦୟାହେଣ 2.59 ଦେଣେୟାଅ ରଯ, ଦର୍ ଘନଫଳେ ଏକ ସଲିିଣ୍ଡେ ଯୟାହୟାେ େଥୀଷଣେ ରଖୟାଲୟା ଅଛ,ି ତୟାେ ସଂପୂଣ୍ଣେ ପଷୃ୍ଠ ରଷେତ୍ରଫଳ 
ସବଣେନେି୍ନ, ଯଦ ିଏହୟାେ ଉଚ୍ଚତୟା ତୟାେ ରୂେିେ ବ୍ୟାସୟାର୍ଣେ ସହ ସେୟାନ ରହବ। 
ସମୟାଧୟାନ:  ନରିଜ ରଚଷ୍ୟାକେ ।
ଉଦୟାହେଣ 2.60 ଦେଣେୟାଅ ରଯ ଏକ ସଲିିଣ୍ଡେ େ ଉଚ୍ଚତୟା ଯୟାହୟାେ ଉପେ ରଖୟାଲୟା ଅଛ,ି ଏକ ଦର୍ ପଷୃ୍ଠରୂେି ଏବଂ ବୃହତେ 
ଘନଫଳ ଅଛ,ି ଏହୟାେ ରୂେିେ ବ୍ୟାସୟାର୍ଣେ ସହତି ସେୟାନ ।
ସମୟାଧୟାନ:  ନରିଜ ରଚଷ୍ୟା କେ
ଉଦୟାହେଣ 2.61 ଦେଣେୟାଅ ରଯ ଏକ ସଲିିଣ୍ଡେ େ ଉଚ୍ଚତୟା ଯୟାହୟାେ ଉପେ ରଖୟାଲୟା ଅଛ;ି ଯୟାହୟାେ ପଷୃ୍ଠରଷେତ୍ରଫଳ ବୃହତେ 
ଘନଫଳ ( )1sin 1/ 3−

, ଅରେ।
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ସମୟାଧୟାନ:  ନରିଜ ରଚଷ୍ୟା କେନୁ୍ତ.

ଉଦୟାହେଣ 2.62 ଦେଣେୟାଅ ରଯ ବଗଣେୟାକୟାେ ରୂେି ସହତି ଏକ ବନ୍ଦ ଘନୟାକୟାେ ବସୁ୍େ ପଷୃ୍ଠ ରଷେତ୍ରଫଳ ଏବଂ ଦର୍ ଘନଫଳ 
ସବଣେନିେ୍ନ ରହବ ରଯରତରବରଳ ଏହୟା ଏକ ଘନ ରହବ।
ସମୟାଧୟାନ:  େରନକେ ‘V‘ ଏକ ବନ୍ଦ ଘନୟାକୟାେ ବସୁ୍େ ସ୍େି ଘନଫଳ ଯୟାହୟାେ ଲେ୍ୟା a, ରଚୌଡୟା a ଏବଂ ଉଚ୍ଚତୟା h ଅରେ। 

େରନକେ S, ଏହୟାେ ପଷୃ୍ଠ ରଷେତ୍ରଫଳ ।

ରତରବ : ( )V a a h= × ×   କେି୍ୟା   2

Vh
a

=   ... (1)

ବର୍ଣେେୟାନ   ( ) ( )2 2 2 22 2 2 2 VS a ah ah a ah a
a

 = + + = + = + 
 

 [(1)କୁ ଉପରୟୟାଗ କରଲ]

ଅରଣେୟାତ୍   2 22 VS a
a

 = + 
 

,  \  2

22 2dS Va
da a

 = − 
 

 ଏବଂ  
2

2 3

84d S V
da a

 = + 
 

ବର୍ଣେେୟାନ   3 30dS V a a a h a h a
da

= ⇒ = ⇒ × × = ⇒ =

ରଯରତରବରଳ h = a, ଆରେ ପୟାଇବୟା : 
  3V a=

 \    
2 3

2 3

84 4 12 0
h a

d S a
da a=

   
= + = >     

ରତଣୁ  S ସବଣେ ନେି୍ନ ରଯରତରବରଳ ଲେୟ୍ା = a, ରଚୌଡୟା = a ଏବଂ ଉଚ୍ଚତୟା = a, ଅରଣେୟାତ, ରଯରତରବରଳ ଏହୟା ଏକ ଘନ ହୁଏ ।

ଉଦୟାହେଣ 2.63: ଦେଣେୟାଅ ରଯ ଦର୍ ପଷୃ୍ଠେ ଏକ ବନ୍ଦ ସଲିିଣ୍ଡେେ ଉଚ୍ଚତୟା ଓ ସବଣେୟାଧିକ ଘନଫଳ ଏହୟାେ ରୂେିେ ବ୍ୟାସ 
ସହତି ସେୟାନ। 
ସମୟାଧୟାନ:  ନରିଜ ରଚଷ୍ୟା କେ।
ଉଦୟାହେଣ 2.64: ଦେଣେୟାଅ ରଯ ସବଣେୟାଧିକ ଘନଫଳେ ରକୟାନ ଯୟାହୟାକ ିଦର୍ ରଗୟାଲକରେ ଏପେ ିଅଙି୍କତ ରହୟାଇପୟାେବି ରଯ 
ଏହୟାେ ଉଚ୍ଚତୟାେ ତନିଗୁିଣ, ରଗୟାଲକେ ବ୍ୟାସେ ଦୁଇ ଗୁଣ ସହତି ସେୟାନ। ବ୍ୟାସୟାର୍ଣେ R େ ଏକ ରଗୟାଲକରେ ଅଙି୍କତ 
ସବୁଠୟାେୁ ବଡ଼ ରକୟାନେ ଘନଫଳ ନଣି୍ଣେୟ କେ। 
ସମୟାଧୟାନ: େରନକେ R ଦର୍ ରଗୟାଲକେ ବ୍ୟାସୟାର୍ଣେ ଯୟାହୟାେ ରକନ୍ଦ୍ର O । ଏବଂ 
େରନକେ V ଅଙି୍କତ କେୟାଯୟାଇଥିବୟା ରକୟାନ୍ େ ଘନଫଳ, ଏହୟାେ ଉଚ୍ଚତୟା, h ଏବଂ r  
ରୂେିେ ବ୍ୟାସୟାର୍ଣେ ।  
ଦର୍ ଚତି୍ରରେ, ଆରେ ପୟାଉ

 OD = AD – AO = (h – R)
ଚତି୍ର 2.15
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  ( )22 2R h R r= − +    କେି୍ୟା     ( )2 2r h R h= −   ... (1)

ବର୍ଣେେୟାନ        ( )2 21 1 2
3 3

V r h h R h= π = π −  [ସେଥୀକେଣ(1) ଉପରଯୟାଗ କରଲ ]

 \   ( )1 4 3
3

dV h R h
dh

= π −                  

 ଏବଂ  
2

2

4 2
3

d V R h
dh

 = π − π 
 

ଗେଷି୍ଠ କେି୍ୟା ଲଘିଷ୍ଠ ପୟାଇଁ, ଆରେ ପୟାଇବୁ

 
0dV

dh
=

 ବର୍ଣେେୟାନ, 0dV
dh

=   ⇒  ( )1 4 3 0
3

h R hπ − =

	 	 ⇒ 0h =  କେି୍ୟା   ( )4 3 0R h− =   ⇒   
4
3

h R=    [ ]0h ≠

 ଏବଂ 
( )

2

2
4/3

4 0
3h R

d V R
dh =

  π
= − < 

 

ରତଣୁ, V  ସରବଣେୟାଚ୍ଚ ରଯରତରବରଳ 4
3

h R= ,  ଅରଣେୟାତ୍ ରଯରତରବରଳ (3h = 2(2R)

ଅରଣେୟାତ୍ ଉଚ୍ଚତୟାେ 3 ଗୁଣୟା = ବ୍ୟାସ 2 ଗୁଣୟା

ବୃହର୍େ ରକୟାନ୍ େ ଘନଫଳ =
2 31 16 4 322

3 9 3 81
R R RR π π× × − =  

ପ୍ରଶ୍ନମୟାଳୟା 2.9
1. 8କୁ ଦୁଇେ ିଧନୟାତ୍ମକ ଅଂେରେ ବରିୟାଜତି କେ ରଯପେ ିକ ିରଗୟାେଏିେ ବଗଣେ ଏବଂ ଦ୍ତିଥୀୟେ ଘନେ ରଯୟାଗଫଳ 

ସବଣେନେି୍ନ ରହବ।
2. ‘a' କୁ ଦୁଇେ ି ଅଂେରେ ବରିୟାଜତି କେ ରଯପେକି ି ଏକ ଅଂେେ pth ଘୟାତ ଦ୍ତିଥୀୟ ଅଂେେ qth ଘୟାତେ 

ଗୁଣଫଳ ସରବଣେୟାଚ୍ଚ ରହୟାଇପୟାରେ।    
3. ପ୍ରେୟାଣ କେ ରଯ ଦର୍ ପେସିଥୀେୟା ସହତି ସବୁଠୟାେୁ ବଡ ଆୟତରଷେତ୍ର ଏକ ବଗଣେରଷେତ୍ର ରହବ ।
4. ଏକ ଆୟତ ରଷେତ୍ରେେ ପେସିଥୀେୟାକୁ ରଦଖି ଦେଣେୟାଅ ରଯ, ରଯରତରବରଳ ଏହୟା ଏକ ବଗଣେରଷେତ୍ର ରହବ ଏହୟାେ 

କଣ୍ଣେ ସବଣେନେି୍ନ ରହବ ।
5. ପ୍ରେୟାଣ କେ ରଯ ଦଆିଯୟାଇଥିବୟା କଣ୍ଣେେ ଏକ ସେରକୟାଣଥୀ ତ୍ରରୂିଜେ ପେସିଥୀେୟା ସରବଣେୟାଚ୍ଚ, ରଯରତରବରଳ ତ୍ରରୂିଜ 

ସେଦ୍ବିୟାହୁ  ହୁଏ।
6. ଦେଣେୟାଅ ରଯ, ନୁ୍ନତେ ବକ୍ରପଷୃ୍ଠ ଓ ଦଆିଯୟାଇଥିବୟା ଘନଫଳେ ଲେ୍ ବୃର୍ଥୀୟ ରକୟାନ୍ େ ଉଚ୍ଚତୟା ରହଉଛ ିରୂେିେ 

ବ୍ୟାସୟାର୍ଣେେ 2 ଗୁଣୟା ସହ ସେୟାନ  ।
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7. ବକ୍ର 2 4y ax= ରେ ବନୁି୍ଦ ନଣି୍ଣେୟ କେ ଯୟାହୟାକ,ି (2,-8) ବନୁି୍ଦେ ନକିେତେ ଅରେ।
8. ପ୍ରେୟାଣ କେ ରଯ ବଗଣେୟାକୟାେ ରୂେି ଓ ଦଆିଯୟାଇଥିବୟା ଘନଫଳ ଥିବୟା ବନ୍ଦ ଘନୟାକୃତ ିବସୁ୍େ ପଷୃ୍ଠ ରଷେତ୍ରଫଳ 

ସବଣେନେି୍ନ ରହବ ରଯରତରବରଳ ଏହୟା ଏକ ଘନ।

ଉତ୍ତେମୟାଳୟା

1.  6 , 2     2. ,ap aq
p q p q+ +

   7. (4,-4)

ଆକରଣ୍ଣଣଥୀୟ ତରଟ୍ୟ
 y ସରବଣେୟାଚ୍ଚ ଏବଂ ସବଣେନେି୍ନ େଲୂ୍ ଯୟାହୟା ଉଚ୍ଚତେ ଏବଂ ନେି୍ନତେ ଉପରଯୟାଗ କେ ିେିଳଛି,ି ଏକତ୍ରରୟାରବ ଏହୟା 

ଚେେ ରୟାବରେ ଜଣୟାେୁଣୟା (ଚେେ େଲୂ୍େ ବହୁବଚନ)
 y କୟାଜୟାଖସ୍ୟାନେ ଆସ୍ୟାନୟାରେ ବରି୍ ଏକ୍ସରପୟା 2017 ରେ ଏକ େଳି୍ପକଳୟା ପ୍ରଦେ୍ଣିତ ରହୟାଇଥିଲୟା, ଯୟାହୟାକୁ ଗେଷି୍ଠ/

ଲଘିଷ୍ଠ  େୂପରେ ନୟାେିତ କେୟାଯୟାଇଥିଲୟା,ଯୟାହୟାେ ଡଜିୟାଇନ ଅଦ୍ତିଥୀୟ ଥିଲୟା ।

ଭିଡଓି ସଂବଯୟାଗ (ଉତ୍ସ: NPTEL)

ଚେେ େଲୂ୍ -1

େୟାସ୍ତେ ଜଥୀେନବେ ପ୍ରବୟୟାଗ
 y ଔଷଧେ ପ୍ରରୟାବ ଅଧ୍ୟନ କେ ି/ ରେୟାଗେ ପ୍ରସୟାେ ଅଧ୍ୟନ କେବିୟା ସେୟରେ ଚକିତି୍ୟାରେ ପ୍ରରୟୟାଗ ।     

(ଅରଣେୟାତ୍, ରକରତ ସେୟ ପରେ ସବଣେୟାଧିକ ଦଷେତୟା କେୟାଯୟାଏ)।
 y ପେେୟାଣୁ େକି୍ତ ରଷେତ୍ରରେ ଷେୟେ ଅଧ୍ୟନ।
 y ବ୍ବସୟାୟରେ, େଳି୍ପ ରସେୟାନଙ୍କେ ଲୟାରକୁ ବୃର୍ ିକେବିୟା କେିୟ୍ା ରସେୟାନଙ୍କ ଷେତ ିକେୟାଇବୟା ପୟାଇ ଁଏହ ିଧୟାେଣୟାକୁ 

ବ୍ବହୟାେ କରେ, ଦ୍ରବ୍େ େଲୂ୍କୁ ଆକଳନ କେ ିଏବଂ ଆହୁେ ିେଧ୍ ରକରତ ରଣ୍ଡୟାେ େଖିବୟାକୁ ରହବ।
 y ଜନସଂଖ୍ୟା ବୃର୍ ିବକ୍ର।
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ସମୟାହତି କଠନି ପ୍ରଶ୍ନୟାେଳଥୀ

ଉଦୟାହେଣ 1: େରନକେ f : [2, 5] ® R ଅବଚି୍ନି୍ନ ଏବଂ (2, 5) ରେ ଅବକଳନଥୀୟ । ଧେୟାଯୟାଉ ରଯ [ ]2( ) ( )f x f x¢ = + π  
ସେସ୍ x ∈ (2, 5) ପୟାଇଁ। f(5) – f(2) େ େଲୂ୍ ନଣି୍ଣେୟ କେ । 
ସମୟାଧୟାନ: ଦର୍ ଅଛ ି f, [2, 5]ରେ ଅବଚି୍ନି୍ନ ଏବଂ (2, 5)ରେ ଅବକଳନଥୀୟ ।
ରତଣୁ, ଲୟାଗ୍ୟାଞ୍ଜଙ୍କ େୟାଧ୍େୟାନ ଉପପୟାଦ୍ ଦ୍ୟାେୟା ଏଠୟାରେ ଅତକିେରେ ଏକ c ∈ (2,5) ଅଛ ିରଯପେକିି

( ) ( ) ( )
f b f a

f c
b a
−

¢=
−

    ଏଠୟାରେ b = 5, a = 2

 ରତରବ 
( ) ( ) ( )( )25 2

5 2
f f

f c
−

= + π
−

   ( )( ) ( )2
0 2,5f c c ≥ ∀ ∈ 

  

  

( ) ( )5 2
3

f f−
≥ π

\    ( ) ( )5 2 3f f− ≥ π

ଉଦୟାହେଣ 2. ପ୍ରେୟାଣ କେ ରଯ cos 1xe x = ,େ  ରଯରକୌଣସ ିଦୁଇେ ିେଳୂ େଧ୍ରେ, sin 1 0xe x − =  େ ଅତ ିକେରେ 
ରଗୟାେଏି େଳୂ ବଦି୍େୟାନ ଅଛ ି।
ସମୟାଧୟାନ।  ପ୍ରଦର୍ ଅଛ ି cos 1xe x =   
ପୁନଃସଜ୍ତି କେବିୟା ପରେ, ଆରେ ପୟାଇବୟା, 

cos xx e−=

େରନକେ                 f(x) = cos x – e–x

(i)   Cosine ଫଳନ ଏବଂ ଘୟାତ ୟାଙ୍କ ଫଳନ ଉରୟ ଅବଚି୍ନି୍ନ ଏବଂ R ରେ ଅବକଳନଥୀୟ,ରତଣୁ ପ୍ରରତ୍କ ଅନ୍ତେୟାଳ 
[a, b] ରେ ଅବଚି୍ନି୍ନ ଓ ଅବକଳନଥୀୟ (େରନକେ)

(ii) ଧେୟାଯୟାଉ ରଯ ‘f’ େ େଳୂ a,b ଅରେ ।
 ରତରବ  f(a) = f(b) = 0
 ରତଣୁ ରେୟାଲଙ୍କ ପ୍ରରେୟ ଦ୍ୟାେୟା, ∃ c ∈ (a, b), ରଯପେକିି

f ′(c) = 0
 ବର୍ଣେେୟାନ, f ′(x) = -sin x + e–x

	 ⇒  – sin  c + e–c= 0
	 ⇒  e–c = sin c

ଚତି୍ର 2.16
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କେିୟ୍ା                      1 = ec sin c  
ଅରଣେୟାତ୍                ec sin c – 1 = 0

ଏହୟାେ ଅରଣେ sin 1 0xe x − = େ ରଗୟାେଏି େଳୂ  c ∈ (a, b)  ଅରଣେୟାତ୍, cos 1xe x = େ ଦୁଇେ ିେଳୂ େଧ୍ରେ ।
ଉଦୟାହେଣ 3: ପ୍ରେୟାଣ କେ ରଯ ଦ୍ଘିୟାତ ସେଥୀକେଣ ( ) 23 2 0f x px qx r= + + = େ (0, 1) ରେ ରଗୟାେଏି େଳୂ ଅଛ ି 
ଯଦ ିP + q + r= 0 

ସମୟାଧୟାନ ମବନକେ  f(x) = px3 + 2qx + rx

 i) ସ୍ପଷ୍ ରୟାବରେ f (x), x େ ପଲିରନୟାେିଆଲ ରହୟାଇଥିବୟାେୁ ଅନ୍ତେୟାଳ [0.1]ରେ ଅବଚି୍ନି୍ନ, 

 ii)  f'(x) = 3px2 + 2qx + r ପୁଣି x େ ପଲିରନୟାେିଆଲ ରହୟାଇଥିବୟାେୁ f (x), (1 ,0)ରେ ଅବକଳନଥୀୟ । 

iii)  f(0) = p(0)3 + q(0)2 + r(0) = 0

 f(1) = p(1)3 + q(1)3 + r(1) = p + q + r = 0

ରତଣୁ, ରେୟାଲଙ୍କ  ଉପପୟାଦ୍ ପୂେଣ ରହଲୟା । ଅତକିେରେ ଏଠୟାରେ ରଗୟାେଏି c ∈ (0, 1) ଅଛ ିରଯପେ ିକି

   f ′ (c) = 0
   f ′(c) = 3pc2 + 2qc + r
 କେି୍ୟା      f ′(c) = 0   ⇒     3pc2 + 2qc+ r = 0

ଯୟାହୟା କ ିc ରେ ଦ୍ଘିୟାତ ିଏବଂ c ∈ (0, 1)

ରତଣୁ (0, 1)ରେ 3px2 + 2qx + r = 0 େ େଳୂ ଅଛ।ି

ଉଦୟାହେଣ 4.  େରନକେ ଫଳନ  f ସଂବୃତ  ଅନ୍ତେୟାଳ [a,b] ରେ ଅବଚି୍ନି୍ନ, ବବୃିତ ଅନ୍ତେୟାଳ (a, b)  ରେ ଅବକଳନଥୀୟ 
ଏବଂ f ′(x) = 0 ସେସ୍  x ∈ (a, b)  ପୟାଇ,ଁ ରତରବ ଦେଣେୟାଅ ରଯ  f , ଅନ୍ତେୟାଳ [a,b] ରେ ଧରୁବକ ।

ସମୟାଧୟାନ। f, [a,b]ରେ ଧରୁବକ ରଦଖୟାଇବୟା ପୟାଇଁ ଏହୟା ପ୍ରେୟାଣ କେବିୟା ପୟାଇଁ ଯରରଷ୍ ରଯ f(x) = f(a) ∀ x ∈ [a, b]
ମବନକେ  x ∈ [a, b] ରଯପେ ିକ ି x > a.
ବର୍ଣେେୟାନ  [a, x] ରେ େୟାଧ୍େୟାନ ଉପପୟାଦ୍ ପ୍ରରୟୟାଗ କରଲ :  

(i)    f, [a,b] ରେ ଅବଚି୍ନି୍ନ 
\  f, [a, x] ରେ ଅବଚି୍ନି୍ନ

(ii) ଦର୍ ଅଛି ରଯ  f , (a, b) ରେ ଅବକଳନଥୀୟ।
\  f, (a, x) ରେ ଅବକଳନଥୀୟ।
ଲୟାଗ୍ୟାଞ୍ଜଙ୍କ େୟାଧ୍େୟାନ ଉପପୟାଦ୍ ଦ୍ୟାେୟା, ଅତକିେରେ ଏଠୟାରେ ରଗୟାେଏି  c ∈ (a, x) ଅଛ ିରଯପେ ିକି



କଳନ ଗଣିତ - 2 | 195

( ) ( ) ( )
f x f a

f c
x a
−

¢=
−

      ... (1)

ରଯରହତୁ  ( ) 0f c¢ =    ( )'( ) 0 ,f x x a b∴ = ∀ ∈  

ସେଥୀକେଣ (1) େୁ  ( ) ( )
0

f x f a
x a
−

=
−

\      ( ) ( ) 0f x f a− =

⇒   ( ) ( )f x f a=  ଯରକୌଣସ ି x ∈ [a, b] ପୟାଇ.ଁ

\    [a,b] ରେ f ଏକ ଧରୁବକ

ଉଦୟାହେଣ 5. େରନକେ ( )
2 1sin ,

0,

x
f x x

  
   =


 ଯଦ ି 0 < x £	1

ଯଦ ି x =	0
ଏବଂ g (x) = x2 ସେସ୍ x ∈	[0,1] ପୟାଇଁ

ରତରବ  ଉରୟ f ଏବଂ g, [0,1] ରେ ଅବକଳନଥୀୟ ଏବଂ g (x) > 0, x ≠ 0 ପୟାଇଁ, ଦେଣେୟାଅ ରଯ

( ) ( )
0 0

lim 0 lim
x x

f x g x
→ →

= =  ଏବଂ ( )
( )0

lim
x

f x
g x→

 ବଦି୍େୟାନ ନୟାହିଁ,

ସମୟାଧୟାନ: ଏଠୟାରେ  ( )
2 1sin ,

0,

x
f x x

  
   =


 ଯଦ ି 0 < x £	1

ଯଦ ି x =	0

   
( ) 2

0 0

1lim lim sin 0, 0
x x

f x x x
x→ →

 = = ≠ 
 

ଆଉେଧ୍   ( ) ( )2 , 0,1g x x x= ∀ ∈

( ) 2

0 0
lim lim 0,
x x

g x x x
→ →

= = ∀

ବର୍ଣେେୟାନ x ≠ 0 ପୟାଇଁ  
( )
( )

2

20 0 0

sin1/ 1lim lim limsin
x x x

f x x x
g x xx→ → →

= =

( )sin= ¥

        = –1 ଏବଂ 1 େଧ୍ରେ ରଦୟାଳନ କେରିୟାଏ 

       =   ବଦି୍େୟାନ ନୟାହିଁ
ଉଦୟାହେଣ 6.  f(x) ପୟାଇଁ େ୍ୟାକ୍ ଲେନି ପଲିରନୟାେିଆଲେ nth ଅଡଣେେେ ଅବରେଷ ବ୍ବହୟାେ କେ,ି ଯୟାହୟାକି

 ( ) ( ) ( )
1

1 0, 0
1 !

n
n

n
xR x f c c x

n

+
+= ≥ £ £

+
  ରୟାବରେ ସଂଜ୍ୟାବହୁତ ରହୟାଇଛି
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େ୍ୟାକଲେନି ପଲିରନୟାେିଆଲେ ଅତକି୍ରେରେ କ’ଣ ରହବ, ଯୟାହୟାକ ିsin(0.1) ଗଣନୟାରେ 10-6 ଅଧିକ, ପେେ ଯରୟାରଣେ 
ତୃେ ିପୟାଇବୟା ପୟାଇଁ ଆବେ୍କ।

 ସମୟାଧୟାନ।: ଦତ୍ତ ଅଛ ି ( ) ( ) ( )
1

1 0, 0
1 !

n
n

n
xR x f c c x

n

+
+= ≥ £ £

+

  ( ) ( )
( ) ( )

1
10.1

0.1 0, 0 0.1
1 !

n
n

nR f c c
n

+
+= ≥ £ £

+

 ରଯରହତୁ f(x)େ ଅବକଳଜ sin x ଏବଂ cos x ଏବଂ sin 1x £  ଓ cos 1x £

\       ( )1 1nf c+ ≤

ବର୍ଣେେୟାନ    ( ) ( )
( ) ( )

10.1
0.1 1

1 !

n

nR
n

+

£
+

( ) ( )
( )

10.1
0.1

1 !

n

nR
n

+

=
+

        ରତଣୁ,  ରଯରତରବରଳ  ( ) 60.1 10nR −<

ଅରଣେୟାତ୍    
( )
( )

1
60.1

10
1 !

n

n

+
−<

+

ଏହୟା ରକବଳ ସମ୍ଭବ, ରଯରତରବରଳ  n ≥ 4. 

କନୁି୍ତ, ରଯରହତୁ sin x ପୟାଇ ଁ େ୍ୟାକଲଇନଙ୍କ ଗଲିରନୟାେିଆଲରେ ରକବଳ ଅଯୁଗ୍ମ ପଦ ଅନ୍ତରୁଣେକ୍ତ ଅଛ ିରତଣୁ, n ≥ 5.

ଉଦୟାହେଣ 7: େରନକେ ( ): 0,f R∞ →
 ଅବକଳନଥୀୟ  

େରନକେ ( ) ( )lim
x

f x f x L
→¥

¢+ = . 

ଦେଣେୟାଅ ରଯ ( )lim
x

f x L
→¥

=  ଏବଂ ( )lim 0
x

f x
→¥

¢ =

ସମୟାଧୟାନ:  ନରିଜ ରଚଷ୍ୟା କେ।
ଉଦୟାହେଣ 8. େରନକେ ( ): ,f a b R→ ରେ ତନିରିେ ଅବକଳନଥୀୟ ଫଳନ 
ରଯପେ ିକ ିf(a) = f (b) = 0 ଏବଂ 

f ′(a) = f ′(b) = 0 ରତରବ ପ୍ରେୟାଣ କେ ରଯ  

ଏଠୟାରେ c ∈ (a, b) ବଦି୍େୟାନ ଅଛ ିରଯପେ ିକ ିf ′″(c) = 0 ଅଛ.ି

ସମୟାଧୟାନ:  ଏଠୟାରେ ( ): ,f a b R→ ରେ ଏକ ତନିରିେ ଅବକଳନଥୀୟ ଫଳନ ।

ଚତି୍ର 2.16
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⇒ f,  [a, b] ରେ ଅବଚି୍ନି୍ନ ଏବଂ f,  (a, b) ରେ ଅବକଳନଥୀୟ ଏବଂ 

ଆୟାଉ େଧ୍ f(a) = f(b) = 0 

ରତରବ ରେୟାଲଙ୍କ ପ୍ରରେୟ ଦ୍ୟାେୟା, ଏଠୟାରେ ଅତକିେରେ ରଗୟାେଏି G ∈ (a, b) 

ବଦି୍େୟାନ ଅଛ,ି ରଯପେ ିକ ି ( )1 0f c¢ =  
ଆଉରରେ ରେୟାଲଙ୍କ ପ୍ରରେୟ f ′ ପୟାଇଁ ପ୍ରରୟୟାଗ କରଲ, 

 i)  f ′,    [a, b] ରେ ଅବଚି୍ନି୍ନ ଏବଂ ରତଣୁ [a, c1] ଓ [c1, b] ରେ ଅବଚି୍ନି୍ନ । 

 ii)  f ′, (a, b) ରେ ଅବକଳନଥୀୟ, ରତଣୁ (a, c1) ଓ (c1, b) ରେ ଅବକଳନଥୀୟ 

 iii)  f ′(a) = f ′(c1) = f(b) = 0          

 ରେୟାଲଙ୍କ ପ୍ରରେୟ ଦ୍ୟାେୟା, ଏଠୟାରେ ଅତକିେରେ ରଗୟାେଏି c2  ∈ (a, c1) ଅଛ ିଏବଂ ରଗୟାେଏି c3 ∈ (c1, b)  
ଅଛ ିରଯପେ ିକି

c2 ∈ (a, c1) ପୟାଇ ଁf ″(c2) = 0,
ଏବଂ          c3 ∈ (c1, b) ପୟାଇ ଁf ″ (c3) = 0, 

ଏହପିେ ି (c2, c3) ରେ, f ″  ରେ ରେୟାଲଙ୍କ ପ୍ରରେୟ ପ୍ରରୟୟାଗ କରଲ, f ″  ରଯରହତୁ,  [c2, c3]ରେ ଅବଚି୍ନି୍ନ 
ଏବଂ (c2, c3)ରେ ଅବକଳନଥୀୟ ଏବଂ f ″(c2) = f ″(c3) = 0 ରତରବ ଏଠୟାରେ ଅତକିେରେ  ରଗୟାେଏି c ∈ 
(c2, c3) ବଦି୍େୟାନ ଅଛ,ି ରଯପେ ିକ ିc ∈ (c2, c3) ପୟାଇ ଁ f ′″(c) = 0, 
ରତଣୁ c ∈ (a, b) ପୟାଇ ଁf ′″(c) = 0,  

ଉଦୟାହେଣ 9: 24 ରସଣ୍ଟେିିେେ ବୟାହୁ ବେିଷି୍ ଏକ ବଗଣେୟାକୟାେ େଣି ଖଣ୍ଡକୁ ପ୍ରରତ୍କ ରକୟାଣେୁ ଏକ ବଗଣେ କୟାେ ିଏବଂ େଥୀଷଣେ 
ନଥିବୟା ଏକ ବୟାକ୍ସ ଗଠନ ପୟାଇଁ ଫପ୍ୟାପଗୁଡ଼କୁି ରୟାଙି୍କେ ିଏକ ବୟାକ୍ସରେ ତଆିେ ିକେୟାଯିବ। କୟାେବିୟା ପୟାଇଁ ବଗଣେେ ପୟାର୍ଣେ କ’ଣ 
ରହବୟା ଉଚତି ଯୟାହୟାଦ୍ୟାେୟା ବୟାକ୍ସେ ଘନଫଳ ସବଣେୟାଧିକ ରହବ। ଆଉ େଧ୍ ଏହ ିସବଣେୟାଧିକ ଘନଫଳ ନଣି୍ଣେୟ କେ।
ସମୟାଧୟାନ: େରନକେ ବଗଣେେ ପ୍ରରତ୍କ ବୟାହୁ ଯୟାହୟାକୁ କ ିକେୟାଯୟାଇଛ ି= x

\    ବୟାକ୍ସ ପୟାଇ,ଁ  ଲେ୍ = 24–2x

    ପ୍ରସ୍ = 24–2x

    ଉଚ୍ଚତୟା = x

େରନକେ ବୟାକ୍ସେ ଫଳୟାଫଳ ( )224 2V x x= −  

\     ( )( ) ( )2.2 24 2 2 24 2 .1dV x x x
dx

= − − + −

  ( )( )24 2 24 6x x= − −  
ଚତି୍ର 2.17
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ଗେଷି୍ଠ କେି୍ୟା ଲଘିଷ୍ଠ ପୟାଇଁ, 0dV
dx

=

⇒  ( )( )24 2 24 6 0 4,12x x x− − = ⇒ =  

  4x =    [ x =12ରସ.େ ି ସମ୍ଭବ ନୁରହ]ଁ 

ଆଉେଧ୍    ( )( ) ( )( )
2

2 24 2 6 24 6 2d V x x
dx

= − − + − −  

  4x = ରେ      ( )( )
2

2 24 8 6d V
dx

= − − = ଋଣୟାତ୍ମକ

⇒   ରଯରତରବରଳ 4x = V ରହବ ସବଣେୟାଧିକ
\   ରଯରତରବରଳ ବଗଣେେ ବୟାହୁ ପ୍ରରତ୍କ ରକୟାଣେୁ 4 ରସଣ୍ଟେିିେେ କେୟାଯୟାଏ, ଘନଫଳ ସବଣେୟାଧିକ ରହବ।

\   ସବଣେୟାଧିକ ଘନଫଳ = 4(24 – 8)2 = 1024 ଘନ ରସଣ୍ଟେିିେେ

ଉଦୟାହେଣ 10: େଥୀଷଣେରେ ରଖୟାଲୟାଥିବୟା ଏକ ଆୟତୟାକୟାେ ରୂେି ଓ ଆୟତୟାକୟାେ ପୟାର୍ଣେ ଥିବୟା ଏକ େୟାଙି୍କ ତଆିେ ିକେୟାଯିବ, 
ଯୟାହୟାେ ଗରଥୀେ 2 େିେେ ଓ ଘନଫଳ 8 ଘନ େିେେ ଅରେ। ଯଦ ିେୟାଙି୍କେ ନେିଣେୟାଣ ପୟାଇଁ ରୂେିେ ଖଚ୍ଚଣେ `70 ପ୍ରତ ିବଗଣେ 
େିେେ ପିଛୟା ଓ ପୟାର୍ଣେେ ଖଚ୍ଚଣେ `45 ପ୍ରତ ିବଗଣେ େିେେ ପିଛୟା ରହୟାଇରୟାଏ, ରତରବ ସବଣେନେି୍ନ ରକରତ େଙ୍କୟା ଖଚ୍ଚଣେରେ େୟାଙି୍କ 
ନେିଣେୟାଣ କେୟାଯୟାଇ ପୟାେବି।

ସମୟାଧୟାନ:  େରନକେ x େିେେ ଓ y େିେେ େ୍ୟାଙି୍କେ ରୂେିେ ବୟାହୁ ଅରେ । େ୍ୟାଙି୍କେ ଗରଥୀେ 2 େିେେ ଦର୍ ଅଛ।ି

 େ୍ୟାଙି୍କେ ଘନଫଳ =  32xy m

 Þ    2 8xy =

 Þ    4xy =   [ େ୍ୟାଙି୍କେ ଘନଫଳ = 38m (ଦର୍ ଅଛ)ି]
 େ୍ୟାଙି୍କେ ରୂେିେ ରଷେତ୍ରଫଳ = (x × y) M2

ବର୍ଣେେୟାନ, ଏଠୟାରେ ଦଆିଯୟାଇଛ ି ରଯ େ୍ୟାଙି୍କେ ରୂେିେ ନନିଣେୟାଣ ଖଚ୍ଚଣେ ବଗଣେେିେେ ପିଛୟା 70 େଙ୍କୟା ।

\  େ୍ୟାଙି୍କେ ରୂେିେ ନେିଣେୟାଣ େଲୂ୍ =  70 xy

 େ୍ୟାଙି୍କେ ପୟାର୍ଣେ ଗୁଡ଼କିେ ସେଦୁୟାୟ ରଷେତ୍ରଫଳ 

 = (2x + 2x + 2y + 2y) M2 = 4(x + y) M2

 ଦର୍ ଅଛ ିରଯ େ୍ୟାଙି୍କେ ପୟାର୍ଣେେ ନେିଣେୟାଣ େଲୂ୍ ବଗଣେ େିେେ ପିଛୟା 45 େଙ୍କୟା ।   
 େ୍ୟାଙି୍କେ ପୟାର୍ଣେେ ନେିଣେୟାଣ େଲୂ୍= 180(x + y) 

 େରନକେ ‘C ‘ ରହଉଛ ିେ୍ୟାଙି୍କେ ନେିଣେୟାଣରେ ସେଦୁୟାୟ େଲୂ୍ 

  C = ` [70xy + 180 (x + y)]
ଚତି୍ର 2.18
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  =` ( ) 470 4 180 x
x

  + +    
 [ ]4xy =  

  =` 
720280 180x

x
 + +  

     \         
2

720180dC
dx x

= −

ଗେଷି୍ଠ କେି୍ୟା ଲଘିଷ୍ଠ ପୟାଇଁ, 0dC
dx

=

       ଅରଣେୟାତ୍  2
2

720180 0 4 2x x
x

− = ⇒ = ⇒ =  [ x,  ଋଣୟାତ୍ମକ ରହୟାଇପୟାେବି ନୟାହିଁ]

ବର୍ଣେେୟାନ   
2

2 3

140d C
dx x

=

x = 2 ରେ,    ( )
2

2 3

1440
2

d C
dx

= = ଧନୟାତ୍ମକ (+ve)  

\  C (ଅରଣେୟାତ୍ ରେୟାଟ୍  େଲୂ୍) ସବଣେନେି୍ନ ରଯରତରବରଳ 2x =

ରତଣୁ େୟାଙି୍କ ନେିଣେୟାଣରେ ସବଣେନେି୍ନ ଖଚ୍ଚଣେ =  ` ( ) 720280 18 2
2

 + +  
=  ` 1000

ସୟାେୟାଂଶ

1. ରେୟାଲଙ୍କ ପ୍ରରେୟ, େୟାଧ୍େୟାନ ଉପପୟାଦ୍ ପ୍ରରୟୟାଗ କେବିୟା ପୟାଇଁ ଆବେ୍କ ସର୍ଣେ ଏହୟାକ ିଫଳନ ଅବଚି୍ନି୍ନ ଓ 
ଅବକଳନଥୀୟ ରହବୟା ଉଚତି୍ ।

2. f (x) େ ବସି୍ୟାେ,  x େ ଘୟାତୟାଙ୍କରେ  (େ୍ୟାକଲେନିଙ୍କ ରରେଣଥୀ) 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2

0 0 0 ...
2!
xf x f xf f¢ ¢¢= + + +

 x = a ରେ, ଫଳନ f(x) େ ବସି୍ୟାେ (x-a)େ ଘୟାତୟାଙ୍କରେ (ରେଲେଙ୍କ ରରେଣଥୀ)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

...
2!

x a
f x f a x a f a f a

−
¢ ¢¢= + − + +

3. ଅନରିଣ୍ଣେୟ େୂପ
 i.   0

0
    ii.    ¥

¥
   iii.    0×¥   iv.    ¥−¥

 v.    1¥                     vi.    00             vii.    0¥
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4. ରଲୟାପିତୟାଲଙ୍କ ନୟିେ (L'Hospital Rule)

 ଯଦ ି ( ) ( )lim 0
x a

f x f a
→

= = ଓ ( ) ( )lim 0
x a

g x g a
→

= = ହୁଏ ରତରବ  ( )
( )

( )
( )

lim lim
x a x a

f x f x
g x g x→ →

¢
=

¢

5. ସଥୀେୟା େୟାନକ ଫଳୟାଫଳ ଗୁଡ଼କି

 a. 
0

sinlim 1
x

x
x→

=   b. 
0

tanlim 1
x

x
x→

=          c. 
0

1lim log
x

x

a a
x→

−
=        d. 

0

1lim 1
x

x
e

x→

 + = 
 

6. ଗେଷି୍ଠ ଓ ଲଘିଷ୍ଠ: ଫଳନ  f (x) ପୟାଇ,ଁ ଆରେ f ′(x) େଲୂ୍ ନଣି୍ଣେୟ କେବିୟା ଏବଂ ଏହୟାକୁ େୂନ୍ ସହତି ସେୟାନ 
କେବିୟା। ଅରଣେୟାତ୍  f ′(x) = 0 ଯୟାହୟାକ ି f (x) େ କ୍ରୟାନ୍ତକି ବନୁି୍ଦ ରଦଇରୟାଏ । ବର୍ଣେେୟାନ ଏହ ିକ୍ରୟାନ୍ତକି ବନୁି୍ଦଗୁଡ଼କିରେ 
ଆରେ f (x) େ ଗେଷି୍ଠ ଓ ଲଘିଷ୍ଠ ଯୟାଞ୍ କେବିୟା।

ପେିସ୍ିତ ିI:  ପ୍ରରରେ କ୍ରୟାନ୍ତକି ବନୁି୍ଦ ଗୁଡ଼କିରେ  f ″(x) ନଣି୍ଣେୟ କେନୁ୍ତ, ଯଦ ିf ″(x) > 0 ହୁଏ ରତରବ 
କ୍ରୟାନ୍ତକି ବନୁି୍ଦ ରହଉଛ ିଲଘିଷ୍ଠ ବନୁି୍ଦ।

ପେିସ୍ିତ ିII: ଯଦ ିf ″(x) < 0, ରତରବ କ୍ରୟାନ୍ତକି ବନୁି୍ଦ ରହଉଛ ିଗେଷି୍ଠ ବନୁି୍ଦ।

8. ଫଳନ ଗୁଡ଼କିେ କଛି ିେୟାନକ ବସି୍ୟାେ

a. 
3 5

sin ...
3! 5!
x xx x= − + +     b. 

2 4 6

cos 1 . ...
2! 4! 6!
x x xx = − + − +         

c. 
3

52tan ...
3 15
xx x x= + + +         d. 

52 3

1 ...
2! 3!

x x xe x= + + + +

e. ( )
2 3 4

log 1 ...
2 3 4
x x xx x+ = − + − ଯଦ ି 1x <   

f. ( )
2 3 4

log 1 ...
2 3 4
x x xx x− = − − − −

g. ( )1 ,nx−  1x < ପୟାଇଁ 

 ( ) ( )( )2 31 1 2
1 ...

2! 3!
n n n n n

nx x x
− − −

= + + + 1x <
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େସୁ୍ତନଷି୍ ପ୍ରଶ୍ନୟାେଳଥୀ

1. ( )
5. !lim

5.6... 5p

p p
p→¥ + େ େଲୂ୍ ନଣି୍ଣେୟ କେ ।

 a.   4!   b. 5!   c.   0   d.   π

2. ( )2

0

sin
lim
x

x

x→
େ େଲୂ୍ ନଣି୍ଣେୟ କେ ।

 a. ¥    b. -1   c.   0   d.   22

3. ( )
0

1 1 cos 2
2lim

x

x

x→

−  େ େଲୂ୍।

 a. 1   b. -1   c.   0   d. ବଦି୍େୟାନ ନୟାହିଁ 

4. ରେୟାଲଙ୍କ ପ୍ରରେୟେ ସତ୍ତୟା ପେଥୀଷେୟା କେବିୟା ପୟାଇଁ ରକଉଁେ ିଆବେ୍କ  ?
 i.   ବବୃିତ ଅନ୍ତେୟାଳରେ ଅବଚି୍ନି୍ନ ଏବଂ ଅବକଳନଥୀୟ
 ii.  ବବୃିତ ଅନ୍ତେୟାଳରେ ଅବଚି୍ନି୍ନ ଏବଂ ସଂବୃତ ଅନ୍ତେୟାଳରେ ଅବକଳନଥୀୟ
 iii. ସଂବୃତ ଅନ୍ତେୟାଳରେ ଅବଚି୍ନି୍ନ ଏବଂ ବବୃିର୍ ିଅନ୍ତେୟାଳରେ ଅବକଳନଥୀୟ
 iv.  ସଂବୃତ ଅନ୍ତେୟାଳରେ ଅବଚି୍ନି୍ନ ଏବଂ ଅବକଳନଥୀୟ

5. ରଯରତରବରଳ [a, b] ରେ f (x) ପୟାଇଁ ରେୟାଲଙ୍କ ପ୍ରରେୟେ ସତ୍ତୟା ପେଥୀଷେୟା ରହଉଛ ିରତରବ, ଏଠୟାରେ  ‘c‘ ଏପେ ି 
ବଦି୍େୟାନ ଅଛ ିରଯପେକି ି

 a. c ∈ [a, b] ରଯପେ ିକ ି f ′(c) = 0                b. c ∈ (a, b) ରଯପେ ିକ ିf ′(c) = 0
 c. c ∈ [a, b) ରଯପେ ିକ ିf ′(c) = 0                  d.  c ∈ (a, b] ରଯପେ ିକ ିf ′(c) = 0

6. ଯଦ ିଫଳନ  f(x) = x2 – 8x + 12, (2, 6) ରେ ରେୟାଲଙ୍କ ପ୍ରରେୟ େ ସର୍ଣେକୁ ପୂେଣ କରେ, ‘c‘ େ େଲୂ୍ 
ନଣି୍ଣେୟ କେ ରଯପେ ିକ ିf ′(c) = 0

 a. 6    b. 4   c.   8   d.   2
7. ଯଦି ( ) sin xf x

x
= , ରତରବ ଅନ୍ତେୟାଳ [0, 18 π ]ରେ ରକରତୟାେ ିବନୁି୍ଦ ବଦି୍େୟାନ ଅଛ ିରଯପେ ିକ ି f '(c) = 0  

 a. 8  b. 9  c.   17  d.   18

8. ଯଦ ି ( ) ( ) [ ]2log 10 , 3,3f x x x= − ∈ − , ରତରବ ଅନ୍ତେୟାଳ [–3, 3]ରେ ରସହ ିବନୁି୍ଦ ନଣି୍ଣେୟ କେ ରଯଉଁଠୟାରେ 
ସ୍ପେଣେରେଖୟାେ ଆନତ ି(ରସପ୍ୟାପ) େୂନ୍ ହୁଏ। 

 a   0    b. 2
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      c. ରେୟାଲଙ୍କ ପ୍ରରେୟ ପ୍ରରୟୟାଗ ହୁଏ ନୟାହିଁ  କୟାେଣ ଫଳନ [–3, 3] ରେ ଅବଚି୍ନି୍ନ ନୁରହଁ।
 d. ରେୟାଲଙ୍କ ପ୍ରରେୟ ପ୍ରରୟୟାଗ ହୁଏ ନୟାହିଁ , କୟାେଣ ଫଳନ [–3, 3] ରେ ଅବକଳନଥୀୟ ନୁରହଁ।

9. ଅନ୍ତେୟାଳ [0, 1] ରେ ବକ୍ର f (x) = x3 + x2 + x + 1 ରେ  ‘c’ େ େଲୂ୍ ନଣି୍ଣେୟ କେ, ରଯଉଁଠୟାରେ ଏକ 
ବକ୍ରକୁ ସ୍ପେଣେ ରେଖୟାେ ଆନତ,ି (0, 1) ଓ (1, 4)  ସଂରଯୟାଗ ରେଖୟାେ ଆନତ ିସହ ସେୟାନ ।

 a.  0.64                 b.  0.44  c. 0.54   d. 0.34

10. ଫଳନ  f (x) = x3  + x + 1, ପୟାଇ ଁଆୟାେ ପୟାଖରେ କଛି ିରେୟାଲଙ୍କ ବନୁି୍ଦ ନୟାହିଁ । ବୟାେୟାବର୍ଣେ ଦଗିରେ 60ଡଗି୍ଥୀ 
ଘଣୂ୍ଣେନ କେ,ି ସ୍ୟାନୟାଙ୍କ ଅଷେଗୁଡ଼କି େୂପୟାନ୍ତେତି ରହୟାଇଛ।ି  ର ତରବ ନୂଆ ରେୟାଲିଙ୍କ ବନୁି୍ଦ ରହଉଛ ି?

 a. 3 / 2    b. ଫଳନରେ କଦୟାପି ରେୟାଲଙ୍କ ବନୁି୍ଦ ରହୟାଇପୟାେବି ନୟାହିଁ

 c. 3     d. 
3 1
3
−

11. ବକ୍ର y = log xରେ ରସହ ିବନୁି୍ଦ ରଖୟାଜ ରଯଉଁଠୟାରେ ସ୍ପେଣେରେଖୟା, (1, 0) ଏବଂ(e, 1) ବନୁି୍ଦକୁ ସଂରଯୟାଗ 
କେୁଥିବୟା ଜ୍ୟା ସହତି ସେୟାନ୍ତେ ଅରେ ।

 a.  e                         b.  e – 1                             c. 1 – e                             d. –e

12. ଯଦ ିେୟାଧ୍େୟାନ ଉପପୟାଦ୍ରେ  f(a) = f(b), ରତରବ ଏହୟା ରହବ 
 a.  ରଲବନଜି୍ ଙ୍କ ଉପପୟାଦ୍                   b. ରେୟାଲଙ୍କ ପ୍ରରେୟ 
 c. ଏକ ଫଳନେ ରେଲେଙ୍କ ରରେଣଥୀ    d. ରକୟାେଥୀଙ୍କ ଉପପୟାଦ୍ 
13. ଯଦ ିf(x) = sin x. cos x ଅନ୍ତେୟାଳ (0, x), ରେ ଅବଚି୍ନି୍ନ ଏବଂ ଅବକଳନଥୀୟ ରତରବ

 a.  cos .sin1 sin 2x x x
x

< <   b. cos .sin1 cos 2x x x
x

< <

 c. cos .sin1 cos 2x x x x
x

< <   d. cos .sin1 1 cos 2x x x
x

< < +

14. ଅନ୍ତେୟାଳ [0, 1] ରେ ଫଳନ x25(1-x)75 େ ସରବଣେୟାଚ୍ଚ େଲୂ୍ ରହବ।
 a.  0    b.  1/ 2                    c. 1  d. 1/ 4

15. x = 0 ରେ ଫଳନ f(x)=e-x2 ପୟାଇଁ ରେଲେଙ୍କ ରରେଣଥୀରେ, x2 େ ସହଗ ନଣି୍ଣେୟ କେ।
 a.  1/ 4            b. -1                    c. 1/ 2   d. -2

16. f(x) = 1 + 2x2 + 4x4 + 6x6 + ... + 100x100 ଏକ ବୟାସ୍ବ ଚଳେୟାେ ିx େ ପଲିରନୟାେିଆଲ ରହରଲ,  
f(x) େ ଅଛି

 a.  ନୟା ସରବଣେୟାଚ୍ଚ କେି୍ୟା ସବଣେନେି୍ନ  b. ରକବଳ ରଗୟାେଏି ସରବଣେୟାଚ୍ଚ
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 c.  ରକବଳ ରଗୟାେଏି ସବଣେନେି୍ନ  d. ରଗୟାେଏି ସରବଣେୟାଚ୍ଚ ଏବଂ ରଗୟାେଏି ସବଣେନେି୍ନ

17. େ୍ୟାକଲେନି୍ ଙ୍କ ରରେଣଥୀେ ବ୍ବହୟାେ କେ ିଫଳନ f(x)େ ବସି୍ୟାେ ରହଉଛ।ି

 a.  ( ) ( ) ( ) ( )
2 3

0 0 0 0 ...
1! 2! 3!
x x xf f f f¢ ¢¢ ¢¢¢+ + + +    b. ( ) ( ) ( )

2 3

1 0 0 0 ...
1! 2! 3!
x x xf f f¢ ¢¢ ¢¢¢+ + + +

      c.  ( ) ( ) ( )
2

0 0 0 ...
1! 2!
x xf f f¢ ¢¢− + +          d. ( ) ( ) ( ) ( )

2 3

1 1 1 1 ...
1! 2! 3!
x x xf f f f¢ ¢¢ ¢¢¢+ + + +

18. ବୟାସ୍ବ ସଂଖ୍ୟା x କୁ ରଯରବ ଏହୟାେ ବ୍ତକି୍ରେ ରଯୟାଗ କେୟାୟୟାଏ ରତରବ ରଯୟାଗେ ରଯୟାଗଫଳେ େଲୂ୍ 
‘x‘ ରେ ରହବ ?

 a.  -2        b. 2                  c. 1     d. –1

19. ଯଦ ିଫଳନ f(x) = 2x2 – 9ax2 + 12a2x + 1, ରଯଉଁଠୟାରେ  a > 0, ଯରୟାକ୍ରରେ p ଏବଂ q ରେ ଏହୟାେ 
ସରବଣେୟାଚ୍ଚ ଓ ସବଣେନେି୍ନ େଲୂ୍ ହୟାସଲ କରେ, ରଯପେ ିକ ିp2 = q, ତୟା’ପରେ 'a' ସହତି ସେୟାନ। 

 a.  1/2     b.  3    c. 1                     d. 2
20. ଫଳନ  f(x) ପୟାଇ ଁେ୍ୟାକଲୟାେନିଙ୍କ ବସି୍ୟାେ ସତ୍ ରହବୟା ପୟାଇ ଁଆବେ୍କ ସର୍ଣେ ।
 a.  ଏହୟା ଅବଚି୍ନି୍ନ ରହବୟା ଉଚତି୍   b.  ଏହୟା ଅବକଳନଥୀୟ ରହବୟା ଉଚତି୍            
 c. ପ୍ରରତ୍କ ବନୁି୍ଦରେ ଏହୟା ବଦି୍େୟାନ ରହବୟା ଉଚତି 
 d. ଏହୟା ଉରୟ ଅବଚି୍ନି୍ନ ଏବଂ ଅବକଳନଥୀୟ ରହବୟା ଉଚତି 

ଉତ୍ତେମୟାଳୟା
1. a 2.  c 3.  d 4.  c
5.  b  6.  b 7.  d 8. a
9.  c  10.  d 11. b 12. b

13.  b 14.  d 15. b 16. c
17.  a 18.  c 19. c 20. d

ଅସମୟାହତି କଠନି ପ୍ରଶ୍ନୟାେଳଥୀ 

1. େରନକେ f(x), R ରେ ଏକ ଅବଚି୍ନି୍ନ ଓ ଅବକଳନଥୀୟ ଫଳନ, ରତରବ ଦେଣେୟାଅ ରଯ f(x) େ ରଯରକୌଣସ ି
ଦୁଇେ ିବୟାସ୍ବକି େଳୂ େଧ୍ରେ  f ′(x) େ ଅତ ିକେରେ ରଗୟାେଏି େଳୂ ବଦି୍େୟାନ ଅଛ ି।

2. େରନକେ  f : [a, b] → R  ତନିରିେ ଅବକଳନଥୀୟ ଫଳନ ରଯପେ ିକ ିf(a) = f(b) = f ′(a) = f ″(a) 
= 0, ରତରବ ପ୍ରେୟାଣ କେ ରଯ ଏଠୟାରେ c ∈ (a, b)  ବଦି୍େୟାନ ଅଛ ିରଯପେ ିକ ିf ′″(c) = 0.



204 | କଳନ ଏବଂ ରେୈଖିକ ବଥୀଜଗଣିତ

3. େୟାଧ୍େୟାନ ଉପପୟାଦ୍ ବ୍ବହୟାେ କେ ିପ୍ରେୟାନ କେ ରଯ  | sin x – sin y | ≤ | x – y | ∀ x, y ∈ R.

4. େରନକେ  f : (0, ¥) → R ଏକ ଅବକଳନଥୀୟ ଫଳନ ରତରବ ପ୍ରେୟାଣ କେ ରଯ,ରଯରକୌଣସ ିa > 0 ପୟାଇ,ଁ 

 ଯଦ ି ( ) ( )( )lim
x

af x f x L
→¥

¢+ = ରତରବ  ( )lim
x

Lf x
a→¥

=

5. ଯଦ ିa0 + a1 + ... + an = 0 ରଯଉଁଠୟାରେ  ai ∈ R, 1 ≤ i ≤ n ରତରବ ଦେଣେୟାଅ ରଯ  a0 + 2a1x + 

... + (n + 1)an xn = 0 େ, (0, 1) ରେ ଅତକିେରେ ରଗୟାେଏି ବୟାସ୍ବ େଳୂ ଅଛ ି ।
6. େୟାଧ୍େୟାନ ଉପପୟାଦ୍ ବ୍ବହୟାେ କେ ିପ୍ରେୟାଣ କେ ଅସେୟାନତୟା :

  logy x y y x
y x y
− − < < 

 
ସେସ୍ 0 x y< < ପୟାଇଁ 

7.  େରନକେ ( )
2 1sin , 0

0, 0

x x
f x x

x

   ≠   =
 =

ଏବଂ ( ) sing x x x R= ∀ ∈ , ଦେଣେୟାଅ ରଯ 
( )
( )

lim 0
x a

f x
g x→

=  

 କନୁି୍ତ 
( )
( )lim

x a

f x
g x→

′
′ ବଦି୍େୟାନ ନୟାହିଁ  ।

8. େରନକେ :f R R→ ଏକ ଅବକଳନଥୀୟ ଫଳନ ରଯପେ ିକ ି
( )

4
df x

dx
£   ଓ  ( )0 0f =  ରତରବ ପ୍ରେୟାଣ 

କେ ରଯ f(1) ∈ [–4, 4] ଏବଂ  f(2) ∈ [–8, 8].

9. େରନକେ  I ଏକ ଅନ୍ତେୟାଳ ଏବଂ :f I R→ , I ରେ ଅବକଳନଥୀୟ ଦେଣେୟାଅ ରଯ ଯଦ ିଅବକଳଜ f ′, I ରେ 
କଦୟାପି େୂନ୍ ନୁରହଁ ରତରବ:  f ′(x) > 0 ∀ x ∈ I  କେି୍ୟା   f ′(x) < 0 ∀ x ∈ I.

10. ଦେଣେୟାଅ ରଯ, ଉଚ୍ଚତୟା h ଓ ଅର୍ଣେ-େଥୀଷଣେରକୟାଣ 300 େ ଏକ ରକୟାନରେ ଅଙ୍କନ କେୟାଯୟାଇଥିବୟା ବୃହର୍େ ସଲିିଣ୍ଡେେ 

ଘନଫଳ 34
81

hπ ଅରେ। 

11. ଏକ ପୟାଣି େୟାଙି୍କ ଓଲେୟା ଲେ୍ ବୃର୍ଥୀୟ ରକୟାନ ଆକୟାେରେ ଅଛ।ି ଯୟାହୟାେ ଅଷେ ରୂଲେ୍ ଏବଂ େଥୀଷଣେ ନେି୍ନତେ। 
ଏହୟାେ ଅର୍ଣେ-େଥୀଷଣେ tan-1(0.5) ରକୟାଣ ଅରେ। ଘଣ୍ଟୟା ପ୍ରତ ି 5 ଘନ େିେେ ସ୍ିେ ହୟାେରେ ଏଥିରେ ପୟାଣି 
ଚଳୟାଯୟାଏ। େୟାଙି୍କରେ ଜଳେ ଗରଥୀେତୟା 4 େିେେ ଥିବୟାରବରଳ, ଏହ ିସେୟରେ ଜଳେ ସ୍େ ରଯଉଁ ହୟାେରେ 
ବୃର୍ ିପୟାଉଛ,ି ଏହୟାକୁ ନଣି୍ଣେୟ କେ।

େଟ୍ୟେହୟାେିକ
1. MATLAB ରକୟାଡଣେ ଗୁଡ଼କି ବ୍ବହୟାେ କେ,ି [0, 2 π ] ରେ Sine ଓ Cosine ଫଳନେ ଗ୍ୟାଫ କେ।  
2. MATLAB ରକୟାଡଣେ ଗୁଡ଼କି ବ୍ବହୟାେ କେ ିR ରେ e3x ପୟାଇଁ ଗ୍ୟାଫ ପ୍ଳଟ୍  କେ । 
3. ବୃହର୍େ ପୂଣ୍ଣେୟାଙ୍କ ଫଳନ [x] କୁ ଅନ୍ତେୟାଳ [0, 5]ରେ M.S. Excel ରେ ଆଙ୍କନୁ୍ତ।
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କୟାଯଣ୍ଣଟ୍ୟକଳୟାପ 
1. ରେୟାଲଙ୍କ ପ୍ରରେୟେ ସତ୍ତୟା ପେଥୀଷେୟା କେବିୟା ପୟାଇଁ ନେି୍ନ ଫଳନ ପୟାଇଁ MATLAB ରକୟାଡ ରଲଖ।
 (i) 2x , ଅନ୍ତେୟାଳ [–3, 3] ରେ
 (ii) (x + 2)3 * (x −3)4 ଅନ୍ତେୟାଳ [–2, 3] ରେ ଆଉ େଧ୍  ଏଥିପୟାଇଁ ବକ୍ରେ ପପ୍େ କେ।

ଅଧିକ ଜୟାଣନୁ୍ତ

1. 
1/

0
lim

3

xx x x

x

a b c
→

 + +
 
 

େଲୂ୍ ଅରେ।

 a. abc   b. ( )1/3abc         c.   ( )1/8abc   d.   1
abc

2. xx  େ ସବଣେନେି୍ନ େଲୂ୍ ଏବଂ  1 x

x
 
 
 

 ସରବଣେୟାଚ୍ଚ େଲୂ୍େ ଗୁଣଫଳ   

 a. e    b. 1
e

                c.   1  d.   2e

3. sin xe  େ ବସି୍ୟାେ

 a. 
2 4

1 ...
2 8
x xx+ + + +    b.   

2 4

1 ...
2 8
x xx+ + − +         

 c.   
2 4

1 ...
2 8
x xx+ − + +    d.   

2 5

1 ...
2 10
x xx+ + − +

4.  ‘a’ ଏବଂ ‘b’ େଧ୍ରେ ସମ୍କଣେ ନଣି୍ଣେୟ କେ ରଯପେକି ି  ରଲୟାପିତୟାଲଙ୍କ ନୟିେ ଏକକ କେବିୟା 
ପରେ ନେି୍ନଲିଖିତ ସଥୀେୟା ପ୍ରୟାପ୍ତ ରହବ । 

 a. / 2b a =    b. / 2a b =      c.   a = b d.     a = – b

5. ଦଆିଯୟାଇଥିବୟା ସଥୀେୟା  ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )0

cos cos 2cos
lim

cos 2cos 3cosx

ax bx cx
ax bx cx→

+ −
+ −

େ ସସଥୀେ ସଥୀେୟା ପୟାଇବୟା ପୟାଇଁ ରକରତରେ 

ଅବକଳଜ କେବିୟା ଆବେ୍କତୟା ରହବ ଦର୍ ଅଛ ି a b c≠ ≠

 a. 3   b. 0                c.   2  d.   4

ଉତ୍ତେମୟାଳୟା

1. b   2. c              3.  b  4. d
5. c
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ଅଧ୍ୟାୟ ବ�ୈଶଷି୍ଟ୍ୟ
ଏହ ିଅଧ୍ୟାୟରେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଏବଂ ଏହୟାେ ପ୍ରକୟାେ, ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ରେ ପ୍ରକି୍ୟୟା, ଏବଂ ଏହୟାେ େ ଗୁଣଧମ୍ମ, ରେକ୍ଟେ, ରେକ୍ଟେ 
ପ୍ରକି୍ୟୟା, ଡଟିେମିନୟାଣ୍ଟ ଏବଂ ଏହୟାେ ଗୁଣଧମ୍ମ, ଓ ପ୍ରରୟୟାଗ, ରେୈଖିକ ସମୀକେଣ ସମହୂ, ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସେ େୟାଙ୍କ, ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସେ 
ବୁ୍ତକ୍ମ, କ୍ୟାମେଙ୍କ ନୟିମ, ଗସ୍ ଙ୍କ ଅପସୟାେଣ ପଦ୍ଧତ ିଏବଂ ଗସ୍ ୍-ର�ୟାଡ୍ମୟାନଙ୍କ ଅପସୟାେଣ ପଦ୍ଧତେି ବସି୍ତୃତ ଆର�ୟାଚନୟା 
କେୟାଯୟାଇଛ ି। ସମସ୍ ବଷିୟ ଧୟାେଣୟାକୁ ଏପେ ିେୟାବରେ ବ୍ୟାଖୟା କେୟାଯୟାଇଛ ିରଯପେକି,ି ବଦି୍ୟାଥୀମୟାରନ ଏହୟାେ ବେିିନ୍ନ 
ପ୍ରରୟୟାହକୁ ବୁଝପିୟାେରିବ ।
ଯୁକି୍ଯୁକ୍ତୟା
ରେୈଖିକ ବୀ�ୟି ସମୀକେଣ ସମହୂେ ସମୟାଧୟାନରେ, ରେୈଖିକ ଏବଂ ଅରେୈଖିକ ଅବକଳ ସମୀକେଣେ ସମୟାଧୟାନରେ 
ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସେ ବ୍ୟାପକ େୟାବରେ ବ୍ବହୟାେ କେୟାଯୟାଏ । ଅରନକ ରେୌତକି ପ୍ରକି୍ୟୟା ରଯପେକି ି ବବିଦ୍ଧ୍ମନ, ଘରୂ୍୍ମନ ଏବଂ 
ପ୍ରତଫିଳନ ସୟାହୟାଯ୍ରେ ଗୟାଣିତକି େୟାବରେ ଉପସ୍ୟାପିତ ରହୟାଇପୟାରେ । ଏନକି୍ପସନରେ ଆରମ ଏହୟାକୁ ଡୟାଟୟାଏନରକୟାଡ୍ 
କେବିୟା ଏବଂ ଡରିକୟାଡ କେବିୟାପୟାଇଁ ସେୁକ୍ୟା ଉରଦେଶ୍ରେ ଡୟାଟୟାକୁ ସୟାଂରକତକି ଶବ୍ଦରେ ବଦ�ୟାଇବୟା ପୟାଇଁ ବ୍ବହୟାେ 
କେୟାଯୟାଏ । ବୟାସ୍ବ ଦୁନଆିରେ ର�ୟାକମୟାନଙ୍କେ ଗୁଣ, �ନସଂଖ୍ୟା, ଅେ୍ୟାସ ଇତ୍ୟାଦ ିତଥ୍କୁ ପ୍ରତନିଧିିତ୍ୱ କେବିୟାରେ 
ଏହୟା ବ୍ବହତୃତ ହୁଏ । ରେୟାବଟକି୍ସ ଏବଂ ସ୍ୱୟଂଚୟାଳତି ରକ୍ତ୍ରରେ, ରେୟାବଟ ଗତବିଧିି ପୟାଇଁ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ରହଉଛ ିମଳୂ ଉପୟାଦୟାନ। 
ରେୈଖିକ ସମୀକେଣ ସମହୂେ ବ୍ବହୟାେ ଅରନକ ରକ୍ତ୍ରରେ ରହୟାଇଥୟାଏ, ରଯପେକି ି ବୟସ-ସମସ୍ୟା, ଗତ-ିସମୟ 
ଇତ୍ୟାଦି
ପ୍ୟାକ୍-ଆ�ଶଟ୍ୟକତୟା 

1. ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସେ ବୀ�ଗଣିତରେ ରମୌଳକି ଜ୍ୟାନ|
2. ଆଡ�ଏଣ୍ଟ, ବୁ୍ତକ୍ମ ଏବଂ ଡଟିେମିନୟାଣ୍ଟ େ ଧୟାେଣୟା ଇତ୍ୟାଦେି ଗୁଣଧମ୍ମ ।
3. ରେୈଖିକ ସମୀକେଣ ସମହୂେୁ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଗଠନ ।

3 ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ (Matrix)
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ଅଧ୍ୟାୟ ଫଳୟାଫଳ (UO)
ଏହ ିଅଧ୍ୟାୟ ସମ୍ପୂର୍ଣ୍ଣ ଅଧ୍ୟନ କରି�ୟାପବର, �ଦିଟ୍ୟୟାରଣ୍ଣଥୀମୟାବନ ନମି୍ନଲିଖିତବର ସକ୍ଷମ ବହବ�: 
U3-01: ରେୈଖିକ ସମୀକେଣ ସମହୂେ ସଙ୍ଗତ ଓ ଅସଙ୍ଗତ ପ୍ରଣୟାଳୀକୁ ଚହି୍ପିୟାେରିବ ଏବଂ େୟାଙ୍କ ବ୍ବହୟାେ କେ ି
ଅଗରମରଣ୍ଟଡ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସେୁ ଧୟାଡ ିଇରକ�ନ୍  େୂପଦ୍ୟାେୟା ଏହୟାେ ସମୟାଧୟାନ ଗଣନୟା କେପିୟାେରିବ।
U3-02: Rn ରେ ରେକ୍ଟେେ ବୀ�ଗଣିତୀୟ ଏବଂ �୍ୟାମିତକି ଧୟାେଣୟାେ ଉପସ୍ୟାପନୟା ଏବଂ ରଯୟାଗ, ରକେ�ୟାେ ଗୁଣନ, 

ଡଟ୍  ଗୁଣଫଳ ସହତି ରସମୟାନଙ୍କ {ପ୍ରକ୍ିୟୟା} ସହତି ନ�ିକୁ ପେଚିତି କେପିୟାେରିବ । 
U3-03: ବୁ୍ତକ୍ମ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ, ପୟାଇେଟେ ସ୍ିତ ିଏବଂ ରେୈଖିକ ସମଘୟାତୀୟ ଏବଂ ଅସମଘୟାତୀ ସମୀକେଣ ସମହୂେ 

ସୟାମୟାଧୟାନ ସମ୍ବନ୍ୀୟ ସମୟାନ ବକ୍ତବ୍କୁ ଚହି୍ପିୟାେରିବ ଏବଂ ବ୍ବହୟାେ କେପିୟାେରିବ । 
U3-04: ଗସ୍ ଙ୍କ ଅପସୟାେଣ ପଦ୍ଧତ,ି ଗସ୍ ୍- ର�ୟାଡ୍ମୟାନ୍ ପଦ୍ଧତ ି ଏବଂ କ୍ୟାମେଙ୍କ ନୟିମ ବ୍ବହୟାେ କେ ି ରେୈଖିକ 

ସମୀକେଣ ସମହୂେ ସମୟାଧୟାନେ ଅସି୍ତ୍ୱ ଏବଂ ଅଦ୍ତିୀୟତୟା ଗଣନୟା କେପିୟାେରିବ । 

ଅଧ୍ୟାୟ ଫଳୟାଫଳ ସହତି ପୟାଠଟ୍ୟକ୍ରମ ଫଳୟାଫଳର ମଟ୍ୟୟାପିଙ୍ଗ

ୟୁନଟି୍ -3 
ଫଳୟାଫଳ

ପୟାଠ୍କ୍ମ ଫଳୟାଫଳ ସହତି ଆଶୟାକେୟାଯୟାଉଥିବୟା ମ୍ୟାପିଙ୍ଗ
(1- ଦୁବ୍ମଳ ସହସମ୍ବନ୍; 2- ମଧ୍ମ ସହସମ୍ବନ୍; 3- ଦତୃଢ ସହସମ୍ବନ୍

CO-1 CO-2 CO-3 CO-4 CO-5
U3-01 - - 3 1 1

U3-02 - - 1 3 2

U3-03 - - 3 2 1

U3-04 - - 3 - -
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ଇତହିୟାସ
ଇତହିୟାସ ଅନୁସୟାରେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଏବଂ ଡଟିେମିନୟାଣ୍ଟେ ଅଧ୍ୟନ ଖ୍ୀଷ୍ଟପୂବ୍ମ 
ଦ୍ତିୀୟ ଶତୟାବ୍ଦୀରେ ରହୟାଇଥ�ୟା ଯଦ ିଓ ଖ୍ୀଷ୍ଟପୂବ୍ମ ଚତୁଥ୍ମ ଶତୟାବ୍ଦୀେୁ ଏହୟାେ 
ଚହି୍ ରଦଖିବୟାକୁ ମିରଳ । 
ଏହୟା ଆଶ୍ଚଯ୍ମ୍�ନକ ନୁରହଁରଯ , ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଏବଂ ଡଟିେମିନୟାଣ୍ଟେ ଆେମ୍ଭ ରେୈଖିକ 

ସମୀକେଣ ସମହୂେ ଅଧ୍ୟନ ସମୟରେ ରହୟାଇଥି�ୟା । ବୟାବରି�ୟାନଆିନ୍ 
ଗଣିତଜ୍ଙ୍କ ଦ୍ୟାେୟା ରେୈଖିକ ସହସମୀକେଣ ରେ ଆଧୟାେତି ପ୍ରଶ୍ନ ଗୁଡକିେ 
ଅଧ୍ୟନ କେୟାଯୟାଇଥି�ୟା ଏବଂ ଏଥିମଧ୍େୁ କଛି ିମତୃତ୍କିୟା ଫଳକରେ ସଂେକି୍ତ 
ରହୟାଇେହଥିି�ୟା ଯୟାହୟା ବଞ୍ ିେହଥିି�ୟା। 

ତଥୟାପି ସପ୍ତମ ଶତୟାବ୍ଦୀେ ରଶଷ େୟାଗରେ ଧୟାେଣୟା ପୁନବ୍ମୟାେ ରଦଖୟାଗ�ୟା ଏବଂ ବକିୟାଶ 
ପ୍ରକତୃତରିେ ଚୟା�ିଥି�ୟା ଏହୟା ଏକ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ନୁରହଁ, କନୁି୍ କଛି ି ନଦିେ୍ଦିଷ୍ଟ ସଂଖ୍ୟା ଯୟାହୟା 
ବଗ୍ମୟାକୟାେ ସଂଖ୍ୟାଗତ ସୟାେଣୀ ସହତି �ଡତି ଥି�ୟା ଏବଂ ଏହୟାକୁ ଡଟିେମିନୟାଣ୍ଟ 
କୁହୟାଗ�ୟା ଯୟାହୟା ପ୍ରଥରମ ଚହି୍ଟ ରହୟାଇଥି�ୟା। ରକବଳ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସେ ଧୟାେଣୟା ଧୀରେ 
ଧୀରେ ବୀ�ଗଣିତେ ଅସି୍ତ୍ୱ େୟାରବରେ ଉତ୍ପନ୍ନ ରହ�ୟା 
ଉନବଂିଶ ଶତୟାବ୍ଦୀରେ ଇଂେୟା�ୀ ଗଣିତଜ୍ ର�ମ୍ସ ସ�ିରେଷ୍ଟେଙ୍କ ଦ୍ୟାେୟା ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଶବ୍ଦ 
ପ୍ରବତ୍୍ମନ କେୟାଯୟାଇଥିର�। କନୁି୍ ତୟାଙ୍କେ ବନୁ୍ ଗଣିତଜ୍ ଆଥ୍ମେ ରକର� ଯିଏ 1850 
ମସହିୟାରେ ତୟାଙ୍କେ ଦୁଇଟ ି ଗରବଷଣୟା ପ୍ରବନ୍ରେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସେ ବୀ�ଗଣିତେ ଦଗିେ 
ବକିଶତି କେଥିିର� । ରକର� ସବ୍ମ ପ୍ରଥରମ ଏହୟାକୁ ରେୈଖିକ ସମୀକେଣ ସମହୂେ 
ଅଧ୍ୟନରେ ପ୍ରରୟୟାଗ କେଥିିର�, ରଯଉଁରେ ରସଗୁଡକି ମଧ୍୍ ଗୁେୁତ୍ୱପୂର୍୍ମ କୟାେଣ, 
ରକର� ସ୍ୱୀକତୃତ ି ରଦଇଥିର� ରଯ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସେ କଛି ି ରସଟ୍  ବୀ�ଗୟାଣିତକି ପ୍ରଣୟାଳୀ 
ସତୃଷି୍ଟକରେ ରଯଉଁଥିରେ ଘଣିତେ ଅରନକ ସୟାଧୟାେଣ ନୟିମ (ଯଥୟା ସଂରଯୟାଗୀ ନୟିମ 
ଓ ବଣ୍ଟନ ନୟିମ) ଯୁକି୍ତ ସଙ୍ଗତ କନୁି୍ ରଯଉଁଥିରେ ଅନ୍ ନୟିମ (ଯଥୟା କ୍ମବନିମିୟ 
ନୟିମ) ଯୁକି୍ତ ସଙ୍ଗତ ନୁରହଁ। ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ କମୁ୍୍ଟେ ଗ୍ୟାଫିକ୍ସରେ ମଧ୍ ଗୁେୁତ୍ୱପୂର୍୍ମ 
ପ୍ରରୟୟାଗଗୁଡକି ଅଛ।ି ରଯଉଁରେ ଘରୂ୍୍ମନ ଓ ପ୍ରତଛିବଗୁିଡକିେ ଅନ୍ େୂପୟାନ୍େଣକୁ 
ପ୍ରତନିଧିିତ୍ୱ କେବିୟା ପୟାଇଁ ବ୍ବହତୃତ ରହୟାଇଛ।ି

ଉପକ୍ରମ
ମୟାଟ୍ରିସସ୍  ଶବ୍ଦ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଶବ୍ଦେ ବହୁବଚନ ଅରଟ । ଆଥ୍ମେ ରକର�, 1860 ମସହିୟାରେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସେ ଧୟାେଣୟା ପ୍ରଥରମ 
ପ୍ରଚଳନ କେଥିିର� ।
ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ େ ଅଧ୍ୟନ ବେିିନ୍ନ ପ୍ରକୟାେେ ରେୈଖିକ ସମସ୍ୟା େ ଧୟାେଣୟାେୁ ଉତ୍ପନ୍ନ ରହୟାଇଥି�ୟା । ରେୈଖିକ ସମୀକେଣ ସମହୂ 
ସହତି ଏହୟାେ ଏକ ବରିଶଷ ସମ୍କ୍ମ ଅଛ,ି ଯୟାହୟା ଇଞି୍ନୟିେଂି ପ୍ରକି୍ୟୟାରେ ଘରଟ । ଏହୟା ରେୈଖିକ ବୀ�ଗଣିତ େ ଅଧ୍ୟନ 

ଶ୍ୀନବିୟାସ 
େୟାମୟାନୁ�ନ୍ 

(1887-1920)
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ଏବଂ ବକିୟାଶରେ ଏକ ଗୁେୁତ୍ୱପୂର୍୍ମ େୂମିକୟା ନଏି । ପ୍ରରୟୟାଗୟାତ୍କି ଇଂ�ନିୟିେଂି ଏବଂ କରଣ୍ଟୟ୍ା� ସଷି୍ଟମରେ ରେୈଖିକ ନମନୁୟା 
ଗୁଡକିେ ଉପସ୍ୟାପନୟାରେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସେ ବ୍ବହୟାେ ରହୟାଇଥୟାଏ ।
ଗଣିତ, ବଜି୍ୟାନ ଏବଂ ଇଂ�ନିୟିେଂି େ ପ୍ରରତକ ଶୟାଖୟାେ ଅଧ୍ୟନରେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସେ ବହୁଳ ବ୍ବହୟାେ କେୟାଯୟାଏ ।
3.1 ସଂଜ୍ୟା
ଏକ mn ସଂଖ୍ୟାଗୁଡକିେ (ବୟାସ୍ବ କମି୍ବୟା ସମି୍ଶ୍) ରସଟକୁ ଆୟତକୟାେ ସୟାେଣୀରେ m ଧୟାଡ ି(େୂସମୟାନ୍େ ରେଖୟା) 
ଏବଂ n ସ୍ମ୍ଭ (େୂ�ମ୍ବ ରେଖୟା) ରେ ସଜ୍ତି କେବିୟାକୁ m × n 'ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ' କୁହୟାଯୟାଏ । ଏହୟାକୁ ଏପେେିୟାରବ ପଢୟାଯୟାଏ 
ରଯପେ ି‘m ବୟାଏ n ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ’ କମି୍ବୟା ‘ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସେ ଅଡ୍ମେ m ବୟାଏ n’ କମି୍ବୟା ‘ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସେ ପ୍ରକୟାେ m ବୟାଏ n’ କୁହୟାଯୟାଏ ।

ଏକ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସକୁ ସୟାଧୟାେଣତଃ ନମି୍ନ�ିଖିତ ପ୍ରକୟାରେ ଦଶ୍ମୟାଇଦଆିଯୟାଇଥୟାଏ ରଯପେକି ି[aij] କମି୍ବୟା (aij) କମି୍ବୟା || aij || 
ଏକ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସକୁ ପ୍ରୟାୟତଃ ବଡ଼ ଅକ୍େ A, B, C ଇତ୍ୟାଦ ିଦ୍ୟାେୟା ସଚୂୟାଯୟାଏ ।
m × n ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ 'A'କୁ ନମି୍ନେୟାବରେ ର�ଖୟାଯୟାଏ ।
A = [aij]m×n କମି୍ବୟା  A = [aij] 

A = , ରଯଉଁରେ i = 1, 2, ..., m ଏବଂ j = 1, 2,..., n

ପ୍ରରତ୍କ m × n ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସରେ m.n ସଂଖ୍କ ଉପୟାଦୟାନ ଅଛ ି।
ଧ୍ୟାନ ଦଅିନୁ୍: ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସେ ପ୍ରରତ୍କ ପ୍ରରବଶକୁ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସେ ଉପୟାଦୟାନ କୁହୟାଯୟାଏ ।

ଉଦୟାହେଣ ସ୍ୱେୂପ ମରନକେ ଏକ ସମୀକେଣ ସମହୂକୁ ବଚିୟାେ କେୟାଯୟାଉ ।
 2x + 3y + 3z + 2t = 0

 3x + 2y + 5z + 3t = 0

 4x + 5y + 6z + 7t = 0

 2x + 3y + 4z + 5t = 0

ବତ୍୍ମମୟାନ, ଆରମ ଉପରେୟାକ୍ତ ସମୀକେଣ ଗୁଡକିେ x, y, z ଏବଂ t େ ସହଗ ର�ଖିବୟା ଏବଂ ରସଗୁଡକୁି ବନ୍ନୀରେ 
ଆବଦ୍ଧକେବିୟା ପରେ, ଆରମ ପୟାଉ !

 A = 

ଉପରେୟାକ୍ତ ସଂଖ୍ୟା ସମହୂକୁ ଧୟାଡ ିଏବଂ ସ୍ମ୍ଭ ଦ୍ୟାେୟା ଆୟତୟା କୟାେ ସୟାେଣୀରେ ସଜ୍ତି କେ ିବନ୍ନୀରେ ଆବଦ୍ଧକର� 
ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ନରିଳ  ।
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ଏଥିରେ 4 ଧୟାଡ ିଏବଂ 4 ସ୍ମ୍ଭ ଏବଂ ସମସ୍ 4 × 4 = 16 ଉପୟାଦୟାନ ଅଛ ି। ଏହୟାକୁ 4×4 ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ କୁହୟାଯୟାଏ ।
ରକୌଣସ ିଉପୟାଦୟାନେ ଦ୍ପିୟାଦୟାଙ୍କ(i, j)ରେ ପ୍ରଥମ  ସବକେ୍ିପ୍ଟ i ଧୟାଡକୁି ସଚୂୟାଏ ଏବଂ ଦ୍ତିୀୟ ସବକେ୍ିପ୍ଟ  j ସ୍ମ୍ଭ ସଂଖ୍ୟାକୁ 
ସଚୂୟାଏ ।
3.1.1 �ଭିିନ୍ନ ପ୍କୟାରର ମଟ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ

1. �ୟାସ୍ତ� ମଟ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ : ଏକ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସକୁ ବୟାସ୍ବ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ କୁହୟାଯୟାଏ ଯଦ ି ଏହୟାେ ସମସ୍ ଉପୟାଦୟାନ ବୟାସ୍ବ 
ସଂଖ୍ୟା।

ଉଦୟାହରଣ:  A =  ଏକ ବୟାସ୍ବ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଅରଟ।

2. ସମି୍ଶ୍ର ମଟ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ: ଏକ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଯୟାହୟାେ ଉପୟାଦୟାନରେ ସମି୍ଶ୍ ସଂଖ୍ୟାଥୟାଏ, ତୟାହକୁ ସମି୍ଶ୍ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ କୁହୟାଯୟାଏ।

ଉଦୟାହରଣ:  A =  ଏକ ସମି୍ଶ୍ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଅରଟ।

3. ଧୟାଡ ିମଟ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ: ଏକ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଯୟାହୟା ରକବଳ ଏକ ଧୟାଡ ିବଶିଷି୍ଟ ଏବଂ ରଯରକୌଣସ ିସଂଖ୍କ ସ୍ମ୍ଭ େହଥିୟାଏ । 
ତୟାହୟାକୁ ଧୟାଡ ିମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ କୁହୟାଯୟାଏ ।

ଉଦୟାହରଣ:  A =  ଏକ ଧୟାଡ ିମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଅରଟ।

4. ସ୍ତମ୍ଭ ମଟ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ: ଏକ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଯୟାହୟା ଏକ ସ୍ମ୍ଭ ବଶିଷି୍ଟ ଏବଂ ରଯରକୌଣସ ିସଂଖ୍କ ଧୟାଡ ିେହଥିୟାଏ, ତୟାହୟା ସ୍ମ୍ଭ 
ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ।

ଉଦୟାହରଣ:  A =  ଏକ ସ୍ମ୍ଭ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଅରଟ ।

5. ଶପୂନଟ୍ୟ ମଟ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ କମି୍ୟା ଶପୂନଟ୍ୟକ ମଟ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ: ଏକ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଯୟାହୟାେ ସବୁ ଉପୟାଦୟାନ ଶୂନ୍ହୁଏ ତୟାହୟାକୁ ଶୂନ୍ 
ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ କମି୍ବୟା ଶୂନ୍କ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ କୁହୟାଯୟାଏ।

ଉଦୟାହରଣ:   ଏବଂ  ଶୂନ୍ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଅରଟ । 

6. �ରଣ୍ଣ ମଟ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ: ଏକ m × n ଅଡ୍ମେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସକୁ ଏକ ବଗ୍ମ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ କୁହୟାଯୟାଏ ଯଦ ିm = n ଅଥ୍ମୟାତ୍ ଧୟାଡ ି
ଗୁଡକିେ ସଂଖ୍ୟା ସ୍ମ୍ଭଗୁଡକିେ ସଂଖ୍ୟା ସହ ସମୟାନ ଥୟାଏ ।

ଉଦୟାହରଣ:  A =  ଏକ ବଗ୍ମ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଅରଟ।

7. ଆୟତୟାକୟାର ମଟ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ: ଏକ m × n ଅଡ୍ମେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସକୁ ଏକ ଆୟତୟାକୟାେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ କୁହୟାଯୟାଏ, ଯଦ ିm ≠ 
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n ଅଥ୍ମୟାତ୍ ଧୟାଡ ିଗୁଡକିେ ସଂଖ୍ୟା ସ୍ମ୍ଭଗୁଡକିେ ସଂଖ୍ୟା ସହତି ସମୟାନ ନୁରହଁ ।।

ଉଦୟାହରଣ:  A =  ଏକ ଆୟତୟାକୟାେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ।

8. କର୍ଣ୍ଣଥୀ ମଟ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ: ଏକ ବଗ୍ମ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସକୁ ଏକ କର୍୍ମୀ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ କୁହୟାଯୟାଏ ଯଦ ିଏହୟାେ ସବୁ ଅବୀକର୍୍ଦିୟ ଉପୟାଦୟାନ 
ଶୂନ୍ ଅରଟ ।

ମରନକେ A = [aij]n×nଏବଂ ଯଦ ିi ≠ j ପୟାଇ ଁaij = 0 ହୁଏ, ରତରବ A, n × n ଅଡ୍ମେ କର୍୍ମୀ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଅରଟ।

କର୍୍ମୀ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ କୁ Diag  େ େୂପରେ ମଧ୍ ର�ଖୟାଯୟାଏ  ।

ଉଦୟାହରଣ:   ଏକ କର୍୍ମୀ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଅରଟ।

ସ୍ମେଣରଯୟାଗ୍ ରଯ କର୍୍ମ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସରେ ଅତକିମରେ ଏକ ଅଣଶୂନ୍ ସଂଖ୍ୟା େହବିୟା ଆବଶ୍କ। 
9. ଏକକ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ କମି୍ବୟା ଅରେଦ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ:ଏକ ବଗ୍ମ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସକୁ ଏକକ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ କୁହୟାଯୟାଏ ଯଦ ିକର୍୍ମେ ସମସ୍ 

ଉପୟାଦୟାନ 1 ଅରଟ ଏବଂ ଅବକର୍୍ମୀୟ ଉପୟାଦୟାନ 0 ଅରଟ ।

ଉଦୟାହରଣ:   ଏବଂ  ଏକକ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଅରଟ।

ଅଡ୍ମେ n େ ଏକକ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସକୁ In×n େୂପରେ ମଧ୍ ସଚୂତି କେୟାଯୟାଏ ।

10. ସଙୁି୍ଗଲୟାର ଏ�ଂ ଅଣସଙୁି୍ଗଲୟାର ମଟ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ: ଏକ ବଗ୍ମୟାକୟାେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ 'A' କୁ ସଙୁି୍ଗ�ୟାେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ କୁହୟାଯୟାଏ 
ଯଦ ିଏହୟାେ | A | = 0 ଅଥ୍ମୟାତ୍, ଯଦ ି'A' େ ଉପୟାଦୟାନ ଗୁଡକିେୁ ତଆିେ ିରହୟାଇଥିବୟା ଡଟିେମିନୟାଣ୍ଟେ ମ�ୂ୍ 
ଶୂନ ହୁଏ । 

ଉଦୟାହରଣ% ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ  A =  ପୟାଇ ଁ| A | = 0 (ସଙୁି୍ଗ�ୟାେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ)

ଯଦ ି| A  | ≠ 0, (ଡଟିେମିନୟାଣ୍ଟ ଶୂନ୍ ସହତି ସମୟାନ ନୁରହଁ) ରତରବ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ 'A' କୁ ଅଣସଙୁି୍ଗ�ୟାେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ 
କୁହୟାଯୟାଏ 

ଉଦୟାହରଣ:  ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ  A =  ପୟାଇ ଁ| A | = –10 ≠ 0 (ଅଣସଙୁି୍ଗ�ୟାେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ)

11. ସମମିତ ମଟ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ: ଏକ ବଗ୍ମ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ A = [aij] କୁ ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ କୁହୟାଯୟାଏ ଯଦ ି

କମି୍ବୟା A = A′ (A′ = A ଟ୍ୟାନ୍ସରପୟା�)
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ଉଦୟାହରଣ:  A = ,  ସମମିତ ମୟାଟ୍କି୍ସ ଅରଟ ।

12. �ଷିମ-ସମମିତ ମଟ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ: ଏକ ବଗ୍ମ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ A = [aij]କୁ ବଷିମ –ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ କୁହୟାଯୟାଏ ଯଦି
aij = –aji ∀ i ଏବଂ j କମି୍ବୟା A = –A′
ଏ ରକ୍ତ୍ରରେ ସମସ୍ କର୍୍ମ ଉପୟାଦୟାନ ଶୂନ୍ ହୁଏ

ଉଦୟାହରଣ:  ଏକ ବଷିମ ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଅରଟ ।

13. ମଟ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସର ଟ୍ୟାନ୍ସବପୟାଜ: ମରନକେ A = [aij]m×n ରତରବ A େୁପ୍ରୟାପ୍ତ n × m ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ Aେ ଧୟାଡକୁି 
ସ୍ମ୍ଭ ଗୁଡକିରେ ଏବଂ ତୟାହୟାେ ିସ୍ମ୍ଭଗୁଡକୁି ଧୟାଡ ି ଗୁଡକିରେ ପେବିତ୍୍ମନ କ�ୟାପରେ ରଯଉଁ ନୂଆ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ 
ମିରଳ ହୁଏ ତୟାହୟା ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ A େ ଟ୍ୟାନ୍ସରପୟା� କୁହୟାଯୟାଏ । ଏବଂ ଏହୟାକୁ A′ କମି୍ବୟା AT  ଦ୍ୟାେୟା ସଚୂତି 
କେୟାଯୟାଏ।

ଉଦୟାହରଣ:   A =
















×

1 3
2 4
6 5

3 2

 ରହର� ′ =










×

A
1 2 6
3 4 5

2 3

 ଏବଂ B = [1 2 3]1×3 ରହର� � �
�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

B
1
2
3

3 1

ମଟ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ ଟ୍ୟାନ୍ସବଯୟାଜ ର ରୁଣଧମଣ୍ଣ : ଯଦ ିA ଏବଂ B′ ଯଥୟାକ୍ରମ A ଏବଂ B େ ଟ୍ୟାନ୍ସରପୟା� ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ  ଅଟନ୍ ି
ତୟାରହର�,

a. (A′)′ = A
b. (A + B)′ = A′ + B′
c. (kA)′ = kA′, ରଯଉଁଠ ିk ଏକ ସଂଖ୍ୟା ଅରଟ
d. (AB)′ = B′A′
e. (ABC)′ = C′B′A′

14. ଲମ୍ଥୀୟ ମଟ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ: ଏକ ବଗ୍ମ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ 'A' କୁ �ମ୍ବୀୟ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ କୁହୟାଯୟାଏ ଯଦ ିମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ 'A' ଏବଂ ତୟାହୟାେ 
ଟ୍ୟାନ୍ସରପୟା� A′ େ ଗୁଣଫଳ ଏକକ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଅଥ୍ମୟାତ୍  A. A′ = I, ରଯଉଁରେ  I ଏକ ଏକକ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ 

ଉଦୟାହରଣ:  A = , ରହର� A′ = 

\ AA′ = I 
(ବଦି୍ୟାଥ୍ମୀ ମୟାରନ ଏହୟାକୁ ନରି� ପେୀକ୍ୟା କେପିୟାେରିବ)

ରତଣୁ A ଏକ �ମ୍ବୀୟ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଅରଟ।



214 | କଳନ ଏବଂ ରେୈଖିକ ବୀ�ଗଣିତ

15. ତ୍ଭିପୂ ଜଥୀୟ ମଟ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ: ଏକ ବଗ୍ମ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସେ ଯଦ ିକର୍୍ମ ଉପେସି୍ କମି୍ବୟା କର୍୍ମେ ନମି୍ନସ୍ ସମସ୍ ଉପୟାଦୟାନ ଶୂନ୍ 
ରତରବ ଏହୟା ଏକ ତ୍ରେୁି�ୀୟ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ । 
ତ୍ରେୂି�ୀୟ ମୟାଟ୍କି୍ସ ଦୁଇ ପ୍ରକୟାେେ ରହୟାଇଥୟାଏ 

a. ଉର୍ଣ୍ଣ ତ୍ଭିପୂ ଜଥୀୟ ମଟ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ: ଏକ ବଗ୍ମ ମୟାଟ୍କି୍ସ A  ଯୟାହୟାେ ମଖୁ୍ କର୍୍ମେ ନମି୍ନସ୍ ସମସ୍ ଉପୟାଦୟାନ ଶୂନ୍, ତୟାହୟା 
ଏକ ଉଦ୍ଧ୍ମ ତ୍ରେୁି�ୀୟ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଅରଟ ।

ଉଦୟାହରଣ:  
� �

� �

� �

� �� �

1 2 3

0 4 5

0 0 6

leading diagonal ମଖୁ୍ କର୍୍ମ ଏହୟା ଏକ ଉଦ୍ଧ୍ମ ତ୍ରେୁି�ୀୟ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ

b. ନମି୍ନ ତ୍ଭିପୂ ଜଥୀୟ ମଟ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ: ଏକ ବଗ୍ମ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଯୟାହୟାେ ମଖୁ୍ କର୍୍ମ ଉପେେ ସମସ୍ ଉପୟାଦୟାନ ଶୂନ୍, ରତରବ 
ତୟାହୟାକୁ ନମି୍ନ ତ୍ରେୂି�ୀୟ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ କୁହୟାଯୟାଏ ।

ଉଦୟାହରଣ: ଏକ ନମି୍ନ ତ୍ରେୁି�ୀୟ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ 
� �

� �

� �

� �� �

1 0 0

2 4 0

3 5 7

leading diagonal ମଖୁ୍ କର୍୍ମ 
16. ସଂଯୁର୍ଥୀ ମଟ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ: 

ମରନକେ A = 

ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ A ସଂଯୁଗ୍ୀ କୁ  ରେ ସଚୂତି କେୟାଯୟାଏ ।

 \  = 

ମନ୍�ଟ୍ୟ: ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ Aେ ସଂଯୁଗ୍ ଟ୍ୟାନ୍ସରପୟା� Aq ଦ୍ୟାେୟା ସଚୂତି କେୟାଯୟାଏ ଅଥ୍ମୟାତ୍ Aq = । 

ମରନ କେ A = 

   = 

⇒   = 

⇒  Aq = 
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17. ୟୁନଟିୟାରି ମଟ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ : ଏକ ବଗ୍ମ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ A କୁ ୟୁନଟିୟାେ ିମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ କୁହୟାଯୟାଏ ଯଦ ିA.Aq = 1

 ଉଦୟାହରଣ:  A = , ଏବଂ Aq = 

 ⇒ AqA = I. (ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଗୁଣନ ପରେ ଆର�ୟାଚତି ରହବ)

18. ହମମିସଆିନ ମଟ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ: ଏକ �ରଣ୍ଣ ମଟ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ A = [aij] କୁ ହମ୍ଦିସଆିନ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ କୁହୟାଯୟାଏ, ଯଦ ିAେ ପ୍ରରତ୍କ 
ଉପୟାଦୟାନ (ij)th ଉପୟାଦୟାନ, A େ ସଂଯୁଗ୍ୀ (ji)th ଉପୟାଦନ ସହ ସମୟାନ ହୁଏ ।

 େିନ୍ନ ଶବ୍ଦରେ ଆରମ କହପିୟାେବିୟା aij = 

 ଉଦୟାହରଣ:  A = 

 ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ A ହମ୍ଦିସଆିନ ରହୟାବୟାପୟାଇଁ ଆବଶ୍କ ଏବଂ ପଯ୍ମ୍ୟାପ୍ତ ସତ୍୍ମ ରହ�ୟା A = Aq ଅଥ୍ମୟାତ୍,  
   A = .

19. �ଷିମ- ହମମିସଆିନ ମଟ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ: ଏକ ବଗ୍ମ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ  A = [aij]କୁ ବଷିମ ହମ୍ଦିସଆିନ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ କୁହୟାଯୟାଏ ଯଦ ିA 
େ ପ୍ରରତ୍କ (ij)th  ଉପୟାଦୟାନ, A େ(ji)th ଉପୟାଦୟାନେ େୁଣୟାତ୍କ ସଂଯୁଗ୍ୀ ସହତି ସମୟାନ ହୁଏ ।

ସୟାରଙ୍କତକି େୟାରବ 
 aij = –

 ମଖୁ୍ କର୍୍ମେ ସମସ୍ ଉପୟାଦୟାନ ନମି୍ନ େୂପରେ ରହୟାଇଥୟାଏ ।
  aii = –  କମି୍ବୟା  aii +  = 0

 ଯଦ ି aii = a + ib ରତରବ  = a – ib

 ⇒ (a + ib) + (a – ib) = 0 କମି୍ବୟା  2a = 0 କମି୍ବୟା  a = 0

 ରତଣୁ aii ବଶିୁଦେ େୟାବରେ କୟାଳ୍ପନକି ଅରଟ କମି୍ବୟା aii = 0

 ରତଣୁ ଏକ ବଷିମ - ହମ୍ଦିସଆିନ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସେ ସମସ୍ କର୍୍ମ ଉପୟାଦୟାନ ଶୂନ୍ କମି୍ବୟା ସମୂ୍ର୍୍ମ େୟାବରେ କୟାଳ୍ପନକି ।

 ଉଦୟାହରଣ:       

 ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ A େ ବଷିମ ହମ୍ଦିସଆିନ ରହବୟା ପୟାଇଁ ଆବଶ୍କ ଏବଂ ପଯ୍ମ୍ୟାପ୍ତ ସତ୍୍ମ  ଅରଟ ଯଦି
  Aq = –A

 ⇒  = –A
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20. �ରଣ୍ଣସ୍ ମ ମଟ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ: ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ A କୁ ବଗ୍ମସ୍ ମ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ କୁହୟାଯୟାଏ। ଯଦ ିA2 = A ହୁଏ।

 ଉଦୟାହରଣ: ଯଦ ି A =  

ରତରବ A2 =  =  = A

21. ଆ�ର୍ଣ୍ଣଥୀ ମଟ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ: ଏକ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ A କୁ ଆବତ୍୍ମୀ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ କୁହୟାଯିବ, ଯଦ ିAk+1=A

ରଯଉଁରେ 'k' ଏକ ଧନୟାତ୍କ ପୁର୍୍ମସଂଖ୍ୟା ଅରଟ । k େ ନମି୍ନତମ ଧନୟାତ୍କ ପୁର୍୍ମସଂଖ୍ୟା ପୟାଇଁ ଯଦ ିAk+1=A ଏହୟା 
ସତ୍, ରତରବ k କୁ A େ ଆବତ୍୍ମ କୁହୟାଯୟାଏ । ଯଦ ିଆରମ k = 1 ରନବୟା, ରତରବ  ଆମକୁ! A2 = A ପ୍ରୟାପ୍ତ 
ରହବ ଏବଂ ଏହୟାକୁ ଆରମ ଏକ ଆଇଡରିପୟାରଡଣ୍ଟ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ କହବିୟା ।

22. ନଲିବପୟାବଟଣ୍ଟ ମଟ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ: ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ A କୁ ନ�ିରପୟାରଟଣ୍ଟ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ କୁହୟାଯୟାଏ, ଯଦ ିAk = 0  (ଶୂନ୍ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ), 
ରଯଉଁରେ k ଧନୟାତ୍କ ପୁର୍୍ମସଂଖ୍ୟା ଅରଟ; ଯଦ ିପୁନ୍ମବୟାେ k ସବ୍ମନମି୍ନ ଧନୟାତ୍କ ପୁର୍୍ମସଂଖ୍ୟା ଅରଟ ଯୟାହୟାପୟାଇଁ 
Ak = 0 ଅରଟ, ରତରବ k କୁ ନ�ିରପୟାରଟଣ୍ଟ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସସଚୂୟାଙ୍କ କୁହୟାଯିବ ।

 ଉଦୟାହରଣ:   A = , ରତରବ A2 = 

 ରତଣୁ ‘ A ‘ଏକ ନ�ିରପୟାରଟଣ୍ଟ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ । ଯୟାହୟାେ ସଚୂୟାଙ୍କ 2 ।
23. ଇନବଭୟାଲୁଟ୍ୟବଟୟାରି ମଟ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ: ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ 'A' କୁ ଇନରେୟା�ୁ୍ରଟୟାେ ି ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ କୁହୟାଯିବ ଯଦ ିA2 = I, ରଯଉଁରେ I 

ଏକକ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଅରଟ 
 ରଯରହତୁ  I2 = I (ସବ୍ମଦୟା ଏକକ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ରହବ)
 \ ଏକକ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଏକ ଇନରେୟା�ୁ୍ରଟୟାେ ିମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ।
24. ମଟ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସର ବଟ୍ସ୍ : ମରନକେ A, ଅଡ୍ମେ n ବଶିଷି୍ଟ ଏକ ବଗ୍ମ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ।  ରତରବ ମଖୁ୍ କର୍୍ମସ୍ିତ 

ଉପୟାଦୟାନଗୁଡକିେ ରଯୟାଗଫଳକୁ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ େ ଅନୁରେଖ ବୟା ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ  େ ରଟ୍ସ୍ କୁହୟାଯୟାଏ। ଏହୟାକୁ Tr(A) 
ଦ୍ୟାେୟା ସଚୂତି କେୟାଯୟାଏ।

 ରତଣୁ, ଯଦ ିA = [aij]n×n, ରତରବ

  Tra(A) =  

 ମରନକେ  A = 



ମ୍ୟାଟ୍ରିସସ୍  217

 ରତରବ trace (A) = tr (A) = 1 + (–3) + 5 = 3

 ମଟ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସର ବଟ୍ସ୍ ର ରୁଣଧମଣ୍ଣ : ମରନକେ A ଏବଂ B ଦୁଇଟ ିବଗ୍ମ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଓ ପ୍ରରତ୍କେ ଅଡ୍ମେ n ଏବଂ l 
ଏକ କେୟା�ୟାେ ।

 a. tr(lA) = l tr A

 b. tr(A + B) = tr A + tr B

 c. tr(AB) = tr(BA)

 ଏକ �ୟାଇଟରେ ବ�ବ କୁ �ରଗଇବୟା ପୟାଇଁ ରକରତୟାଟ ିମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ �ୟାରଗ ?
How many matrices does it take to screw in a light bulb?

Just              , but you might have to apply it repeatedly.
0

1

–1

0ରଯପେsି  କନୁି୍ ତୁମକୁ ଏହୟାକୁ ବୟାେମ୍ବୟାେ ପ୍ରରୟୟାଗ କେବିୟାକୁ ପଡବି।

ଚତି୍ର 3.1
3.1.2 ମଟ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସବର ପ୍କି୍ରୟୟା
3.1.2.1 ମଟ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସର ବଯୟାର 

ଦୁଇଟ ିମ୍ୟାଟ୍କି୍ସେ ‘ରଯୟାଗ’, କେୟାଯୟାଏ ରଯରତରବରଳ ରସମୟାନଙ୍କେ ଅଡ୍ମେ ସମୟାନ ହୁଏ । ମରନକେ A ଏବଂ B 
ଦୁଇଟ ିମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ସମୟାନ ଅଡ୍ମେ େ,  ରତରବ ଏହ ିଦୁଇ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ େ ରଯୟାଗ A ଏବଂ B େ ଅନୁେୂପ ଉପୟାଦୟାନଗୁଡକୁି ରଯୟାଗ 
କେ ିପ୍ରୟାପ୍ତ କେୟାଯୟାଇଥୟାଏ ।

ଏହୟାକୁ A + B େୂପରେ ସଚୂତି କେୟାଯୟାଏ 

ଉଦୟାହରଣ: ଯଦ ିA =  ଏବଂ B = , ରତରବ

 A + B = 

ସୟାଧୟାେଣତଃ, ଯଦ ିA = [aij] ଏବଂ B = [bij], ରତରବ
 A + B = [aij + bij].
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3.1.2.2 ମଟ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ ବଯୟାରର ରୁଣଧମଣ୍ଣ
ସମୟାନ ଅଡ୍ମେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସେ ରଯୟାଗ କମି୍ବୟା ବରିୟୟାଗ କେେେୟାଯୟାଇ ପୟାରେ।

a. କ୍ମବନିମିୟ ନୟିମ : ସମୟାନ ଅଡ୍ମେେ ଦୁଇଟ ିମ୍ୟାଟ୍କି୍ସକୁ  ରକୌଣସ ିକ୍ମରେ ରଯୟାଗ କେୟାଯୟାଇପୟାରେ ଅଥ୍ମୟାତ 
ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ରଯୟାଗ, କ୍ମବନିମିୟ ନୟିମ ପୟାଳନ କରେ । ଯଦ ି'A' ଏବଂ 'B' ଦୁଇଟ ି ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଅରଟ ! ତୟାହୟା 
ରହର� A + B = B + A (ବଦି୍ୟାଥ୍ମୀମୟାରନ, ସମୟାନ ଅଡ୍ମେେ ଦୁଇଟ ିମ୍ୟାଟ୍କି୍ସକୁ ରନଇ ଏହୟାକୁ ଯୟାଞ୍ 
କେପିୟାେରିବ)

b. ସଂରଯୟାଗୀ ନୟିମ: ଯଦ ିଆମ ପୟାଖରେ ସମୟାନ ଅଡ୍ମେ ତରିନୟାଟ ିମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ 'A', 'B' ଏବଂ 'C' ଅଛ ିରତରବ, 
ସଂରଯୟାଗ ଗୁଣରଯୟାଗେ ଅନ୍ଗ୍ମତ ରହୟାଇଥୟାଏ। ଅଥ୍ମୟାତ୍

A + (B + C) =(A + B) + C (ବଦି୍ୟାଥ୍ମୀମୟାରନ ଏହୟାକୁ ଯୟାଞ୍ କେପିୟାେରିବ)

3.1.2.3 ମଟ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସର �ବିୟୟାର 

ଦୁଇଟ ିମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ରେ ବରିୟୟାଗ 'ପ୍ରକି୍ୟୟା ଜ୍ୟାତ କେୟାଯୟାଏ ଯଦ ିରସମୟାରନ ସମୟାନ ଅଡ୍ମେେ ରହୟାଇଥୟାନ୍ ି। ମରନକେ 
'A' ଏବଂ 'B' ସମୟାନ ଅଡ୍ମେେ ଦୁଉଟ ିମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଅରଟ! ରତରବ ପ୍ରଥମ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସେ ସଂପତୃକ୍ତ ଉପୟାଦୟାନେୁ ଦ୍ତୀୟ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସେ 
ପ୍ରରତ୍କ ଉପୟାଦୟାନକୁ ବରିୟୟାଗ କେ ିଦୁଇଟ ିମ୍ୟାଟ୍କି୍ସେ ପୟାଥ୍ମକ୍ ପ୍ରୟାପ୍ତ ହୁଏ|ଏହୟାକୁ A – B . େୂପରେ ସଚୂତି କେୟାଯୟାଏ

ଉଦୟାହରଣ: ଯଦ ିA =  ଏବଂ B = , ରତରବ

 A – B =  = 

ଏହୟା ଦୁଇଟ ିମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ 'A' ଏବଂ 'B' େ ଅନ୍େ ରହୟାଇଥୟାଏ। 

3.1.2.4 ମଟ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ ସହ ବକେଲୟାର ରୁଣନ
ଯଦ ିଏକ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ କୁ ରକେ�ୟାେ େୟାଶ ିk ଦ୍ୟାେୟା ଗୁଣନ କେୟାଯୟାଏ , ତୟାରହର� ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସେ  ପ୍ରରତ୍କ ଉପୟାଦୟାନ କୁ k 

ଦ୍ୟାେୟା ଗୁଣନ କେୟାଯୟାଏ।

ଉଦୟାହରଣ: ଯଦ ିA = , ରତରବ 

 2A = 2  = 
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3.1.2.5 ମଟ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସର ରୁଣନ
ଦୁଇଟ ିମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ 'A' ଏବଂ 'B' ଗୁଣଫଳ ପୟାଇଁ 'A' ରେ ସ୍ମ୍ଭ ଗୁଡକିେ ସଂଖ୍ୟା 'B' େ ଧୟାଡେି ସଂଖ୍ୟା ସହତି ସମୟାନ 
ରହବୟା ଆବଶ୍କ ।

ମରନକେ A = [aij]p×q ଏବଂ B = [bjk]q×r, ରତରବ ଗୁଣଫଳ 'A''B' କୁ ନମି୍ନ ପ୍ରକୟାେରେ ବ୍ୟାଖ୍ୟା 
କେୟାଯୟାଇଥୟାଏ। ।

 C = [cik]p×r

ରଯଉଁରେ cik = ai1 b1k + ai2 b2k + ...... + ain bnk

 cik = 

ଏହୟାକୁ  C = AB େୂରପ ର�ଖୟାଯୟାଏ ।

ଉଦୟାହରଣ: ଯଦ ିA =  ଏବଂ B = , ରତରବ

 AB = 

 =  = 

3.1.2.6 ମଟ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ ରୁଣନର ରୁଣଧମଣ୍ଣ 
a. ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସେ ଗୁଣନ କ୍ମବନିମିୟ ନରହୟାଇପୟାରେ । ଅଥ୍ମୟାତ ଯଦ ି'A' ଏବଂ 'B' ଦୁଇଟ ିମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ରତରବ AB 

≠BA(ସମୟାନ ନରହୟାଇପୟାରେ)
b. ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଗୁଣନରେ ସଂରଯୟାଗୀ ସତ୍ ଅରଟ, ଅଥ୍ମୟାତ୍ ତରିନୟାଟ ିମୟାଟ୍କି୍ସ'A', 'B' ଏବଂ 'C', ପୟାଇଁ A(BC) 

=(AB)C

c. ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସଗୁଣନ ରଯୟାଗ ବଣ୍ଟନ ରହୟାଇଥୟାଏ ଯଦ ିତରିନୟାଟ ିମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ A, B ଏବଂ C, ରତରବ A(B + C) =AB 
+ AC

d. ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ'A' ଏକକ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ'I' ଦ୍ୟାେୟା ଗୁଣନ କର� ଫଳ 'A' ହୁଏ ଅଥ୍ମୟାତ୍ AI =IA = A

e. ବଗ୍ମ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ Aେ ବୁ୍ତକ୍ମ େହବି ଯଦ ି| A | ≠ 0 ଅଥ୍ମୟାତ୍ 
 AA–1 = A–1A = I

ଉଦୟାହରଣ: ଯଦ ିA =  ଏବଂ  B = 
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ରତରବ ଗୁଣଫଳ AB ନରି୍୍ମୟ କେ ଏବଂ ବୁଝୟାଅକ ିBA କୟାହିଁକ ିବ୍ୟାଖ୍ୟା କେରିହବ ନୟାହିଁ ?
ସମୟାଧୟାନ: ରଯରହତୁ A େ ସ୍ମ୍ଭଗୁଡକିେ ସଂଖ୍ୟା = B ରେ ଧୟାଡଗୁିଡକିେ ସଂଖ୍ୟା ସମୟାନ, ରତଣୁ ଗୁଣନ AB କୁ 

ବ୍ୟାଖ୍ୟା କେୟାଯୟାଇଛି

AB =  = 

ବତ୍୍ମମୟାନ, BA ପୟାଇଁ, B େ ସ୍ମ୍ବଗୁଡକିେ ସଂଖ୍ୟା ≠ A େ ଧୟାଡଗୁିଡକିେ ସଂଖ୍ୟା ଏଥି ପୟାଇଁ, ଗୁଣନ BA କୁ ବ୍ୟାଖ୍ୟା 
କେରିହବ ନୟାହିଁ A

ମନ୍�ଟ୍ୟ: 1. ଯଦ ିA ଏବଂ B ଯଥୟାକ୍ରମ m × n ଏବଂ p × q ଅଡ୍ମେେ ଦୁଇଟ ିମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଅରଟ ରତରବ ଗୁଣଫଳ 
AB ସମ୍ଭବ ରହବ ରଯରତରବରଳ n = p ଏବଂ AB େ ଅଡ୍ମେ  m × q ରହବ ।
2. ଦୁଇଟ ିମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ 'A' ଏବଂ 'B' ପୟାଇଁ ଯଦ ିଗୁଣନ ABେ ଅସି୍ତ୍ୱ େରହ, ରତରବ ଗୁଣନ BA େ ଅସି୍ତ୍ୱ ସମ୍ଭବ  କମି୍ବୟା 
ସମ୍ଭବ ନ ରହୟାଇପୟାରେ ।

ଚତି୍ଦ୍ୟାରୟା ଉପସ୍ୟାପନୟା
1.ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଗୁଣନେ ପଯ୍ମ୍ୟାୟ କ୍ରମ ମୟାନସ ଦଶ୍ମନ (େିସ�ୁୟାେୟାଇର�ସନ୍): http://matrixmultiplication.xyz

ପ୍ଶ୍ନମୟାଳୟା- 3.1

1. ଯଦ ିA =  ଏବଂ B =  ରତରବ ନମି୍ନ�ିଖିତ ମ�ୂ୍ ନେୂିପଣ କେ 

 a. 2A + 3A  b.3A – 4B
2. ଦୁଇଟ ିମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ A ଏବଂ B ଏହପିେ ିଅଟନ୍,ି ରଯପେ ି3A – 2B =  ଏବଂ –4A + B =  

ରତରବ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ A ଏବଂ B େ ମ�ୂ୍ ନେୂିପଣ କେ।
3. ଯଦ ିA = କର୍୍ମ [2 9 4] ଏବଂ B = କର୍୍ମ [–3 7 6] ରତରବ ନମି୍ନ�ିଖିତ ମ�ୂ୍ ନେୂିପଣ କେ 
 a. A + B b. A – B c. 7A + 2B d. 9A – 11B

4. ଯଦ ିA =  ଏବଂ B = , ରତରବ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ Xେ ମ�ୂ୍ ନେୂିପଣ କେ ରଯପେ ି2A +3X=5B

5. ଦତ୍ A =  ଏବଂ B = ,ରତରବ ନମି୍ନ�ିଖିତେ ମ�ୂ୍ ନେୂିପଣ କେ

 a.AB b. BA
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ଏହୟା ମଧ୍ ଦଶ୍ମୟାଅ ରଯ କ ିAB ≠ BA ଅରଟ।

ଉର୍ରମୟାଳୟା

1. a.  b.  2. A = , B = 

3. a. diag. [–1 16 10]  b.diag. [5 2 –2]

 c. diag. [8 77 40]   d. diag. [51 4 –30]

4. X =  5. a.  b. 

3.2 ବଭକ୍ଟର 
 a1, a2, a3, ..., an ସଂଖ୍ୟା, କ୍ମିତ ସଂଖ୍ୟା ସମହୂକୁ ଆରମ [a1, a2 ..., an ] େୂରପ 1 x n  ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ରେ 

ପ୍ରକୟାଶ କେପିୟାେବିୟା ଓ ଏହୟା ଏକ n  ମୟାତ୍ରକି ରେକ୍ଟେ । ଏହ ିରେକ୍ଟେ ଟ ିଧୟାଡ ିରେକ୍ଟେ ଓ ଏହୟାେ ଟ୍ନ୍ସରପୟା� ଏକ n 
ମୟାତ୍ରକି ସ୍ମ୍ଭ ରେକ୍ଟେ । n  ମୟାତ୍ରକି ରେକ୍ଟେ  n ସଂଖ୍କ ସଂଖ୍ୟାେ n ଟପ� ।

ଉଦୟାହେଣ:  a. (1 2 5)ଏହୟା ଏକ ଧୟାଡ ିରେକ୍ଟେ ଅରଟ।

  b.  ଏହୟା ଏକ  ସ୍ମ୍ଭ ରେକ୍ଟେ ଅରଟ।
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3.2.1 ବଭକ୍ଟର ପ୍କି୍ରୟୟା  
3.2.1.1 ବଭକ୍ଟରର ବଯୟାର
ମରନକେ ( )1 2 3, , , ... nX a a a a=  ଏବଂ ( )1 2 3, , ,... nY b b b b=  ଦୁଇଟ ିରେକ୍ଟେେ, ରତରବ ଏମୟାନଙ୍କେ ରଯୟାଗ X + Y 
= (a1 + b1, a2 + b2, ..., an + bn)
ଉଦୟାହରଣ: X = (1, 2, 3) ଏବଂ Y = (1, 1, 1), ରତରବ X + Y = (2, 3, 4) ରହବ 
3.2.1.2 ବଭକ୍ଟରର �ବିୟୟାର

ମରନକେ ( )1 2 3, , , ... nX a a a a=  ଏବଂ ( )1 2 3, , ,... nY b b b b=  ଦୁଇଟ ିରେକ୍ଟେେ, ରତରବ X ଏବଂ Y େ ବରିୟୟାଗ
 ( )1 1 2 2 3 3, , , ... n nX Y a b a b a b a b− = − − − −  

ଉଦୟାହରଣ: X = (2, 3, 5) ଏବଂ Y = (1, 2, 6), ତୟାହୟା ରହର� X – Y = (1, 1, –1)।
3.2.1.3 ବଭକ୍ଟରର ବକେଲୟାର ରୁଣନ
ମରନକେ ( )1 2 3, , , ... nX a a a a=  ରକୌଣସ ିn-ଟପ� ରେକ୍ଟେ ଏବଂ k ରକୌଣସ ିରକେ�ୟାେ େୟାଶ ିଅରଟ, ତୟାରହର� k 
ସହତି ରେକ୍ଟେ X େ ରକେ�ୟାେ ଗୁଣନକୁ ଏହ ିପ୍ରକୟାେେ ବ୍ୟାଖ୍ୟା କେୟାଯୟାଇଛ ି

kX = k(a1, a2, ..., an)

= (ka1, ka2, ..., kan)

ଉଦୟାହରଣ:X = (1, 2, 3),  ରତରବ 6X = 6(1, 2, 3) = (6, 12, 18) ରହବ।
3.2.1.4 ଡଟ୍  ରୁଣଫଳ

ମରନକେ ( )1 2 3, , , ... nX a a a a=  ଏବଂ ( )1 2 3, , ,... nY b b b b=  ଦୁଇଟ ି ରେକ୍ଟେ ରତରବ X ଏବଂ Y େ ଡଟ୍  
ଗୁଣଫଳ େ ସଂଜ୍ୟା ରହ�ୟା

( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 1 2 2 3 3. , , , ... . , , ,... ...n n n nX Y a a a a b b b b a b a b a b a b= = + + + +  
 ଉଦୟାହରଣ: ମରନକେ X = (2, 5, 4) ଏବଂ Y = (1, 2, 5), ରତରବ X .Y = (2, 5, 4) . (1, 2, 5=(2) 

(1) + (5) (2) + (4) (5) = 2 + 10 + 20 = 32 

ବକବତକ ସମୟାହତି ଉଦୟାହରଣ

ଉଦୟାହରଣ 3.1 ଦତ୍ X = (1, 2, 5, 4) ଓ  Y = (0, 3, 9, 12), ରତରବ  2X – Y େ ମ�ୂ୍ ନରି୍୍ମୟ କେ ।
ସମୟାଧୟାନ:ଦତ୍  X = (1, 2, 5, 4) ଏବଂ  Y = (0, 3, 9, 12), ତୟାରହର�
 2X – Y = 2(1, 2, 5, 4) – (0, 3, 9, 12)
 = (2, 4, 10, 8) – (0, 3, 9, 12)
 = (2, 1, 1, –4) (ଉର୍ର)
ଉଦୟାହରଣ 3.2 ଦତ୍ X = (1, 5, 2) ଓ Y = (1, 10, 11), ରତରବ ନମି୍ନ�ିଖିତେ ମ�ୂ୍ ନରି୍୍ମୟ କେ । 

 a. X + Y b. 9X c. 2X – 5Y
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ସମୟାଧୟାନ: ଆମ ପୟାଖରେ ଅଛ ି X =(1, 5, 2) ଏବଂ  Y = (1, 10, 11), ରତରବ
a. X + Y = (1, 5, 2) + (1, 10, 11) = (2, 15, 13)
b. 9X = 9(1, 5, 2) = (9, 45, 18)
c. 2X – 5Y = 2(1, 5, 2) – 5(1, 10, 11)
 = (2, 10, 4) – (5, 50, 55) = (–3, –40, – 51).
ଉଦୟାହରଣ 3.3 ଯଦ ିX = (9, 4, 5, 10) ଓ Y = (0, –3, 2, – 1), ରତରବ ନମି୍ନ�ିଖିତେ ମ�ୂ୍ ନେୂିପଣ କେ 

 a. X . X  b.Y . X
ସମୟାଧୟାନ: ଦତ୍ X = (9, 4, 5, 10) ଓ Y = (0, –3, 2, – 1)
a.X . X = (9, 4, 5, 10) . (9, 4, 5, 10)
= (9) (9) + (4) (4) + (5) (5) + (10) (10)

= 81 + 16 + 25 + 100 = 222

b.Y . X = (0, –3, 2, –1) . (9, 4, 5, 10) = –12 (ନରି� ରଚଷ୍ଟୟା କେ)

ପ୍ଶ୍ନମୟାଳୟା 3.2

1. a ଓ b େ ମ�ୂ୍ ନରି୍୍ମୟ କେ ରଯଉଁଠି
 i. (a, 3) = (2, a + b) ii.(4, b) = a(2, 3)
2. ଯଦ ି X = (2, 3, 0, 5), Y = (0, 6, –1, 9) ଏବଂ  Z = (1, 1, 1, 0) ରତରବ ଏହୟାେ ମ�ୂ୍ ନେୂିପଣ କେ  
 i. X + Y  ii.Y – 3Z
3. ନମି୍ନ�ିଖିତ ରେକ୍ଟେ ମଧ୍େୁ ରକଉଁଟ ିସମୟାନ ସ୍େି କେନୁ୍?
 X1 = (1, 2, 3), X2 = (1, 3, 2), X3 = (2, 3, 1), X4 = (2, 3, 1).

4. ଯଦ ି X = , Y =  ଏବଂ Z =  ରତରବ ଏହୟାେ ମ�ୂ୍ ନରି୍୍ମୟ କେ 

 i. 5X – 2Y  ii.–2X + 4Y – 3Z.
5. ଯଦ ି X = (–2, 5, , 3, 4) ଓ Y = (1, –2, , –4, 3), ରତରବ ଏହୟାେ ମ�ୂ୍ ନରି୍୍ମୟ କେ । 
 i. X . X  ii.Y . Y
6. ଯଦ ିଦୁଇଟ ିରେକ୍ଟେ  (a + b, a – b) = (5, 3) ଦଆିଯୟାଇଥୟାଏ, ତୟାରହର� a ଓ b ମ�ୂ୍ ନରି୍୍ମୟ କେ
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ଉର୍ରମୟାଳୟା
1. i. a = 2, b = 1 ii. a = 2, b = 6 2. i. (2, 9, –1, 14) ii. (–3, 3, –4, 9)

3. X3 = X4 4. i.  ii. 

5. i. 64 ii. 40 6. a = 4, b = 1

3.3 ପ୍ୟାରମିକ ପ୍କି୍ରୟୟା (ରପୂ ପୟାନ୍ରଣ)   
 ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ରେ ନମି୍ନ�ିଖିତ ରକୌଣସ ିଏକ ପ୍ରକି୍ୟୟା କୁ ପ୍ରୟାଥମିକ େୂପୟାନ୍େଣକମି୍ବୟା E େୂପୟାନ୍େଣ କୁହୟାଯୟାଏ ।
1. ରକୌଣସ ିଦୁଇଟ ିଧୟାଡ ି (କମି୍ବୟା ସ୍ମ୍ଭ) େ ଅଦଳବଦଳ ଅଥ୍ମୟାତ୍ i ଏବଂ j ଧୟାଡ ିଅଦଳବଦଳ କୁ Rij କମି୍ବୟା Ri → 

Rj ଦ୍ୟାେୟା ସଚୂତି କେୟାଯୟାଏ 
 ରସହେିଳ,ି i ଏବଂ j ସ୍ମ୍ଭେ ନ�ିେିତରେ ଅଦଳବଦଳ କୁ Cij  କମି୍ବୟା Ci → Cj ଦ୍ୟାେୟା ସଚୂତି କେୟାଯୟାଏ ।
2. ରକୌଣସ ିଧୟାଡ ି(କମି୍ବୟା ସ୍ମ୍ଭ) େ ଉପୟାଦୟାନ ଗୁଡକିେ ଅନଶୂନ୍ ରକେ�ୟାେ େୟାଶ ିଦ୍ୟାେୟା ଗୁଣନ କେୟାଯୟାଇପୟାରେ 

। ରଯମିତ ିith ଧୟାଡକୁି k ଦ୍ୟାେୟା ଗୁଣନ କେବିୟା ପରେ kRi ଦ୍ୟାେୟା ସଚୂତି କେୟାୟୟାଏ । ରସହେିଳ ିେୟାରବ ith  

ସ୍ମ୍ବକୁ k ଦ୍ୟାେୟା ଗୁଣନ କେବିୟା ପରେ k cj ଦ୍ୟାେୟା ସଚୂତି କେୟାଯୟାଏ 
3. ରକୌଣସ ିଧୟାଡ ି(କମି୍ବୟା ସ୍ମ୍ଭ) େ ଉପୟାଦୟାନ ଗୁଡକିେ କ୍ମୟାଗତ ଗୁଣନକୁ ଅନ୍ ରକୌଣସ ିଧୟାଡ ି(କମି୍ବୟା ସ୍ମ୍ଭ) େ 

ଅନୁେୂପ ଉପୟାଦୟାନ ଗୁଡକିରେ ରଯୟାଗ କେବିୟା ।

3.3.1 ପ୍ୟାରମିକ ମଟ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ
ରଯରକୌଣସ ିଏକକ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ରେ ପ୍ରୟାଥମିକ େୂପୟାନ୍େଣକୁ  ପ୍ରରୟୟାଗ କେ ିରଯଉଁ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ପ୍ରୟାପ୍ତ କେୟାଯୟାଏ ତୟାହୟାକୁ 
ପ୍ରୟାଥମିକ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ କୁହୟାଯୟାଏ।

ଉଦୟାହେଣ: ମରନକେ A = 

R2 → R2 + 3R3 ପ୍ରରୟୟାଗ କେବିୟା ପରେ, ଆରମ ପୟାଇବୟା

 A =  ଏକ ପ୍ରୟାଥମିକ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଅରଟ ।
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3.4 ମଟ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସର ଇବକଲନ୍ ରପୂ ପ
3.4.1 ମଟ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସର ଧୟାଡ ିଇବକଲନ୍ ରପୂ ପ

ଏକ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସକୁ ଧୟାଡ ିଏକର�ନ୍ େୂପ କୁହୟାଯୟାଏ ଯଦି
a. ସମସ୍ ଶୂନ୍ ଧୟାଡଗୁିଡକି, ଯଦ ିଅଛ,ି ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସେ ତଳ େୟାଗରେ ଅଛ ି।
b. ପ୍ରରତ୍କ ଧୟାଡେି ପ୍ରଥମ ଅଣ-ଶୂନ୍ ଉପୟାଦୟାନ ପୂବ୍ମ ଧୟାଡରିେ ପ୍ରଥମ ଅଣ-ଶୂନ୍ ଉପୟାଦୟାନେ ଡୟାହୟାଣ ପୟାର୍୍ମରେ 

ଅଛ।ି

ମନ୍�ଟ୍ୟ: ରକୌଣସ ିଧୟାଡେି ପ୍ରଥମ ଅଣ-ଶୂନ୍ ଉପୟାଦୟାନକୁ ରସହ ିଧୟାଡେି ମଖୂ୍ ଉପୟାଦୟାନ କମି୍ବୟା ପୟାଇରେୟାଟୟା� 
ଉପୟାଦୟାନ କମି୍ବୟା ପୟାଇେଟ କୁହୟାଯୟାଏ। 

3.4.2 ମଟ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସର ଧୟାଡ ିହ୍ୟାସକରଣ ଇବକଲନ୍  ରପୂ ପ
ଏକ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସକୁ ଧୟାଡ ିହ୍ୟାସକେଣ ଇରକ�ନ୍  େୂପ କୁହୟାଯିବ ଯଦି
a. ଏହୟା ଧୟାଡ ିଇରକ�ନ୍  େୂପରେ େରହ  ।
b. ପ୍ରରତ୍କ ମଖୁ୍ ଉପୟାଦୟାନ ଏକକ  ଅରଟ ।
c. ପ୍ରରତ୍କ ସ୍ମ୍ଭରେ ମଖୁ୍ ଉପୟାଦୟାନେ ଉପେରେ ସମସ୍ ଉପୟାଦୟାନ ଶୂନ୍ ହୁଏ  

3.4.3 ମଟ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସର ସ୍ତମ୍ଭ ଇବକଲନ୍ ରପୂ ପ 

ଏକ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସକୁ ସ୍ମ୍ଭ ହ୍ୟାସକେଣ ଇରକ�ନ୍  େୂପ କୁହୟାଯିବ ଯଦ,ି 

a. ସମସ୍ ଶୂନ୍ ସ୍ମ୍ବ, ଯଦ ିକଛି ିଥୟାଏ ତୟାହୟାରହର� ତୟାହୟା ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସେ ଡୟାହୟାଣ ପୟାର୍୍ମରେ େହବି ।
b. ପ୍ରରତ୍କ ସ୍ମ୍ଭେ ପ୍ରଥମ ଅଣ-ଶୂନ୍ ଉପୟାଦୟାନ ପୂବ୍ମବତ୍୍ମୀ ସ୍ମ୍ବରେ ପ୍ରଥମ ଅଣ-ଶୂନ୍ ଉପୟାଦୟାନ େ ତରଳ 

େହବି।

ମନ୍�ଟ୍ୟ: ରକୌଣସ ିସ୍ମ୍ବେ ପ୍ରଥମ ଅଣ-ଶୂନ୍ ଉପୟାଦୟାନକୁ  ରସହ ିସ୍ମ୍ବେ ମଖୁ୍ ଉପୟାଦୟାନ  କମି୍ବୟା ପୟାଇରେୟାଟୟା� 
ଉପୟାଦୟାନ କମି୍ବୟା, ପୟାଇେଟ କୁହୟାଯୟାଏ। 

3.4.4 ମଟ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ ର ସ୍ତମ୍ଭ ହ୍ୟାସକରଣ ଇବକଲନ୍ ରପୂ ପ
ଏକ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସକୁ ସ୍ମ୍ଭ ହ୍ୟାସକେଣ ଇର�କନ୍  େୂପ ଯଦ ିକୁହୟାଯିବ ଯଦି
a. ଏହୟା ସ୍ମ୍ଭ ଇରକ�ନ୍ େୂପରେ ଅଛ ି।
b. ପ୍ରରତ୍କ ମଖୂ୍ ଉପୟାଦୟାନ ଏକକ ଅରଟ ।
c. ପ୍ରରତ୍କ ଧୟାଡରିେ ମଖୂ୍ ଉପୟାଦୟାନ ଗୁଡକିେ ବୟାମ  ପୟାର୍୍ମରେ ଥିବୟା ଉପୟାଦୟାନଗୁଡକି ସବୁଶୂନ୍ ଅରଟ ।
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ମନ୍�ଟ୍ୟ: ଯଦ ିA ଧୟାଡ ିଇରକ�ନ୍ େୂପରେ ଅଛ,ି ରତରବ ଏହୟାେ ଟ୍ୟାନ୍ସରପୟାଜ୍ A’ ସ୍ମ୍ଭ ଇରକ�ନ୍ େୂପରେ େହବି 

3.5 ଡଟିରମିନୟାଣ୍ଟସ୍ :
ଡଟିେମିନୟାଣ୍ଟ େ ଧୟାେଣୟା ରେୈଖିକ ସମୀକେଣ ସମହୂେ ସମୟାଧୟାନେୁ ଉତ୍ପନ୍ନ ରହୟାଇଥି�ୟା | ଡଟିେମିନୟାଣ୍ଟ େ ମ�ୂ୍ ଏକ 
ସଂଖ୍ୟା ଯୟାହୟା ଏକ ବଗ୍ମୟାକୟାେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସେ ଉପୟାଦୟାନେ ଏକ ଫଳନ । ଏକ ବଗ୍ମୟାକୟାେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ େ ଡଟିେମିନୟାଣ୍ଟକୁ det A 
କମି୍ବୟା det  (A) କମି୍ବୟା | A | ଦ୍ୟାେୟା ସଚୂତି କେୟାଯୟାଏ। 

ଏକ1 ×1 (ୱୟାନବୟାଏ ୱୟାନ େୂପରେ ପଢୟାଯୟାଏ) ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ A = [a] େ ଡଟିେମିନୟାଣ୍ଟକୁ |A | = a ଦ୍ୟାେୟା ସଚୂତି 
କେୟାଯୟାଏ ଏବଂ ଏହୟାକୁ ଡଟିେମିନୟାଣ୍ଟ େ ଅଡ୍ମେ 1 କୁହୟାଯୟାଏ 

ଏକ 2 × 2 ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ A =  େ ଡଟିେମିନୟାଣ୍ଟ କୁ | A | =  ଦ୍ୟାେୟା ସଚୂତି କେୟାଯୟାଏ ଏବଂ ଏହୟାକୁ 

ଡଟିେମିନୟାଣ୍ଟେ ଅଡ୍ମେ 2 କୁହୟାଯୟାଏ।

ଏହପିେ]ି 3 × 3 ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ A =  େ ଡଟିେମିନୟାଣ୍ଟକୁ | A | =  ଦ୍ୟାେୟା ସଚୂତି

କେୟାଯୟାଏ ଏବଂ ଏହୟାକୁ ଡଟିେମିନୟାଣ୍ଟେ ଅଡ୍ମେ 3 କୁହୟାଯୟାଏ |
3.5.1 ଅଡଣ୍ଣର 2 ଡଟିରମିନୟାଣ୍ଟର ସଂଜ୍ୟା  
ନମି୍ନ�ିଖିତ ଦୁଇଟ ିରେୈଖିକ ସମୀକେଣ ଯୟାହୟାେ ଦୁଇଟ ିଅଜ୍ୟାତ େୟାଶ ିx ଏବଂ y କୁ ବଚିୟାେକୁ ନଆିଯୟାଉ 

 a1x + b1y = 0 ...(1)
 a2x + b2y = 0 ...(2)

ସମୀକେଣେୁ (1), େୁ ଆରମ ପୟାଉ
 1

1

bx
y a

= −  ...(3)

ସମୀକେଣ(2)େୁ ଆରମ ପୟାଇବୟା
 2

2

bx
y a

= −  ...(4)

ସମୀକେଣ (3) ଏବଂ (4) େୁ, ଆରମ x ଏବଂ y କୁ ଅପସୟାେଣ କର�,

 1 2

1 2

b b
a a

− = −

⇒ a1b2 – b1a2 = 0

  ସଂଖ୍ୟା a1b2 -a2 b1 କୁ ଅଧିକ ସବୁଧିୟା �ନକ େୟାବରେ ଦ୍ୟାେୟା ପ୍ରକୟାଶ କେୟାଯୟାଇପୟାେବି । ସଂଖ୍ୟା 
ଗୁଡକି a1, a2, b1, b2 କୁ ଡଟିେମିନୟାଣ୍ଟ େ ଉପୟାଦୟାନ କୁହୟାଯୟାଏ।
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ମନ୍�ଟ୍ୟ : ଅଡ୍ମେ 2 × 2 ଡଟିେମିନୟାଣ୍ଟକୁ ବସି୍ୟାେ କେବିୟାକୁ ଆରମ ବଜ୍ର ଗୁଣନ ନୟିମ ପ୍ରରୟୟାଗ କେବିୟା   = 
a1b2 – a2b1. େ ମ�ୂ୍ ରହଉଛ।ି

ବକବତକ ସମୟାହତି ଉଦୟାହରଣ

ଉଦୟାହରଣ 3.4. A =  େ ଡଟିେମିନୟାଣ୍ଟ ନରି୍୍ମୟ କେ।

ସମୟାଧୟାନ:ମରନକେ  A =  

⇒ ରତରବ | A | =  = 35 + 6 = 41 (ଉତ୍େ)

ଉଦୟାହରଣ 3.5. ଯଦ ି  =  x ଏବଂ y ମ�ୂ୍ ନରି୍୍ମୟ କେ।

ସମୟାଧୟାନ: ଦତ୍   = 

 2x2 – 18 = 18 – 18

 2x2 – 18 = 0

 2x2 = 18

 x2 = 9

 x = ±3 (ଉତ୍େ)

3.5.2 ତୃତଥୀୟ ଅଡଣ୍ଣର ଡଟିରମିନୟାଣ୍ଟର ସମ୍ପ୍ରସୟାରଣ
ନମି୍ନ�ିଖିତ ତନିରିଗୟାଟ ିରେୈଖିକ ସମୀକେଣ ଯୟାହୟାେ ତନିରିଗୟାଟ ିଅଜ୍ୟାତ େୟାଶ ିx, y ଏବଂ z ବଚିୟାେକୁ ନଆିଯୟାଉ

 a1x + b1y + c1z = 0 ...(5)

 a2x + b2y + c2z = 0 ...(6)

 a3x + b3y + c3z = 0 ...(7)

ଉରପୟାେକ୍ତ ତରିନୟାଟ ିସମୀକେଣେ ସମହୂ େୁ x, y, z କୁ ଅପସୟାେଣ କେବିୟା ପୟାଇଁ,  ଆରମ ସମୀକେଣ (6) ଏବଂ 
(7) କୁ ସମୟାଧୟାନ କେବିୟା  

  =  =  (କୁହୟାଯୟାଉ) ଏରେ ଆରମ ପୟାଇବୟା
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 x = k(b2c3 – c2b3)

 y = k(c2a3 – a2c3)

 z = k(a2b3 – b2a3)

ସମୀକେଣ (5) ରେ x, y, z ମ�ୂ୍ ଗୁଡକୁି ପ୍ରତସି୍ୟାପନ କର�, ଆମକୁ ମିରଳ 
  a1(b2c3 – c2b3)k + b1(c2a3 – a2c3)k + c1(a2b3 – b2a3)k = 0

     a1(b2c3 – c2b3) + b1(c2a3 – a2c3) + c1(a2b3 – b2a3) = 0 ...(8)

(ବଦି୍ୟାଥ୍ମୀ ମୟାରନ ଚନି୍ୟା କେନୁ୍ କୟାହିଁକ ିk ଶୂନ୍ ରହୟାଇନପୟାରେ)
ସମୀକେଣ (8) େ ବୟାମପୟାର୍୍ମେ ଏହ ିପଦକୁ ତତୃ ତୀୟ ଅଡ୍ମେ ଡଟିେମିନୟାଣ୍ଟ କୁହୟାଯୟାଏ 

ସୟାରଙ୍କତକି େୟାବରେ ଏହୟାକୁ  େୟାବରେ ର�ଖୟାଯୟାଏ 

⇒  = a1(b2c3 – c2b3) + b1(c2a3 – a2c3) + c1(a2b3 – b2a3)

କମି୍ବୟା ⇒  = 

ମନ୍�ଟ୍ୟ: 
i.ଉପରେୟାକ୍ତ ଡଟିେମିନୟାଣ୍ଟେ ସଂମ୍ପ୍ରସୟାେଣକୁ ପ୍ରଥମ ଧୟାଡ ିଦ୍ୟାେୟା ସମ୍ପ୍ରସୟାେଣ କୁହୟାଯୟାଏ।
ଏହପିେ ିରଯରକୌଣସ ିଧୟାଡ ିକମି୍ବୟା ସ୍ମ୍ଭ ଦ୍ୟାେୟା ଡଟିେମିନୟାଣ୍ଟେ ସଂମ୍ପ୍ରସୟାେଣ କେୟାଯୟାଇପୟାେବି ଏବଂ ଏହୟାେ ମ�ୂ୍ 

ସମୟାନ େହଥିୟାଏ।
ii.ପ୍ରରତ୍କ ପଦ ପୂବ୍ମେୁ ଚହି୍ = (–1)i + j, ରଯଉଁରେ  'i' ଏବଂ 'j' ଧୟାଡ ିଏବଂ ସ୍ମ୍ଭକୁ ସଚୂତି କରେ ରଯଉଁରେ 

ଉପଦୟାନ ଉପସି୍ତ ଥୟାଏ ।
ଏହୟା ରଯରକୌଣସ ିଅଡ୍ମେ ଡଟିେମିନୟାଣ୍ଟ ପୟାଇଁ ରବୈଧ ।
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ବକବତକ ସମୟାହତି ବହୟାଇଥି�ୟା ଉଦୟାହରଣ

ଉଦୟାହରଣ 3.6. A =  େ ଡଟିେମିନୟାଣ୍ଟ ନରି୍୍ମୟ କେ।

ସମୟାଧୟାନ:ଦତ୍  A = 

ରତରବ | A | =  

ପ୍ରଥରମ ଧୟାଡ ିସହତି ସମ୍ପ୍ରସୟାେଣ କର� , ଆରମ ପୟାଉ,

 | A | =  

 = 1(228 – 110) – 3(76 – 310) + 5(22 – 186)

 = 1(118) –3(–234) + 5(–164) = 118 + 702 – 820

 = 0 (ଉର୍ର)

ଉଦୟାହରଣ 3.7 ଯଦ ିA = , ହୁଏ ରତରବ ଦଶ୍ମୟାଅ ରଯ  | 3A | = 27 | A |.
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ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ  A = 

ରତରବ 3A =  = 

ରତରବ ଡଟି�ମିନାଣ୍ଟ | 3A |
 | 3A | = 

ପ୍ରଥରମ ଧାଡ ିସହତି ସମ୍ପ୍ରସା�ଣ କରେ , ଆରମ ପାଇବା

 | 3A | = 

 = 3(36 – 0) – (0 – 0) + 3(0 – 0) 

 = 108 – 0 + 0 = 108

ଏବଂ  | A | = 

ପ୍ରଥରମ ଧାଡ ିସହତି ସମ୍ପ୍ରସା�ଣ କରେ, ଆରମ ପାଇବା

 | A | = 

 | A | = 1(4) – 0 + 1(0) = 4

ରତରବ 27| A | = 27 × 4 = 108

ରତଣୁ  | 3A |= 27 | A | (ପ୍ରମାଣିତ)
3.5.3 ଡଟିରମିନାଣ୍ଟର ଗୁଣ ଧମ୍ମ
ଗୁଣ- (I) ଡଟି�ମିନାଣ୍ଟ� ମେୂ୍ୟ ଅପ�ବିତ୍ତ୍ତିତ �ହଥିାଏ, ଯଦ ିଏହା� ସମସ୍ତ ଧାଡ ିସ୍ତମ୍ଭର� �ୂପାନ୍ତ�ତି ହୁଏ ଏବଂ ସମସ୍ତ  
ସ୍ତମ୍ଭ ଧାଡରି� �ୂପାନ୍ତ�ତି ହୁଏ ।

ଉଦାହରଣ 3.8. 
1 0 1
0 1 2
0 0 4

A
 
 =  
    

�ମେୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କ�। 
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ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ  D = 

ଦ୍ତିୀୟ ଧାଡ ିସହତି ସମ୍ପ୍ରସା�ଣ କରେ, ଆରମ ପାଇବା 
 D = 36 (ବଦି୍ୟାଥଣ୍ଣୀମାରନ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କ� ିପା�ରିବ)

ସମସ୍ତ ଧାଡକୁି ସ୍ତମ୍ଭ ସହତି ପ�ବିତ୍ତଣ୍ଣନ କରେ, ଆରମ ପାଇବା

 D1 =  (ଧ�ାଯାଉ)

ପ୍ରଥରମ ଧାଡ ିସହତି ସମ୍ପ୍ରସା�ଣ କରେ , ଆରମ ପାଇବା
 D1 = 36 (ବଦି୍ୟାଥଣ୍ଣୀମାରନ ଏହାକୁ ଯାଞ୍ଚ କ�ପିା�ରିବ)

ରତଣୁ  D = D1

ଗୁଣ- (II) ଯଦ ିଏକ ଡଟି�ମିନାଣ୍ଟ � ରଯରକୌଣସ ିଦୁଇଟ ିଧାଡ ିକମି୍ା ସ୍ତମ୍ଭକୁ ଅଦଳବଦଳ କ�ାଯାଏ, ରତରବ 
ଡଟି�ମିନାଣ୍ଟ� ମେୂ୍ୟ� ସଂରକେତ ମଧ୍ୟ ପ�ବିତ୍ତଣ୍ଣନ ହୁଏ ,

ଉଦାହରଣ 3.9.  � ମେୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କ�।

ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ D = 

ପ୍ରଥରମ ଧାଡ ିସହ ବସି୍ତା� କରେ, ଆରମ ପାଇବା:
 D = 2

ଗୁଣ2. ବ୍ୟବହା� କ� ିଅଥଣ୍ଣାତ୍ ଦ୍ତିୀୟ ଏବଂ ତୃତୀୟ ଧାଟକୁି ଅଦଳବଦଳ କରେ, ଆରମ ପାଇବା :

 D1 =  

ତାପର� ପ୍ରଥରମ ଧାଡ ିସହ ବସି୍ତା� କରେ, ଆରମ ପାଇବା:
 D1 = –2

ରତଣୁ ଆରମ ପାଇବା D = –D1

ଗୁଣ(III) ଯଦ ିଏକ ଡଟି�ମିନାଣ୍ଟ� ରଯରକୌଣସ ିଦୁଇଟ ିଧାଡ ିକମି୍ା ସ୍ତମ୍ଭ ସମାନ ହୁଏ, ରତରବ ଡଟି�ମିନାଣ୍ଟ 
� ମେୂ୍ୟ ସବଣ୍ଣଦା ଶୂନ୍ୟ ହୁଏ।
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ଉଦାହରଣ 3.10. D =  ମେୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କ� । 

ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ  D = 

ପ୍ରଥରମ ଧାଡ ିସହତି ବସି୍ତା� କରେ, ଆରମ ପାଇବା :
 D = 0 (ବଦି୍ୟାଥଣ୍ଣୀମାରନ ମେୂ୍ୟାକେନ କ�ପିା�ରିବ)
ରତଣୁ  D = 0

ଗୁଣ (IV) ଯଦ ିଏକ ଡଟି�ମିନାଣ୍ଟ� ରଯରକୌଣସ ିଧାଡ ିକମି୍ା ସ୍ତମ୍ଭ ପ୍ରରତ୍ୟକ ଉପାଦାନ ଏକ ଧରୁବକ ଦ୍ା�ା ଗୁଣିତ 
ହୁଏ ରତରବ ଡଟି�ମିନାଣ୍ଟ � ମେୂ୍ୟ ମଧ୍ୟ ରସହ ିଉତ୍ାଦକ ଦ୍ା�ା ଗୁଣିତ ରହବ

ଉଦାହରଣ 3.11. D =  � ମେୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କ�

 ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ  D = 

ପ୍ରଥରମ ଧାଡ ିସହ ବସି୍ତା� କରେ, ଆରମ ପାଇବା
 D = –3
ପ୍ରଥମ ଧାଡକୁି 5 ଦ୍ା�ା ଗୁଣନ କରେ,ଆରମ ପାଇବା

 D1 =  (ଧ�ାଯାଉ)

 = –15 = 5(D)

⇒ D1 = 5D

ଗୁଣ(V)  ଯଦ ିରଗାଟଏି ଧାଡ ି(କମି୍ା ସ୍ତମ୍ଭ) � ଅନୁ�ୂପ ଉପାଦାନଗୁଡକି ଅନ୍ୟ ଧାଡ ି(କମି୍ା ସ୍ତମ୍ଭ) � ଅନୁ�ୂପ 
ଉପାଦାନ ଗୁଢକି� ଧରୁବକ ଗୁଣିତକ ସହତି ରଯାଡରିହାଇଯାଏ, ରତରବ ଡଟି�ମିନାଣ୍ଟ� ମେୂ୍ୟ ଅପ�ବିତ୍ତ୍ତିତ �ହଥିାଏ, 

ଉଦାହରଣ 3.12. D =  � ମେୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କ�
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ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ D = 

ପ୍ରଥରମ ଧାଡ ିସହତି ବସି୍ତା� କରେ, ଆରମ ପାଇବା
 D = –2

ଦ୍ତିୀୟ ସ୍ତମ୍ଭକୁ 3 ଦ୍ା�ା ଗୁଣନ କ�,ି ପ୍ରଥମ ସ୍ତମ୍ଭର� ରଯାଗ କରେ, ଆରମ ପାଇବା

 D1 =  (ଧ�ାଯାଉ)

 = 

ପ୍ରଥରମ ଧାଡ ିସହ ବସି୍ତା� କରେ, ଆରମ ପାଉ
 D1 = –2

ରତଣୁ ⇒ D = D1

ଗୁଣ VI ଯଦ ିଏକ ଡଟି�ମିନାଣ୍ଟ� ଧାଡ ି(କମି୍ା ସ୍ତମ୍ଭ) � ପ୍ରରତ୍ୟକ ଉପାଦାନ ଦୁଇ (କମି୍ା ଅଧିକ) ପଦ� ରଯାଗଫଳ 
�ୂପର� ବ୍ୟକ୍ତ କ�ାଯାଏ, ରତରବ ଡଟି�ମିନାଣ୍ଟକୁ  (କମି୍ା ଅଧିକ) ଡଟି�ମିନାଣ୍ଟ� ରଯାଗଫଳ �ୂପର�ପ ମଧ୍ୟ ବ୍ୟକ୍ତ 
କ�ାଯାଇପାର�

ଉଦାହରଣ 3.13. D =  � ମେୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କ�

ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ D = 

 D = 

 D = 1 (ବଦି୍ୟାଥଣ୍ଣୀମାରନ ଗଣନା ଏବଂ ଯାଞ୍ଚ କ�ପିା�ରିବ)

ମନ୍ତବ୍ୟ: ଯଦ ିଏକ ବଗଣ୍ଣ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ A�  ଅଡଣ୍ଣ� n ହୁଏ, ରତରବ | kA | = kn | A |
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ଉଦାହରଣ 3.14. ଡଟି�ମିନାଣ୍ଟ� ଗୁଣ ଗୁଡକୁି ବ୍ୟବହା� କ� ିପ୍ରମାଣ କ� ରଯ

  = (a – b) (b – c) (c – a) (ab + bc + ca)

 ସମାଧାନ: ମରନକ�  D = 

R2 → R2 – R1; R3 → R3 – R1 ପ୍ରରୟାଗ କ� ିଆରମ ପାଉ, ]

 D = 

 D = 

 D = (b – a) (c – a) 

R3 → R3 – R2 ସଂସ୍ାପନାର� ଆରମ ପାଉ,]
 D = (b – a) (c – a) 

 = (b – a) (c – a) (c – b) 

ତୃତୀୟ ଧାଡରି� ପ୍ରରୟାଗ କର�, ଆରମ ପାଉ,
 = [(b – a) (c – a) (c – b)] (–1) 

 = [(b – a) (c – a) (c – b)] (–1) [–ac – a2 – ab – bc + a2]

 = [(b – a) (c – a) (c – b)] (–1) [(–1) (ac + ab + bc)]
 = (a – b) (b – c) (c – a) (ab + bc + ca) (ପ୍ରମାଣିତ)
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ଉଦାହରଣ 3.15. ଦଶଣ୍ଣାଅ ରଯ 

  = 0

ସମାଧାନ: ମରନକ�  D = 

 D = abc 

 = 0 [ରଯପ� ିପ୍ରଥମ ଏବଂ ତୃତୀୟ ସ୍ତମ୍ଭ ସମାନ](ଗୁଣ III) 
ଉଦାହରଣ 3.16. ଡଟି�ମିନାଣ୍ଟ� ଗୁଣକୁ ବ୍ୟବହା� କ� ିପ୍ରମାଣ କ� ରଯ

  = (x + 2) (x – 1)2

ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ D = 

C1 → C1 + C2 + C3 ପ୍ରରୟାଗ କ�,ିଆରମ ପାଉ]

 D = 

C1 �ୁ (x + 2) ବାହା�କୁ ରନଇ ଆରମ ପାଉ

 = (x + 2) 

R2 → R2 – R1; R3 → R3 – R1 ପ୍ରରୟାଗ କ� ିଆରମ ପାଉ,

 D = 
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ଯଥାକ୍ରରମ R2 ଏବଂ R3 �ୁ (x – 1) ବାହା�କୁ ରନରେ,  ଆରମ ପାଉ

 D = (x + 2) (x – 1)2 

R2 ସହତି ବସି୍ତା� କରେ,ଆରମ ପାଉ
 D = (x + 2) (x – 1)2 . (1) 

 = (x + 2) (x – 1)2 . (1) 

 = (x + 2) (x – 1)2  (ପ୍ରମାଣିତ)

ପ୍ରଶ୍ନମାଳା 3.3

1. ନମି୍ନେିଖିତ ଡଟି�ମିନାଣ୍ଟ� ମେୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କ�:

 a.    b. 

 c.    d. 

2. ଦତ୍ତ ଡଟି�ମିନାଣ୍ଟ� ମାନ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କ� D = 

  a. ଦ୍ତିୀୟ ଧାଡ�ି ସାହାଯ୍ୟର�  
 b. ତୃତୀୟ ସ୍ତମ୍ଭ� ସାହାଯ୍ୟର�

3. ଦତ୍ତ ଡଟି�ମିନାଣ୍ଟ� ମେୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କ� D = .

4. ଡଟି�ମିନାଣ୍ଟ� ଗୁଣ ଗୁଡକୁି ବ୍ୟବହା� କ�ବି, ନମି୍ନେିଖିତ ପ୍ରମାଣ କ�:

 a.  = (b – c) (c – a) (a – b) (a + b + c)

 b.  = 3abc – a3 – b3 – c3 c.  = (1 – x3)2
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 d.  = 4a2b2c2

 e.  = 2(a + b + c) (ab + bc + ca – a2 – b2 – c2)

5. ଦଶଣ୍ଣାଅ ରଯ x = 2 ଦତ୍ତ ସମୀକ�ଣଗୁଡକି  = 0 � ଏକ ମଳୂ ଏବଂ ଏହାକୁ ସମୂ୍ର୍ଣ୍ଣ ସମାଧାନ 
କ�

6. ଯଦ ିa, b ଏବଂ c ବାସ୍ତବ ଏବଂ D =  = 0, ରତଣୁ ଦଶଣ୍ଣାଅ ରଯ  a + b + c = 0 କମି୍ା a 
= b = c.

ଉତ୍ତ�ମାଳା

1. a. x3 – x2 + 2 b. 2 c. 2691 d. 40

2. a. 23 b. 23 3. sec q (sec q + tan q)

3.5.4 ଡଟିରମିନାଣ୍ଟର ପ୍ରୟ�ାଗ 
3.5.4.1 ଡଟିରମିନାଣ୍ଟକୁ ବ୍ୟବହାର କରି ତ୍ଭୁିଜର ୟଷେତ୍ଫଳ 

ନରି୍୍ମ� : ନରି୍ଣ୍ଣୟ ତ୍ଭୁିଜ� ରଷେତ୍ଫଳ, ଯାହା� ସ୍ାନାକେ ମାରନ (x1, 
y1), (x2, y2) ଏବଂ (x3,y3) 

 ରଷେତ୍ଫଳ = 

କମି୍ା  = 

ଏହ ିଅଭିବ୍ୟକି୍ତ ଡଟି�ମିନାଣ୍ଟ �ୂପର� ଏପ� ିରେଖାଯାଇପା�ବି

 D =  କମି୍ା 

A(x , y )
1 1

B
(x , y )

2 2
C

(x , y )
3 3

y

xO

ଚତି୍  3-2
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ଟପି୍ପଣୀ: 1. ଡଟି�ମିନାଣ୍ଟ ଋଣାତ୍ମକ ରହାଇ ପାର� କନୁି୍ତ ରଷେତ୍ଫଳ ସବଣ୍ଣଦା ଧନାତ୍ମକ ଅରଟ ଅଥଣ୍ଣାତ ≥ 0
2. ଯଦ ିତ୍ଭୁୂିଜ� ରଷେତ୍ ଦଆିଯାଏ, ରତରବ ଗଣନା ପାଇଁ  ଧନାତ୍ମକ ଏବଂ ଋଣାତ୍ମକ ମେୂ୍ୟଗୁଡକି ବ୍ୟବହା� 

କ�।
3. ତରିନାଟ ି ବନୁି୍ ଏକ ସ�ଳ ର�ଖାଉପର� ଅବସ୍ତି ଯଦ ି ଏବଂ ରକବଳ ଯଦ ତରିନାଟ ି ବନୁି୍ ଦ୍ା�ା ସଷିୃ୍ 

ରହାଇଥିବା  ତ୍ଭୁିଜ� ରଷେତ୍ଫଳ ଶୁନ୍ୟ ହୁଏ ।

ରକରତକ ସମାହତି ଉଦାହ�ଣ
ଉଦାହରଣ 3.17 ତ୍ଭୂିଜ� ରଷେତ୍ଫଳ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କ� ଯାହା� ସ୍ାନାକେ ଗୁଡକି ରହରେ (2, 7), (1, 1), (10, 8) ।

 ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ ତ୍ଭୂିଜ� ରଷେତ୍ଫଳ

 D = 

ତ୍ଭୁିଜ� ସ୍ାନାକେ ଗୁଡକି ରହରେ  

 D = 

  R1 ସହତି ବସି୍ତା� କରେ,D = 

 = 

 = 

ରତଣୁ, ତ୍ଭୂିଜ� ଆବଶ୍ୟକ ରଷେତ୍ଫଳ ରହଉଛ ି  ବଗଣ୍ଣ ୟୁନଟି୍ 

ଉଦାହରଣ 3.18 ତ୍ଭୂିଜ� ରଷେତ୍ଫଳ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କ� ଯାହା� ଶୀରଣ୍ଣ ବନୁି୍� ସ୍ାନାକେ ରହରେ (–2, –3), (3, 2), (–1, –8) 

ସମାଧାନ:ତ୍ଭୁିଜ� ସ୍ାନାକେ ଗୁଡକି ରହୋ  

ଦତ୍ତ ତ୍ଭୁିଜ� ରଷେତ୍ଫଳ D = 
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 = 

 = 

 = 

ରଯରହତୁ ତ୍ଭୁିଜ� ରଷେତ୍ଫଳ ସବଣ୍ଣଦା ଧନାତ୍ମକ, ରତଣୁ ଆବଶ୍ୟକ ରଷେତ୍ଫଳ 15 ବଗଣ୍ଣ ୟୁନଟି୍ ଅରଟ।
ଉଦାହରଣ 3.19  k � ମେୂ୍ୟ ନ�ୂିପଣ କ� ଯଦ ିତ୍ଭୁିଜ� ରଷେତ୍ଫଳ 4 ବଗଣ୍ଣ ୟୁନଟି୍ ଅରଟ ଏବଂ ସ୍ାନାକେ (-2, 

0), (0, 4), (0, K)।
ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ ତ୍ଭୁିଜ� ରଷେତ୍ଫଳ

 D = 

ଏଠାର� ତ୍ଭୁିଜ� ରଷେତ୍ଫଳ = 4 ବଗଣ୍ଣୟୁନଟି୍
 D = ± 4 

[ରଷେତ୍ଫଳ ଧନାତ୍ମକ ଅରଟ ଏବଂ ଡଟି�ମିନାଣ୍ଟ ଧନାତ୍ମକ ଏବଂ ଋଣାତ୍ମକ ରହାଇ ପାର�]
x1 = –2, x2 = 0, x3 = 0, y1 = 0, y2 = 4, y3 = k �ଖିବାର�

 ± 4 = 

 ± 4 =  [R2 ସହତି ବସି୍ତା� କ�]ି

 ± 8 = 2(k – 4)

 ± 4 = k – 4

 ରତଣୁ   ଏବଂ 
 4 = k – 4  –4 = k – 4

 4 + 4 = k  –4 + 4 = k

 8 = k    0 = k

\ k = 8    \ k = 0

 k � ଆବଶ୍ୟକ ମେୂ୍ୟ 8 ଓ 0
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ଉଦାହରଣ 3.20 ଦଶଣ୍ଣାଅ ରଯ ସ୍ାନାକେ ଗୁଡକି (–2, –1), (7, 8), (–3, –2) ଏକ ସ�ଳ ର�କା ଉପର� 
ଅବସ୍ିତ ।

ସମାଧାନ: ତରିନାଟ ିବନୁି୍ ଏକ ସ�ଳର�ଖାର� ଅବସି୍ତତ �ହରିବ ଯଦ ିରସମାରନ ସମାନ ର�ଖାର� ଅଛନ୍ତି
\ ତ୍ଭୁିଜ� ରଷେତ୍ଫଳ = 0

ଦତ୍ତ ତ୍ଭୁିଜ� ରଷେତ୍ଫଳ
 D =  

ସ୍ାନାକେ ଗୁଡକି (-2,-1),(7,8),(-3,-9)ମୂେ୍ୟ ଗୁଡକୁି (1)ର� �ଖିରେ , ଆରମ ପାଉ ।

 D = 

 D =  [R1 ସହତି ବସି୍ତା� କରେ]

 = 

 D = 0

ରତଣୁ, ଦତ୍ତ ବନୁି୍ ଗୁଡକି ଏକ ସ�ଳର�ଖାର� ଅବସି୍ତତ।

ପ୍ରଶ୍ନମାଳା 3.4

1. ତ୍ଭୁିଜ� ରଷେତ୍ଫଳ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କ� ଯାହା� ପ୍ରରତ୍ୟକ ବନୁି୍� ସ୍ାନାକେ ନମି୍ନର� ଦଆିଯାଇଛ ି
 a. (1, 0), (6, 0), (4, 3)   b. (3, 8), (–4, 2), (5, 1)

2. ନମି୍ନେିଖିତର� k � ମେୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟକ� ଯଦି
 i. ତ୍ଭୁିଜ� ରଷେତ୍ଫଳ 4 ବଗଣ୍ଣୟୁନଟି୍ ଏବଂ ସ୍ାନାକେ ଗୁଡକି  (k, 0), (4, 0), (0, 2)A

 ii. ତ୍ଭୁିଜ� ରଷେତ୍ଫଳ 35 ବଗଣ୍ଣ ୟୁନଟି୍ ଅରଟ ଏବଂ ସ୍ାନାକେ ଗୁଡକି (2, –6), (5, 4), (k, 4)A

3. ଦଶଣ୍ଣାଅ ରଯ A(a, b + c), B(b, c + a), C(a, a + b) ବନୁି୍ ଗୁଟକି ଏକ ସ�ଳର�ଖାର� ଅବସି୍ତତ A

ଉତ୍ତ�ମାଳା 

1. a.  b.  2. i. 0, 8 ii. 12, –2
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3.5.5 ମାଇନର ଏବଂ ୟକା-ଫାକ୍ଟର 

3.5.5.1 ମାଇନର:

 ମରନକ� A = [aij] ଅଡଣ୍ଣ� n � ଏକ ବଗଣ୍ଣ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ରଯପ� ି| A | = | aij |

ରତରବ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ A � ଏକ ଉପାଦାନ� ମାଇନ�, ଧାଡ ିଏବଂ ସ୍ତମ୍ଭକୁ ବରିୋପ କ� ିପ୍ରାପ୍ତ ରହାଉଥିବା ଡଟିମିନାଣ୍ଟ 
ଭାବର� ବ୍ୟାଖ୍ୟା କ�ାଯାଇଥାଏ।।

ମରନକ� ଏକ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ  A = 

ରତଣୁ, a1, b1ଏବଂc1 e cûA^e ~ଥାKâùc  

ରସହପି�,ି a2, b2ଏବଂc2 e cûA^e ~ଥାKâùc  jêG!

ରସହପି�,ି a3, b3ଏବଂc3 e cûA^e ~ଥାKâùc  

3.5.5.2 ୟକା-ଫ୍ୟାକ୍ଟର 
i ତମ ଧାଡ ିjତମ É¸e ù~ùK÷ûYiò C_û\û^e ରକା-ଫ୍ୟାକ୍ଟ� ନମି୍ନ bûùa ବ୍ୟାଖ୍ୟା Keû~ûGö 

ରକା-ଫାକ୍ଟ� = (–1)i+j cûA^e Cbd WÿòUecò^ûଣ୍ଟ ଓ aMð cýûUâòକ୍ସ� ବୁ୍ୟତକ୍ରମ ପି୍ତରୋମ ଗଣନା କ�ବିା ପାଇଁ  
ରକା-ଫ୍ୟାକ୍ଟ� ଉପରଯାଗୀ ରହାଇଥାଏ।

\ ଉପଯୁକ୍ତ ଚହି୍ନ ଯୁକ୍ତ ମାଇନ� = ରକା-ଫ୍ୟାକ୍ଟ� ।

ୟକୟେକ ସମାହେି C\ûjeY

ଉଦାହଣ 3.21 ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସA =  e icÉ cûA^e Gaõ ରକା-ଫ୍ୟାକ୍ଟ� MêWÿòK ^ò‰ðd Ke। 

ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ A = 

ଏଠାର� a11 = 1, a12 = 2, a13 = 3
 a21 = 4, a22 = 3, a23 = 2

 a31 = 7, a32 = 0, a33 = –1

 M11 = a11 e cûA^e  =  = –3
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 M12 = a12 e cûA^e =  = –4 – 14 = –18

 M13 = a13 e cûA^e =  = 0 – 21 = –21

 M21 = a21 e cûA^e =  = –2 – 0 = –2

 M22 = a22 e cûA^e =  = –1 – 21 = –22

 M23 = a23 e cûA^e =  = 0 – 14 = –14

 M31 = a31 e cûA^e =  = 4 – 9 = –5

 M32 = a32 e cûA^e =  = 2 – 12 = –10

 M33 = a33 e cûA^e =  = 3 – 8 = –5

ରତଣୁ A11 = a11 e ରକା-ଫ୍ୟାକ୍ଟ� = (–1)1+1 M11 = (–1)2 (–3) = –3

 A12 = a12 e ରକା-ଫ୍ୟାକ୍ଟ� = (–1)1+2 M12 = (–1)3 (–18) = 18

 A13 = a13 e ରକା-ଫ୍ୟାକ୍ଟ� = (–1)1+3 M13 = (–1)4 (–21) = –21

 A21 = a21 e ରକା-ଫ୍ୟାକ୍ଟ�= (–1)2+1 M21 = (–1)3 (–2) = 2

 A22 = a22 e ରକା-ଫ୍ୟାକ୍ଟ� = (–1)2+2 M22 = (–1)4 (–22) = –22

 A23 = a23 e ରକା-ଫ୍ୟାକ୍ଟ� = (–1)2+3 M23 = (–1)5 (–14) = 14

 A31 = a31 e ରକା-ଫ୍ୟାକ୍ଟ� = (–1)3+1 M31 = (–1)4 (–5) = –5

 A32 = a32 e ରକା-ଫ୍ୟାକ୍ଟ� = (–1)3+2 M32 = (–1)5 (–10) = 10

 A33 = a33 e ରକା-ଫ୍ୟାକ୍ଟ� = (–1)3+3 M33 = (–1)6 (–5) = –5

3.5.6 GK aMð cýûUâòKèe @ûWÿRGଣ୍ଟ 
ଏକ ବଗଣ୍ଣ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ A� aij ଉପାଦାନ� ସଂପକୃ୍ତ ରକା-ଫ୍ୟାକ୍ଟ� ଦ୍ା�ା ପ�ବିତ୍ତ୍ତି କ� ିତାହା� ଟ୍ାନ୍ସରପାଜ ରନରେ 

ଆଡଜଏଣ୍ଟ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ମିରଳ ।
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ଯଦ ିA = , ùZùa

 | A | = 

| A | ùe [ôaû C_û\û^e ରକା-ଫ୍ୟାକ୍ଟ� \ßûeû MVòZ cýûUâòKè

   

ù~CñVûùe A1 =  = (b2c3 – c2b3)

 A2 = –  = – (b1c3 – c1b3)

 A3 =  = (b1c2 – b2c1)

 B1 = –  = – (a2c3 – c2a3)

 B2 =  = (a1c3 – c1a3)

 B3 = –  = – (a1c2 – c1a2)

 C1 =   = a2b3 – b2a3

 C2 = –  = – (a1b3 – b1a3)

 C3 =  = (a1b2 – b1a2)

ùZùa, ijC¯û\K MêWÿòKe cýûUâòKèe ଟ୍ାନ୍ସରପାଜ ରହଉଛ ି  ଏjûKê cýûUâòKè Ae ଅûWÿଜୟଣ୍ଟ 
Kêjû~ûG Gaõ GjûKê adj A.eê_ùe iìPûA \ò@û~ûGö
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3.5.6.1 ଆଡଜଏଣ୍ଟର ଗୁଣଧମ୍ମ 
GK cýûUâòKè ‘A’ Gaõ Gjûe @ûWÿRଏଣ୍ଟ MêY`k | A | ଓ I ଏକକ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ� ଗୁଣଫଳ ସହ ସମାନ।
 adj. (A) . A = A (adj. A) = | A | . I

ù~CñVûùe I, GK GKK cýûUâòKè।

ୟକୟେକ icûହେି C\ûjeY 

ଉଦାହରଣ 3.22.ଦତ୍ତ cýûUâòKè A =  e @ûWÿRGଣ୍ଟ ^ò‰ðd Keö

ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ A = 

ଏଠାର� a11 = 2, a12 = 3, a21 = 3, a22 = 5

a11, a12, a21 Gବଂ a22 ରକା-ଫ୍ୟାକ୍ଟ� MêWÿòK \ò@û~ûAQòö
 A11 = a11 ରକା-ଫ୍ୟାକ୍ଟ�  = (–1)1+1 (5) = 5

 A12 = a12 ରକା-ଫ୍ୟାକ୍ଟ�= (–1)1+2 (3) = –3

 A21 = a21 ରକା-ଫ୍ୟାକ୍ଟ� = (–1)2+1 (3) = –3

 A22 = a22 ରକା-ଫ୍ୟାକ୍ଟ� = (–1)2+2 (2) = 2

ରତରବadj. (A) =  =  (ଉତ୍ତ�)

ଉଦାହରଣ 3.23. ଦତ୍ତ cýUâòKè A =  � @ûWÿRdଣ୍ଟ ^ò‰ðd Ke

ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ A = 

ଏଠାର�  a11 = 1, a12 = 2, a13 = 4

 a21 = 2, a22 = 3, a23 = 2

 a31 = 3, a32 = 3, a33 = 4

a11, a12, a13, a21, a22, a23, a31, a32, a33 e ij C¯û\K MY^û Keû~ûଉ, ù~_eò _ìaðeê @ûùfûP^û 
Keû~ûAQòö ùZùa ଆରମ ପାଉ,

 A11 = 6,   A12 = –2, A13 = –3
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 A21 = 4,   A22 = –8, A23 = 3

 A31 = –8,  A32 = 6,  A33 = –1

ରତଣୁ adj. (A) = 

⇒ adj. (A) =  (ଉତ୍ତ�)

3.5.6.2 cýûଟ୍କି୍ସର ବୁ୍ୟେକ୍ରମ

ଯଦ ିA ଏବଂ B \êAU icû^ @Wÿðee aMð cýûଟ୍କି୍ସ, ù~_eò AB = BA = I] ùZùa B Kê A e ବୁ୍ୟତକ୍ରମ 
Kêjû~ûG, @[ðûZ B = A–1 Gaõ A ରହଉଛ ିB e ବୁ୍ୟତକ୍ରମ

ମନ୍ତବ୍ୟ: 1- GK aMð cýûUâòKè 'A' e ବୁ୍ୟତକ୍ରମ ]ûeY Keòaû _ûAñ iତ୍ତଣ୍ଣ ùjCQò ù~, cýûUâòKè 'A' 
@Y-iòଙୁ୍fûe ùjaû CPòZ, @û[ðû[ | A | ≠ 0

2- ù~ùK÷ûYiò aMð cýUâòKè ବୁ୍ୟତକ୍ରମ ]ûeY Kùe ZûjûKê A^bଟ୍ତିବେ cýûUâòKè Kêjû~ûGö

3- ~\ò GK aMð cýUâòKè ବୁ୍ୟତକ୍ରମ ]ûeY Kùe ùZùa Gjû iað\û @^^ý @ùU।

GK aMð cýûUâòKè ‘A’ e ବୁ୍ୟତକ୍ରମ ଅଥଣ୍ଣାତ,
 A–1 =  = 

(ବଦି୍ୟାଥଣ୍ଣୀcûù^ _ìaðeê @ûùfûP^û ùjûA[ôaû @ûWÿRGଣ୍ଟe MêY]cð iûjû~ýùe `kû`k _ûA _ûeòùa)

ୟକୟେକ icûହେି C\ûjeY 

ଉଦାହରଣ 3.24. ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ A =  e ବୁ୍ୟତକ୍ରମ ^ò‰ðd Keö

ସମାଧାନ : ଦତ୍ତ A =  

⇒  | A | = 10 – 9 = 1 ≠ 0
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⇒ ରଯରହତୁ | A | ≠ 0, ùZYê A ଏକ @Y ସଙୁି୍ୋ� ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ @ùU ùZYୁ A–1 aò\ýcû^ @Qòö
ùZYê @ûcKê ରକା-ଫ୍ୟାକ୍ଟ� ^ò‰ðd Keòaû @ûagýKö
ùZYê A11 = a11 e ij Cତ୍ା\K = 5
 A12 = a12 e ij Cତ୍ା\K = –3
 A21 = a21 e ij Cତ୍ା\K = –3
 A22 = a22 e ij Cତ୍ା\K = 2

⇒ Adj. (A) = 

ବତ୍ତଣ୍ଣମାନ A–1 = 

⇒ A–1 =  (ଉତ୍ତ�)

ଉଦାହ�ଣ 3.25. ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ A =  e ବୁ୍ୟତକ୍ରମ ^ò‰ðd Ke Gaõ ~ûଞ୍ଚ c¤ Ke AA–1 = 
A–1 A = I.

ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ A = 

ùZY ê @ûùc _ûAaû | A | =  = 1 ≠ 0

ùZYê | A | ≠ 0 ଅଥଣ୍ଣ ‘A’ @Y-iòMêଂfûe cýûUâòKè @ùU,ରତଣୁ ସଙୁି୍ୋ� A–1 aò\ýcû^ @Qò।
A–1 _ûAaû _ûAñ @ûcKê A e @ûWÿRGଣ୍ଟ ^ò‰ðd KeòaûKê ùja, G[ôପାAñ @ûùc A e ij Cତ୍ା\K MêWÿòK 

ନରି୍ଣ୍ଣୟ କ�ବିା
ଆମର ପାଉ A11 = –9, A12 = –8, A13 = –2
 A21 = 8, A22 = 7, A23 = 2
 A31 = –5, A32 = –4, A33 = –1

\ adj. (A) = 
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 = 

ùZYê A–1 = 

 = 

~ûଞ୍ଚ _ûAñ AA–1 = A–1 A = I (ବଦି୍ୟାଥଣ୍ଣୀମାରନ ^òùR ùPÁû Keò _ûeòùaA)

ପ୍ରଶ୍ନମାଳା 3.5

cûA^e,ରକା-ଫ୍ୟାକ୍ଟ�, @ûWÿRGଣ୍ଟ Gaõ ବୁ୍ୟତକ୍ରମ C_ùe @û]ôeòZ _âgÜ Gaõ \ò@û~ûA[ôaû ମାUâòKè _ûAñ 

@ûWÿRGଣ୍ଟ aýajûe Keò ବୁ୍ୟତକ୍ରମ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କ�।
1. ଦତ୍ତ WÿòUecò^ାଣ୍ଟ _ûAñ _âùZýK C_û\û^e icÉ cûA^ei Gaõ ରକା-ଫ୍ୟାକ୍ଟ� ^ò‰ðd Keö

  A =  

2. ଦତ୍ତ cýûUâòKèe @ûWÿRGଣ୍ଟ ^ò‰ðd Ke

 a.    b. 

3. ଦତ୍ତ cýûUâòKèe @ûWÿRGଣ୍ଟ ^ò‰ðd KeA = .

4. ଦତ୍ତ cýûUâòKèe @ûWÿRୟଣ୍ଟ ^ò‰ðd Ke

 a.    b. 

5. ^òcÜfòLôZ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସe ବୁ୍ୟତକ୍ରମ ^ò‰ðd KeA = .
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6. ଦତ୍ତ D =  ù~CñVûùe d1, d2, d3 ଏବଂ d4 gì̂ ý ê̂ùjñ D–1 ò̂‰ðd Ke।

ଉତ୍ତ� ମାଳା 
1. M11 = (ab2 – ac2), M12 = (ab – ac), M13 = (c – b)
 M21 = a2b – bc2, M22 = (ab – bc), M23 = (c – a)
 M31 = (ca2 – cb2, M32 = (ca – bc), M33 = (b – a)
 A11 = (ab2 – ac2), A12 = (ac – ab), A13 = (c – b)
 A21 = (bc2 – a2b), A22 = (ab – bc), A23 = (a – c)
 A31 = (ca2 – cb2), A32 = (bc – ca), A33 = (b – a), | A | = (a – b) (b – c) (c – a)

2. a.    b.  3. 

4. a.    b. 

5.  6. 
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@ûKhðYúd Z[ý
aòbò^Ü @…ûkòKûe MV^Kê ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ iûjû~ýùe _eòaତ୍ତଣ୍ଣନ Kò´û WÿòRûA^ Keû~ûA _ûeòaö @ûùc ବୁଜଣ୍ଣ 
Lfò`û’ue C\ûjeY ù^A_ûeòaû; WÿòRûA^þ ~ûjû GùZ iû]ûeY ^êùjñ, ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ aýajûe Keò 
Zò@ûeò Keû~ûA[ôfûö
 • ùKZK ÊZªbûaùe _eòKÌòZ Kû~ýðMêWÿòK ù~_eòKò ପୁନ�ାବୃତ୍ତ ିଫଳନ ପଦ୍ଧତ ି(Iterated Function 
system) PòZâ @ûuòaû _ûAñ _âKéZùe cRûkò@û Gaõ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ aýajûe ijòZ MY^û Keû~ûG

 • @ûAUò Gaõ iìP^û iêelû (aòùgh Keò G^Kâò_i^)e ପ�ସି, @ù^K @ûAUò Kµû^ò MêWÿòK Gjò cýûUâòKè 
MêWÿòKê ତଥ୍ୟ ଗଠନ (Data structure) bûaùe ସନ୍ାନ ଜଜି୍ାସା (Search queria) Kê Kû~ýðKûeò 
Keòaା, C_ùbûqûe ସPୂ^û UâûK Keòaା Gaõ WÿûUûùai _eòk^û Keòaû _ûAñ aýajûe Ke«òö

 • Gjû @ù^K iÚû^ùe c]ý aýajéZ ùjûA _ûùe, ù~_eòKò Kûe ùeiòõ ùMc ùLkòaûùaùk câûUâòKè 
Né‰ð^ Kùeö ù^UIßûKðe GK KäÁe ^òcðûY, ù`iaêK, UßòUe, A^ÁûMâûc C_ùe Keû~ûA[ûG, Kò´û 
IßûfiÖãòUþùe aûYòRý Keòaû icdùe c¤।

ଭିଡଏି ସଂୟ�ାଗ

Basic Matrix 
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to Matrix 
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Applications

   

Elementary 
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Operations   

Determinant 
of 

a Matrix
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aûÉa Rúa^ùe _âùdûM: 
 • Aòbò^Ü Mâû`òKè i`ÖùIße ù~_eòKò @û_Yue aýqòMZ KµêýUùe @ûùWÿûa i`ÖùIße, PòZâ _â\û^ Keòaû 
_ûAñ ùe÷LôK eì_û«eò KeY _âKâòdû _ûAñ cýûUâòKè aýajûe Kùeö

 • GK aMð cýûUâòKè GK RýûcòZòK aÉêe GK ùe÷LôK eì_û«eúKeYKê _âZò_û\òZ Keò_ûeòa, C\ûjeY 
Êeì_, GK cýûUâòKè KûùUðiò@û^ x-y icZkùe x Kò´û y-@lùe GK aÉêKê _âZò`kòZ Keò[ûGö

 • ùMcòଙି୍ò AŠÁò ପ�ସିe Gaõ AùcR ù_âûùiiòõ ପ�ସିeùe Gjûe _âùdûM @Qò ù~CñVûùe ù_ûLeò 
^\ú Gaõ @^ýû^ý ଓେଟା ଚତି୍ ଗୁଡକିର� _âZò`kନ ରଦଖାଯାଏö

 • KµêýUe Mâû`òKèùe cýûUâòKè c¤ GK MêeêZß_ì‰ð bìcòKû MâjY Keò[ûGö ù~ùZùaùk ùfûKcûù^ 
ù~ùK÷ûYiò aÉê C_ùe ù~ùKû÷Yiò @ûagýK cýûUâòKè _eòaତ୍ତଣ୍̂ଣ Kê _âùdାM KeòaûKê Pûjû«ò, C\ûjeY 
Ê�ୂ_ KାUê^ ଚ�ତି୍ MêWÿòKö

 • ପ୍ଲUòõ iùbðùe ùicûù^ MêeêZß _ì‰ð bìcòKû MâjY Ke«òö _âKéZ Z[ýe _âZò^òଧିZß ù~_eòKò ùfûK 
iõLýû, gògê céZýêjûe ùicû^u cû¤cùe Keû~ûA_ûeòaö

 • @[ð^úZòùe c¤ ^òbðegúk Pke _ìaðû^êcû^òK cùWÿf ^òcðûY, ùidûe aòùgähY Keòବା, aýaiûde 
aûYòRý @¤d^ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ cû¤cùe Keû~ûA _ûeòa 

 • _\û[ð aòmû^ùe, aýûùUeú _ûIßûe @ûCUþ_êU MY^û Keòaû ùak, Kòyð_କେe ^òdc icû]û^ Keòaû 
Gaõ କ୍ାଣ୍ଟc`òRòKèè ùlZâùe cýûUâòକ୍ସ GK MêeêZß _ì‰ð bìcòKû MâjY Keò[ûGö

 • bì aòmû^ùe c¤ bìକµ iùaðlY Keòaû ùaùkùicûù^ GK MêeêZß_ì‰ð bêcòKû MâjY Ke«òö
 • ùeûùaûUòKèùe, ùeûaUòKþ MZò MêWÿòK cýûUâòKè @û]ûeùe aýûLýû Keû~ûA[ûGö

3.6 cýûUâòKèe ରାu

ଏକ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସର� ଥିବା ସରବଣ୍ଣାଚ୍ଚ ସଂଖ୍ୟକ ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଧାଡ ି (କମି୍ା ସ୍ତମ୍ଭ) ଅରଟ । ଏହାକୁ r(A) ଦ୍ା�ା ସଚୂତି 
କ�ାଯାଏ । ଅଥଣ୍ଣାତ୍

1- .@Wÿðe 'r' e @ZòKcùe ùMûUòG cûA^e (aMð C_cýûUâòKè) @Qò, ~ûjû cìfý gì^ý ^êùjñö
2- cýûUâòକ୍ସ 'A' e _âùZýK cûA^e, ~ûjûe @Wÿðe 'r' Vûeê @]ôK jêG, Zûjû gì^ý ùja’ A e �ାu 

r(A) \ßûeû ସଚୂତି Keû~ûGö
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ମନ୍ତବ୍ୟ:

1. r(A) = 0, ù~ùZùaùk  A GK gì^ý cýûUâòKè @ùUöA
2. r(A) ≥ 0, ù~ùZùaùk A ≠ 0.
3. ~\ି A .@Wÿðe  n e @Y iòwêfûe cýûUâòKè jêG, ùZùa r(A) = n
4. ~\ି A.@Wÿðe n e iòwêfûe cýûUâòKè jêG, ùZùa  r(A) < n
5. ~\ò cýûUâòKè A ଅଡଣ୍ଣ� m × n jêG, ùZùa r(A) ≤ min(m, n)
6. �ାକେ r e _âZýK cýûUâòKè A ସହତି ଅନୁ�ୂପ ରସଠାର� @Y iòwêfûe cýûUâòରସସ୍ P Gaõ Q ଅଛ ି 

ରଯପ�କି ି

  PAQ = 

C\ûjeY Êeê_: cýûUâòKè A =  � �ାକେ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କ�

icû]û^: ଦତ୍ତ  A = 

ùZùa | A | = 2(1) = 2 ≠ 0
⇒ cýûUâòKè A GK @Y iòwêfûe cýûUâòK ~ûjûe @Wÿðe 3 @ùUö
⇒ r(A) = 3.

3.6.1 cýûUâòKè e ରାଙ୍କ ^ò‰ðd Keòaା _ûAñ ବକିଳ୍ପ ଉପା�

cýûUâòKèe �ାକେ ùijò cýûUâòKèe ଇରକf^þ �ୂପùe @Ygê^ý ]ûWÿò iõLýû ijòZ icû^ö

ମନ୍ତବ୍ୟ: @Ygì^ý ]ûWÿò ùjCQò ùijò ]ûWÿò ù~Cñ[ôùe ଅତକିମର� ùMûUòG C_û\û^ gì^ý ^êùjñ
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ଉଦାହରଣ: ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ =  e �ୟାଙ୍କ ^òeୂ_Y Ke।

ସମାଧାନ: ସ୍ପଷ୍ଟ�ୂରେ ଦଆିଯୟାଇଛ ିରଯ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ A ଇରକଲନ୍  �ୂେର� ଅଛ।ି ଏହୟା� 2ଟ ିଅଣଶୂନ୍ ଧୟାଡ ିଅଛ।ି
ରତଣୁ A � �ୟାଙ୍କ = 2 ଅର୍ୟାତ୍  r(A) = 2.

ରକରତକ ସମୟାହତି ଉଦୟାହ�ଣ

ଉଦାହରଣ 3.26. ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ A =  � �ୟାଙ୍କ ନରି୍୍ୟ କ�

ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ  A = 

R2 → R2 + R1, R3  → R3 – R1

 A ~ 

R3 → R3 + R2

 A ~ 

R3  → 4R3 – R2

 A ~ 

\ ଏଠୟାର�,@Ygì^ý ]ûWÿò iõLýû 3 @ùU ùZYê �ୟାଙ୍କ r(A) = 3 (ଉତ୍ତର) 

ଉଦାହରଣ: 3.27. ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ A =  � �ୟାଙ୍କ ନରି୍୍ୟ କ�

ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ   A = 
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R2 → R2 + 2R1, R3  → R3 – R1

 A ~ 

R3 → R3 – R2  A ~ 

\ ଏଠୟାର�, @Ygì^ý ]ûWÿò iõLýû \êA @ùU ùZYê �ୟାଙ୍କ r(A) = 2 (ଉତ୍ତର) 

ଉଦାହରଣ 3.28. b e ùKCñ cìfý _ûAñ cýûUâòKè A =  e �ୟାଙ୍କ 2 @ùU।

ସମାଧାନ GVûùe @ûc� ଅQò  A = 

R1 → 2R1

 A ~ 

R3 → R3 – R1

 A ~ 

R3 → R3 – R2

 A ~ 

~ଦ ିA e �ୟାଙ୍କ \êA @ùU ùZùa b – 2 ^ò½ò« gì^ý ùjaö

@[ðûZ b – 2 = 0 ⇒ b = 2 (ଉତ୍ତର)

ଉଦାହରଣ 3.29. ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ A =  e �ୟାଙ୍କ ^òeୂ_Y Ke।

ସମାଧାନ: GVûùe @ûc� ଅQò A = 
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R2 → R2  – R3 → R3 – 2R1, R4 → R4 – 

 A ~ 

R3 → R3 – 2R2, R4 → R4 – 7R2

 A ~ 

ଏଠୟାର� ଅଣଶୂନ୍ ଧୟାଡ ିସଂଖ୍ୟା= 2 ରତଣୁ �ୟାଙ୍କ(A) = 2

ଉଦାହରଣ 3.30. ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ A =  e �ୟାଙ୍କ ^ò‰ðdKe।

ସମାଧାନ: ଆମ� ଅଛ ି A = 

R2 → R2  – 2R1, R3 → R3  – 3R1, R4 → R4 – 6R1

 A ~ 

R3 → R3 – 2R2, R4 → R4 – 3R2

 A ~ 

R3 ↔ R4 A ~ 
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GVûùe @Ygì^ý ]ûWÿò iõLýû 3 @ùUö ùZYê �ûu (A) = 3

ଉଦାହରଣ 3.31. ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ A =  e �ûu ^ò‰ðd Ke।

ସମାଧାନ: GVûùe, ଆମ� ଅଛ ି A =  R1 ↔ R2

A ~  R2 → R2  – 2R1, R3 → R3  – 3R1, R4 → R4  – 6R1

 A ~  R3 → R3  – R4 → R4  – 

 A ~   R4 → R4  – R3

 A ~ 

�ûu =@Ygì^ý ]ûWÿò iõLýୟା 4 eýûu (A) = 4

ଉଦାହରଣ 3.32. ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ A =  e �ûu ^ò‰ðd Ke

ସମାଧାନ: GVûùe, ଆମ� ଅଛ ି A = R2 → R2  – 2R1, R3 → R3  – 3R1, R4 
→ R4  – 6R1
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 A ~ R4 → R4  – R3

 A ~  R4 → R4  – R2

 A ~  ⇒ R2 ↔ R3, A = 

�ûu = @Ygì^ý ]ûWÿò iõLýû 3 �ûu  (A) = 3

3.7 ମ୍ାଟ୍ରିକ୍ସର ^cðûf eì_ (କାନନରିକାଲ eì_)
_âùZýK m × n ଅଡ୍� @Ygì^ý cýûUâòKèKê _âû[còK ]ûWÿò Gaõ ସ୍ତମ୍ଭ _âùdûM \ßûeû ^òcÜfòLôZ ù~ùK÷ûYiò 
eì_e icû^ cýûUâòKèùe jâûi Keû~ûA _ûùeö 

 i.    ii. 

 iii. [Ir : 0]   iv. [Ir]

ù~ଉVଁûùe Ir @Wðÿe r ÿe GKK cýUâòKè @ùU Gaõ 0 ÿùKû÷Yiò @Wÿðee gì^ý cýûUâòKèKê iìଚୟାGö ~ûjûKê Gjûe 
^cðûf eì_ Kò´û କୟାନନକିୟାଲ eì_ Kêjû~ûGö Gjò ପ୍ରକୟାର� ଲବ୍ଧ iõLýû r Kê A e �ûu Kêjû~ûGö

Gaõ r(A) = r

ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ  Kê A e କୟାନନକିୟାଲ eì_ Kêjû~ûGö ù~ùjZê GVûùe ଧୟାଡ ିGaõ Éମ୍ଭ _eòaତ୍ତ୍̂  Cbde 
aýajûe Keû~ûA _ûùe, _âû¯ùjûA[ôaû _â[c ]ûWÿòe ùMûUòG C_û\û^Kê _â[c É´ùe _eòaତ୍ତ୍ତିZ Keû~ûA 
_ûeòaö _êYò _â[c ]ûWÿò Gaõ _â[c Éମ୍ଭ \êAUòKê @^ý @Y-gì^ý C_û\û^ MêWÿòKê aòùfû_òZ Keû~ûA _ûùeö 
Gjò _âKûeùe, \ßòZúd ]ûWÿòe ରଗୟାଟଏି C_û\û^Kê  \ßòZúd Éମ୍ଭùe a\kûA \ò@û~ûA _ûùe Gaõ Gjò 
ପ୍ରKûeùe ^cðûf �ୂ_ ଲବ୍ଧ ହୁଏ।
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କକକେକ ସମାହରିେ C\ûjରଣ

 ଉଦାହରଣ 3.33. ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ A =  e �ûu ନରି୍୍ୟ Ke 

ସମାଧାନ: ମନରକ� A = C2 → C2  – 2C1, C3 → C3  + C1, C4 → C4  – 
3C1

 A ~ C3 → C3  + 2C4, C4 → (–1)C4

 A ~ R2 → R2  + 2R1, R3 → R3  – R1

 A ~ R3 → R3  – R2

A ~ 

C2 ↔ C4A ~ 

~ûjû GK @ûagýK ^cðûf eì_ cýûUâòKè A e �ୟାଙ୍କ= 2 

ଉଦାହରଣ 3.34. ^cðûf eì_Kê jâûi Keò ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ A =  �ûu ନରି୍୍ୟ Ke

ସମାଧାନ: @ûc� ଅଛ ି A = 

R1 → R1 A ~ 
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R3 → R3  + R1(–4) A ~ 

C3 → C3  + C1  A ~ 

C4 → C4  +  A ~ 

R3 → R3  – 5R2 A ~ 

 A ~ 

R3 → R3  A ~ 

C4 → C4  + C3  A ~  = [I3 : 0]

~ûjû GK @ûagýK ^cðûf eì_ cýûUâòKè A �ୟାଙ୍କ = 3.

ଉଦାହରଣ 3.35. ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ A =  Kê ^cðûf eì_ B= Kê jâûi Keö

ସମାଧାନ:ଆମ� ଅଛ ି A = 
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C2 → C2  + C1, C3 → C3  – 2C1, C4 → C4  + 3C1

 A ~ 

R2 → R2 – 4R1 A ~ 

R4 ↔ R2 A ~ 

C4 → C4  – 2C2 A ~ 

 A ~ 

C3 ↔ C4 A ~ 

 A ~ 

R4 → R4  + 2R3 A ~  = I4

\ùZYê r(A) = 4.
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ଉଦାହରଣ 3.36. ^cðûf eì_Kê jâûi Keò ^òcÜfòLôZ cýUâòKèe �ûu ନରି୍୍ୟ Ke।

A = 

ସମାଧାନ: ଆମ� ଅଛ ି A = 

 A ~ 

 A ~ 

R3 → R3  – R2

 A ~ 

 A ~ 

 A ~ 

C4 → C4  + 2C3 A ~ 



ମ୍ୟାଟ୍ରିସସ୍  261

 A ~  = 

\(A) e �ୟାଙ୍କ = 3.
ଉଦାହରଣ 3.37.cýûUâòKèKê ^cðûf eì_ùe jâûi Ke Gaõ Gjûe eûu ^ò‰ðd Ke ~ଦି

A = 

ସମାଧାନ: ଆମ� ଅଛ:ି  A = 

 A ~ 

 A ~ 

 A ~ 

 A ~ 

 A ~  = 
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ùZYê Gjûe �ୟାଙ୍କ = 2.

ଉଦୟାହ�ଣ 3.38. ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ A Kê Gjûe ^cðûf eì_ùe jâûi Ke ù~ùZùaùk 

A =  ùZYê cýûUâòKè Ae �ୟାଙ୍କ ^ò‰ðdKeö

ସମୟାଧୟାନ: ଦତ୍ତ cýûUâòKè ùjCQò A = 

 A ~  ⇒  A ~

C3 ↔ C2 A ~  ⇒  A ~ 

 A ~  ⇒   A ~ 

C3 ↔ C4 A ~  = 

~ûjûKò @ûagýK ^cðûf �ୂେ, ùZYê ଦତ୍ତ cýûUâòKèe �ୟାଙ୍କ = 3

3.7.1 P Gaõ Q ନରିର୍ଣ୍ଣୟ Keòaû ù~ଉVଁûùe PAQ = 

~\ି A, m × n @Wÿðe cýûUâòKè jêG ùZùa A = Im A In ùfL ù~CñVûùe Im Gaõ In ~[ûKâùc m Gaõ n @
ଡe୍ cýûUâòùii @ùUö @^êeì_ cýûUâòକ୍ସ ijòZ ପ୍ରୟାରମିକ MêY^ \ßûeû A C_ùe ପ୍ରୟାରମିକ ଧୟାଡ ି_âKâòdûe _âbûa 
_Wÿò_ûùeö @[ðûZ _eaତ୍ତ୍ୀ _~ðýûdùe Im @[aû Im eê còkò[ôaû cýûUâòKè C_ùe icû^ _âùdûMö icû^ 
bûaùe _eaତ୍ତ୍ୀ _~ðýûdùe In eê @[aû In  eê còkò[ôବୟା cýûUâòKèò C_ùe icû^ _âùdûM ijòZ A C_ùe  
ପ୍ରୟାରମିକ Éମ୍ଭ ପ୍ରକି୍ୟୟାe _âùdûM icû^ @ùUö iବðùghùe @ûùc aûc _ûgßðùe A iÚû^ùe  _ûA[ûCö 

@ûùc Im iÚû^ùe P Gaõ WÿûjûY _ûgßðùe In iÚû^ùe Q _ûAaûö
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କକକେକ ସମାହରିେ ଉଦାହରଣ

ଉଦାହରଣ 3.39. @Y iòwêfûe cýûUâòKè Pଏବଂ Q e cû^ ନରି୍୍ୟ Ke ù~_eòKò PAQ ^ମ୍ୟାf eì_ùe 

ejòa: ù~CଁVò A = 

ସମାଧାନ: @ûc� ଅଛ:ି [A]2×3 = I2 . A . I3

   = 

  = 

R2 → R2 + R1  = 

C2 → C2 – C1, C3 → C3 + 3C1

  = 

  = 

C3 → C3 + C2  = 

 [I2 : 0] = PAQ

ରତଣୁ P =  Gaõ Q = 
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ଉଦାହରଣ 3.40. ଯଦ ିA =  jêG P Gaõ Q ଦୁଇଟ ି@Y iòwêfûe cýûUâòùiùi ^òର୍୍d Ke 
ù~_eòKò PAQ = I.

                                 ସମାଧାନ:  A = 

 [A]3×3 = I3 A I3

   = 

R1 → R1 – R2  = 

R2 → R2 – 2R1  = 

C2 → – C2  = 

R2 ↔ R3  = 

R3 → R3 – 3R2  = 

C3 → C3 – C2  = 

 I3 = PAQ

ରତଣୁ P =  ଏବଂ Q = 
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ଉଦାହରଣ 3.41.@Y iòwêfûe cýûUâòùii P ଏବଂ Q ^òର୍୍d Ke ù~_eòKò PAQ ^cðûf eୂ_ùe ejòa 
ù~ùZùaùk 

A = .

ସମାଧାନ: A = 

 [A]3×4 = I3 . A . I4

   = 

R1 ↔ R2  = 

  = 

  = 

R2 ↔ R3  = 
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R2 → R2 (–1/11)  = 

R3 → R3 + 11R2  = 

C3 → C3 – C2, C4 → C4 – C2

  = 

R3 →   = 

C4 → C4 +   = 

[I3 : 0] = PAQ

ରତଣୁ P =  ଏବଂ Q = 

~ûଞ୍ଚ କ�ବିୟା:
 PAQ = 

 PAQ =  = 
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ପ୍ରଶ୍ନମାଳା 3.6

^òcÜfòLôZ cýûUâòùiie �ୟାu ନରି୍୍ୟ Ke

1.    2.  

3.    4.  

5.    6. 

7. 

^cðûf eê_ùe jâûi Keòaû _ùe ^òcÜfòLôZ cýûUâòùiie �ୟାu ନରି୍୍ୟ Ke

8.    9. 

10.    11. 

\êAUò @Yiòwêfûe cýûUâòùii P Gaõ Q ^ò‰ðd Ke ù~_eò PAQ cýûUâòK A _ûAñ ^cðûf eê_ùe ejòaö 
ù~CVûùe A 

12.    13. 

14. 
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ଉତ୍ତର
1. 2  2. 2 3. 2 4. 2
5. 2  6. 2 7. 2 8. 2
9. 3  10. 3 11. 3

12. P = 

13. P = 

14. PAQ = 

@ûKhðYúd Z[ý

 • WÿûUûcûA^òw Gaõ aûùdûA^`�ରମଟKିè _eòieùe cýûUâòKèe eûue _âùdûM @Qòö
 • iûcûRòK aòmû^ùe ରଦଶଗୁଡକି େୟାଇଁ ଉେର�ୟାକ୍ୟା େସନ୍ଦ, cýûUâòKèe �ୟାଙ୍କ ଦ୍ୟା�ୟା C_iÚû_òZ jêG ।
 • ଜୀବ ବଜି୍ୟାନର� ଜନି୍ ଅ�ିବ୍କି୍� ସ୍ତ� ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ବ୍ବହୟା� କ� ିଉେସ୍ୟାେିତ ହୁଏ।
 • ùcWÿòKûf ùlZâùe cýûUâòùii aýajûeKeò ùicû^u cùfKêfûe Z[ýeê KKðU Gaõ Gjûe C__âKûe 
MêWÿòK @ûaòÃéZ jêGö

ଭରିWÿòI ସଂକ�ାଗ

ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ� �ୟାଙ୍କ
  

ର�ୈଖିକ 
ସମୀକ�ଣ 
ସମହୂ-II

  

ର�ୈଖିକ 
ସମୀକ�ଣ 

ସମହୂ
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@ûAiòUòe aýajûe
 • https://youtu.be/puq3qyEWMWs

aûÉa ଜୀa^ùe _âùdûM

 • MYòZ Gaõ KµêýUe ù_âûMâûcòõ cùWÿfòõ ^òcðûY _ûAñ GMêWÿòK @Zý« aýajéZ ùjûA[ûGö iûAae 
iêelû ରଷେତ୍ରର� ରଯଉଁଠୟାର� ନମି୍ନ �ୟାଙ୍କ ଅଛ,ି ଯଦ ିକଛି ିଅଜ୍ୟାତ ତର୍କୁ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ �ୂେର� େୁନ�ୁଦ୍ୟା� କ�ବିୟାକୁ 
େରଡ, ରତରବ ଏହୟା ଅତ ିଦଷେତୟା� ସହତି ସହଜର� େୁନ�ୁଦ୍ୟା� ରହୟାଇେୟା�ବି 

 • �ୟାଙ୍କ ମୟାତ୍ରୟା� ପ୍ରତବିମି୍ୱ ବଷିୟର� ଏକ ଧୟା�ଣ ମଧ୍ୟ ଦଏି। ଉଦୟାହ�ଣ ସ୍ୱ�ୂେ, 3D ରସ୍ପଶ�ୁ ମ୍ୟାେିଙ୍ଗ 2D 
ସମତଳ ମ୍ୟାେିଙ୍ଗର� _ì‰ð �ୟାu ନରୟାଏö

3.8 ùe÷LôK iମୀKeY ସମହୂ
cù^Ke ùcû _ùWÿûgúùe GK aòPòZâ ù\ûKû^ú @Q«òö ùi ^ò½Z ù~ KòQò bûeZúd PûCk @ù_lû @]ôK 
Mjc Lû@û«ò Gaõ KòQò bûeZúd Mjc @ù_lû @]ôK ଚୟାCk Lû@û«òö ùZYê ùi ùKak \êAଟ ିcû^e _
ýûùKU _â\û^ Ke«òö _â[c _ýûùKU, GjûKê N ùaûfò Kêjû~ûG, G[ôùe 5 KòùfûMâûc Mjc ଓ 2 KòùfûMâûc 
ଚୟାCk [ôaû ùaùk \ßòZúd _ýûùKUùe GjûKê S ùaûfò Kêjû~ûG, G[ôùe 2 KòùfûMâûc Mjc ଓ 5 KòùfûMâûc 
ଚୟାCk @Qòö ଚୟାf GK ଷିେପ୍ର ରଲଖୟା େଦ୍ତ ିCnûa^ Keòaûö ù~ùZùaùk @ûùମ (m, n) ùfLôaû, @ûùc 
aêSòaû m KòùfûMâûce Mjc Gaõ n KòùfûMâûce ଚୟାCkö aତ୍ତðcû^ ~\ò cêñ  N e 3 _ýûùKU KòùY, Gjûe 
@[ð ù~ cêñ 15 KòùfûMâûce Mjc Gaõ 6 KòùfûMâûce ଚୟାCk KòYêQòö @[ðûZ 3N = 5(5, 2) = (15, 6)

ରସହେି� ିS e 2 _ýûùKU @ର୍ 4 KòùfûMâûce Mjc Gaõ 10 KòùfûMâûce ଚୟାCk, @[ðûZ 2S = 2(2, 
5) = (4, 10) 

~\ò cêñ _âùZýK _ýûùKU c¤eê ùMûUòG KòYòaò, ùZùa cêñ 7 KòùfûMâûc Mjc Gaõ 3 KòùfûMâûc ଚୟାCk 
KòYò[û«ò, Zûjû

N + S = (5, 2) + (2, 5) = (5 + 2, 2 + 5) = (7, 7)

ùZYê c ୁଁ N � m _ýûùKU ଓ S � n _ýûùKU କମି୍ୱୟା ଉ�ରୟ ଆବଶ୍କ କର�ö ùKû÷Yiò @iêaòଧୟା ^ûjóö 
cù^Ke ùcûùZ 19 KòùfûMâûce Mjc Gaõ 16 KòùfûMâûce ଚୟାCk \eKûeö cêñ KY Keòaò? ରମୟାùZ N 
e x _ýûùKU Gaõ S e y _ýûùKUþ KòYòaû @ûagýK, 

ରଯେ�କିି
 x(5, 2) + y(2, 5) = (19, 16)



270 | କଳନ ଏବଂ ର�ୈଖିକ ବୀଜଗଣିତ

ଅର୍ୟାତ୍ (5x, 2x) + (2y, 5y) = (19, 16) Kò´û (5x + 2y, 2x + 5y) = (19, 16) ରତଣୁ ମୁଁ ର�ୈଖିକ 
iମୀKeYe icû]û^ Keòaò 

 5x + 2y = 19

 2x + 5y = 16.

n @mûZ ଥିବା n iମୀKeଣର aûLýû:
x1, x2 ...... xn @mûZ[ôaû n icúKeY aògòÁ GK ର�ୈLôK icúKeY cû^ue GK ùiUþ @ùUö ଯୟାହୟା� 

�ୂେ
 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

...
...

..........................................
...

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + = 
+ + + = 


+ + + = 

 

...(1)

ù~CñVûùe aij (1 ≤ i, j ≤ n) ùjCQò RYûiêYû ijM bi (1 ≤ i ≤ n) ùjCQò ଦତ୍ତ iõLýû cûù^A

Uò_Yú: Gହ ିସମହୂକୁ ସମଘୟାତୀ Kêjûଯିବ ~\ò icÉ bi gì^ý jêGö
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@^ý _lùe Gjû @icûwú @ùUö cýûUâòKè ଚରିହ୍ନùe, େମହୂ(1)Kê Gjò bûaùe ùfଖû~ûA _ûeòaö

 AX = B

ù~CñVò A = 

11 12 1 1 1

21 22 2

1 2

, ,

n

n

n n nn n n

a a a x b
a a a

X B

a a a x b

     
     
     = =
     
     
     



  

     



େମହୂ(1)e @MùcସଟେùWÿ cýûUâòKèKê Gjò bûaùe ùfLû~ûA _ûeòa।

 C = [A : B] = 

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

n

n

n n nn n

a a a b
a a a b

a a a b

 
 
 
 
 
 

 

 

     

 

(1)e icû]û^ ùjCQò x1, x2 ..... xn iõLýû MêWÿòKe ùiU ~ûjû icÉ n icúKeYKê iନ୍ତୁÁ Kùeö

ମନ୍ତବ୍ୟ: @Mùcଣ୍ଟେùWÿ cýûUâòKè: iମୀKeY GK େମହୂରତୁ GK @MùcସଟେùWÿ cýûUâòKè ùjCQò iõLýû 
MêWÿòKe GK cýûUâòKè ù~Cñ[ôùe _âùZýK ]ûWÿò ùMûUòG iମୀKeYରତୁ ଧ୍ରୁaKକତୁ_âZò^ò[ôZß Kùeö (Cbd 
ijM ଓଧ୍ରୁaK icû^ PòjÜe @_e _ûgßùe ejò[ûG)ଏବଂପ୍ରସ୍୍କସ୍ତମ୍ଭସ�ୟାଟରିଏଚଳପୟାଇଁେମସ୍ତେହ�କତୁ
ପ୍ର୍ରିନରିଧିତ୍ୱକସର।

3.8.1 ଣ୍�ୈଖିକ ସମୀକ�ଣ � ପ୍ରକା�
A. ଅେମୟାଙ୍ୀେମୀକରଣ
B. େମଘୟା୍ୀ େମୀକରଣ

3.8.1.1 ଅସମାଙ୍ୀ ସମୀକ�ଣ ସମହୂ 
i. ସଂଗତ:ଏକେମୀକରଣେମହୂକତୁେଂ�୍କତୁହୟାଯରିବ,ଯଦରିସେମୟାନଙ୍କରସ�ୟାଟରିଏକରିମ୍ୟାଅଧିକେମୟାଧ୍ୟାନ

ଥୟାଏ।ଅଥ୍ୟାତ୍
 x + 2y = 4 x + 2y = 4

 3x + 2y = 2 3x + 6y = 12

 ଅନନ୍େମୟାଧ୍ୟାନ ଅେୀମ େମୟାଧ୍ୟାନ
ii. ଅସଙ୍ତ:ଯଦରିଏକେମୀକରଣେମହୂରେମୟାଧ୍ୟାନନୟାହିଁ,ଏହୟାକତୁଅେଂ�୍କତୁହୟାଯରିବ।
 x + 2y = 4
 3x + 6y = 5
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ଣ୍�ୈଖିକ ସମୀକ�ଣ ସମହୂ� ସଂଗତ:ି
ଚୟାଲନ୍ତୁ କହରିବୟାnେମୀକରଣ�ତୁଡରିକଏହରିପରରିଅସଟ।
 a11x1 + a12 x2 + ... + a1n xn = b1

 a21x1 + a22 x2 + ... + a2n xn = b2

 ...........................................................

 am1x1 + am2 x2 + ... + amn xn = bm

cýûUâòKè େସଙ୍କ୍ ପଦ୍ଧ୍ରିସର GjòicúKeY MêWÿòK G_eò bûaùe ùfûLû~ûA _ûeòa:
 AX = B

ସଯଉଁଠରି A = 

11 12 1 1 1

21 22 2

1 2

, ,

n

n

m m mn n m

a a a x b
a a a

X B

a a a x b

     
     
     = =     
     
      



  

     



ଅଗ୍ସମସଟେସଡ୍ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସସହଉଛରି
 C = [A : B] = 

a. ସଂଗତ ସମୀକ�ଣ:
ଯଦରିAରରୟାଙ୍କ=[A:B]ରରୟାଙ୍କହତୁଏ

 i.ଅନନ୍େମୟାଧ୍ୟାନ:Aରରୟାଙ୍କ=[A:B]ରରୟାଙ୍କ=n(ଅଜ୍ୟା୍େଂଖ୍ୟା)
 ii.ଅେୀମେମୟାଧ୍ୟାନ:Aରରୟାଙ୍କ=[A:B]ରରୟାଙ୍କ<n(ଅଜ୍ୟା୍େଂଖ୍ୟା)
b. ଅସଙ୍ତ ସମୀକ�ଣ:

ଯଦରିAରରୟାଙ୍କ≠[A:B]ରରୟାଙ୍କହତୁଏ,ସ୍ସବ,ଆସମକହରିପୟାରରିବୟାସରୈଖିକେମୀକରଣେମହୂ�ତୁଡରିକ
ଅେମୟାଙ୍ୀେମୀକରଣଅଥବୟାେମଘୟା୍ୀେମୀକରଣ।

 Gjû biC_ùe ^òbðe gúk,@icûwú icúKeY େମହୂ MêWÿòK iõMZ @[aû @iõMZ ùjûA[ûG 
~ûjû @^ê~ûA icúKeY େମହୂe @^^ý icû]û^ Kò´û @iୀc @ù^K icû]û^ [ûGö
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ସଂଣ୍ଷେପଣ୍�:

GK @icûwú ùe÷LôK icúKeY େମହୂAX = B

େcû]û^ aò\ýcû^ @Qò, 
icúKeY େମହୂ iõMZ @ùU

ଅନନ୍େମୟାଧ୍ୟାନ @iúc iõLýK େମୟାଧ୍ୟାନ

icû]û^ ^[ûG, icúKeY 
େମହୂ ଅiõMZ @ùU

r(A) ଏବଂ r[A : B] ନରିଣ୍ୟ କର

ଯଦରି r(A) = r[A : B]

ଯଦରି r(A) = r[A : B] = n ଯଦରି r(A) = r[A : B] < n

n = ଅଜ୍ୟା୍iõLýୟା

ଯଦରି r(A) ≠ r[A : B]

ଣ୍କଣ୍ତକ ସମାହତି ଉଦାହ�ଣ

ଉଦାହ�ଣ 3.42. ଦର୍ୟାଅù~ iମୀKeY MêWÿòK 

 2x + 6y = –11
 6x + 20y – 6z = –3
 6y – 18z = –1
iõMZ ^êùjñö
ସମାଧାନ:ଦତ୍ତେମୀକରଣେମହୂରମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସରୂପସହଉଛରି

 =

 AX=B
ସଯଉଁଠୟାସର A=

ଅ�ସମସଟେଡ୍ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ
 C=[A:B]=
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R2 → R2 – 3R1, C ~ 

R3 → R3 – 3R2 C ~ 

\	 r(A) = 2 ଏବଂr(A : B) = 3
⇒ r(A) ≠ r(A : B)
ସ୍ଣତୁ,େମୀକରଣ�ତୁଡରିକେଙ୍୍ନତୁସହଁ।
ଉଦାହ�ଣ 3.43. iõMZ _ûAñ _eୀlû Ke Gaõ icû]û^ Keö
 5x + 3y + 7z = 4
 3x + 26y + 2z = 9
 7x + 2y + 10z = 5
ସମାଧାନ: ଦତ୍ତେମୀକରଣେମହୂରମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସରୂପସହଉଛରି

  = 

 AX = B

ସଯCñVûùe A = 

ଅ�ସମସଟେସଡମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ
 C = [A : B] = 

R1 → R1   C ~ 

R2 → R2 –	3R1, 	R3 →	R3 –	7R1

 C ~  
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 C ~ 

\	 r(A) = 2 ଏବଂ r[A : B] = 2

ସ୍ଣତୁ,ଦତ୍ତେମୀକରଣେମହୂେଙ୍୍ଅସଟ। କରିନ୍ତୁ  r(A) = r[A : B] < n (ଅଜ୍ୟା୍େଂଖ୍ୟା)
ସ୍ଣତୁ,ଏହୟାରେମୟାଧ୍ୟାନ�ତୁଡରିକଅେୀମଅସଟ।
\  =  ...(1)

  =  ⇒ 11y – z = 3

ମସନକର z = k ସ୍ସବ 11y = 3 + k

 y = 

yଏବଂzରମଲୂ୍କତୁ(1)ସରରଖିସଲ

  = 

  = 

 x = 

 x = 

ଉଦାହ�ଣ3.44. ^òcÜfòLôZ icúKeY େମହୂe iõMZ ùjaû_ûAñ ପରୀକ୍ୟା Keö
  x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 5
 6x1 + 7x2 + 8x3 + 9x4 = 10
 11x1 + 12x2 + 13x3 + 14x4 = 15
 16x1 + 17x2 + 18x3 + 19x4 = 20
 21x1 + 22x2 + 23x3 + 24x4 = 25
ସମାଧାନ:ଦତ୍ତେମୀକରଣେମହୂରମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସରୂପସହଉଛରି,
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  = 

 AX = B

ଅ�ସମସଟେସଡମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ[A : B] ସହବ
 C = [A : B] = 

R2 → R2 – 6R1, R3 → R3 – 11R1, R4 → R4 – 16R1, R5 → R5 – 21R1

 C ~ 

⇒ C ~ 

R3 → R3 – 2R2, R4 → R4 – 3R2, R5 → R5 – 4R2

 C ~ 

\	 r(A) = 2 ଏବଂ r[A : B] = 2

ùZYê ଦତ୍ତ icúKeY େମହୂ iõMZ @ùUö କରିନ୍ତୁ r(A) =r[A : B] < n

ùZYê Gjûe icû]û^ MêWÿòK @iúc @ùUö
ଉଦାହ�ଣ 3.45.kରସକଉଁମଲୂ୍ପୟାଇଁଏହରିicúKeY େମହୂ
 x + y + z = 1
 2x + y + 4z = k
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 4x + y + 10z = k2 ସରସ�ୟାଟରିକେମୟାଧ୍ୟାନଅଛରି।
ସମାଧାନ:ଦତ୍ତେମୀକରଣେମହୂରମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସରୂପସହଉଛରି

  = 

 AX = B

ଅ�ସମସଟେସଡମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ
 C = [A : B] = 

R2 → R2 – 2R1, R3 → R3 – 4R1

 C ~ 

R3 → R3 – 3R2 C ~ 

~\ò ଦତ୍ତ icúKeY େମହୂର icû]û^ @Qò, ùZùa 

	 r(A) = r(A : B)

ଏବଂ r[A : B] = 2 ଯଦରି k2 – 3k + 2 = 0

 k2 – 2k – k + 2 = 0

 (k – 2) (k – 1) = 0

 k = 2, k =1.

ପ�ିସ୍ିତ ିI: ସଯସ୍ସବସଳ k = 1, ଆମରଅଛରି
 x + y + z = 1 ...(1)

 –y + 2z = 1 – 2 = –1 ...(2)

ମସନକରz=l
z=l	ର	ମଲୂ୍େମୀକରଣ(2)ସରରଖିସଲ,
 y=2l+1
(1)ସରyଏବଂzରମଲୂ୍ରଖିସଲ,
 x+(2l+1)+l=1
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 x+3l+1=1
 x=–3l
ପ�ିସ୍ିତ ି-2:ସଯସ୍ସବସଳk=2
 x+y+z=1 ...(3)
 –y+2z=2–2=0 ...(4)
ମସନକରz=c
(4)ସରzରମଲୂ୍ରଖିସଲ–y+2c=0
 y=2c
(3) ସରy ଏବଂ zରମଲୂ୍ରଖିସଲ
 x+2c+c=1
 x=1–3c
ଉଦାହ�ଣ 3.46.	lଏବଂmରମଲୂ୍ଅନତୁେନ୍ୟାନକରସଯପରରିକରିେମୀକରଣର
 2x + 3y + 5z = 9
 7x + 3y – 2z = 8
 2x + 3y + lz = m

 i. େମୟାଧ୍ୟାନନୟାହିଁ
 ii. ସ�ୟାଟରିଏଅନନ୍େମୟାଧ୍ୟାନଅଛରି
 iii.ଅେୀମେଂଖ୍କେମୟାଧ୍ୟାନଅଛରି|
ସମାଧାନ:ଦତ୍ତେମୀକରଣେମହୂରମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସରୂପସହଉଛରି

  = 

 AX = B
ଅ�ସମସଟେଡ୍ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ
 C = [A : B] =  ଅସଟ।

R3 → R3 – R1

 C ~ 

i. ସମାଧାନ ନାହିଁ: r(A) ≠ r(A : B)
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 l – 5 = 0 ଏବଂ m – 9 ≠ 0

 l = 5 ଏବଂm ≠ 9

ii. ଅନନ୍ୟ ସମାଧାନ: r(A) = r(A : B) = n
 l – 5 ≠ 0 

 l = 5 ଏବଂ m ସହଉଛରି ସୱେଚ୍ଛ
iii. ଅନନ୍ୟ ସମାଧାନ: r(A) = r(A : B) < n
 l – 5 = 0 , m– 9 =0

 l = 5 , m= 9
ଉଦାହ�ଣ 3.47.lଏବଂme ùijò cìfý ^òର୍୍ୟ Ke, ~ûjû_ûAñ ^òùcÜûq icúKeY 

 x + y + z = 6
 x + 2y + 3z = 10
 x + 2y + lz = m
i. େମୟାଧ୍ୟାନନୟାହିଁ
ii. ଅନନ୍େମୟାଧ୍ୟାନ
iii. @iúc iõLýûK icû]û^
ସମାଧାନ:ଦତ୍ତେମୀକରଣେମହୂରମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସରୂପସହଉଛରି

    = 

 AX = B

ଅ�ସମସଟେଡ୍ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ
 C = [A : B] = 

R2 → R2 – R1 , R3 → R3 – R1

 C ~ 

R3 → R3 – R2

 C ~ 

i. େମୟାଧ୍ୟାନନୟାହିଁ:r(A) ≠ r(A : B)
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 l – 3 = 0 ଏବଂm – 10 ≠  0

 l = 3ଏବଂm≠10
ii. ଅନନ୍େମୟାଧ୍ୟାନ:r(A)=r(A:B)=n
 l–3≠0ଏବଂ	m
 l≠3ଏବଂmସୱେଚ୍ଛଅସଟ।
iii. ଅେୀମେମୟାଧ୍ୟାନ:r(A)=r(A:B)<n
 l–3=0ଏବଂm–10=0
 l=3ଏବଂm=10
ଉଦାହ�ଣ 3.48 ଦର୍ୟାଅସଯicúKeY e icû]û^ ^ûjó 
 –2x + y + z = a

 x – 2y + z = b

 x + y – 2z = c

ù~_~ðý« a+b+c=0ùKCñ ପରରିସ୍ର୍ି ରିସର Zûjûe @iúc @ù^K icû]û^ @Qòö ସେjò icû]û^ MêWÿòK 
^ò‰ðdKe ù~ùZùaùka=1,b=1ଏବଂc=–2ùjaö

ସମାଧାନ:ଦତ୍ତେମୀକରଣେମହୂରମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସରୂପସହଉଛରି

  = 

 AX = B
ଅ�ସମସଟେଡ୍ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ
 C = [A : B] = 

R1 ↔ R2 C ~ 

R2 → R2 + 2R1 , R3 → R3 – R1

 C ~ 

R3 → R3 + R2 C ~ 
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ପ�ିସ୍ିତ ି1: ଯଦରି a + b + c ≠ 0

⇒	 r(A) = 2 ଏବଂ r(A : B) = 3

\ r(A) ≠ r(A : B)

ùZYê ùMûÁୀ @iõMZ, Gjûe icû]û^ ^ûjóö
ପ�ିସ୍ିତ ି2: ଯଦରି a + b + c = 0 ହତୁତୁଏ
⇒	 r(A) = 2 ଏବଂ r(A : B) = 2

\ r(A) = r(A : B)

ùZYê ଦତ୍ତ ijicúKeY iõMZ @ùU Kò«ê r(A) =r(A : B) < n

ùZYê Gjûe @iúc iõLýK icû]û^ @Qòö
ପ�ିସ୍ିତ ି3 : a = 1, b = 1, c = –2 ରଖିସଲx – 2y + z =1,y =k ରଖିସଲ

 C = 

 x – 2y + z = 1 ...(1)

 –3y + 3z = 3 ⇒ –y + z = 1 ...(2)

(1)ସରyଏବଂzରମୟାନରଖିସଲ 

 x = k – 1, y = k – 1, z = k

3.8.1.2 ସମଘାତୀ icୀKeY

GK େମଘୟା୍ୀ ùe÷LôK icୀKeY େମହୂAX=0_ûAñ ,
i. X=0େବତୁସବସଳicû]û^ @ùUö Gjò icû]û^ ~ûjû _âùZýK @mûZ ରୟାରରିe cìfý gì^ý jêGö 

ZûjûKê gì^ý icû]û^ Kò´û cûcêfò icû]û^ Kêjû~ûGö ùZYê ijRûZúd େମୀକରଣ iaêùaùk 
iõMZ @ùUö GK ùe÷LôK େମଘୟା୍ୀ icúKeY େମହୂe cûcêfò icû]^ Kò´û @େୀc iõLýK 
icûଧ୍ୟା^ ଅQò।

ii. ଯଦରି	r(A)=@mûZ eûgò iõLýû jêG, ùZùa େମୀକରଣେମହୂe ùKak cûcତୁfò icûଧ୍ୟା^ @Qòö
iii. ଯଦରିr(A)<@mûZ eûgò iõLýû jêG ùZùa େମୀକରଣେମହୂe @iúc iõLýK @ZêQ icûଧ୍ୟା^ @

Qòö
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ସଂଣ୍ଷେପଣ୍�:

GK ùe÷LôK େମଘୟା୍ୀେମୀକରଣେମହୂe
AX = 0

@^^ý କରିମ୍ୟା cûcêfò icû]û^, _âùZýK @mûZ eûgò gê^ý ij 
icû^ ହତୁଏ

େବ୍ଦୟାେମୟାଧ୍ୟାନଅଛରି

@iúc iõLýK @ZêQ icû]û^ @Qò

r(A) = n r(A) < n

ଉଦାହ�ଣ 3.49. be cìfý ^ò‰ðd Ke ù~_eòKò େମଘୟା୍ୀ icúKeY େମହୂର
 2x + y + 2z = 0,

 x + y – 3z = 0
 4x + 3y + bz = 0
  i. cûcêfò icû]û^ @Qòö
 ii. @ZêQ icû]û^ @Qòö cýûUâòKè _¡Zò aýajûe Keò @ZêQ icû]û^ ^ò‰ðd Keö
icû]û^ : (i) cûcêfò icû]û^ _ûAñ:

 @ûùc RûYêù~, x = 0, y = 0 z = 0] ସ୍ଣତୁbù~ ùK÷ûYiò cìfý ùjûA_ûeòaö
ii. ଅ ତ୍ୁ ଛେମୟାଧ୍ୟାନପୟାଇଁଦତ୍ତେମୀକରଣେମହୂରମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସରୂପସହଉଛରି

  = 

 AX = B

ଅଗ୍ସମସଟେସଡମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ
 C = [A : B] = 

R1 ↔ R2 C ~ 

R2 → R2 – 2R1, R3 → R3 – 4R1

 C ~ 
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R3 → R3 – R2 C ~ 

ଅ ତ୍ୁ ଚ୍ଛେମୟାଧ୍ୟାନପୟାଇଁ r(A) = r(A : B) < n, b + 4 = 0, b = –4

ଉଦାହ�ଣ 3.50.ke cìfý ^ò‰ðd Ke ù~_eòKòେମୀକରଣେମହୂ  = e @ZêQ 
icû]û^ @Qòö

x + ky + 3z = 0,
4x + 3y + kz = 0, 
2x + y + 2z = 0 

ସମାଧାନ:ଦତ୍ତେମୀକରଣେମହୂeମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସରୂପସହଉଛରି।

     = 

   AX = 0

ଅଗ୍ସମସଟେସଡମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ[A : B] ଅସଟ:
 C = [A : B] = 

R1 ↔ R3  C = 

R2 → R2 – 2R1, 

 C ~ 

R3 → R3 –  C ~ 

ଅ ତ୍ୁ ଚ୍ଛେମୟାଧ୍ୟାନପୟାଇଁ:r[A] = r[A : B] < n

 2 – = 0



284 | କଳନଏବଂସରୈଖିକବୀଜ�ଣରି୍

 2 – k2 + 4k +  – 2 = 0

 –k2 +  = 0

  = 0

 k = 0, k = .

ପ୍ରଶ୍ନମାଳା 3.7
^òcÜfòLôZ icúKeY େମହୂe iõMZò ~õûP Keö @ûC c¤ icû]û^ ùiUþ ^ò‰ðd Keö
1. x + 2y – z = 3   2. x + 3y – z = 4

 3x – y + 2z = 1    2x + y + z = 7

 2x – 2y + 3z = 2    2x – 4y + 4z = 6

 x – y + z = –1    3x + 4y = 1

3. x1 + 2x2 – x3 = 6   4. x – 4y – 3z =  – 16

 3x1 – x2 + 2x3 = 3    2x + 7y + 12z =  48

 4x1 – 3x2 + x3 = 9    4x – y + 6z = 16

      5x – 5y + 3z =  0
5. େମୀକରଣରେଂ�୍ରିଆସଲୟାଚନୟାକର 

 x + 2y + 3z + 4t = 0

 2x + 3y + 4z – 1 = 0

 3x + 4y + t = 2

 4x + z + 2t = 3 

~\ò iõMZ jêG, icû]û^ ùiUþ ^òYâðd Keö
6. l ସକଉଁମଲୂ୍ପୟାଇଁେମୀକରଣ�ତୁଡରିକ

 3x – y + lz = 0

 2x + y + z = 2

 x + 2y – lz = –1 

@^^ý icû]û^ _ûAaûùe ଅେଫଳ jêGö le Gjò cìfý _ûAñ icୀKeY MêWÿòKe ùK÷ûYiò icû]û^ 
ùjaKò଼଼?
7. eûue _eúlû aýajûe Keò ଦର୍ୟାଅ ù~ ^òcÜfòLôZ icúKeY େମହୂe @iwZ @ùUö
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 2x – y + z = 4

 3x – y + z = 6

 4x – y + 2z = 7

 –x + y – z = 9

8. ଦର୍ୟାଅù~ ^òcÜfòLôZ icúKeY MêWÿòK iõMZ Gaõ ZûjûKê icû]û^ Keö
 x + 2y – 5z = –9

 3x – y + 2z = 5

 2x + 3y – z = 3
 4x – 5y + z = –3

9. icúKeY େମହୂର icû]û^ Keö
 lx + 2y – 2z = 1

 4x + 2ly – z = 2

 6x + 6y + lz = 3 

ବରିସରଷଭୟାବସରପରରିସ୍ର୍ି ରିକତୁବରିଚୟାରକରସଯସ୍ସବସଳ l = 2

10. aଏବଂbରସକଉଁମଲୂ୍ପୟାଇଁେମୀକରଣ
 x + y + 5z = 0

 x + 2y + 3az = b

 x + 3y + az = 1ର 

 i.େମୟାଧ୍ୟାନନୟାହିଁ ii. ଅନନ୍େମୟାଧ୍ୟାନ iii. ଅେୀମଅସନକେମୟାଧ୍ୟାନଅଛରି

^òcÜfòLôZ icúKeY େମହୂର icû]û^ Keö

11. x – y + z = 0   12. x + 3y – 2z = 0

 –3x + y – 4z = 0    2x – y + 4z = 0

 7x – 3y – 9z = 0    x – 11y + 14z = 0

 4x – 2y + 5z = 0

13. 2w + 3x – y – z = 0    14. 3x + 4y – z – 6w = 0

 4w – 6x – 2y + 2z = 0    2x + 3y + 2z – 3w = 0

 –6w + 12 x + 3y – 4z = 0    2x + y – 14z – 9w = 0

 8w – 24x – 4y + 8z = 0    x + 3y + 13z + 3w = 0

15. k e cìfý ^ò‰ðd Ke ù~_eòKò ^òcÜfòLôZ icúKeYe େମହୂର ùMûUòG @ZêQ icû]û^ @Qòö
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 (3k – 8)x + 3y + 3z = 0

 3x + (3k – 8)y – 3z = 0

 3x + 3y + (3k – 8)z = 0

16. ଦର୍ୟାଅ ସଯ	le GK cûZâ aûÉa cìfý ~ûjû_ûAñ icúKeY
 x + 2y + 3z = lx

 3x + y + 2z = ly

 2x + 3y + z = lz e @Ygì^ý icû]û^ @Qòö

ଉତ୍ତରମୟାଳୟା
1. –1, 4, 4  2. େଙ୍୍ନତୁସହଁ 3. –1, 4, 4  4. − +

17 4 1 3, ,
5 5 5 5

k k k

5. େଙ୍୍  − − − 
 

9 1 1 1, , ,
11 11 11 11

 6. ଅେଙ୍୍] l = − 7
2

 7. 
1 3 5, ,
2 2 2

8.  9. 

10. i. a = 1, b ≠  ii. a ≠ 1, b ∈ R iii. a = 1, b = 

11. x = y = z = 0 12.  13.  y = k2, z = k1, 

14. x = 11k1 + 6k2, y = –8k1 – 3k2, z = k1, w = k2 15. ଅ ତ୍ୁ ଚ୍ଛେମୟାଧ୍ୟାନଯଦରି k = 

3.9 ଡଟି�ମିନାଟେ ଦ୍ା�ା ଣ୍�ୈଖିକ ସମୀକ�ଣ ସମହୂ� ସମାଧାନ
3.9.1 କ୍ାମ�ଙ୍କ ନୟିମ(Cramer's Rule)

Gjò _¡Zò ୱେରିi MYòZm MûaâòGf Kâûceu \ßûeû ଉଦ୍ୟାବର୍ି ସହୟାଇଛରିö ^òcÜfòLôZ icúKeY େମହୂକତୁ aòଚୟାe Keò 
@ûùc Gjò _¡ZòKê aýûLýû Keòaûö

 a1x + b1y + c1z = d1

 a2x + b2y + c2z = d2

 a3x + b3y + c3z = d3
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ମସନକର D = 

ସ୍ସବ xD = 

C1 → C1 + yC2 + zC3ପ୍ରସୟୟା�କରରି,ଆସମପୟାଇବୟା

 xD = 

 xD =  ≠ 0 = D (କତୁହୟାଯୟାଉ)

ସ୍ସବ x =  = 

ସେହରିପରରି] y =  ଏବଂ z = 

ସଯଉଁଠରି D2 =  ଏବଂ D3 = 

ସ୍ଣତୁ x = , y = , z =  ଦତ୍ତେମୀକରଣେମହୂରେମୟାଧ୍ୟାନ।

କରିଛରିେମୟାଧ୍ୟାନସହୟାଇଥିବୟାଉଦୟାହରଣ

ଉଦାହ�ଣ 3.51. କ୍ୟାମରu ^òdc aýajûe Keò ^òcÜfòLôZ icúKeY ସ�ୟାଷ୍ୀେମହୂର icû]û^ Keö
      x + y + z = 1, 3x + 5y + 6z = 4, 9x + 2y – 36z = 17
ସମାଧାନ:ଦତ୍ତ x + y + z = 1

 3x + 5y + 6z = 4
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 9x + 2y – 36z = 17

ଏଠୟାସର D = 

 = 1(–180 – 12) – 1(–108 – 54) + 1(6 – 45)

 = –192 + 162 – 39 = –69 ≠ 0

 D1 = 

 = 1(–180 – 12) – 1(–144 –102) + 1(8 – 85)

 = –192 + 246 – 77 = –23

 D2 = 

 = 1(–144 – 102) – 1(–108 – 54) + 1(51 – 36)

 = –246 + 162 + 15 = –69

 D3 = 

 = 1(85 – 8) – 1(51 – 36) + 1(6 – 45)

 = 77 – 15 – 39 = 23

କ୍ୟାମରu ^òdcଦ୍ୟାରୟା,ଆସମପୟାଇବୟା
 x = , y = , z = 

\ x = , y = , z =  (ଉତ୍ତର)

ଉଦାହ�ଣ 3.52. କ୍ୟାମରu ^òdcବ୍ବହୟାରକରରିଦତ୍ତେମୀକରଣେମହୂକତୁେମୟାଧ୍ୟାନକର।
  3x + y + 2z = 3, 2x – 3y – z = –3, x + 2y + z = 4
ସମାଧାନ:ଦତ୍ତ 3x + y + 2z = 3

 2x – 3y – z = –3

 x + 2y + z = 4
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ଏଠୟାସର D = 

 = 3(–3 + 2) – 1(2 + 1) + 2(4 + 3)

 = 3(–1) – 1(3) + 2(7)

 = –3 – 3 + 14 = 8 ≠ 0

\ D1 = 

 = 3(–3 + 2) – 1(–3 + 4) + 2(–6 + 12)

 = 3(–1) – 1(1) + 2(6)

 = –3 – 1 + 12 = 8

 D2 = 

 = 3(–3 + 4) – 3(2 + 1) + 2(8 + 3)

 = 3(1) – 3(3) + 2(11)

 = 3 – 9 + 22 = 16

 D3 = 

 = 3(–12 + 6) – 1(8 + 3) + 3(4 + 3)

 = 3(–6) – (1) (11) + 3(7)

 = –18 – 11 + 21 = –8

ସ୍ଣତୁ
\ x = , y = , z =  (ଉତ୍ତର)

ପ୍ରଶ୍ନମାଳା 3.8
କ୍ୟାମରu ^òdc _âùdûM Keò ^òcÜfòLôZ icúKeY MêWÿòKê icû]û^ Keö
1. x + 3y + 6z = 2, 3x – y + 4z = 9, x – 4y + 2z = 7
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2. x + y + z = –1, x + 2y + 4z = –5, 6x + 4y + 2z = 0

3. x – 4y – z = 11, 2x – 5y + 2z = 39, –3x + 2y + z = 1

4. x + 2y + 3z = 6, 2x + 4y + z = 7, 3x + 2y + 9z = 14

ଉତ୍ତରମୟାଳୟା
1. x = 2, y = –1, z = 1/2   2. x = 1, y = –1, z = –1

3. x = –1, y = –5, z = 8   4. x = y = z = 1

3.9.2 ଗସ ଅପସା�ଣ _¡Zò (ùe÷LôK icúKeYe େମହୂର icû]û^ KeòaûKê) icúKeY େମହୂକତୁ 
ବରିଚୟାରKê ^òଆ~ûCö

 a1x + b1y + c1z = d1

 a2x + b2y + c2z = d2  ...(1)

 a3x + b3y + c3z = d3

Gjୟାe cýûUâòKè eìପ AX = B ଅସଟ।

 ସଯଉଁଠୟାସର
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

,
a b c d

A a b c B d
a b c d

   
   = =   
   
   

ଏବଂ
x

X y
z

 
 =  
 
 

ଅଗ୍ସମସଟେସଡମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ [A : B] Kê ବରିଚୟାରKê ^ò@û~ûCö

 [A : B] =  ...(2)

ବତ୍ତ୍ମୟାନicúKeY(2)ଉପରତ୍ରିଭତୁ ଜୀୟମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସସରହ୍ୟାେକରୟାଯୟାଇପୟାସର।ମସନକର a1 ≠ 0, ସ୍ସବ

  ~  ...(3)

ଏଠୟାସରa1ପ୍ରଥମପରିଭଟ୍କତୁହୟାଯୟାଏ।
ବତ୍ତ୍ମୟାନ, b′2 କତୁପରିଭଟ୍ଭୟାବସରନରିଅସ୍ସବ (b′2 ≠ 0),

 ~  ...(4)
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ବତ୍ତ୍ମୟାନେମୀକରଣ (4)ରତୁ  c″3 ≠ 0 େମୀକରଣ (4)କତୁପରିଭଟ୍ଭୟାବସରନରିଅଦତ୍ତସରୈଖିକେମୀକରଣ
େମହୂରେମ ତ୍ୁ ଲସହଉଛରି।।

 a1x + b1y + c1z = d1

  b′2y + c′2z = d′2

 c″3z = d″3

କରିମ୍ୟା z = 

ପଛପ୍ର୍ରିସ୍ୟାପନଦ୍ୟାରୟା y = 

 x = (d1b′2c″3 + b1c′2d″3 – b′2c1d″3 – b1c″3d′2)

ମନ୍ତବ୍ୟ:
1- Gjò _¡Zò ଅେଫଳ jêG ~\ò _òଭଟ୍ a1,b′2,c″3c¤eê ù~ùK÷ûYiò ùMûUòG gì^ý jêGö Gjò 

ପରରିସ୍ର୍ି ରିସର ]ûWÿò MêWÿòKê @\k a\k Keò, @ûùc @Ygì^ý _òଭଟ୍  _ûA_ûeòaö
2- @ûõgòK _òଭUòw: icúKeY(2)e _â[c Éମ୍ଭeê iବ୍ aéjZ _ec cìfý ijòZ C_û\û^ Pd^ 

Keö GjûKê _òଭଟ୍  Kêjû~ûGö Zû_ùe \ßòZúd _~ðýûdùe @[ðûZ icúKeY (3)e \ßòZúd Éମ୍ଭeê  
bûaùe iað aéjZ _ec cìfý ijòZ C_û\û^Kê _êYò [ùe Pd^ Keö Gjò _âKâòd Rûeò eLö 
Gjò _¡ZòKê @ûõgòK _òଭUòw Kêjû~ûGö

3- iõ_ì‰ð _òଭUòw: ~\ò RùY GK ^òଦ୍ଧ୍ଧିÁ Kâcùe x,y,ze ଅପେୟାରଣ _ûAñ @ûMâjú ^êjñ«ò, ùZùa 
_âùZýK _~ðýûdùe iõLýK bûaùe iõµê‰ð MêYûu cýûUâòKèe iað aéjତ୍ତc ijM aûQ«ê ö Gjû 
icúKeY MêଡରିòKe @\k a\k Gaõ Pkeûgòe @aiÚû^e c¤ @\k a\k @ûagýK Kùeö|

ସକସ୍କେମୟାହର୍ି ଉଦୟାହରଣ

ଉଦାହ�ଣ 3.53.�େଅପେୟାରଣପଦ୍ଧ୍ରିବ୍ବହୟାରକରରିେମୀକରଣେମହୂ3x+y–z=3,2x–8y+
z=–5,x–2y+9z=8େମୟାଧ୍ୟାନକର।

ସମାଧାନ:ଦତ୍ତପଦ୍ଧ୍ରିେହର୍ି େମ ତ୍ୁ ଲ୍
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ଅଗ୍ସମସଟେଡ୍ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ]

 [A : B] =  ଅସଟ।

  ~ 

ଦ୍ର୍ି ୀୟସ୍ତମ୍ଭରତୁ   କତୁ ଦ୍ର୍ି ୀୟସ୍ତମ୍ଭରତୁ ପରିଭଟଭୟାବସରଚୟନକରରି,ଆସମପୟାଉ

  ~ 

\ 3x + y – z = 3

  = –7

  = 231
26

 ⇒ z =  = 1

ବତ୍ତ୍୍ମୟାନପଛପ୍ର୍ରିସ୍ୟାପନୟାଦ୍ୟାରୟା, z = 1

 –26y = –26 ⇒y =1

 ଏବଂ 3x = 3x ⇒x =1

 x = 1, y = 1, z = 1 (ଉତ୍ତର)

ଉଦାହ�ଣ 3.54. �େଅପେୟାରଣ _¡Zò aýajûe Keò icúKeY େମହୂକତୁ icû]û^ Keö
 3.15x – 1.96y + 3.85z = 12.95
 2.13x + 5.12y – 2.89z = –8.61
 5.92x + 3.05y + 2.15z = 6.88

ସମାଧାନ:ଦତ୍ତେମୀକରଣେମହୂରେମ ତ୍ୁ ଲ୍

  = 
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 AX = B

 [A : B] = 

3.15 Kê ପରିଭଟ bûaùe ଚୟନକରରି

~ 

6.4453 କତୁ ପରିଭଟ ଭୟାବସର ଚୟନ କରରି ପଛ ପ୍ର୍ରିସ୍ୟାପନ ଦ୍ୟାରୟା

 = 

ଅଥ୍ୟାତ୍ 3.15x – 1.96y + 3.85z = 12.95

 6.4453y – 5.4933z = –17.3667

 0.6534z = 0.6854

⇒ z =  = 1.04897459

ପତୁନବ୍ୟାରପଛପ୍ର୍ରିସ୍ୟାପନଦ୍ୟାରୟା z = 1.04897459 ରଖିବୟାସର

 y = 

ଏବଂ x = 

ଉଦାହ�ଣ 3.55. �େ ଅପେୟାରଣ _¡Zò \ßûeû icúKeY େମହୂକତୁ icû]û^ Ke

 x1 + x2 + x3 + x4 = 2

 x1 + x2 + 3x3 – 2x4 = –6

 2x1 + 3x2 – x3 + 2x4 = 7

 x1 + 2x2 + x3 – x4 = –2
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ସମାଧାନ:

  = 

 AX = B

 [A : B] = 

 ~ 

ù~ùjZê C_û\û^ \ßòZúd ]ûWÿòùe @Qò, \ßòZúd Éମ୍ଭ gì^ý @ùU, ପରିଭଟ C_û\û^ 1 _ûAaû _ûAñ \ßòZúd 
Gaõ ZéZúd ]ûWÿòKê @\k a\k Keö

ଅଥ୍ୟାତ୍

R2 ↔ R3 ,  ~ 

R4 → R4 – R2 ,  ~ 

   ~ 

\ x1 + x2 + x3 + x4 = 2 ...(1)

 x2 – 3x3 = 3 ...(2)

 2x3 – 3x4 = – 8 ...(3)

 = 5 ⇒ x4 = 2
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 x3 = 

ବତ୍ତ୍ମୟାନପଛପ୍ର୍ରିସ୍ୟାପନଦ୍ୟାରୟା
 x2 = 3 + 3x3 = 3 – 3 = 0
 x1 = 2 – x2 – x3 – x4 = 2 – 0 – (–1) – 2 = 1

 x1 = 1, x2 = 0, x3 = –1, x4 = 2 (ଉତ୍ତର)

@^êgúk^ú 3.9
�େଅପେୟାରଣ _¡Zò \ßûeû icúKeY େମହୂର icû]û^ Ke«êö
1. x + 2y + z = 3 2. 2x + 3y – z = 5  3. 5x1 + x2 + x3 + x4 = 4

 2x + 3y + 3z = 10  4x + 4y –3z = 3  x1 + 7x2 + x3 + x4 = 12

 3x – y + 2z = 13  2x – 3y + 2z = 2  x1 + x2 + 6x3 + x4 = –5

      x1 + x2 + x3 + 4x4 = –6

ଉତ୍ତ�ମାଳା 

1. x = 2, y = –1, z = 3 2. x = 1, y = 2, z = 3 3. x1 = 1, x2 = 2, x3 = –1, x4 = –2

3.9.3 ଗସ-ଣ୍�ାଡ୍ାନ _¡Zò (ùe÷LôK ij icúKeY MêWÿòKê icû]û^ Keòaû _ûAñ) 
Gjò _¡Zò Mi ଅପେୟାରଣ _¡Zòùe GK _eòaତ୍ତ୍̂  ରୂ_ @ùUöAX=BeAGK MêYûu cýûUâòKè cତୁLý 
K‰ð Ae C_e Gaõ Zkରତୁ _û\û^ MêWÿòKê gì^ý KeòAx=Be GK MêYûu cýûUâòKè A K‰ðú cýûUâòKè Kò´û 
GKK cýûUâòKè Kê jâûi Keû~ûAQòö GVûùe _Q _âZòiÚû_^e icdKê iõPd Keû~ûAQòö ~\òI Gjû @
Zòeòq MY^û ijòZ RWÿòZö

ଣ୍କଣ୍ତକ ସମାହତି ଉଦାହ�ଣ

ଉଦାହ�ଣ 3.56. �େ-ସଜୟାଡ୍ୟାନ _¡Zò \ßûeû icୀKeY MêWÿòKê icûଧ୍û^ Keö
 10x + y + z = 12
 2x + 10y + z = 13
 x + y + 5z = 7

icû]û^:େମୀକରଣ େମହୂର ମୟାଟ୍ରିକ୍ସରୂପସହଉଛରି:
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  = 

 [A : B] = 

R1 → R1 – 9R3   ~ 

  ~ 

R2 → 3R3 – R2  ~ 

   ~ 

  ~ 

  ~ 

  =  ରୂପସରହ୍ୟାେକରୟାଯୟାଇଛରି

ଅଥ୍ୟାତ୍  x = 1 = y = z. (ଉତ୍ତ�)

ଉଦାହ�ଣ 3.57.�େ-ସଜୟାଡ୍ୟାନ_¡Zò \ßûeû icúKeY MêWÿòKê icû]û^ Ke«êö
10x1 + x2 + x3 = 12, x1 + 10x2 – x3 = 10 ଏବଂx1 – 2x2 + 10x3 = 9 
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ସମାଧାନ:ଦତ୍ତେମୀକରଣେମହୂରମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସରୂପସରସହଉଛରି

  = 

 [A : B] = 

R1 → R1 –9R2   ~ 

   ~ 

   ~ 

R2 → R2 –8R3   ~ 

   ~ 

   ~ 

  =  ରୂପସର ହ୍ୟାେ କରୟାଯୟାଇଛରି

\ x1 = x2 = x3 = 1 (ଉତ୍ତର)

ଉଦାହ�ଣ 3.58.�େ-ସଜୟାଡ୍ୟାନ _¡Zò aýaje Keò icúKeY େମହୂକତୁ icû]û^ Ke«êö
 5x – y – 2z = 142
 x – 3y – z = –30
 2x – y – 3z = –5
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େମୟାଧ୍ୟାନ:

ବତ୍ତ୍ମୟାନ [A : B] = 

R1 ↔ R2   ~ 

   ~ 

   ~ 

   ~ 

   ~ 

  ~ 

\ x =  (ଉତ୍ତର)
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ଉଦାହ�ଣ 3.59. �େ-ସଜୟାଡ୍ୟାନପଦ୍ଧ୍ରିaýaje Keò icúKeY େମହୂକତୁ icû]û^ Keö

  = 1

  = 0

  = 0
ସମାଧାନ:
 6x + 3y + 2z = 6

 6x + 4y + 3z = 0

 20x + 15y + 12z = 0

[A : B] = 

   ~ 

   ~ 

   ~ 

R3 → 3R3   ~ 

   ~ 

\ x = 9, y = –36, z = 30.
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ପ୍ରଶ୍ନମାଳା 3.10
�େ-ସଜୟାଡ୍ୟାନ_¡Zò aýajûe Keò icúKeY MêWÿòKê icû]û^ Keö
1. x + y + z + w = 2 2. 10x + y + z = 12

 2x – y + 2z – w = – 5  2x + 10y + z = 13

 3x + 2y + 3z + 4w = 7  x + y + 5z = 7

 x – 2y – 3z + 2w = 5

3. 3x + 4y + 5z = 18 4. x + 2y + z – w = –2

 2x – y + 8z  = 13  2x + 3y – z + 2w  = 7

 5x – 2y + 7z = 20  x + y + 3z – 2w = –6

    x + y + z + w = 2

5. 10x + y + z = 18.141

 x + 10y + z  = 28.140

 x + y + 10z = 38.139

ଉତ୍ତ�ମାଳା
1. x = 0, y = 1, z = –1, w = 2 2.x = 1, y = 1, z = 1

3. x = 3, y = 1, z = 1   4. x = 1, y = 0, z = –1, w = 2

5. x = 1.234, y = 2.348, z = 3.455

3.9.4 cýûUâòKèe ବ୍୍ୟତକ୍ମ ^ò‰ðd Keòaû _ûAଁ ଗସ ଅପସା�ଣ _¡Zò
ମସନକର @Wÿðe 3 e GK @Y iòwêfûe aMð cýûUâòKè A @ùUö A e ବତୁ୍୍କ୍ମùjCQò GK cýûUâòKè ‘X’ 
~ûjû icúKeY AX=I Kê i«êÁ Kùe, ù~ଉVଁûùe I GK ZéZúd @Wÿðee cýûUâòKè @ùUö aତ୍ତc୍û^ @ûcKê 
ବତୁ୍୍କ୍ମ cýUâòKè ‘X’ C_û\û^ MêWÿòK ^ò‰ðd KeòaûKê _Wÿòaö

ମସନକର: A = , X = 

େମୀକରଣAX =I ସହବ:

  = 



ମ୍ୟାଟ୍ରିସେସ୍ 301

ଏହୟାମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ୍ରିସନୟାଟରିେମୀକରଣେହର୍ି େମ ତ୍ୁ ଲ୍,ଯୟାହୟାକରି୍ରିସନୟାଟରିେମୀକରଣେମହୂେହର୍ି େମ ତ୍ୁ ଲ୍

  =   ...(1)
 

  =  ...(2)

  =  ...(3)

(1),(2)ଏବଂ(3)େମୀକରଣେମହୂ,(1)-(3)�େଅପେୟାରଣପଦ୍ଧ୍ରିଦ୍ୟାରୟାେମୟାଧ୍ୟାନକରୟାଯୟାଇପୟାରରିବ।
ପ୍ରସ୍୍କେମୀକରଣେମହୂ(1),(2)ଏବଂ(3)ରେମୟାଧ୍ୟାନସେଟ୍ବତୁ୍୍କ୍ମମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସXଅନତୁ ରୂପସ୍ତମ୍ଭସହବ।
ସଯସହ ତ୍ୁ େମସ୍ତେମୀକରଣ(1),(2)ଏବଂ(3)ର�ତୁଣୟାଙ୍କମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସେମୟାନ,ଏକନରିର୍ଦ୍ଧିଷ୍େମୀକରଣେମହୂ�ଠନ
କରରିେବତୁ ଏକୟାେୟାଙ୍ସରେମୟାଧ୍ୟାନସହୟାଇପୟାରରିବ।

 [A/I] = 

ସକସ୍କେମୟାହର୍ି ଉଦୟାହରଣ

ଉଦାହ�ଣ 3.60. �େଅପେୟାରଣ _¡Zò \ßûeû A = 
0 1 1
1 2 0
3 1 4

 
 
 

− − 
 ର ବତୁ୍୍କ୍ମ ନରିର୍୍ୟ କର।

ସମାଧାନଅଗ୍ସମସଟେସଡସ�ୟାଷ୍ୀ [A/I] ସହବ

 [A/I] = 

ସଯସହ ତ୍ୁ ଉପୟାଦୟାନ a11 = 0,ଆସମପ୍ରଥମଏବଂଦ୍ର୍ି ୀୟ]ûWÿòKê @\k a\k Keòaû, jâûi Keû~ûA[ôaû 
େମୀକରଣ େମହୂ ସହଉଛରି

 ~ 
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R3 → R3 + (–3)R1  ~ 

R3 → R3 + 7R2 , ଆସମ ପୟାଇବୟା ~ 

ସ୍ଣତୁ:
\   ⇒ 

   ⇒ 

   ⇒ 

ସ୍ଣତୁ A–1 = 

ଉଦାହ�ଣ 3.61. �େଅପେୟାରଣ _¡Zò \ßûeûA =  e ବତୁ୍୍କ୍ମ ^ò‰ðd Ke

େମୟାଧ୍ୟାନ:  [A/I]
 [A/I] = 

  ~ 

  ~ 
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aତ୍ତc୍û^1 Gjò େମୀକରଣେମହୂ Zòù^ûUò େମୀକରଣେମହୂ ij iମ ତ୍ୁ ଲ୍ @ùUö 

  

ଏବଂ   

ଏବଂ  

\ 3x11 – x21 + x31 = 1  

 x21 = 5  ⇒	 x31 = 0, x21 = 5, x11 = 2

  = 0  

 3x12 – x22 + x32 = 0  
 x22 = 1  ⇒	 x32 = 1, x22 = 1, x12 = 0

  =   

 3x13 – x23 + x33 = 0  
 x23 = 0  ⇒	 x33 = 3, x23 = 0, x13 = –1

  = 1  

\ A–1 = 
2 0 –1
5 1 0
0 1 3

 
 
 
 

1 
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ଅଭ୍ୟାେ 3.11

1. �େ ଅପେୟାରଣ _¡Zò \ßûeû ^òcÜfòLôZ cýûUâòùiie aòùfûc ^ò‰ðd Keö

 i.  ii.  iii. 

ଉତ୍ତର

1. i.  ii.  iii. 

3.9.5 cýûUâòKèe ବ୍୍ୟତକ୍ମ ^ò‰ðd _ûAñ ଗସ-ଣ୍�୍ାଡାନ ପଦ୍ଧତ ି
cù^Ke A@Wÿðe Zò^òe GK aMð cýûUâòKè, Gaõ|A|≠0ùZùaAe ବତୁ୍୍କ୍ମ cýûUâòKèX@ùU I~\ò, 
icୀKeYAX=IKê i«êÁ Kùe ù~ଉVଁûùe I GK @Wÿðe Zò^òe GKK cýûUâòKè aତ୍ତc୍û^, @ûcKê ବତୁ୍୍କ୍ମ 
cýûUâòKè X e C_û\û^ MêWÿòKê ^ò‰ðd KeòaûKê _Wÿòaö

ମସନକର A = , X = 

 AX = I

ସ୍ସବ  = 

Gjò icúKeY Zòù^ûUò icúKeY ijòZ େମ ତ୍ୁ ଲ୍, ଯୟାହୟାକରିò Zòù^ûUò icúKeY େମହୂ େହ େମ ତ୍ୁ ଲ୍ö _
âùZýK େମହୂKê �େ-ସଜ୍ୟାଡୟାନ _¡Zò \ßûeû icû]û^ Ke, _âùZýK େମହୂe icû]û^ ùiUþ aòùfûc cýûUâòKèe 
É´ ij @^êeì_ ùjaö @ûM ୍ ùcସଟେùWÿ େମହୂ ରୂ_ùe _âKûg Keò @ûùc c¤ icÉ icúKeY େମହୂKê 
GKûiûwùe icû]û^ Keò_ûeòaö

 [A/I] = 
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େମୟାଧ୍ୟାନସହୟାଇଥିବୟାଉଦୟାହରଣ

ଉଦୟାହରଣ 3.62. �େ-ସଜୟାଡ୍ୟାନପଦ୍ଧ୍ରିଦ୍ୟାରୟା  e ବତୁ୍୍କ୍ମ ^ò‰ðd Ke«êö

େମୟାଧ୍ୟାନ:ଅଗ୍ସମସଟେସଡେମହୂ [A/I] ସହଉଛରି

 [A/B] = 

   ~ 

R2 → R2 – 2R1  ~ 

R2 → (–1)R2  ~ 

R1 →	R1 + R2 ଏବଂ R3 →	R3 + R2 

  ~ 

R3 → (–3) R3   ~ 

   ~ 
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\	A ର ବତୁ୍୍କ୍ମ A–1 =  (ଉତ୍ତର)

ପ୍ରଶ୍ନମାଳା 3.12

.1. �େ-ସଜୟାଡ୍ୟାନ_¡Zò aýaje Keò ^òcÜfòLôZ cýûUâòùiie ବତୁ୍୍କ୍ମ ^ò‰ðd Ke«êö

 i.  ii.  iii. 

 iv.  v. 

ଉତ୍ତ�ମାଳା

1. i.  ii.  iii. 

 iv.  v. 
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ଆକର୍ଣୀୟ ତଥ୍ୟ
 • ^ò¡òÁ ciôýe jûeûjûeò Kýûùfûeú cìfý^ò‰ðd _ûAñ Rwfe େcé¡ò Gaõ Gjûe _âKûe AZýû\ò _eòùag 
aòmû^e _eòieùe Gjûe @ନ^ý _âùdûM @ଛରିö C\ûjeY Êeê_, ~\ò GK Rwfùe 5Uò aòbò^Ü 
ପ୍ରKûee MQ [ûG, ùZùa @ûùc ùicû^u adi cû_òaû _ûAñ GK ùe÷LôK icúKeY iéÁò Keò 
ପûeòaûö ସେହରିପରରିରି bûaùe @ûùc ùicû^u Lû\ý C_ùe @û]ûe Keò iûcê\âòK Rúa^e ùKûùaðûjûAùWÿâUþ 
^ò‰ðd Keòaû _ûAñ GK ùe÷LôK icúKeY iéÁò Keò _ûeòaûö Gaõ ଏହରି ପ୍ରକୟାରର @ù^K C\ûjeY 
ଅQòö
• ବୟାସ୍ତବଦତୁନରିଆସର,ଆସମଟ୍ୟାଫରିକ୍ନରିୟନ୍ତ୍ରଣପରରିଚୟାଳନୟାସର�େ-ସଜ୍ୟାଡୟାନପଦ୍ଧ୍ରିବ୍ବହୟାରକରରିଟ୍ୟାଫରିକ୍ଜୟାମ୍
େମେ୍ୟାରମତୁକୟାବରିଲୟାକରରିବୟାପୟାଇଁନତୁ ୍ସଟ୍ୟାସ୍ୟାପରିକସରୈଖିକେମୀକରଣ�ଠନକରରିଏକମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସରବରିସଲୟାମ
ନରିର୍୍ୟକରରିବୟାରସକୌରଳେହର୍ି ଜଡର୍ି ସହୟାଇପୟାରରିବ।(ଯୟାହୟାଅବୟାସ୍ତବ୍ଥ୍ସେଟ୍ଉପସରଘରୂରିବତୁଲତୁ ଛରିଏବଂ
ନରିର୍୍ୟଏବଂ/କରିମ୍ୟାନରିଦ୍ଧ୍ଧିଷ୍େଚୂନୟାପ୍ର୍ରିନରିଧିତ୍ୱକସର)ଏବଂMATLABସପ୍ରୟାଗ୍ୟାମରିଂପ୍ରସୟୟା�କରରିବୟା। 

 • ବାସ୍ତବ �ୀବନଣ୍� ପ୍ରଣ୍ୟାଗ
 • @mZ _eòcûYe cìfý ^ò‰ðd Keòaû, Gjû adi, cìfý Kò´û @^ý ùK÷ûYiò Rò^òh ùjCö 
 • aòcû^ a¦eùe ù~CñVûùe aòcû^, ~ûZâú AZýୟା\ò aòhd MY^û Gaõ iìP^û G^ùKûWÿþ Keòaû _ûAñ 
jûA-GŠ KµêýUe aýajûe Keû~ûGö 

 • iKòðU ùaùgæhYùe ùci Kù^KÖWÿ ù_âûùiie C_ùe �େ-ସଜ୍ୟାଡୟାନ _âKâòdû aýajûe Keû~ûGö
 • iòùWÿýfòwò @ûfùMûeò\cþùe Gjû aýajûe jêGö
• �େଅପେୟାରଣପଦ୍ଧ୍ରିଫରିଙ୍ରପ୍ରରିଟେପ୍ର୍ରିବରିମ୍ବୃଦ୍ଧରିସରଉପସଯୟା�ୀ, 
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ଭିଡଓି ସନ୍ଦଭ୍ (ଉତ୍ସ: NPTEL) 

�େଅପେୟାରଣ
ପଦ୍ଧ୍ରି

    

�େ-
ସଜୟାଡ୍ୟାନ୍
ପଦ୍ଧ୍ରି

    

ସରୈଖିକେମୀକରଣ
େମହୂ-�େ
ଅପେୟାରଣ

ସମାହତି କଠନି ପ୍ରଶ୍ନାବଳୀ
ଉଦୟାହରଣ1. k e cìfý MêWÿòK ^ò‰ðd Ke ~ûjû _ûAñ icúKeY େମତୁହ
 (k + 1)x + 8y = 4k

 kx + (k + 3)y = 3k – 1
e @iúc @ù^K icû]û^ @Qòö
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ସମାଧାନ:  ଦତ୍ତ ର�ୈଖିକ ସମୀକ�ଣ ସମହୂ ରହଉଛି
 (k + 1)x + 8y = 4k

 kx + (k + 3)y = 3k – 1

GjûKê cýûUâòKè �ୂ_ùe ùfLû~ûA _ûeòa AX = B

ରେଉଁଠ ି A ~ , X = , ଏବଂ B = 

ବତ୍ତତ୍ତମାନ  [A : B] ~ 

R2 → R2 – R1 ପ୍ରର�ାଗ କରେ

 [A : B] ~	

	 ~ 

ଦତ୍ତ ସମୀକ�ଣ ସମହୂ� ଅସୀମ ଅରନକ ସମାଧାନ ଅଛ ି
\ r(A) = r(A : B) < n (= 2)

ଏହା ପାଇଁ   = 0 ...(1)

ଏବଂ   = 0 ...(2)
(1)�ୁ]
 k2 – 4k + 3 = 0

 (k – 3) (k – 1) = 0

 k = 3, 1
(2) �ୁ]
 –k2 + 2k – 1 = 0
 k2 – 2k + 1 = 0
 (k – 1)2 = 0

 k = 1
\ k = 1 ùKak ùMûUòG icû]û^ @ùU ù~C[ô_ûAñ ସମୀକ�ଣସମହୂ� @iúc @ù^K icû]û^ Qòö
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ଉଦାହରଣ 2. ପ୍ରମାଣ କ�ରେ,ଡଟି�ମିନାଣ୍ଟ  = 0 େଦ ିa, b, c G.P ର� �ୁରହ. 

ସମାଧାନ: ମରନକ� 
  D = 

R3 → R3 – (aR1 + R2) ପ୍ରର�ାଗ କରେ:

 D = 

R3 ijòZ aòÉûe Keò ଆରମ ପାଉ

	 D =  – (aa2 + 2ba + c) 

 = –(aa2 + 2ba + c) (ac – b2)
 = (b2 – ac) (aa2 + 2ba + c)

ରତଣୁ] D = 0 
b2 – ac = 0   କମି୍ା aa2 + 2ba + c = 0
\କିନୁି୍ ଦଆିୋଇଅଛ ିରେ,େଦ ି b2 =ac= 0
    = 

\ ଅରତ୍ତାତ୍ a, b, c G.P (ଗୁଣତ୍ତ� ରରେଣୀର�) ଅଛନ୍ ି। ରତଣୁ D = 0.

ଉଦାହରଣ 3. େଦ ିA = ; I =  ଏବଂ A–1 =  (A2 + cA + dI) ରେଉଁଠାର� 

c, d ∈ R, ରତରବ (c, d) � ମେୂ୍ ନରି୍ତ୍ତ� କ�।
ସମାଧାନ: ଆମ� ଅଛ ି | A | = 1(4 + 2) – 0 + 0 = 6 ≠ 0

\ A–1 = 

ବତ୍ତତ୍ତମାନ  A2 = A.A =  = 
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ଆଉମଧ୍ୟ  cA = 

ଏବଂ  dI = 

ଦତ୍ତ ଅଛ ି A–1 =  (A2 + cA + dI)

⇒  = 

⇒  = 

cýûUâòùiie icû^Zû \ßûeû, @^êeì_ C_û\û^ MêWÿòK icû^ Keò, @ûùc _ûAaୁö
 6 = 1 + c + d ⇒ 5 = c + d
 – 1 = 5 + c ⇒ –6 = c
 5 = –6 + d ⇒ d = 11

ରତଣୁ] (– 6, 11) ଆବଶ୍କ ମେୂ୍ ଅରଟ। 

ଉଦାହରଣ 4.ମରନକ� ମ୍ାଟ୍କି୍ସ A =  ଏବଂ ରେକ୍ଟ� X = [X1 X2]Tk � େିନ୍ନ ବାସ୍ତବ ସଂଖ୍କ 

ମେୂ୍ ନରି୍ତ୍ତ� କ� ରେପ�କି ିସମୀକ�ଣ AX =B ଅସୀମ ଅରନକ ସମାଧାନ ଅଛ।ି
ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ ସମୀକ�ଣ ସମହୂ� ଅସୀମ ଅରନକ ସମାଧାନ ଅଛ।ି
 | A | = 0
⇒  = 0

କମି୍ା  k3 – 2k (k2 – k) = 0
 k3 – 2k3 + 2k2 = 0
 –k3 + 2k2 = 0
 k2 (–k + 2) = 0
 k = 0 କମି୍ା  k = 2 (ଉତ୍ତ�)
ରତଣୁ: k ଦୁଇଟ ିମେୂ୍ ଅଛ ିରେପ�କି ିଦତ୍ତ ର�ୈଖିକ ସମୀକ�ଣ ସମହୂ� ଅସୀମ ଅରନକ ସମାଧାନ ଅଛି
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ଉଦାହରଣ 5. ମ୍ାଟ୍କି୍ସ A =  � det . 100A = and ରଟ୍ସ (A) = 14, ରତରବ | a – b |� ମେୂ୍ 
ନରି୍ତ୍ତ� କ�|

ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ ଅଛ ିa + 5 + 2 + b =14 [ରଟ୍ସ(A) = 14]
 a + 7 + b = 14

 a + b = 7 ...(1)

ଆଉ ମଧ୍ୟ  det. A = 100

R4 ର� ବସି୍ତା� କରେ

 b  = 100

⇒ b[a(10 – 0) – 0 + 3(0)] = 100
⇒ 10ab = 100
⇒ ab = 10
 b =  ...(2)
(2) �ୁ b � ମାନକୁ (1) ର� �ଖିରେ, ଆରମ ପାଇବୁ
 a +  = 7

 a2 + 10 = 7a
 a2 – 7a + 10 = 0
 (a – 5) (a – 2) = 0
 a = 5 କମି୍ା 2
 (2) �ୁ b = 2 କମି୍ା 5
ବତ୍ତତ୍ତମାନ  | a – b | = | 5 – 2 | କମି୍ା | 2 – 5 | = 3 (ଉତ୍ତ� )

ଉଦାହରଣ 6. ମ୍ାଟ୍କି୍ସ J6 =  କୁ ବଚିା� କ�ାୋଉ I6 ସ୍ତମ୍ଭଗୁଡକି

 ୋହାକ ି ଏକକ ମ୍ାଟ୍କି୍ସ I6 ଅଡତ୍ତ�� ସ୍ତମ୍ଭ ଗୁଡକୁି ବପି�ୀତ କ� ି ପ୍ରାପ୍ତ ରହାଇଛ।ି ମରନକ� P = I6 + aJ6 
ରେଉଁଠାର� a ≥ 0, a ∈ R. a � ମେୂ୍ ନରି୍ତ୍ତ� କ� ରେଉଁଥି ପାଇଁ det (P) = 0 ରହବ
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ସମାଧାନ: ମରନକ�  P = I2 + aJ2

 =  = 

\ | P | = 1 – a2

  det P = I4 + aI4

 = 

\  | P | =  – 0 + 0 – a 

 = 1[1(1 – 0) – a(a – 0) + 0] – a[a(1 – a2)]

 = 1 – a2 – a(a – a3) = 1 – a2 – a2 + a4

 = 1 – 2a2 + a4 = (1 – a2)2

ରସହପି� ିେଦ ି P = I6 + aI6 ହୁଏ ରତରବ
  | P | = (1 – a2)3

 det. P = 0 ⇒ (1 – a2)3 = 0

⇒ 1 – a2 = 0

⇒ (1 – a) (1 + a) = 0

⇒ a = –1, 1

 a ≥	0 ଧନାତ୍ମକ ଅରଟ
\ a = 1

ଉଦାହରଣ 7. ମରନକ� A, m × n ମ୍ାଟ୍କି୍ସ ଏବଂ B, n × m ମ୍ାଟ୍କି୍ସ ଅରଟ। ଏହା ଦତ୍ତ ଅଛ ିରେ: 

det (Im + AB) = det (In + BA), ରେଉଁଠାର� Ik, k × k ଏକ ମ୍ାଟ୍କି୍ସ ଅରଟ। 

ଉପର�ାକ୍ତ ଗୁଣ ଧମତ୍ତକୁ ବ୍ବହା� କ�,ି ମ୍ାଟ୍କି୍ସ  � ଡଟି�ମିନାଣ୍ଟ ଗଣନା କ�।
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ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ

  = 

ମରନକ�  AB =  =  * [1 1 1 1] = A * B

ଏବଂ  I4 = 

\ | I4 | = 1
ଏହା ଦତ୍ତ ଅଛ ିରେ, | Im + AB | =| In + BA |

\ BA = [1 1 1 1] ×  = [4]

 det (In + BA) = | [4] + [1] | = | 5 | = 5
ଉଦାହରଣ 8 ସମସ୍ତ 2 × 2 ସମମିତ ମ୍ାଟ୍ରିସସ୍ ମଧ୍ୟ�ୁ ରଟ୍ସ 14 ସହତି ଡଟି�ମିନାଣ୍ଟ� ସବତ୍ତାଧିକ ମେୂ୍ ନରି୍ତ୍ତ� 

କ�।
ସମାଧାନ: ସାଧା�ଣତ 2 × 2 ବାସ୍ତବ ସମମିତ ମ୍ାଟ୍କି୍ସ A = ଅରଟ
⇒ | A | = ac – b2

ଏବଂ  trace A = a + c = 14 ...(1)

| A | � ସବତ୍ତାଧିକ ମେୂ୍ ପାଇଁ, b2 ସବତ୍ତନମି୍ନ ରହବା ଜ�ୁ�ୀ। 
ରେରହତୁ b2 ସବତ୍ତଦା ଧନାତ୍ମକ ସଂଖ୍ା ରତଣୁ ସବତ୍ତନମି୍ନ ମେୂ୍
 b2 = 0

ଅରତ୍ତାତ୍, ସବତ୍ତାଧିକ ଡିଟ�ମିନାଣ୍ଟ ପାଇଁ  b = 0 ରହବ।

 | A | = ac = a(14 – a) =14a – a2 [ସମୀକ�ଣ (1)�ୁs]

| A | � ସବତ୍ତାଧିକ ମେୂ୍ ପାଇଁ, ଆରମ ରେଖି ପା�ବିା
  = 0
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⇒ 14 – 2a = 0

 a = 7

(1) �ୁ,   c = 14 – a = 14 – 7 = 7

\ ସବତ୍ତାଧିକ ଡିଟ�ମିନାଣ୍ଟ | A | =ac = 7 × 7 = 49 ରହବ।

ଉଦାହରଣ 9 ଦୁଇଟ ିପ�ବିା� ଅଛ ି। ପ�ବିା� P Zòù^ûUò _êeêh, Zòù^ûUò cjòkû Gaõ 12 _òfûuê ù^A 
MVòZö _eòaûe Q \êAUò _êeêh, \êAUò cjòkû Gaõ ଚାùeûUò _òfûuê ù^A MVòZö Kýûùfûeú _ûAñ iê_ûeòg 
Keû~ûA[ôaû ù\÷^òK bZû ùjCQò : _êeêh:  2400, ମହଳିା: 2000, ପିୋ 1400 Gaõ ù_âûUò^þ _ûAñ: _êeêh 
60 ଗ୍ାମ୍, ମହଳିା: 40 ଗ୍ାମ୍ ଏବଂ _òfû: 35Mâûc, cýûUâòKè MêY^ aýajûe Keò, \êA _eòaûee _âùZýK 
Kýûùfûeú Gaõ ù_âûUò^þ ùcûU @ûagýKZû MY^û Ke«êö

ସମାଧାନ: ମରନକ� P Gaõ Q _eòaûeùe _êeêh, cjòkû Gaõ gògêu iõLýûKê _âZò^ò]ôZß Keê[ôa 

cýûUâòKè ‘A’ ùjCö
   
Kýûùfûeú Gaõ ù_âûUò^þ _ûA iê_ûeòg Keê[ôaû ù\÷^òK bZû cýûUâòKè B ùjCö

ùZùa B Kê G_eò ùfLû~ûA _ûeòaö

  
_eòaûe P Gaõ Q icê\ûd Kýûùfûeú Gaõ ù_âûUò^þe @ûagýKZû \êAUò cýûUâòùiiþùe MêY`k 
eì_ùe \ò@û~ûAQòö
 ଅରତ୍ତାତ୍ AB = 

 = 

 = 

 = 

ùZYê ~[ûKâùc _eòaûe P _ûAñ Kýûùfûeò Gaõ ù_âûUò^þe icê\ûd @ûagýKZû 30000 KýûùfûeòRþ 
Gaõ 720 ଗ୍ାମ ରପ୍ରାଟନି Gaõ _eòaûe Q _ûAñ ~[ûKâùc 14400 KýûùfûeòRþ Gaõ 340 ଗ୍ାମ ù_âûUò^þ
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ସାରାଂଶ
1.cýûUâòKè ùjCQò (m × n) C_û\û^ MêWÿòKe ଏକ ବୁ୍ହ C_iÚû_^ା Gaõ ଏହପି� ିùfLû~ûG, 

A = [aij]m × n, i = 1, 2, ..., m
2. aMðic cýûUâòKè: GK aMð cýûUâòKè A Kê aMð ic cýûUâòKè Kêjû~ûG, ~\ò  A2 = A ହୁଏ।
3. A^bfêùUûeò cýûUâòKè:  GK aMð cýûUâòKè 'A' Kê A^þbfêùUûeò cýûUâòKè Kêjû~ûG ~ଦ ିA2 = I, jêG GKK 

cýûUâòKè iað\û A^bfêùUûeò cýûUâòKè @ùUö

4. �ାଙ୍କ: ମ୍ାଟ୍କି୍ସ� ଇରକେନ୍ �ୂପର�, ଅଣ-ଶୂନ୍ ସଂଖ୍କ ଧାଡଗୁିଡକି ମ୍ାଟ୍କି୍ସ� �ାଙ୍କ କୁହାୋଏ 
5. @icûwú ସମୀକ�ଣ ସମହୂ _ûAñ 
 a. େଦ ିr(A) = r(A : B) =@mûZ eûgò iõLýû jêG ùZùa ସମୀକ�ଣ ସମହୂ iõMZ ij @^^ý icû]û^ 

@ùUö

 b. େଦ ିr(A) = r(A : B) < @mାZ eûgò iõLýû jêG ùZùa ସମୀକ�ଣ ସମହୂ iõMZ @iúc @ù^K 
icûଧା^ ଅଛ।ି

 c. େଦ ିr(A) ≠ r(A : B), ùZùa ସମୀକ�ଣ ସମହୂ ଅiõMZ @ùUö 

6. iRûZúd ସମୀକ�ଣ ସମହୂ _ûAñ
 a. େଦ ିr(A) = @mZ iõLýû, ùZùa ସମହୂ iõMZ ijòZ @^^ý icû]^ @ùUö (ମାମେିୁ icû]û^)
 b. େଦ ି r(A) < @mZ iõLýû, ùZùa ସମହୂ iõMZ ijòZ @iúc icû]^ @ùUö (@ZêQ icû]û^)
7. ~\ò WÿòUecò^ûଣ୍ଟ = 0 jêG ùZùa କ୍ାମ� u ^òdc _âùdûM ùjûA _ûeòa ^ûjóö 
8. ~\ò GK cýûUâòKèe WÿòUecò^ûଣ୍ଟ @Y gì^ý jêG, ùZùa Gjûe ବୁ୍ତକ୍ମ aò\ý cû^ @Qò Gaõ ଏହା ସବତ୍ତଦା 

ଅନନ୍।

ସଂକ୍ଷିପ୍ତ ପ୍ରଶ୍ନ

1. େଦ ି2  + 3  = , ହୁଏ ରତରବ x ଏବଂ y � ମେୂ୍ ରହବ 

 a. x = 6, y = 3 b. y = 6, x = 3 c. x = 9/2, y = 6 d. x = –1, y = –2

2. େଦ ି X + Y =  ଏବଂ X – Y = , ରତରବ ମ୍ାଟ୍କି୍ସ X ମେୂ୍ ରହବ 

 a.  b.  c.  d. 

3. େଦ ିA = [2, 1, –3] ଏବଂ B = , ରତରବ BA � ଗୁଣଫଳ ରହଉଛ ି
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 a. 15 b.  c.  d. 26

4. y � ମେୂ୍ ୋହା ପାଇଁ ନମି୍ନେିଖିତ ମ୍ାଟ୍ରିସସ୍ ସମାନ ରହବ,

  =  

 a. 4 b. 3 c. 0 d. –1

5. େଦ ିA =  ଏବଂ B = , ହୁଏ ରତରବ

 a. AB ବଦି୍ମାନ ଅଛ ି  b. BA ବଦି୍ମାନ ଅଛ ି c.(A + B) ବଦି୍ମାନ ଅଛ ି d. A – B ବଦି୍ମାନ ଅଛି
6. ମରନକ� A ଅଡତ୍ତ� 3 e GK aMð cýûUâòKè ùZùa | kA | ସହତି ସମାନ
 a. 3k | A | b. k | A | c. k2 | A | d. k3 | A |

7. େଦ ି  = , ହୁଏ ରତରବ x � ମେୂ୍ ରହବ 

 a. 3 b. 4 c. 2 d. –1

8. େଦ ିA ଅଡତ୍ତ� 2 e GK A^bUòaòfþ cýûUâòKè jêG , ରତରବ det (A–1) ରକଉଁଟ ିସହ ସମାନ ରହବ
 a. 0 b. det A c. 1 d. 

9. ଡଟି�ମିନାଣ୍ଟ  � ମେୂ୍ ରକଉଁଟ ିଅରଟ। 

 a. 1 b. –1 c. 0 d. 2

10. େଦ ି  = 3, ହୁଏ ରତରବ x� ମେୂ୍ ରକଉଁଟ ିରହବ। 

 a. 7 b. 8 c. 12 d. 10

11. େଦ ିମ୍ାଟ୍କି୍ସ A ଉେ� ସମମିତ ଏବଂ ବଷିମ ସମମିତ ହୁଏ ରତରବ
 a.A ଏକ କର୍ତ୍ତୀ ମ୍ାଟ୍କି୍ସ ଅରଟ  b.A ଏକ ଶୂନ୍ ମ୍ାଟ୍କି୍ସ
 c. A ଏକ ରକେୋ� ମ୍ାଟ୍କି୍ସ   d.A ଏକ ବଗତ୍ତ ମ୍ାଟ୍କି୍ସ

12. େଦ ିA =  ଏବଂ a2 + b2 + c2 + d2 = 1, ହୁଏ ରତରବ A–1 ରହବ।

 a.  b.  c.  d. 
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13. େଦ ିA(a, b) = , ରତରବ A(a, b)–1 ମେୂ୍ ରହବ

 a. A(–a, b) b. A(–a, –b) c. A(a, –b) d. A(a, b)

14. େଦ ିA =  ରେପ� ିA–1 = kA,ରତରବ k � ମେୂ୍ ରକଉଁଟ ିଅରଟ।

 a.  b.  c.  d.

15. ମ୍ାଟ୍କି୍ସ  � �ାଙ୍କ 3, ଏବଂ a, b, c ବାସ୍ତବ ରତରବ 

 a. a = b = c b. ସମସ୍ତ a, b, c େିନ୍ନ କନୁି୍ a + b + c = 0

 c. a, b, c � ଦୁଇଟ ିସଂଖ୍ା ସମାନ ରହବ କନୁି୍ ତୃତୀ��ୁ େିନ୍ନ।
 d. ସମସ୍ତ a, b, c େିନ୍ନ ଏବଂ a + b + c ≠ 0

16. p � ମେୂ୍ ନରି୍ତ୍ତ� କ� ରେଉଁଥି ପାଇଁ ଦତ୍ତ ମ୍ାଟ୍କି୍ସ �ାଙ୍କକ୍  ରହବ                              

 a. 4 b. 2 c. 3 d. 1

17. ଗସ ବରିୋପନ ପଦ୍ଧତ ିବ୍ବହା� କ� ିନମି୍ନେିଖିତ ସମୀକ�ଣ� ସମାଧାନ କ�:
x + 2y + 3z = 4, 2x + 3y + 4z = 5, 3x + 4y + 5z = 6

 a. x = 0.5, y = 0 ଏବଂ z = 1  b.x = 0.5, y = 0 ଏବଂ z = –1

 c. x = –0.5, y = 0 ଏବଂ z = 1.5 d. x = 0.5, y = 0 ଏବଂ z = –1.5

18. ଗସ-ରଜାଡତ୍ତାନ ପଦ୍ଧତରି� ନମି୍ନେିଖିତ ରକଉଁ �ୁପାନ୍� ଅନୁମତ ିପ୍ରାପ୍ତ?
 a. କର୍ତ୍ତ �ୁପାନ୍�   b. ସ୍ତମ୍ଭ �ୁପାନ୍�
 c. . ଧାଡ ି�ୁପାନ୍�   d. ବଗତ୍ତ �ୁପାନ୍�
19. କ୍ାମ� ଙ୍କ ନ�ିମ ପ୍ରର�ାଗ କ� ିନମି୍ନେିଖିତ ସମୀକ�ଣକୁ ସମାଧାନ କ�।

3x + y + 2z = 3, 2x – 3y – z = –3, x + 2y + z = 4

 a. x = 1, y = 2, z = –1   b. x = 2, y = 1, z = –1

 c. x = 2, y = –1, z = 1   d. x = 1, y = –1, z = 2

20. କ୍ାମ� ଙ୍କ ନ�ିମ ରକଉଁଥି ପାଇଁ ବଫିଳ ହୁଏ
 a. ଡଟି�ମିନାଣ୍ଟ > 0   b. ଡଟି�ମିନାଣ୍ଟ < 0
 c. ଡଟି�ମିନାଣ୍ଟ = 0   d. ଡଟି�ମିନାଣ୍ଟ = ଅବାସ୍ତବ
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ଉତ୍ତ�
1. b  2. c 3. b 4. b
5. a  6. d 7. c 8. d
9. c  10. d 11. b 12. c
13. b  14. a 15. d 16. c
17. c  18. c 19. a 20. c

ଅସମାହଷିତ କଠନି ପ୍ରଶ୍ନାବଳୀ

1. ଦଶତ୍ତାଅ ରେ େଦ ିA � ଏକ ଶୂନ୍ ଧାଡ,ି ଅଛ ିରତରବ AB � ମଧ୍ୟ ଏକ ଶୂନ୍ ଧାଡ ିଅଛ।ି
2. ଦଶତ୍ତାଅ ରେ େଦ ିB � ଏକ ଶୂନ୍ ସ୍ତମ୍ଭ ଅଛ,ି ରତରବ AB � ମଧ୍ୟ ଏକ ଶୂନ୍ ସ୍ତମ୍ଭ ଅଛ ି|
3. ମରନକ� ‘A’ ‘m’ �ାଙ୍କ ସହତି ଏକ m × n ମ୍ାଟ୍କି୍ସ ଏବଂ ‘B’ ‘n’ �ାଙ୍କ ସହତି ଏକ n × p ମ୍ାଟ୍କି୍ସ। AB 

� �ାଙ୍କ ନରି୍ତ୍ତ� କ� ତୁମ� ଉତ୍ତ�କୁ େରାରତ୍ତ କ�।
4. ପ୍ରମାଣ କ� ରେ େଦ ିB ଏକ 3 × 1 ମ୍ାଟ୍କି୍ସ ଏବଂ C ଏକ 1 × 3 ମ୍ାଟ୍କି୍ସ ହୁଏ ରତରବ 3 × 3 ମ୍ାଟ୍କି୍ସ BC 

� ଅତ ିରବଶୀର� �ାଙ୍କ 1 ଅଛ।ି ଅପ�ପରଷେ, ଦଶତ୍ତାଅ ରେ େଦ ିA ରକୌଣସ ି3 × 3 ମ୍ାଟ୍କି୍ସ �ାଙ୍କ 1 ରାଏ , 
ରତରବ ରସଠାର� 3 × 1 ମ୍ାଟ୍କି୍ସ B ଏବଂ 1 × 3 ମ୍ାଟ୍କି୍ସ C ଅଛ ିରେପ� ି A = BC

5. 2 × 2 A^bUþaòfþ cýûUâòùiiþ A ଏବଂ B ̂ ò‰ðd Ke ù~_eòKò A + B ଶୂନ୍ ସହ ସମାନ ନୁରହଁ ଏବଂ A+B 
A^bUþaòfþ ନୁରହଁ।

6. ମରନକ�  A	∈ Mn×n(F)A ରକଉଁ ପ�ସି୍ିତରି�, det (−A) = det (A)
7. GK ^ò¡òÁ @[ð aýaiÚû \âaý Gaõ ùiaûe \êAUò ùlZâ Kê ù^A MVòZö ]eû~ûC icÉ \âaýe 60% 

Gaõ icÉ ùiaû MêWÿòKe 30% \âaý C_ôû\^ùe aýajéZ jêGö iûcMâú C_ôû\^ùe icê\ûd @[ð 
ରନୈZòK C_ôû\e ùKCñ @^ê_ûZ aýajéZ jêGö

8. ^òcÜfòLôZ aûKýe _âZýêŸûjeY \ò@«êö ~ଦ ିm ର�ୈଖିକ ସମୀକ�ଣ ସମହୂ� n @mûZ eûgòe MêYûu 
cýûUâòKè� eûu m @Qò ùZùa ସମହୁ� icû]û^ @Qòö

_âKÌ/aýajûeòKû/Kû~ðýKkû_ 

ପ୍ରକଳ୍ପ
ଗ୍ାଫ୍ ତତ୍ତ୍ୱର� ବେିିନ୍ନ ପ୍ରକା�� ମ୍ାଟ୍କି୍ସ ଏବଂ ରସମାନଙ୍କ� ପ୍ରର�ାଗ ରଦଖାୋଉଥିବା ଏକ (ନମନୁା) ପ୍ରସୁ୍ତତ କ�।
ବ୍ୟବହାରଷିକ
1. ଏକ MATLAB ଫଳନ ରେଖନୁ୍ ୋହା ଏକ ମ୍ାଟ୍କି୍ସ ଧାଡ ିସଂଖ୍ା ଏବଂ ସ୍ତମ୍ଭ ସଂଖ୍ା ରନଇ 
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ରାଏ।ଫଳନକୁ ପାସ୍  ରହାଇଥିବା ଧାଡ ିସଂଖ୍ା ସହତି ଆ�ମ୍ଭ କ�,ି ଫଳନକୁ ପଠାୋଇଥିବା ସ୍ତମ୍ଭକୁ ରକୋ� କ� ଏବଂ 
ଧାଡ ିସଂଖ୍ାକୁ ରଫ�ସ୍ତ କ� ୋହା ସ୍ତମ୍ଭର� ସବତ୍ତ ବୃହତ ସଂପୂର୍ତ୍ତ ମେୂ୍ ଧା�ଣ କର�। ଏବଂ ବ୍ବହା� କ� ି3 × 3 
ମ୍ାଟ୍କି୍ସ� ଡଟି�ମିନାଣ୍ଟ ନରି୍ତ୍ତ� କ�।
2. MATLAB ବ୍ବହା� କ�,ି 3 × 3 ମ୍ାଟ୍କି୍ସ� ଡଟି�ମିନାଣ୍ଟ ନରି୍ତ୍ତ� କ�।
କାର୍ଯ୍ୟକଳାପ
1. RùY ù\ûKû^ú _ýùKU P1 ର� 1 କରିୋଗ୍ାମ ଗହମ, 1 କରିୋଗ୍ାମ ଚାଉଳ ଏବଂ 1 କରିୋଗ୍ାମ ବାଜ�ା 

ଏବଂ P2 ର� 1 କରିୋଗ୍ାମ ଗହମ, 0 କରିୋଗ୍ାମ ଚାଉଳ ଏବଂ 1 କରିୋଗ୍ାମ ବାଜ�ା ଏବଂ P3 , 0 କରିୋଗ୍ାମ 
ଗହମ, 1 କରିୋଗ୍ାମ ଚାଉଳ ଏବଂ 1 କରିୋଗ୍ାମ ବାଜ�ା ବକିି୍ କର�। ରତରବ ରକବଳ ଏକ କରିୋଗ୍ାମ ବାଜ�ା 
କଣିିବା ସମ୍ଭବ କ ିନୁରହଁ ୋଞ୍ଚ କ�ନୁୁ୍। େଦ ିହଁ ରତରବ କପି� ି?

2. (ରେକ୍ଟ�) କ'ଣ? ଏହା ଏକ ପ୍ରକା� ମ୍ାଟ୍କି୍ସ କ?ି ଏକ ଉଦାହ�ଣ ରଦଇ ତୁମ� ଉତ୍ତ�କୁ ଚନି୍ାକ� ଏବଂ ସମରତ୍ତନ 
କ�।

3. ବେିିନ୍ନ ସହ�� ବଦି୍ାରତ୍ତୀ ମାନଙ୍କ� ଏକ ରଗାଷ୍ୀ ଗଠନ କ�ନୁ୍, ଏକ ଗ୍ାଫ୍ ତଆି� ିକ�ନୁ୍ ଏବଂ ସହ� ଗୁଡକୁି 
ଶୀଷତ୍ତବନୁି୍ �ୂପର� ଏବଂ ପ�ବିହନ ମେୂ୍କୁ ଧା� �ୂପର� ରନଇ ସମାନ୍�ାଳ ମ୍ାଟ୍କି୍ସ ଗଠନ କ�।।

ଅଧିକ ଜାଣଷିବା 

1. ଗୁଣନଫଳ xyz � ସବତ୍ତନମି୍ନ ମେୂ୍ ରେଉଁଥି ପାଇଁ ଡଟି�ମିନାଣ୍ଟ  ଧନାତ୍ମକ ଅରଟ।

 a. –8 b. –1 c.  d. 

2. େଦ ିA =  ଏକ ଅରରତ୍ତାରଗାନାେ ମ୍ାଟ୍କି୍ସ ହୁଏ, ରତରବ ସମ୍ଭାବ୍ ତ୍ଗୁିଣ (a, b, g) ସଂଖ୍ା 
ରହଉଛ:ି

 a. 8 b. 6 c. 4 d. 2

3. େଦ ିa, b	≠	0 ଏବଂ f(n) = an + bn ଏବଂ  = k(1 – a)2 (1 – b )2 (a–b)2, 

ହୁଏ ରତରବ k � ମାନ:ରହବ:
 a. ab b. 1/ab c. 1 d. –1

4. A = � �ାଙ୍କ ନରି୍ତ୍ତ� କ� 
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5. ‘a’ � ମେୂ୍ ନରି୍ତ୍ତ� କ� ରେପ�କି ିମ୍ାଟ୍କି୍ସ A = � �ାଙ୍କ 3 ଠା�ୁ ସାନ ହୁଏ।

ଉତ୍ତରମାଳା
1. a  2. a 3. c

4. r(A) = ( )
3
2,
1

A

r = 



େଦ ିx ≠ y,  y ≠ Z, Z  ≠ x  

କିମ୍ା  x = y, କିମ୍ା  x  = z, ଏବଂ  y ≠ z   x  

େଦ ିx = y = z 

   5. 0, 3
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ଅଧ୍ୟାୟ ବ�ୈଶଷି୍ଟ୍ୟ
ଏହ ିଅଧ୍ୟାୟରେ ରେକ୍ଟେ ରପେଶ୍ ୍, ରେକ୍ଟେେ ରେୈଖିକ ନେି୍ଭେଶୀଳତୟା ଓ ରେୈଖିକ ସ୍ତ୍ରତନ୍ତ୍ରତୟା,ରେୈଖିକ ସଂର�ୟାଗ, ରେୈଖିକ 
ବସି୍ୃତ ଆଧୟାେ, ମୟାତ୍ୟା, ରେୈଖିକ େୂପୟାନ୍ତେଣ (ମ୍ୟାପ୍୍ ସ), ରେୈଖିକ ମ୍ୟାପେ ବ୍ୟାପି୍ ଓ କରଣ୍୍ଭଲ, େୟାଙ୍କ ଓ ଶୂନ୍ତୟା, ରେୈଖିକ 
େୂପୟାନ୍ତେଣେ ବ୍୍ତକ୍ରମ, େୟାଙ୍କ-ଶୂନ୍ତୟା ଉପପୟାଦ୍, ରେୈଖିକ ମ୍ୟାପେ ଗଠନ, ଏକ ରେୈଖିକ ମ୍ୟାପ ସହତି ଜଡତି 
ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ, ଇତ୍ୟାଦ ିଆରଲୟାଚତି ରହୟାଇଛ ି। ବଦି୍ୟାର୍ଭୀ ମୟାନଙ୍କ ପୟାଇଁ ସଦି୍ୟାନ୍ତ ଓ ପ୍ରରୟୟାଗଗ୍ଡକ୍ି ଅଧିକ ପେଷ୍ଟ କେବିୟା ପୟାଇଁ 
ପ�୍ଭ୍ୟାପ୍ ଉଦୟାହେଣ ସନ୍ରିବଶତି ରହୟାଇଛ ି।

ଯୁକି୍ଯୁକ୍ତୟା

ରେୈଖିକ ବୀଜଗଣିତ ସବ୍ସ୍ୟାନରେ ପ୍ରରୟୟାଗ କେୟା�ୟାଏ, କନ୍ି୍ତ ରବରଳରବରଳ ଏହୟା ବ୍ଝବିୟା କଷ୍ଟକେ ରବୟାଧହ୍ଏ, ଗଣିତ, 
ବଜି୍ୟାନ ଓ ଇଞି୍ନୟିେଂିରେ ରେକ୍ଟେ ରପେଶ୍  ପ୍ରରୟୟାଗ କେୟା�ୟାଏ। ରେୈଖିକ ସମୀକେଣ ସମହୂେ ସମୟାଧୟାନ କେବିୟାପୟାଇଁ 
ଏହୟା ଉପ�୍କ୍ତ ରେୈଖିକ ବୀଜ ଗୟାଣିତକି ଧୟାେଣୟା । ରେୈଖିକ େୂପୟାନ୍ତେଣ, ରେୈଖିକ ବୀଜଗଣିତେ ଏକ ମଳୂ ବଷିୟବସ୍୍ 
ମଧ୍େ୍ ରେୈଖିକ େୂପୟାନ୍ତେଣ ଏକ ମଳୂ ବଷିୟବସ୍୍, ବରିଶଲେଷଣୟାତ୍ମକ ଜ୍ୟାମତି,ି ଅବକଳ ସମୀକେଣ ଏବଂ ଅନ୍ୟାନ୍ ରଷେତ୍ରେ 
ଏହୟାେ ବ୍ୟାପକ ପ୍ରରୟୟାଗ ଅଛ ି। ବୟାର୍୍ଭୟାଗ୍ଡକ୍ି ଏନରକୟାଡ କେବିୟା ପୟାଇ ଁମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ବ୍ବହୃତ ହ୍ଏ, ଏବଂ ଡରିକୟାଡେ ରହଉଛ ି
ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସେ ବ୍୍ତକ୍ରମ । ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ରେକ୍ଟେ ରପେଶ୍ ୍ ମଧ୍ରେ ଏକ ରେୈଖିକ ମ୍ୟାପ ଏବଂ ଏକ ସମତଳରେ ଘଣୂ୍୍ଭନ ଅଧ୍ୟନ 
କେବିୟାପୟାଇ ଁମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ବ୍ବହୟାେ ହ୍ଏ । 

ପ୍ୟାକ୍-ଆ�ଶଟ୍ୟକତୟା 

1. ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସେ େୟାଙ୍କ, ବ୍୍ତକ୍ରମ ଓ ଡଟିେମିନୟାଣ୍ଟ ବଷିୟରେ େଲ ଧୟାେଣୟା  ।
2. ରେୈଖିକ ସମୀକେଣ ସମହୂେ ଗଠନ ଓ ସମୟାଧୟାନେ ବରିଳେଷଣରେ ପୟାେଙ୍ଗମ ରହବୟା|
3. ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସରେ ପ୍ରୟାରମିକ ପ୍ରକ୍ରିୟୟା କପିେ ିପ୍ରରୟୟାଗ କେୟା�ିବ ତୟାହୟା ବଦି୍ୟାର୍ଭୀମୟାରନ ଜୟାଣିବୟା ଉଚତି୍।
4. ସେରଜକ୍୍ ଟବି, ଇନ୍ ରଜକ୍ଟବି୍  ଇତ୍ୟାଦ ିଫଳନେ ଆଚେଣ ବଷିୟରେ ପେଷ୍ଟ ଧୟାେଣୟା। |

4 ବେକ୍ଟର ବପେଶ୍ ୍- I
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ଅଧ୍ୟାୟ ଫଳୟାଫଳ 
ଏହ ିଅଧ୍ୟାୟ ସମୟାପ୍ରହବୟାରେ, ବଦି୍ୟାର୍ଭୀମୟାରନ ସଷେମ ରହରବ :

U4-01:  ରେକ୍ଟେ ରପେଶ୍ , ସବ୍ ରପେଶ୍ , ମୟାତ୍ୟା ଓ ରସମୟାନଙ୍କ ଗ୍ଣଧମ୍ଭ େ ଧୟାେଣୟାକ୍ ବ୍ଝପିୟାେରିବ, |
U4-02: ରେୈଖିକ େୂପୟାନ୍ତେଣ େ ଗ୍ଣଧମ୍ଭ ବଷିୟରେ ଶଖିିପୟାେରିବ; Rn େ୍ Rm ଓ ବପିେୀତ କ୍ରମରେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ସହତି 

ରେୈଖିକ େୂପୟାନ୍ତେଣ େ ସହସମ୍ୱଦ୍କ୍ ବ୍ୟାଖ୍ୟା କେପିୟାେରିବ। 
U4-03: ପେୀଷେୟା କେ ଓ ନଣି୍୍ଭୟ କେ, ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ କପିେ ିବଦରଳ, ର�ରତରବରଳ ରସମୟାନଙ୍କେ ଆଧୟାେ ପେବିର୍୍ଭନ ହ୍ଏ; 

େୟାଙ୍କ- ନଲିଟ ିଉପପୟାଦ୍ ବଷିୟରେ ଶଖିି ପୟାେରିବ ।
U4-04: ବ୍ୟାପି୍-ରପେଶ୍  ,ନଲ-ରପେଶ୍ , କଣ୍୍ଭଲ ରପେଶ୍  ବରିଶଷ ପ୍ରକୟାେେ ରେୈଖିକ େୂପୟାନ୍ତେଣ ଧୟାେଣୟାେ ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ 

କେପିୟାେରିବ; ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ସହତି ଆଧୟାେ/ ରେୈଖିକ ମ୍ୟାପ େ ସମ୍ପକ୍ଭ କେପିୟାେରିବ 

ଅଧ୍ୟାୟ ଫଳୟାଫଳ ସହତି ପୟାଠଟ୍ୟକ୍ରମ ଫଳୟାଫଳର ମଟ୍ୟୟାପିଙ୍ଗ

ୟ୍ନଟି୍ 4 
ଫଳୟାଫଳ

ପୟାଠ୍କ୍ରମ ଫଳୟାଫଳ ସହତି ଆଶୟାକେୟା �ୟାଉରବୟା ମ୍ୟାପିଙ୍ଗ 
(1-ଦ୍ବ୍ଭଳ ସହସମ୍ୱନ୍ଧ; 2-ମୟାଧ୍ମ ସହସମ୍ୱନ୍ଧ; 3-ଦୃଢ ସହସମ୍ୱନ୍ଧ)

co-1 co-2 co-3 co-4 co-5

u4-01 - - - 3 1

u4-02 - - 2 3 2

u4-03 - - 1 3 2

u4-04 - - 2 3 2

ଇତହିୟାସ;
ଏକ ରେକ୍ଟେ ରପେଶ୍  େ ଧୟାେଣୟା, ବୟାସ୍ବ ସଂଖ୍ୟା {a,b,c--} େ ରଷେତ୍ ସହ ଜଡତି, ସଂଗହୃତି 
ରେକ୍ଟେ {u,v,w---} େ ସୟାଧୟାେଣ ଦ୍ଇଟ ିଏବଂ ତରିନୟାଟ ିମୟାତ୍ୟାବଶିଷି୍ଟ ରପେଶ୍ େ ଦ୍ୟାେୟା ବକିଶତି 
ରହୟାଇଛ।ି 1888 ମସହିୟାରେ ଇଟୟାଲୀୟ ଗଣିତଜ୍ ଗ୍ରସପ୍ ପିଆରନୟାଙ୍କ ଦ୍ୟାେୟା ପ୍ରରରମ, 
ରେକ୍ଟେ ରପେଶ୍ , ଆବଷ୍ଟୟାକ୍ଟ ବୀଜଗୟାଣିତକି ବସ୍୍ େୟାବରେ ବ୍ୟାଖ୍ୟା କେୟା�ୟାଇରଲୟା,
ପିଆରନୟା ତୟାଙ୍କ ରେକ୍ଟେ ରପେଶ୍   ଗ୍ଡକ୍ି "ଲିନଅିେ ସଷି୍ଟମ"(ରେୈଖିକ ପ୍ରଣୟାଳୀ) କୟାେଣ ରସ 
ସଠକି୍ େୟାବରେ ରଦଖିରଲର�, ରପେଶ୍ ରେ ଅରନକ ସସୀମ ରେକ୍ଟେ ଓ ରକେଲୟାେ ରେୈଖିକ 
ସଂର�ୟାଗରେ av+ bw+...+cz ରକୌଣସ ିରେକ୍ଟେ ପୟାଇପୟାେବିୟା,
"ଗଣିତ ଶଖିିବୟାେ ଏକମୟାତ୍ ଉପୟାୟ ରହଉଛ,ି ଗଣିତକ୍ ଅେ୍ୟାସ କେବିୟା" 

ପଲ ହୟାଲରମୟାସ
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4.1ବେକ୍ଟର ବପେଶ୍  

ମରନକେ F ଏକ ରଷେତ୍ ଏବଂ V ଏକ ଅଣଶୂନ୍ ରସଟ୍ �ୟାହୟା ଦ୍ଇଟ ିଦ୍ ିଆଧୟାେୀ ପ୍ରକି୍ରୟୟା, ରେକ୍ଟେ ର�ୟାଗ '+' ଏବଂ 
ରକେଲୟାର୍ ଗ୍ଣନ '.' କ୍ ରଷେତ୍ F ରେ ରେକ୍ଟେ ରପେଶ୍ ୍ କ୍ହୟା�ୟାଏ, �ଦ ିଏହୟା ନରିମନୟାକ୍ତ ସର୍୍ଭୟାବଳୀକ୍ ପୂେଣକେ 
 i- V ର�ୟାଗେ ଅନ୍ତଗ୍ଭତ ସଂବୃତ ହ୍ଏ ଅର୍ଭୟାତ୍ u + v ∈ V, ସମସ୍ u + v ∈ V ପୟାଇଁ

 ii.  ସଂବଯୟାଜଟ୍ୟତୟା ଅର୍ୟାତ: u + (v + w) = (u + v) + w, ସମସ୍ u, v, w ∈ V ପୟାଇଁ
 iii. ବଯୟାଗୟାତ୍ମକ ଅବେଦ: ଏକ ଉପୟାଦୟାନ 0 ∈ V  େ ଏହ ିପ୍ରକୟାେ ଅସି୍ତ୍ୱ ଅଛ ିକ ିu + 0 = 0 + u = u ସମସ୍ 

u ∈ V ପୟାଇଁ।
 iv.  ବଯୟାଗୟାତ୍ମକ �ବି�ୟାମୀ:  ପ୍ରରତ୍କ u ∈ V ପୟାଇଁ ଏଠୟାରେ ଏକ ଅଦ୍ତିୀୟ ଉପୟାଦୟାନ –u ∈ V େ ଅସି୍ତ୍ୱ ଅଛ ି

ର�ପେକି ିu + (–u) = 0 = (–u) + u.
 v. କ୍ରମ�ନିମିୟୀ: u + v = v + u, ସମସ୍ u, v ∈ V ପୟାଇଁ
 vi. V ରକେଲୟାେ ଗ୍ଣନେ ଅନ୍ତଗ୍ଭତ ସଂବୃତ ଅରଟ ଅର୍ଭୟାତ୍ au ∈ V ସମସ୍ a ∈ F ଏବଂ u ∈ V. ପୟାଇଁ
 vii- a(u + v) = au + av, ସମସ୍ a ∈ F, u, v ∈ Vପୟାଇଁ
 viii- (a + b)u = au + bu, ସମସ୍ a, b ∈ F, u ∈ Vପୟାଇଁ
 ix- (ab)u = a(bu), ସମସ୍ a, b ∈ F, u ∈ Vପୟାଇଁ
 x. 1u = u, ସମସ୍ u ∈ V ପୟାଇଁ ଏବଂ ‘F’ େ ଗ୍ଣୟାତ୍ମକ ଅରେଦ 1 ଅରଟ, ରତଣ୍ V(F) ଏକ ରେକ୍ଟେ ରପେଶ୍  

ଅରଟ ।

ମନ୍ତବ୍: Vେ ଉପୟାଦୟାନଗ୍ଡକ୍ି ରେକ୍ଟେ ଏବଂ F େ ଉପୟାଦୟାନଗ୍ଡକ୍ି ରକେଲୟାେ କ୍ହୟା�ୟାଏ |

 ଉଦୟାହେଣ ସ୍ୱେୂପ: �ୟାଞ୍ଚ କେ Z(Q) ଏକ ରେକ୍ଟେ ରପେଶ୍  କ ିନୟା?

ସମୟାଧୟାନ: ମରନକେ 1 ∈ Z ଏବଂ 1
2

Q∈

ଗ୍ଣଧମ୍ଭ (vi) ଅନ୍ସୟାରେ  au ∈ V ସମସ୍ a ∈ F ଏବଂ u ∈ V ପୟାଇ.ଁ

\ = ∉
1 11.
2 2

Q

\ Z(Q) ଏକ ରେକ୍ଟେ ରପେଶ୍  ନ୍ରହଁ ।

4.1.1Rnବର ବେକ୍ଟର

ଏକ ରେକ୍ଟେ n ମୟାତ୍ୟା ବଶିଷି୍ଟ, ଏକ କ୍ରମିତ n-ଟପଲ (a1, a2, ... an), େୟାବରେ ବ୍ୟାଖ୍ୟା କେୟା�ୟାଏ, ର�ଉଁଠୟାରେ 
ପ୍ରରତ୍କ ai ଏକ ବୟାସ୍ବ ସଂଖ୍ୟା ,n - ମୟାତ୍ୟା ବଶିଷି୍ଟ ସମସ୍ ରେକ୍ଟେ େ ରସଟ୍୍ କ୍ Rn ଦ୍ୟାେୟା ସଚୂୀତ କେୟା�ୟାଏ । ଏକ 
କ୍ରମିକ n-ଟପଲ  ବୟାସ୍ବ ସଂଖ୍ୟାକ୍ ବୟାସ୍ବ n-ରେକ୍ଟେ କ୍ହୟା�ୟାଏ। ଏହୟା ଗୟାଣିତକି େୂପରେ ଏପେ ିରଲଖୟା�ୟାଏ
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Rn = {a1, a2,... an | ai ∈ R, 1 ≤ i ≤ n}

୪.୧.୨ ମଟ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସବର ବେକ୍ଟର:

Mm × n(F) = ସମସ୍ m × n ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ େ ରସଟ୍ �ୟାହୟାେ ଉପୟାଦୟାନ ଗ୍ଡକି F ରେ ଅଛନ୍ତ ି।

= 

 
 
 
 
 
  





   



11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a
a a a

a a a

 aij ∈ F 

୪.୧.୩ ସ�୍ୟାଧିକ n- ଘୟାତ ପ�ିବନୟାମିଆ� ବର ବେକ୍ଟର:

Pn(F) = ସବ୍ଭୟାଧିକ n-ଘୟାତ ବଶିଷି୍ଟ ସମସ୍ ପଲିରନୟାମିଆଲ େ ରସଟ �ୟାହୟାେ ସହଗ F ରେ ଅଛ ିଓ ଶୂନ୍ 
ପଲିରନୟାମିଆଲ୍ 

= {a0 + a1 x + ... + an xn, ai ∈ F, n ∈ N ∪ {0}}

ରକରତକ ସମୟାହତି ଉଦୟାହେଣ

ଉଦୟାହେଣ୪.୧: ପ୍ରମୟାଣ କେର�, R ରେ ସମସ୍ କଣ୍୍ଭୀ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସେ ରସଟ, ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସେ ର�ୟାଗ ଓ ରକେଲୟାେ ଗ୍ଣନ 
େିର୍କି ଏକ ରେକ୍ଟେ ରପେଶ୍  । 

 ସମୟାଧୟାନ: ମରନକେ V = n × n ସମସ୍ କଣ୍୍ଭୀ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସେ ଏକ ରସଟ୍
   = [aii]n × n, aii ∈ R

 ଆରମ ଜୟାଣ୍, ର� ଅଡ୍ଭେ ସମୟାନ କ୍ରମ େ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସେ ର�ୟାଗ ସଂଜ୍ୟା�୍କ୍ତ ଏବଂ ରକେଲୟାେ ଗ୍ଣନ ରହଉଛ ି।
 aA = [a aii]n×n

i. ମରନକେ [aii]n×n, [bii]n×n ∈ V, ରତରବ
 [aii]n×n + [bii]n×n = [aii + bii]n×n ଏକ କଣ୍୍ଭୀ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ମଧ୍ ।
ii. ମରନକେ  [aii]n×n, [bii]n×n, [cii]n×n ∈ V

 \ [aii]n×n + {[bii]n×n + [cii]n×n} = [aii]n×n + [bii + cii]n×n

 = [aii]n×n + [bii + cii]n×n

 = [aii + (bii + cii)]n×n

 = [(aii + bii) + cii]n×n [ ର�ୟାଗ R ରେ ସଂର�ୟାଗୀ]
 = [aii + bii]n×n + [cii]n×n

 = [aii]n×n + [bii]n×n + [cii]n×n
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iii. ମରନକେ  A = [aii]n×n ∈ V.

 ଆରମ ଜୟାଣ୍ n × n ଶୂନ୍ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ରସଟ୍ V େ ଏକ ଉପୟାଦୟାନ ଏବଂ ଏହୟାକ୍ 0 େୂରପ ସଚୂତି 
କେୟା�ୟାଏ  0 = [0]n×n

  A + 0 = [aii]n×n + [0]n×n

  = [aii + 0]n×n

  = [aii]n x n= A
 ଏହ ିପେେିୟାରବ 0 + A = A

iv. ମରନକେ A = [aii]n×n ∈ V, ରତରବ ଏଠୟାରେ ଅଛି
  –A = [–aii]n×n ∈ V

 ବର୍୍ଭମୟାନ A + (–A) = [aii]n×n + [–aii]n×n

  = [aii – aii]n×n

  = [0]n×n

  = 0

 ଏହ ିପେେିୟାରବ (–A) + A = 0

v. ମରନକେ A = [aii]n×n, B = [bii]n×n ∈ V

 \ A + B = [aii]n×n + [bii]n×n

  = [aii + bii]n×n

  = [bii + aii]n×n [ R  ରେ ର�ୟାଗ କ୍ରମବନିମିୟୀ]
  = [bii]n×n + [aii]n×n

  = B + A

vi. ମରନକେ a ∈ R, A = [aii]n×n ∈ V

 ବର୍୍ଭମୟାନ aA = a[aii]n×n

  = [a.aii]n×n

  = n × n ଅଡ୍ଭେ କଣ୍୍ଭୀ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ
vii. ମରନକେ A = [aii]n×n, B = [bii]n×n ∈ V ଏବଂ a ∈ R

 \ a(A + B) = a([aii]n×n + [bii]n×n)

  = a[aii + bii]n×n = [a(aii + bii)]n×n

 = [a.aii+abii]nxn [ R ରେ ବଣ୍ଟନ ନୟିମ]
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 = 

 = 

 = aA + aB

viii. ମରନକେ a, b ∈ R ଏବଂ A = [aii]n×n ∈ V 

\ (a + b) A = (a + b) [aii]n×n

 = [(a + b) . aii]n×n

 = [a . aii + b . aii]n×n

 = [a . aii]n×n + [b . aii]n×n

 = a[aii]n×n + [b . aii]n×n

 = a[aii]n×n + b . [aii]n×n

 = aA + bA.

ix. ମରନକେ a, b ∈ R ଏବଂ A = [aii]n×n ∈ V

\ (ab)A = (ab) [aii]n×n

 = [(ab) aii]n×n

 = [a(baii)]n×n

 = a[b . aii]n×n

 = a ([b[aii]n×n)

 = a(bA)

x. ମରନକେ  A = [aii]n×n ∈ V, ରତରବ
 1 . A = 1 . [aii]n×n = [1 . aii]n×n

 = [aii]n×n = A

ଏହପିେ ିV] ରେକ୍ଟେ ରପେଶ୍  େ ସମସ୍ ଗ୍ଣକ୍ ପୂେଣ କରେ ଏବଂ ରତଣ୍ V(R) ଏକ ରେକ୍ଟେ ରପେଶ୍  ଅରଟ |
ଉଦୟାହରଣ୪.୨:- ମରନକେ ସମସ୍ m×n ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ, େ ରସଟ୍ ରହଉଛ ିM । ଏହୟା ଉପୟାଦୟାନ ଗ୍ଡକି ବୟାସ୍ବ 

ସଂଖ୍ୟା ପ୍ରମୟାଣ କେ ର�, ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସେ ର�ୟାଗ ଓ ରକେଲୟାେ ଗ୍ଣନ େିର୍କି, ରଷେତ୍ R ରେ M ଏକ ରେକ୍ଟେ ରପେଶ୍ ୍। 
ସମୟାଧୟାନ:  ସମୟାନ ଅଡ୍ଭେେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ m×n ଏବଂ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଗ୍ଣନ ମଧ୍ ବ୍ୟାଖ୍ୟା କେୟା�ୟାଇଛ।ି
M = {[aij]m×n; aij ∈ R}

ସମୟାନ କ୍ରମେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ର�ୟାଗ ଓ ଗ୍ଣନ ସଂଜ୍ୟା�୍କ୍ତ 
i. ମରନକେ  A = [aij]m×n, B = [bij]m×n ∈ M, ରତରବ 
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 A +B = [aij]m×n + [bij]m×n

 = [aij + bij]m×n ∈ M

ii. ମରନକେ A = [aij]m×n ∈ M, B = [bij]m×n ∈ M, C = [cij]m×n ∈ M

 \ [aij]m×n + {[bij]m×n + [cij]m×n}

 = [aij]m×n + [bij + cij]m×n

 = [aij + bij + cij]m×n

 = [(aij + bij) + cij]m×n  [ର�ୟାଗ R ରେ ସଂର�ୟାଗୀ ]
 = [aij + bij]m×n + [cij]m×n 

 = [[aij]m×n + [bij]m×n} + [cij]m×n

iii. ମରନକେ A = [aij]m×n ∈ M

 ଆରମ ଜୟାଣ୍ ର� ଶୂନ୍ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ 'o' ଦ୍ୟାେୟା ସଚୂତି ହ୍ଏ ଏବଂ o∈ M

 ଅର୍ଭୟାତ୍ 0 = [0]m×n

 ବର୍୍ଭମୟାନ A + 0 = [aij]m×n + [0]m×n 

  = [aij + 0]m×n 

  = [aij]m×n = A

 ଏହ ିପେେିୟାରବ 0 + A = A

iv. ମରନକେ A = [aij]m×n ∈ M, ରତରବ ଏଠୟାରେ ଅଛି
  –A = [–aij]m×n ∈ M

 ବର୍୍ଭମୟାନ  A + (–A) = [aij]m×n + [–aij]m×n

  = [aij – aij]m×n 

  = [0]m×n 

  = 0

 ଏହ ିପେେିୟାରବ] (–A) + A = 0

v. ମରନକେ A = [aij]m×n ∈ M, B = [bij]m×n ∈ M

  A + B = [aij]m×n + [bij]m×n

  = [aij + bij]m×n 

  = [bij +aij]m×n [ R ରେ ର�ୟାଗ କ୍ରମବନିମିୟୀ ]
  = [bij]m×n + [aij]m×n
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  = B + A

vi. ମରନକେ a ∈ R ଏବଂ A = [aij]m×n ∈ M

 ବର୍୍ଭମୟାନ] aA = a[aij]m×n

  = [aaij]m×n ∈ M.

vii. ମରନକେ  a ∈ R ଏବଂ A = [aij]m×n ∈ M, B = [bij]m×n ∈ M

 \ a(A + B) = a{[aij]m×n + [bij]m×n}

 = a[aij + bij]m×n  [ R ରେ ଗ୍ଣନ େ ବଣ୍ଟନ ନୟିମ ]
 = [a(aij + bij]m×n 

 = [a . aij + a . bij]m×n 

 = [a . aij]m×n + [a . bij]m×n

 = [a . aij]m×n + [a . bij]m×n

 = a[aij]m×n + a[bij]m×n 

 = aA + aB

viii. ମରନକେ a, b ∈ R ଏବଂ A = [aij]m×n ∈ M

\ (a + b)A = (a + b) [aij]m×n

 = [(a + b) . aij]m×n

 = [a . aij + b . aij]m×n

 = [a . aij]m×n + [b . aij]m×n 

 = a[aij]m×n + b[aij]m×n 

 = aA + bA.

ix. ମରନକେ a, b ∈ R ଏବଂ A = [aij]m×n ∈ M

\ (ab)A = (ab) [aij]m×n 

 = [(ab)aij]m×n

 = [a(b . aij)]m×n

 = a[b . aij]m×n

 = a{b[aij] m×n}

 = a(bA)

x. ମରନକେ A = [aij]m×n ∈ M, ରତରବ
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 1 . A = 1 . [aij]m×n 

 = [1 . aij]m×n

 = [aij]m×n = A

ଏହପି୍ରକୟାେ, M ରେକ୍ଟେ ରପେଶ୍  େ ସମସ୍ ଗ୍ଣକ୍ ପୂେଣ କେଛି ିଏବଂ ଏଥିପୟାଇଁ M, R ରେ ରେକ୍ଟେ ରପେଶ୍  
ଅରଟ।

 ଉଦୟାହେଣ୪.୩:ରେକ୍ଟେ (x1, x2, x3, x4); ∈ R4 ରସଟ୍ ର�ଉଁଠୟାରେ x2 > 0 ଏହୟା ସଧୟାେଣ ର�ୟାଗ ରକେଲୟାେ 
ଗ୍ଣନ େିର୍କି ରେକ୍ଟେ ରପେଶ୍  କ ି?

ସମୟାଧୟାନ:ମରନକେ V = {(x1, x2, x3, x4); x2 > 0 ର�ଉଁଠୟାରେ ∀ xi ∈ R; 1 ≤ i ≤ 4}

ମରନକେ –1 ∈ R ଏବଂ (x1, x2, x3, x4) ∈ V ର�ଉଁଠୟାରେ x2 > 0

ବର୍୍ଭମୟାନ, ଗ୍ଣଧମ୍ଭ (vi) ଅନ୍ସୟାରେ au ∈ V ∀ a ∈ F ଏବଂ u ∈ V

⇒ –1(x1, x2, x3, x4) = (–x1, –x2, –x3, –x4) ∉ V

କୟାେଣ x2 < 0

\ V(R) ରେକ୍ଟେ ରପେଶ୍  ନ୍ରହଁ।

ପ୍ରଶନମୟାଳୟା 4.1 

1. ପ୍ରମୟାଣ କେ
 i. C ରେ C ଏକ ରେକ୍ଟେ ରପେଶ୍ ୍ । ii.  C, ରେ R ଏକ ରେକ୍ଟେ ରପେଶ୍ ୍ ନ୍ରହଁ ।
 iii.  Q ରେ C ଏକ ରେକ୍ଟେ ରପେଶ୍ ୍ । iv.   Q ରେ Z ଏକ ରେକ୍ଟେ ରପେଶ୍ ୍ ନ୍ରହଁ ।
 v. C ରେ R ଏକ ରେକ୍ଟେ ରପେଶ୍ ୍।
2. ମରନକେ  V = {(a, b) ; a, b ∈ R} ରତରବ ଦଶ୍ଭୟାଅ ର� ର�ୟାଗ ଏବଂ ରକେଲୟାେ ଗ୍ଣନ େିର୍କି ବୟାସ୍ବକି ରେକ୍ଟେ 

ରପେଶ୍ ୍ ନ୍ରହଁ, ର�ପେକି ିନମିନଲିଖିତ େୟାବରେ ପ୍ରରତ୍କରେ ବ୍ୟାଖ୍ୟା କେୟା�ୟାଇଛ:ି
 i. (a, b) + (c, d) = (a + c, b + d) ଏବଂ k(a, b) = (0, kb)

 ii. (a, b) + (c, d) = (0, b + d) ଏବଂ k(a, b) = (ka, kb)

 iii. (a, b) + (c, d) = (ac, bd) ଏବଂ k(a, b) = (ka, kb)

 iv. (a, b) + (c, d) = (0, 0) ଏବଂ k(a, b) = (ka, kb)

3. ନମିନଲିଖିତ ମଧ୍େ୍ ରକଉଁଟ ିR4 େ ଉପରସଟ୍, ସୟାଧୟାେଣ ର�ୟାଗ ଏବଂ ରକେଲୟାେ ଗ୍ଣନ ପୟାଇଁ ରେକ୍ଟେ ରପେଶ୍  
ଅରଟ? ରେକ୍ଟେ ରସଟ୍ (x1, x2, x3, x4) ∈ R4  ର�ପେକି ି

 a. x1 = 0 b. x1 < 0 c. x4 = 0 d. x3
2 ≥ 0
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 e. 2x1 + 3x2 = 0

4. ପ୍ରମୟାଣ କେ ର� ସମସ୍ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ େ ରସଟ୍ �ୟାହୟାେ େୂପ   ର�ଉଁଠୟାରେ x, y ∈ C , ରେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ର�ୟାଗ 
ଓ ରକେଲୟାେ ଗ୍ଣନ େିର୍କି ଏକ ରେକ୍ଟେ ରପେଶ୍  |

ଉର୍େ ମୟାଳୟା 

1. a. ହଁ  b. ନୟାହିଁ  c. ହଁ  d. ହଁ 
 e. ହଁ 

୪.୨  ବେକ୍ଟରର ବରୈଖିକ ନେି୍ରଶୀଳତୟା ଏ�ଂ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ରତୟା :
ବରୈଖିକ ନେି୍ରଶୀଳ ବେକ୍ଟର:ମରନକେ V(F) ଏକ ରେକ୍ଟେ ରପେଶ୍ ୍ ଅରଟ ରତରବ ରେକ୍ଟେ {v1, v2, ..., vn} ∈ V 
ରେୈଖିକ ନେି୍ଭେଶୀଳ, �ଦ ିଏଠୟାରେ ରକେଲୟାେ a1, a2, ..., an ∈ F (ସମସ୍ ଶୂନ ନ୍ରହଁ)ଏପେ ିେୟାବରେ ବଦି୍ମୟାନ 
ଅଛ ିର�

 a1v1 + a2v2 + ... + anvn = 0

ବରୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ବେକ୍ଟର: ମରନକେ V(F) ଏକ ରେକ୍ଟେ ରପେଶ୍ ୍ | ରେକ୍ଟେ  {v1, v2, ..., vn} ∈ V କ୍ ରେୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର 
କ୍ହୟା�ୟାଏ । 

 �ଦ ିରସଠୟାରେ
 a1v1 + a2v2 + ... + anvn = 0 ସମସ୍ ai ∈ F, 1 ≤ i ≤ n ପୟାଇଁ 
⇒ a1 = a2 = ...... = an = 0

ଫଳୟାଫଳ:
i. ଶୂନ୍ ରସଟ୍ ରେୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର େୟାବରେ ବ୍ୟାଖ୍ୟା କେୟା�ୟାଇଛ।ି
ii. ଏକ ରସଟ୍ ର�ଉଁଥିରେ ରକବଳ ଶୂନ ରେକ୍ଟେ ଅର୍ଭୟାତ୍ {0} ରୟାଏ, ତୟାହୟା ରେୈଖିକ ନେି୍ଭେଶୀଳତ । 
iii. ଏକ ରସଟ୍ ର�ଉଁଥିରେ ରକବଳ ରଗୟାଟଏି ଅଣଶୂନ୍ ରେକ୍ଟେ ଅଛ ିତୟାହୟା ରେୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର। 
iv. ଦ୍ଇଟ ିରେକ୍ଟେ ରେୈଖିକ ନେି୍ଭେଶୀଳ �ଦ ିଏବଂ ରକବଳ ଏହ ି  ରସମୟାନଙ୍କ ମଧ୍େ୍ ରଗୟାଟଏି ଅନ୍ଟେି 

ରକେଲୟାେ ଗ୍ଣଫଳ ଅରଟ |

ବକବତକ ସମୟାହତି ଉଦୟାହରଣ

ଉଦୟାହେଣ୪.୪: ନମିନଲିଖିତ ରେକ୍ଟେ ପୟାଇଁ ରେୈଖିକ ନେି୍ଭେଶୀଳତୟା /ସ୍ୱତନ୍ତ୍ରତୟା ପେୀଷେୟା କେ:
i. {(1, 2, 3), (1, 0, 0), (0, 2, 3)} R3 ରେ
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ii. {(1, 1, 1), (1, 2, 3), (0, 1, 3)} R3 ରେ
ସମୟାଧୟାନ: ମରନକେ u = (1, 2, 3), v = (1, 0, 0), w = (0, 2, 3)

ମରନକେ ରକେଲୟାର୍ a, b, c ପୟାଇ ଁau + bv +cw = 0 

\ a(1, 2, 3) + b(1, 0, 0) + c(0, 2, 3) = 0

⇒ (a + b, 2a + 2c, 3a + 3c) = (0, 0, 0)

 ଅନ୍େୂପ ଉପୟାଦୟାନଗ୍ଡକ୍ି ତ୍ଳନୟା କେବିୟା ପରେ, ଆରମ ପୟାଉ
 a + b = 0...(1)

 2a + 2c = 0 ⇒ a + c = 0...(2)

 3a + 3c = 0 ⇒ a +c = 0

ସମୀକେଣ(1),େ୍ a = –b

ସମୀକେଣ(2),େ୍ a = –c

\ a = –b, a = –c, a େ ପ୍ରରତ୍କ ମଲୂ୍ ପୟାଇଁ ସମୟାଧୟାନ ।
�ଦ ିa = 1, b = –1, c = –1, ଏକ ସମୟାଧୟାନ ଅରଟ ରତରବ ଦଅି�ୟାଇଥିବୟା ରେକ୍ଟେ ଗ୍ଡକି ରେୈଖିକ ନେି୍ଭଳଶୀଳ 

ଅରଟ।
 ବକିଳ୍ପପଦ୍ତ:ି ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ 'A' ସଷିୃ୍ଟକେ, �ୟାହୟାେ ସ୍ମ୍ଭ, ଦର୍ ରେକ୍ଟେ ଗ୍ଡକି। 

 A = 

ପ୍ରକି୍ରୟୟା ଦ୍ୟାେୟା R2 → R2 – 2R1, R3 → R3 – 3R1

 A ~ 

ପ୍ରକି୍ରୟୟା ଦ୍ୟାେୟା  R3 → R3 – R2

 A ~ 

 ଏହ ିମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ Aେ ଧୟାଡ ିଇରକଲନ୍ େୂପ ଏବଂ r(A) େ େୟାଙ୍କ = 2 < A େ ସ୍ମ୍ଭ ସଂଖ୍ୟା ଏଣ୍ ଦର୍ ରେକ୍ଟେ 
ଗ୍ଡକି ରେୈଖିକ ନେି୍ଭେଶୀଳ।

ii. ସ୍ମ୍ଭରେ ରେକ୍ଟେ ରଲଖି ଏକ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ A ସଷିୃ୍ଟ କେ, ଅର୍ଭୟାତ୍ 
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  A ~ 

ପ୍ରକି୍ରୟୟା ଦ୍ୟାେୟା  R2 → R2 – R1, R3 → R3 – R1

 A ~ 

 ପ୍ରକି୍ରୟୟା ଦ୍ୟାେୟା R3 → R3 – 2R2

 A ~ 

ଏହ ିମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ Aେ ଧୟାଡ ିଇରକଲନ୍ େୂପ ଏବଂ r(A) = 3 = A େ ସ୍ମ୍ଭ -ସଂଖ୍ୟା ।
\ ରତଣ୍ ଦର୍ ରେକ୍ଟେ ଗ୍ଡକ୍ି ରେୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର।

ମନ୍ତବ୍: ରେକ୍ଟେ କ ିନୟାହିଁ �ୟାଞ୍ଚ କେବିୟାକ୍, ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ପଦ୍ତ ିଦ୍ୟାେୟା ଦର୍ ରେକ୍ଟେ ରେ଼ ରେୈଖିକ ନେି୍ଭେଶୀଳ/ 
ରେୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର �ୟାଞ୍ଚ କେବିୟା । 

iଏକ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ A ଗଠନ �ୟାହୟାେ ସ୍ମ୍ଭ ଦର୍ ରେକ୍ଟେ ଅରଟ !
ii. ପ୍ରୟାରମିକ ଧୟାଡ ିପ୍ରକି୍ରୟୟା ବ୍ବହୟାେ କେ, ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ A କ୍ ଧୟାଡ ିଇରକଲନ୍ େୂପରେ ପେବିର୍୍ଭନ କେ।
iii. ( )

.
.

n L I
A

n L D
=

r < =
 ସ୍ମ୍ଭ ସଂଖ୍ୟା = ରେୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ସ୍ମ୍ଭ ସଂଖ୍ୟା =ରେୈଖିକ ନେି୍ଭେଶୀଳ ନଣି୍୍ଭୟ କେ

ଉଦୟାହେଣ୪.୫: a େ ମଲୂ୍ ନଣି୍୍ଭୟ କେ �ଦ ିରେକ୍ଟେ {(1, –1, 3), (1, 2, –3), (a, 0, 1)} ରେୈଖିକ ନେି୍ଭେଶୀଳ।
ସମୟାଧୟାନ: ମରନକେ u = (1, –1, 3), v = (1, 2, –3) ଏବଂ w = (a, 0, 1).

ର�ରହତ୍ ରେକ୍ଟେଗ୍ଡକି ରେୈଖିକ ନେି୍ଭେଶୀଳ, ରତରବ
 au + bv + cw = 0

ର�ଉଁଠୟାରେ a, b, c ରେକ୍ଟେ ଅଟନ୍ତ ିଏବଂ ସମରସ୍ ଶୂନ ନ୍ହନ୍ତ ି।
 a(1, –1, 3) + b(1, 2, –3) + c(a, 0, 1) = 0

 (a + b + ac, –a + 2b, 3a – 3b + c) = (0, 0, 0)

 ଅନ୍େୂପ ଉପୟାଦୟାନ ଗ୍ଡକ୍ି ତ୍ଳନୟା କେବିୟା ପରେ, ଆରମ ପୟାଉ
 a + b + ac = 0 ...(1)
 –a + 2b = 0 ...(2)
 3a –3b + c = 0 ...(3)
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 ସମୀକେଣ (2) x 2+ ସମୀକେଣ(3) 
 3a – 3b + c = 0

 –2a + 4b     = 0

    

 a +  b + c = 0 ...(4)

ସମୀକେଣ (1) େ୍ (4) କ୍ ବରିୟୟାଗ କେବିୟା ଦ୍ୟାେୟା ଆରମ ପୟାଉ
 ac – c = 0

କମି୍ୱୟା c(a – 1) = 0

କନ୍ି୍ତ c ≠ 0,ରତଣ୍ a – 1 = 0 ⇒ a = 1

ଉଦୟାହେଣ 4.6.ଦଶ୍ଭୟାଅ ର� ବୟାସ୍ବ ସଂଖ୍ୟାେ ରଷେତ୍ରେ, ସମସ୍ ପଲିରନୟାମିଆଲେ ରେକ୍ଟେ ମୟାନଙ୍କେ ରସଟ 
{x3 – x + 1, x3 + 2x + 1, x + 1} ରେୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଅରଟ।

ସମୟାଧୟାନ: ମରନକେ a, b, c R
\ a(x3 – x + 1) + b(x3 + 2x + 1) + c(x + 1) = 0
 (a + b)x3 + (–a + 2b + c)x + (a + b + c) = 0

ଉେୟ ପୟାର୍୍ଭରେ xେ ସମୟାନ ଘୟାତେ ସହଗକ୍ ସମୟାନ କରଲ,
 a +b = 0 ...(1)
 –a + 2b + c = 0 ...(2)
 a + b + c = 0 ...(3)

ସମୀକେଣ (1) କ୍ ସମୀକେଣ (3) େ୍ ବରିୟୟାଗ କେବିୟା ପରେ , ଆରମ ପୟାଉ
 c = 0

ସମୀକେଣ (2),େ୍ –a + 2b = 0 ⇒  a = 2b

ସମୀକେଣ (2),େ୍ a + b = 0  ⇒  a = –b

ଏହ ିପ୍ରକୟାେ –b = 2b ⇒ 3b = 0

   ⇒ b = 0 ରତଣ୍ a = 0

 a = 0, b = 0, c = 0. 0 ରକବଳ ରଗୟାଟଏି ସମୟାଧୟାନ ଅରଟ। ରତଣ୍ ଦର୍ ରେକ୍ଟେ ରେୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଅରଟ ।
ବକିଳ୍ପ ପଦ୍ତ:ି ଏକ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ A ଗଠନ କେ, �ୟାହୟାେ ସ୍ମ୍ଭ ରେକ୍ଟେଗ୍ଡକି ଦର୍ ଅଛି

 A =  
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 R2 → R2 + R1, R4 → R4 – R1  ପ୍ରକି୍ରୟୟା ଦ୍ୟାେୟା

 ~ 

 R4 ↔ R3
, ~ 

ଏହୟା ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ Aେ ଧୟାଡ ିସମୟାନୀୟ ଇରକଲନ୍  େୂପ।
r(A) = 3 = A େ ସ୍ମ୍ଭେ ସଂଖ୍ୟା 
ଏଣ୍ ଦର୍ ରେକ୍ଟେ ଗ୍ଡକି ରେୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଅରଟ।
ଉଦୟାହେଣ4.7 ଦର୍ ରେକ୍ଟେ ରସଟ୍{(1, –5, –2, 3), (1, 0, 0, –1), (1, 0, 2, 4)} ରେୈଖିକ ନେି୍ଭେଶୀଳ ରେୈଖିକ 

ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର କ ିନୟାହିଁ ନଣି୍୍ଭୟ କେ।
ସମୟାଧୟାନ: ମରନକେ  u = (1, –5, –2, 3), v = (1, 0, 0, –1), w = (1, 0, 2, 4).

ମରନକେ କଛି ିରକେଲୟାର୍ a, b, c ପୟାଇଁ  au + bv + cw = 0  ରତରବ 

\ a(1, –5, –2, 3) + b(1, 0, 0, –1) + c(1, 0, 2, 4) = 0

⇒ (a + b + c, –5a, –2a + 2c, 3a – b + 4c) = (0, 0, 0, 0)

ଅନ୍େୂପ ଉପୟାଦୟାନ ଗ୍ଡକ୍ି ସମୟାନ କେବିୟାପରେ, ଆରମ ପୟାଉ 
 a + b + c = 0 ...(1)

 –5a = 0  ⇒ a = 0

 –2a + 2c = 0 ...(2)

 3a – b + 4c = 0 ...(3)

ସମୀକେଣ (2) େ୍, ଆରମ ପୟାଉ c = 0
ସମୀକେଣ (1), a = 0 ଏବଂ c = 0 େଖିରଲ  ଆରମ ପୟାଉ
 b = 0

\ a = 0, b = 0, c = 0 , ରକବଳ ରଗୟାଟଏି ସମୟାଧୟାନ ଅରଟ।
ରତଣ୍: ଦର୍ ରେକ୍ଟେ ରସଟ୍  ରେୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଅରଟ।



ବେକ୍ଟର ବପେଶ୍- I | 335

ପ୍ରଶନୟାମୟାଳୟା 4.2

1. ନମିନଲିଖିତ ମଧ୍େ୍ ରକଉଁ ରେକ୍ଟେଗ୍ଡକି ରେୈଖିକ ନେି୍ଭେଶୀଳ କମି୍ୱୟା ରେୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ରତୟା, ନଣି୍୍ଭୟ କେ।
 i. {(2, 3, 1), (–1, 4, –2), (1, 18, –4)}

 ii. {(0, 2, –4), (1, –2, –1), (1, –4, 3)}

 iii. {(1, 2, 3), (0, 1, 2), (–1, 4, 5)}

 iv. {(2, 3, –1, –1), (1, –1, –2, –4), (3, 1, 3, –2), (6, 3, 0, –7)}

2. �ଦ ିରେକ୍ଟେ (1, –1, 3), (1, p, 3) ଏବଂ (1, 0, 1)ରେୈଖିକ ନେି୍ଭେଶୀଳ ରତରବ pେ ମଲୂ୍ ନଣି୍୍ଭୟ କେ।

3. �ଦ ିରେକ୍ଟେ (2, 0, k), (3, –1, 5), (5, –1, 1) ରେୈଖିକ ନେି୍ଭେଶୀଳ ରତରବ kେ ମଲୂ୍ ନଣି୍୍ଭୟ କେ ।
4. ଘୟାତ≤ 4 ପଲିରନୟାମିଆଲେ ରେକ୍ଟେ ରପେଶ୍ ୍ ରେ ,ନମିନଲିଖିତ ମଧ୍େ୍ ରକଉଁ ରସଟ୍ ରେୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ?
  i.x + 1, x3 + x2, x + x2, x3 + x4, x4 – 1

 ii. x3 + 1, x3 – 1, x, x4 – x

ଉର୍େ ମୟାଳୟା
1. i. ରେୈଖିକ ନେି୍ଭେଶୀଳ ii. ରେୈଖିକ ନେି୍ଭେଶୀଳ 
 iii. ରେୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର iv. ରେୈଖିକ ନେି୍ଭେଶୀଳ
2. p = –1 3. k = –4 4. i. ରେୈଖିକ ନେି୍ଭେଶୀଳ
 ii. ରେୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର
4.3 ବେକ୍ଟରର ବରୈଖିକ ସଂବଯୟାଗ 
ମରନକେ V(F) ଏକ ରେକ୍ଟେ ରପେଶ୍ ୍ । ଏକ ରେକ୍ଟେ v ∈ V  କ୍ ରେକ୍ଟେ v1, v2, ..., vn ∈ V େ ରେୈଖିକ ସଂର�ୟାଗ 
କ୍ହୟା�ୟାଏ �ଦ ିv କ୍ ଏହ ିପ୍ରକୟାେ ରଲଖୟା�ୟାଇପୟାେବି

�ରୟା v = a1v1 + a2v2 + ... + anvn

ର�ଉଁଠୟାରେ ରକେଲୟାର୍ ai’s ∈ F. ।

ଉଦୟାହେଣ:
i. ମରନକେ v1 = (1, 0, 0), v2 = (0, 1, 0), v3 = (0, 0, 1), rc ,ରତରବ v = (2, 3, 4)  
 ରେକ୍ଟେ v1, v2 ଏବଂ v3 ରେୈଖିକ ସଂର�ୟାଗ ଏବଂ ଏହୟାକ୍ ଏହପିେ ିେୟାବରେ ପ୍ରକୟାଶ କେୟା�ୟାଇପୟାେବି
 (2, 3, 4) = 2(1, 0, 0) + 3(0, 1, 0) + 4(0, 0, 1)

 v = 2v1 + 3v2 + 4v3
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ii.  'ଶୂନ୍ ରେକ୍ଟେ o କ୍ ରେକ୍ଟେ v1, v2 ... vn ରେୈଖିକ ସଂର�ୟାଗ େୂପରେ ,ଏପେ ିପ୍ରକୟାଶ କେୟା�ୟାଇପୟାେବି |
 0 = 0v1 + 0v2 + ... + 0vn

ରକରତକ ସମୟାହତି ଉଦୟାହେଣ

 ଉଦୟାହେଣ4.8. ରେକ୍ଟେ u = (2 – 5, 4) କ୍ V3(R) ରେକ୍ଟେ ରପେଶ୍ ରେ v1 = (1, –3, 2) v2 = (2, –1, 1) େ 
ରେୈଖିକ ସଂର�ୟାଗ େୂପରେ ରଲଖ।

ସମୟାଧୟାନ: ମରନକେ u = av1 + bv2; a, b ∈ R

⇒ (2, –5, 4) = a(1, –3, 2) + b(2, –1, 1)

 (2, –5, 4) = (a + 2b, –3a – b, 2a + b)

ଅନ୍େୂପ ଉପୟାଦୟାନକ୍ ସମୟାନ କେବିୟା ପରେ, ଆରମ ପୟାଉ
 a + 2b = 2 ...(1)

 –3a – b = –5 ...(2)

 2a + b = 4 ...(3)

ସମୀକେଣ (2) ଏବଂ(3) କ୍ ର�ୟାଗ କେବିୟା ଦ୍ୟାେୟା, ଆରମ ପୟାଉ
 a = 1

ସମୀକେଣ (3),େ୍ ଆରମ ପୟାଉ
 b = 2

କନ୍ି୍ତ a = 1, b = 2 ସମୀକେଣ(1) କ୍ ସନ୍୍ତଷ୍ଟ କରେ ନୟାହିଁ
ର�ପେକି ି a + 2b = 1 + 4 = 5 ≠ 2

ରତଣ୍ ଦର୍ ରେକ୍ଟେ v1 ଏବଂ v2 େ ରେୈଖିକ ସଂର�ୟାଗ େୂପରେ ପ୍ରକୟାଶ କେୟା�ୟାଇପୟାେବି ନୟାହଁ ି

ଉଦୟାହେଣ4.9. a,b,c ପୟାଇଁ ସର୍୍ଭ ନଣି୍୍ଭୟକେ �ୟାହୟା ପୟାଇଁ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ  କ୍ ଦର୍ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ,

  ଏବଂ  େ ରେୈଖିକ ସଂର�ୟାଗ େୂପରେ ପ୍ରକୟାଶ କେୟା�ୟାଇପୟାେବି।

 ସମୟାଧୟାନ: ମରନକେ  = a1  ...(1)

ର�ଉଁଠୟାରେ a1, a2, a3 ∈ R
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⇒  = 

ଦ୍ଇଟ ିମୟାଟ୍କି୍ସ େ ସମୟାନତୟାେ ସଂଜ୍ୟାେ୍, ଆରମ ପୟାଉ
 a = a1 + a2 + a3 ...(2)

 –b = a1 + a2 – a3 ...(3)

 b = –a2 ...(4)

 c = –a1 ...(5)

ସମୀକେଣ (2) ଏବଂ(3) ର�ୟାଗରେ, ଆରମ ପୟାଉ
 a – b = 2a1 + 2a2 ...(6)

ସମୀକେଣ (6) ରେ ସମୀକେଣ (4) ଏବଂ(5) କ୍ ବ୍ବହୟାେ କରଲ, ଆରମ ପୟାଉ 
 a – b = –2c – 2b

 a + b + 2c = 0

�ୟାହୟାକ ିଆବଶ୍କ ସର୍୍ଭ।
ବକିଳ୍ପ : ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ େ ଉପୟାଦୟାନଗ୍ଡକି ସ୍ମ୍ଭରେ ରଲଖି ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ [A : B] ଗଠନ କେ

 [A : B] = 

 R2 → R2 – R1, R4 → R4 + R1 ପ୍ରକି୍ରୟୟା ଦ୍ୟାେୟା 

 ~ 

R4 → R4 + R3, R2 →  ପ୍ରକି୍ରୟୟା ଦ୍ୟାେୟା

 ~ 

R3 → (–1)R3, R4 → R4 – R2 ପ୍ରକି୍ରୟୟା ଦ୍ୟାେୟା
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 ~ 

R3 ↔ R2, ପ୍ରକି୍ରୟୟା ଦ୍ୟାେୟା ~ 

ଆବଶ୍କ ସର୍୍ଭ a + b + 2c = 0
ଉଦୟାହେଣ 4.10. k େ ମଲୂ୍ ନଣି୍୍ଭୟ କେ,ର�ପେକି ିw = (1, k, 4) ରେକ୍ଟେ u = (1, 2, 3) ଓ v = (2, 3, 1) େ 

ରେୈଖିକ ସଂର�ୟାଗ।
ସମୟାଧୟାନ:w, ରେକ୍ଟେ u ,v େ ରେୈଖିକ ସଂର�ୟାଗ ରତରବ, ଏଠୟାରେ ରକେଲୟାେ a1, a2 ∈ R  ଅଛ ିର�ପେକି,ି
w =a1u + a2v

 (1, k, 4) = a1(1, 2, 3) + a2(2, 3, 1)

 = (a1 + 2a2, 2a1 + 3a2, 3a1 + a2)

 ଅନ୍େୂପ ଉପୟାଦୟାନକ୍ ତ୍ଳନୟା କେବିୟା ପରେ ଆରମ ପୟାଉ
a1 + 2a2 = 1 ...(1)

 2a1 + 3a2 = k ...(2)

 3a1 + a2 = 4                    ... (3)
ସମୀକେଣ (1) ଏବଂ(3) େ୍, ଆରମ ପୟାଉ
a1 = , a2 = 

 ଏହ ିମଲୂ୍କ୍ ସମୀକେଣ (2) ରେ େଖିରଲ, ଆରମ ପୟାଉ

 =k⇒ k = 

 ବକିଳ୍ପ ପଦ୍ତ:ି ସ୍ମ୍ଭରେ u ଓ v ରଲଖିକେ ିମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ A ଗଠନ କେ

ଅର୍ଭୟାତ୍ A = , B = 
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ରତଣ୍ [A : B] = 

R2 – 2R1, R3 ,R3 – 3R1 ପ୍ରକି୍ରୟୟା ଦ୍ୟାେୟା

 

 R3 R3 – 5R2 ପ୍ରକି୍ରୟୟା ଦ୍ୟାେୟା

 

     
ର�ରହତ୍ w, u ଓ v େ ରେୈଖିକ ସଂର�ୟାଗ, ରତଣ୍
11 –5k =0

⇒k = .

ଉଦୟାହେଣ 4.11.କ'ଣ ପଲିରନୟାମିଆଲ୍ 3x2–5x+7 କ୍,ପଲିରନୟାମିଆଲ୍ 2x2+7x–3 ଏବଂ x2 + 3x –5 େ ରେୈଖିକ 
ସଂର�ୟାଗରେ ପ୍ରକୟାଶ କେୟା�ୟାଇପୟାେବି?
ସମୟାଧୟାନ: ମରନକେ 3x2– 5x + 7= a(2x2 + 7x – 3) + b(2 x2 + 3x – 5) ର�ଉଁଠୟାରେ a,b ∈ R 

3x2– 5x + 7 = (2a + b)x2 + (7a + 3b)x + (–3a – 5b)

 x େ ସମୟାନ ଘୟାତ ସହଗ କ୍ ତ୍ଳନୟା କରଲ, ଆରମ ପୟାଉ
3 = 2a+b ... (1)
–5 = 7a+3b ... (2)
7 = –3a–5b ... (3)
ସମୀକେଣ (1) ଏବଂ(2) େ୍, ଆରମ ପୟାଉ, a = –14, b = 31
ଏହ ିମଲୂ୍ଗ୍ଡକ୍ି (3) ରେ େଖିରଲ,  
–3(-14) –5(31) = 42 – 155 = –113 7 (ସମୀକେଣ (3) ଦଷିେଣ ପୟାର୍୍ଭ.)।
  ରତଣ୍,ସମୀକେଣ (1), (2) ଏବଂ(3) େ ରକୌଣସସିମୟାଧୟାନନୟାହିଁ।

  ଏହ ିପ୍ରକୟାେ, 3x2 – 5x + 7 କ୍ 2x2 + 7x – 3 ଏବଂ x2 + 3x – 5 େ ରେୈଖିକ ସଂର�ୟାଗ 
େୂପରେ ପ୍ରକୟାଶ କେୟା�ୟାଉପୟାେବି ନୟାହିଁ ।
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  ବକିଳ୍ପ ପଦ୍ତ:ିସ୍ମ୍ଭରେ x େ ବେିିନ୍  ଘୟାତେ ସହଗକ୍ ରଲଖି ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ A ଗଠନ କେ,

A = , B = 

[A : B] = 

R2 → R2 + R1, R3 → R3 + R1 ପ୍ରକି୍ରୟୟା ଦ୍ୟାେୟା

 

R2 → 3R2, R3 → 3R3  ପ୍ରକି୍ରୟୟା ଦ୍ୟାେୟା

~ 

ପ୍ରକ୍ରୟୟା ଦ୍ୟାେୟା R3 → R3 –  R2

 ~ 

r(A) = 2, r(A : B) = 3, ସମୀକେଣ ସମହୂେ ରକୌଣସ ିସମୟାଧୟାନ ନୟାହିଁ
ରତଣ୍, 3x2 – 5x + 7 ଦର୍ ପଲିରନୟାମିଆଲେ ରେୈଖିକ ସଂର�ୟାଗ େୂପରେ ପ୍ରକୟାଶ କେୟା�ୟାଇପୟାେବି ନୟାହିଁ।

4.3.1  ବରୈଖିକ �ସି୍ତୃତ:ି-
ମରନକେ V(F)ଏକ ରେକ୍ଟେ ରପେଶ୍  ଏବଂS={v1,v2,...,vn} ,ରେକ୍ଟେ ରପେଶ୍  V(F)େ ରଗୟାଟଏି ଅଣ-ଶୂନ୍ 

ଉପରସଟ୍ କ୍ ରେୈଖୀକ ବସୃି୍ତ ିକ୍ହୟା�ୟାଏ, ଏହୟା L(S).ଦ୍ୟାେୟା ସଚୂତି କେୟା�ୟାଏ। 
L(S) = < S >

=  ସିମୀତ

ଅର୍ୟାତ୍ Vର ପ୍ବତଟ୍ୟକ ବେକ୍ଟର, Sର ଉପୟାଦୟାନଗୁଡକିର ବରୈଖିକ ସଂବଯୟାଗ।

ଉଦୟାହରଣ: ରସଟ୍ {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} R3(R)େ (x, y, z) = x(1, 0, 0) + y(0, 1, 0) + z(0, 0, 1) 
ବସୃି୍ତ ିରସଟ୍। କୟାେଣ R3 େ ପ୍ରରତ୍କ ରେକ୍ଟେ ତନି ିରେକ୍ଟେେ ରେୈଖିକ ସଂର�ୟାଗ େୟାବରେ ପ୍ରକୟାଶ କେରିହବ। 
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ରକରତକ ସମୟାହତି ଉଦୟାହେଣ
ଉଦୟାହେଣ4.12: �ୟାଞ୍ଚ କେ (1, –3, 5), S = {(1, 2, 1), (1, 1, –1), (4, 5, –2)} ଦ୍ୟାେୟା ସଷିୃ୍ଟ ରେକ୍ଟେ ରପେଶ୍  ସହତି 

ସମ୍ୱନ୍ଧତି ଅଛ ିକ ିନୟାହିଁ।
ସମୟାଧୟାନ:ଦର୍ ରସଟ୍ S = {(1, 2, 1), (1, 1, -1), (4, 5, -2)}

ଆମକ୍ ଏହୟା �ୟାଞ୍ଚ କେବିୟାେ ଅଛକି ି(1, –3, 5) Sେ ରେୈଖିକ ସଂର�ୟାଗ େୂପରେ ପ୍ରକୟାଶ କେୟା�ୟାଇପୟାେବି କ ିନୟାହିଁ ?
ମରନକେ a, b, c ∈R ରକେଲୟାେ, ରତରବ
 (1, –3, 5) = a(1, 2, 1) + b(1, 1, –1) + c(4, 5, –2)
 (1, –3, 5) = (a + b + 4c, 2a + b + 5c, a – b – 2c)
ଅନ୍େୂପ ଉପୟାଦୟାନକ୍ ତ୍ଳନୟା କରଲ, ଆରମ ପୟାଉ,,
 1 = a + b + 4c ...(1)
 –3 = 2a + b + 5c ...(2)

 5 = a – b – 2c ...(3)

ସମୀକେଣ (1) ଏବଂ(3) ର�ୟାଗ କଲୟାପରେ, ଆରମ ପୟାଉ
 2a + 2c = 6 

⇒ a + c = 3 ...(4)

ସମୀକେଣ (1) େ୍ (2) ବରିୟୟାଗ ପରେ, ଆରମ ପୟାଉ
 –a – c = 4 

⇒ a + c = – 4 ...(5)

ସମୀକେଣ (4) ଏବଂ(5) ରକୌଣସ ିସମୟାଧୟାନ ନୟାହିଁ।
ଏଣ୍, ଦର୍ ରେକ୍ଟେ (1, –3, 5), Sେ ରେକ୍ଟେେ ରେୈଖିକ ସଂର�ୟାଗ େୂପରେ ପ୍ରକୟାଶ କେୟା�ୟାଇପୟାେବି ନୟାହିଁ।
ଉଦୟାହେଣ4.13: ଦଶ୍ଭୟାଅ ର� S = {(0, 1, 1), (1, 0, 1), (1, 1, 0)}, R3 ରେୈଖିକ ବସୃି୍ତ ିଏବଂ ରେକ୍ଟେ (2, 4, 8) 

କ୍ S େ ରେକ୍ଟେେ ରେୈଖିକ ସଂର�ୟାଗ େୂପରେ ରଲଖ।
ସମୟାଧୟାନ: ଏଠୟାରେ S = {(0, 1, 1), (1, 0, 1), (1, 1, 0)}।
ମରନକେ (x, y, z) ∈ R3  ରସ୍ୱଚ୍ଛ ରେକ୍ଟେ ଅରଟ।
ବର୍୍ଭମୟାନ (x,y,z)କ୍ S େ ରେକ୍ଟେ ମୟାନଙ୍କେ ରେୈଖିକ ସଂର�ୟାଗରେ ପ୍ରକୟାଶ କେବିୟା।
ରତରବ ରକେଲୟାେ a, b, c ∈ R େ ଅସି୍ତ୍ୱ ଏହପି୍ରକୟାେ ଅଛ ିର�
 a(0, 1, 1) + b(1, 0, 1) + c(1, 1, 0) = (x, y, z)

 (b + c, a + c, a + b) = (x, y, z)
ଅନ୍େୂପ ଉପୟାଦୟାନ ଗ୍ଡକିେ ତ୍ଳନୟା କରଲ, ଆରମ ପଉ
 b + c = x ...(1)
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 a + c = y ...(2)
 a + b = z ...(3)
ସମୀକେଣ (2) େ୍ (1) କ୍ ବରିୟୟାଗ କରଲ, ଆରମ ପୟାଉ
 a – b = y – x ...(4)

ସମୀକେଣ (3) ଏବଂ (4) ର�ୟାଗ କରଲ, ଆରମ ପୟାଉ
 a = 

ସମୀକେଣ (4) େ୍,
 b = a – y + x

 = 

 =  ...(5)

ସମୀକେଣ (1)େ୍, ଆରମ ପୟାଉ,
 c = x – b

 =                                                                    [ସମୀକେଣ (5)େ୍ ]

 = 

ଏହ ିପ୍ରକୟାେ, (x, y, z) = 

ଏହ ିପ୍ରକୟାେ, ରସଟ୍S, R3 େ ବସି୍ୃତ ଅରଟ ଅର୍ଭୟାତ୍ R3 ରେ ପ୍ରରତ୍କ ରେକ୍ଟେରେ S େ ରେୈଖିକ ସଂର�ୟାଗରେ 
ପ୍ରକୟାଶ କେୟା�ୟାଇପୟାେବି ।

ରତରବ  (x, y, z) = (2, 4, 8) 

⇒  x = 2, y = 4, z = 8

 (2, 4, 8) = 

 (2, 4, 8) = 5(0, 1, 1) + 3(1, 0, 1) – 1(1, 1, 0)

ଏହ ିପ୍ରକୟାେ, (2, 4, 8) କ୍ S େ ରେୈଖିକ ସଂର�ୟାଗ େୟାବରେ ପ୍ରକୟାଶ କେରିହବ |

ପ୍ରଶନୟାମୟାଳୟା - 4.3 
1.  ରେକ୍ଟେ v=(4,–5,9,–7) କ୍ ରେକ୍ଟେ V1=(1,1,-2,1),V2=(3,0,4,-1),V3=(-1,2,5,2) େ ରେୈଖିକ 

ସଂର�ୟାଗ େୂପରେ ପ୍ରକୟାଶ କେ।
2. R3 (R) ରେ ରେକ୍ଟେ v=(1,–2,k) ବଚିୟାେ କେ। k (�ଦ ିକଛିଅିଛ)ି େ ରକଉଁ ମଲୂ୍ ପୟାଇଁ ରେକ୍ଟେ V1=(3,0,-

2) V2=(2,-1,-5) େ ରେୈଖିକ ସଂର�ୟାଗ େୂପରେ ପ୍ରକୟାଶ କେୟା�ୟାଇପୟାେବି?
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3. ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ v =  କୁ v1 = , v2 = , v3 =  ର ଭରୈଖିକ ସଂଭ�ୟାଗ ରୂପଭର 

2 × 2 ଭେକ୍ଟର ପେଶ୍ ଭର ପ୍ରକୟାଶ କର।
 4. ନରିମ୍ନଲରିଖିତ ମଧ୍ୟରୁ ଭକଉଁ ଭେକ୍ଟର  <(1, 2, 1), (1, 1, –1), (4, 5, –2)> ର ଭରୈଖିକ ସଂଭ�ୟାଗ ରୂପଭର 

ଭଲଖୟା�ୟାଇପୟାରରିବ। 
 i. (2, –1, –8)   ii. 

5. {x3, x2 + 2x, x2 + 2, 1 – x} ଦ୍ୟାରୟା ବରିସ୍ତୃତ ଭେକ୍ଟର ଭପେଶ୍ ଭର ନରିମ୍ନଲରିଖିତ ମଧ୍ୟରୁ ଭକଉଁ ପଲରିଭନୟାମରିଆୟାଲ 
ଅଛରି। 

 i. 3x + 2   ii. 3x2 + x + 5

 iii. 2x3 + 3x2 + 3x + 7   iv. x4 + 7x + 2

ଉତ୍ତରମାଳା

1. v = –3v1 + 2v2 – v3 2. k = –8 3. v = 2v1 – v2 + 2v3

4. (2, –1, –8) 5. 3x2 + x + 5

4.3.2 ଭେକ୍ଟର ଭପେଶ୍ ର ଆଧାର:-
ମଭନକର V(F) ଏକ ଭେକ୍ଟର ଭପେଶ୍  । ଭେକ୍ଟର S = {v1, v2, ... v3} ∈ Vର ଏକ ଭେକ୍ଟର ଭସଟ୍  କୁ Vର ଆଧୟାର 
କୁହୟା�ରିବ, �ଦରି

i. v1, v2, ... vn ଭରୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର। 
ii. v1, v2, ... vn ବରିସ୍ତୃତରି V ଅର୍ୟାତ୍, Vର ପ୍ରଭତ୍କ ଭେକ୍ଟର,Sର ଭେକ୍ଟରଗୁଡରିକର ଏକ ଭରୈଖିକ ସଂଭ�ୟାଗ 

ଅଭେ। 

ମନ୍ତବ୍ୟ:
i. ଭଗୟାେରିଏ ଆଧୟାରଭର ଭେକ୍ଟର ସଂଖ୍ୟା ଅଦ୍ରିତୀୟ କରିନୁ୍ ଭେକ୍ଟରର ଆଧୟାର ଅଦ୍ରିତୀୟ ନୁଭହଁ।
ii. ଉଦୟାହରଣ {(1, 0), (0, 1)}, R2(R) ର ଆଧୟାର ଅଭେ ଏବଂ {(1, 1), (1, 0)} ଏହୟା ମଧ୍ୟ R2ର ଆଧୟାର 

ଅଭେ।ଆଧୟାରଭର ଭେକ୍ଟର ସଂଖ୍ୟା 2= ମୟାତ୍ର R2 ପୟାଇଁ ଆଧୟାର ଅସୀମ ଅଭେ।
iii. ଭେକ୍ଟର ଭପେଶ୍ ର ଆଧୟାରଗୁଡରିକ ଭରୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଭସଟ୍ କରିନୁ୍ ଭରୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଭସଟ୍ ଭେକ୍ଟର ଭପେଶ୍  ର 

ଆଧୟାର ଭହବୟା ଜରୁରୀ ନୁଭହଁ
ଉଦୟାହରଣ: {(1, 0)} ଏକ ଭରୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଭସଟ୍ କରିନୁ୍ R2ର ଆଧୟାର ନୁଭହଁ, ଏବଂ{(1, 0), (0, 1)}, 
R2ର ଆଧୟାର ଏବଂ ଭେକ୍ଟରଗୁଡରିକ ମଧ୍ୟ ଭରୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଅଭେ।
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4.3.3 ଭେକ୍ଟର ଭପେଶ୍  ର ମାତ୍ା:-
ଭେକ୍ଟର ଭପେଶ୍ V(F)ର ଭକୌଣସରି ଆଧୟାରଭର ଉପୟାଦୟାନଗୁଡକ / ଭେକ୍ଟରଗୁଡରିକର ସଂଖ୍ୟାକୁ Vର ମୟାତ୍ରୟା କୁହୟା�ୟାଉଛରି 
ଏବଂ ଏହୟାକୁ ମୟାତ୍ରୟା V ଦ୍ୟାରୟା ଦଶ୍ୟା�ୟାଏ। �ଦରି ମୟାତ୍ରୟା V = n,  ଭତଭବ V ଭହଉଛରି ଭେକ୍ଟର ଭପେଶ୍  �ୟାହୟାର ମୟାତ୍ରୟା n ଅଭେ|
ଭେକ୍ଟର ଭପେଶ୍  ମୟାତ୍ରୟା ସସୀମ ଭହଭଲ ତୟାହୟାକୁ ସସୀମ ମୟାତ୍ରୟା ବରିଶରିଷ୍ଟ ଭେକ୍ଟର ଭପେଶ୍  କୁହୟା�ୟାଏ।  

ଉଦୟାହରଣ : { (1, 0), (0, 1) }, R2ର ଆଧୟାର ଅଭେ, ଭତଭବ R2ର ମୟାତ୍ରୟା = 2 

ଫଳାଫଳ 
i. ଏକ ଭେକ୍ଟର ଭସଟ୍ ] v1, v2, ... vn Vର ଆଧୟାର ଅଭେ, ଏବଂ ଭକବଳ �ଦରି Vର ପ୍ରଭତ୍କ ଉପୟାଦୟାନ 

ଅଦ୍ରିତୀୟ େୟାଭବ ଭେକ୍ଟରଗୁଡରିକ  v1, v2, ... vn ର ଭରୈଖିକ ସଂଭ�ୟାଗଭର ପରରିପ୍ରକୟାଶ ଭହୟାଇରୟାଏ।
ii. �ଦରିV ଏକ ସସୀମ ସତୃଷ୍ଟରି ଭହୟାଇଥିବୟା ଭେକ୍ଟର ଭପେଶ୍  ଭତଭବ ଭ�ଭକୌଣସରି Vର ଦୁଇେରି ଆଧୟାରର  ସମୟାନ 

ସଂଖ୍କ ଉପୟାଦୟାନ ରୟାଏ।
iii. �ଦରି Vର ମୟାତ୍ରୟା =n ଏବଂ S = {v1, v2, ... vn} ଏକ ଭରୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଉପଭସଟ୍ Vରଭତଭବ S,Vର 

ଆଧୟାର ଅଭେ।
iv. �ଦରି Vର ମୟାତ୍ରୟା =n ଏବଂ S = {v1, v2, ... vn}, Vର ସତୃଷ୍ଟରିକର୍୍ୟା ଭତଭବ S, Vର ଏକ ଆଧୟାର ଅଭେ।
v. �ଦରି Vର ମୟାତ୍ରୟା =n ଏବଂ S = {v1, v2, ... vn, vn+1}ର (n + 1) େରି ଭେକ୍ଟର ଅଛରି, ଭତଭବ S ଭରୈଖିକ 

ନରିେ୍ରଶୀଳ କରିମ୍ୟା ଏକ ଭସଟ୍ S ଧୟାରଣ କରରିଥିବୟା ଭେକ୍ଟରର ମୟାତ୍ରୟାଠୟାରୁ ଅଧିକ ତୟାହୟା ସବୁଭବଭଳ ଭରୈଖିକ 
ନରିେ୍ରଶୀଳ ଅଭେ।

vi. ଶୂନ୍ ଭେକ୍ଟରର ମୟାତ୍ରୟା = 0 ଏବଂ ଶୂନ ଭେକ୍ଟଭର ଆଧୟାର = { } କରିମ୍ୟା f

ଭେକ୍ଟର ଭପେଶ୍  ମାନକ ଆଧାର ମାତ୍ା

Cn(C) {(1, 0, ... 0), (0, 1, ... 0), ..., (0, 0, ...1)} n

Cn(R)
{(1, 0, ... 0), (0, 1, ... 0), ..., (0, 0, ...1), (i, 0, ... 0), 
(0, i, ... 0), ..., (0, 0, ..., i}

2n

Rn(R) {(1, 0, ... 0), (0, 1, ... 0), ..., (0, 0, ...1) n

Pn(C), C ଭର {1, x, x2 ..., xn} n + 1

Pn(C) R ଭର {(1, x, x2, ..., xn, i, ix, ix2, ..., ixn} 2(n + 1)

Pn(R), R ଭର {1, x, x2, ..., xn} n + 1



ଭେକ୍ଟର ଭପେଶ୍  I 345

ଭେକ୍ଟର ଭପେଶ୍ ମାନକ ଆଧାର ମାତ୍ା

Mm, n(C), C ଭର

, , ..., ,

, , ..., 

mn

Mm, n(C), R ଭର

, , ..., ,

, , ..., ,

, , ..., ,

, , ..., 

2(mn)

Mn(R), R ଭର

, , ..., ,

, , ..., 

mn
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ଭକଭେକ ସମାହେି ଉଦାହରଣ

ଉଦାହରଣ୪.୧୪:- ଦଶ୍ୟାଅ ଭ� ଭେକ୍ଟରଗୁଡରିକ (2, –1, 0), (3, 5, 1), (1, 1, 2), R3ର ଆଧୟାର ସତୃଷ୍ଟରି କରନ୍ରି।
ସମାଧାନ: ଆଭମ ଜୟାଣୁ R3ର ମୟାତ୍ରୟା =3 ଏବଂ  S = {(2, –1, 0), (3, 5, 1), (1, 1, 2)}ତରିନରି ଭେକ୍ଟର ବରିଶରିଷ୍ଟ ଏକ 

ଭସଟ୍ ଭତଭବ S କୁ R3 ର ଆଧୟାର ଭହବୟା ପୟାଇଁ Sର ଭେକ୍ଟରଗୁଡରିକ ଭରୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ପ୍ରମୟାଣ କରରିବୟା �ଭରଷ୍ଟ ଭହବ, 
ମଭନକର a, b, c ∈ R ଭ�ପରରିକରି
 a(2, –1, 0) + b(3, 5, 1) + c(1, 1, 2) = 0

⇒ (2a + 3b + c, –a + 5b + c, b + 2c) = 0

⇒ 2a + 3b + c = 0

 –a + 5b + c = 0

 b + 2c = 0

ଏହରି ସମୀକରଣଗୁଡରିକୁ ସମୟାଧୟାନ କଭଲ, ଆଭମ ପୟାଇବୟା a = 0, b = 0, c = 0

ଏଣୁ: S, ଭରୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଏବଂ R3ର ଆଧୟାର ସତୃଷ୍ଟରି କଭର। 
ବରିକଳ୍ପପଦ୍ଧତରି: ସ୍ମ୍ଭଭର ଭେକ୍ଟର ଭଲଖି ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ Aକୁ ଗଠନ କର, ଅର୍ୟାତ୍

 A = 

ପ୍ରକ୍ରିୟୟା ଦ୍ୟାରୟା R2 ↔ R1 ~ 

ପ୍ରକ୍ରିୟୟା ଦ୍ୟାରୟା R2 → R2 + 2R1 ~ 

ପ୍ରକ୍ରିୟୟା ଦ୍ୟାରୟା R2 → R2 – 13R3 ~ 

ପ୍ରକ୍ରିୟୟା ଦ୍ୟାରୟା R2 ↔ R3 ~ 

ଏହୟା Aର ଧୟାଡରି ଇଭକଲନ୍ ରୂପ ଅଭେ ଭତଭବ r(A) = 3 = ସ୍ମ୍ଭର ସଂଖ୍ୟା
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ଏଣୁ, ଦର୍ ଭେକ୍ଟର ଭରୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଏବଂ R3 ଭର ଆଧୟାର ସତୃଷ୍ଟରି କଭର, ଭତଭବR3 ର ମୟାତ୍ରୟା = 3.

 ଉଦାହରଣ୪.୧୫:- ଭେକ୍ଟର (–3, 1, 2), (0, 1, 3), (2, 1, 0), (1, 1, 1) ଦ୍ୟାରୟା ସତୃଷ୍ଟରି ଭହଉଥିବୟା ଭପେଶ୍ ର ଆଧୟାର 
ନରିର୍୍ୟ କର।

ସମାଧାନ: ମଭନକର S = {(–3, 1, 2), (0, 1, 3), (2, 1, 0), (1, 1, 1)}

ପେଷ୍ଟେୟାଭବ {(–3, 1, 2)} ଏକ ଉପୟାଦୟାନ ବରିଶରିଷ୍ଟ ଭସଟ୍ �ୟାହୟା ଅଣ ଶୂନ୍ ଭେକ୍ଟର ଏବଂ ଭରୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର 
{(–3, 1, 2), (0, 1, 3)} ଭରୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଭେକ୍ଟର ଭସଟ୍ କୟାରଣ ଭେକ୍ଟର ଅନ୍ କୟାହୟାର ଭକେଲୟାର ଗୁଣନ ନୁହଁ ।
ବର୍୍ମୟାନ ମଭନକର ତରିଭନୟାେରି ଭେକ୍ଟରର ଭସଟ୍{(–3, 1, 2), (0, 1, 3), (2, 1, 0)}.

ମଭନକର a(–3, 1, 2) + b(0, 1, 3) + c(2, 1, 0) = 0

⇒	 (–3a + 2c, a + b + c, 2a + 3b) = 0

⇒ –3a + 2c = 0 ...(1)

 a + b + c = 0 ...(2)

 2a + 3b = 0 ...(3)

ସମୀକରଣ (2) କୁ 2 ଦ୍ୟାରୟା ଗୁଣନ ଏବଂ ଏହୟାକୁ ସମୀକରଣ (1) ରୁ ବରିଭୟୟାଗ କଭଲ ଆଭମ ପୟାଇବୟା
 –5a – 2b = 0 ⇒ 5a + 2b = 0 ...(4)

ସମୀକରଣ (3) ଏବଂ(4) କୁ ସମୟାଧୟାନ କଭଲ, ଆଭମ ପୟାଉ
 a = 0, b = 0

ବର୍୍ମୟାନ ସମୀକରଣ (1),ରୁ  c = 0

ତୟାଭହଭଲ, ଭକବଳ ସମୟାଧୟାନ a = 0, b = 0, c = 0 ଅଭେ।
ଏହରି ପ୍ରକୟାର, ଭେକ୍ଟର ଭସଟ୍ ଗୁଡରିକ {(–3, 1, 2), (0, 1, 3), (2, 1, 0)} ଭରୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଭସଟ୍। Sର ଉପୟାଦୟାନ   S 

∈ R3

\ R3 ର ମୟାତ୍ରୟା = 3

ଭ�ଭହତୁ ପ୍ରଭତ୍କ n + 1 ଭେକ୍ଟରର ଭସଟ୍ n ମୟାତ୍ରୟା ବରିଶରିଷ୍ଟ ଭେକ୍ଟର ଭପେଶ୍  ଏବଂ Vର ଭରୈଖିକ ନରିେ୍ରଶୀଳ 
ଅଭେ।

\ S ଭରୈଖିକ ବରିେ୍ରଶୀଳ।
ଏଣୁ, {(–3, 1, 2), (0, 1, 3), (2, 1, 0)} ଭରୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଏବଂ ବରିସ୍ତୃତରି R3 ଭତଣୁ ଏହୟା R3 ର ଆଧୟାର। 
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ମନ୍ତବ୍ୟ: ଭେକ୍ଟରର ବସି୍ତରଣ 
i. ଏକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A ଗଠନ କର �ୟାହୟାର ଧୟାଡରିଗୁଡରିକ ଦର୍ ଭେକ୍ଟର ଅଭେ। 
ii. ପ୍ରୟାରମ୍ଭରିକ ଧୟାଡରି ପ୍ରକ୍ରିୟୟା ବ୍ବହୟାର କରରି ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A କୁ ଧୟାଡରି ଇକଲନ୍ ରୂପକୁ ହ୍ୟାସ କର। 
iii. ଭସହରି ସ୍ମ୍ଭକୁ ଚୟନ କର �ୟାହୟାର ପରିେେ ଉପୟାଦୟାନ ନଥିବ। 
iv. ଏକ ଭେକ୍ଟରକୁ ଚୟନ କରରି ଭେକ୍ଟରର ଭସଟ୍ ବରିସ୍ୟାର କର ଭ�ପରରି ସମସ୍ ସ୍ମ୍ଭର ପରିେେ ଥିବ, 

ଉଦାହରଣ୪.୧୬: ଭେକ୍ଟର {(1, 2, 3), (2, 2, 3)} ରଭସଟ୍ କୁ R3 ର ଆଧୟାର ତରିଆରରି କରରିବୟା ପୟାଇଁ ବରିସ୍ୟାର କର। 
ସମାଧାନ: ଏକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A ସତୃଷ୍ଟରି କର, �ୟାହୟାର ଧୟାଡରିଗୁଡରିକ ଦର୍ ଭେକ୍ଟର, 

ଅର୍ୟାତ A = 

R2 → R2 – 2R1

 A ~  ପ୍ରକ୍ୟୟା ଦ୍ୟାରୟା

�ୟାହୟାକରି ଧୟାଡରି ଇଭକଲନ୍ ରୂପ ଏବଂ ତତୃ ତୀୟ ସ୍ମ୍ଭଭର ପରିେେ ନୟାହିଁ,
\ ଦର୍ ତରିଭନୟାେରି ଭେକ୍ଟର  {(1, 2, 3), (2, 2, 3), (0, 0, 1)} ଭରୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଏବଂ R3ର ଆଧୟାର 
ମନ୍ତବ୍ୟ: ଆଧୟାରର ବରିସ୍ୟାର ଅଦ୍ରିତୀୟ ନୁଭହଁ।

ଉଦାହରଣ୪.୧୭:- ଭେକ୍ଟର {(1, 2, 3), (2, 1, 0)}ର ଭସଟ୍ କୁ ଆଧୟାର ତରିଆରରି କରରିବୟା ପୟାଇଁ ବରିସ୍ୟାର କର,
ସମାଧାନ: ଭ�ଭହତୁ R3 ର ମୟାତ୍ରୟା = 3

ମଭନକର A = {(1, 2, 3), (2, 1, 0)}

ପେଷ୍ଟ ରୂପଭର, A, ଭରୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଭସଟ୍ କୟାରଣ ଭସହରିମୟାନଙ୍କ ମଧ୍ୟରୁ ଭକହରିବରି ଅନ୍ର ଭକେଲୟାର ଗୁଣରିତକ ନୁହନ୍ରି।
ବର୍୍ମୟାନ, ଆଭମ୍ଭ ଏକ ଅଧିକ ଭେକ୍ଟର ଆବଶ୍କ କରୁ �ୟାହୟା ଭସଟ୍ A ଗଠନ କରରିବ R3 ର ଆଧୟାର। 
R3ର ମୟାନକ ଆଧୟାରଗୁଡରିକ {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}ଅଭେ।
ମଭନକର S = {(1, 2, 3), (2, 1, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}

ପ୍ରରମ ତରିଭନୟାେରି ଭେକ୍ଟର ଭନଇ ଆରମ୍ଭ କରରିବୟା ଏବଂ ପରୀକ୍ୟା କରରିବୟା ଭସହରିମୟାଭନ ଭରୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଭସଟ୍ କରି ନୁଭହଁ।
ମଭନକର a(1, 2, 3) + b(2, 1, 0) + c(1, 0, 0) = 0
⇒ (a + 2b + c, 2a + b, 3a) = 0

⇒ a + 2b + c = 0 ...(1)

 2a + b = 0 ...(2)

 3a = 0  ⇒ a = 0 ...(3)
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ସମୀକରଣ (3)  କୁ (2) ବ୍ବହୟାର କଭଲ, ଆଭମ୍ଭ ପୟାଉ b =0

ବର୍୍ମୟାନ, ସମୀକରଣ (1)ରୁ ପୟାଇବୟା a =0

ଭତଣୁ, ସମୀକରଣ  (1), 2) ) ଏବଂ(3)ର ଭକବଳ ମୟାତ୍ର ସମୟାଧୟାନ a = 0, b = 0, c = 0

\ ଭସଟ୍ {(1, 2, 3), (2, 1, 0), (1, 0, 0)} ଏକ ଆଧୟାର ସତୃଷ୍ଟରି କଭର ଏବଂ ଏହୟା ଆବଶ୍କ ବରିସ୍ୟାରରିତ ଭସଟ୍। 
ବକିଳ୍ପପଦ୍ଧେ:ି ଏକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A ସତୃଷ୍ଟରି କର �ୟାହୟାର ଧୟାଡରିଗୁଡରିକ ଦର୍ ଭେକ୍ଟର।

 A = 

ପ୍ରକ୍ରିୟୟା ଦ୍ୟାରୟା R2 → R2 – 2R1, ~ 

ପ୍ରକ୍ୟୟା ଦ୍ୟାରୟା R2 → , ~ 

�ୟାହୟାକରି Aର ଧୟାଡରି ଇଭକଲନ୍ ରୂପ ଅଭେ ଏବଂ ତତୃ ତୀୟ ସ୍ମ୍ଭଭର ପରିେେ ନୟାହିଁ। ଏଣୁ ଦର୍ ଭେଭକ୍ଟରଗୁଡରିକ ଭରୈଖିକ 
ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଏବଂ R3 ର ଆଧୟାର ଗଠନ କଭର |

ଉଦାହରଣ୪.୧୮:- W ର ଆଧୟାର ଏବଂ ମୟାତ୍ରୟା ନରିର୍୍ୟ କର �ୟାହୟା R3 ର ଭେକ୍ଟର (1, –1, 1), (8, 4, 2), (2, 
2, 0), (3, 9, –3) ଦ୍ୟାରୟା ସତୃଷ୍ଟରି ଭହୟାଇଛରି। 

ସମାଧାନ: ଆମକୁ ପରୀକ୍ୟା କରରିବୟାର ଅଛରି ଏହରି ଚୟାଭରୟାେରି ଭେକ୍ଟର ମଧ୍ୟରୁ ଭକଭତୟାେରି ଭେକ୍ଟର ଭରୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର।  
ଏକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A ଗଠନକର �ୟାହୟାର ଧୟାଡରିଗୁଡରିକ ଦର୍ ଭେକ୍ଟର,

 A  = 

R2 → R2 – 8R1, R3 → R3 – 2R1, R4 → R4 – 3R1 ପ୍ରକ୍ରିୟୟା ଦ୍ୟାରୟା

 ~ 

R2 → R2, R3 → R3, R4 → R4~  ପ୍ରକ୍ରିୟୟା ଦ୍ୟାରୟା

R3 → R3 – R2, R4 → R4 – R2 ପ୍ରକ୍ରିୟୟା ଦ୍ୟାରୟା
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 ~ 

ଅଣଶୂନ୍ ଧୟାଡରି, wର ଆଧୟାର ତରିଆରରି କଭର।
\ wର ମୟାତ୍ରୟା =2
ବକିଳ୍ପପଦ୍ଧେ:ି ପେଷ୍ଟ ରୂପଭର (1, -1,1) ଏକ ଅଣଶୂନ୍ ଭେକ୍ଟର ଭହୟାଇରବୟା ଭହତୁ ଭରୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଅଭେ ଏବଂ
{(1,-1,1),(8,4,2)} ମଧ୍ୟ ଭରୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଅଭେ କୟାରଣ ଏଥିମଧ୍ୟରୁ ଭକୌଣସରିେରି ଅନ୍ମୟାନଙ୍କର ଭକେଲୟାର ଗୁଣରିତକ 

ନୁଭହଁ।
ବର୍୍ମୟାନ �ୟାଞ୍ଚ କର {(1,-1,1), (8,4,2), (2,2,0)} ଭେକ୍ଟର ଭରୈଖିକ ନରିେ୍ରଶୀଳ କରିମ୍ୟା ଭରୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର,
ମଭନକର a, b, c ∈ R ଭକେଲୟାର ଅଭେ ଭ�ପରରିକରି a(1, –1, 1) + b(8, 4, 2) + c(2, 2, 0) = 0
  [a + 8b + 2c, –a + 4b + 2c, a + 2b) = 0
⇒ a + 8b + 2c = 0 ...(1)
 –a + 4b + 2c = 0 ...(2)
 a + 2b = 0 ...(3)
ସମୀକରଣ (2) କୁ (1) ରୁ ବରିଭୟୟାଗ କଭଲ, ଆଭମ ପୟାଉ
 2a + 4b = 0 
⇒ a + 2b = 0
⇒ a = –2b
ସମୀକରଣ (1), ରୁ 
 –2b + 8b + 2c = 0

 6b + 2c = 0

 c =  –3b

\ a = –2b, c = –3b, b ର ପ୍ରଭତ୍କ ମଲୂ୍ ପୟାଇଁ ଏକ ସମୟାଧୟାନ ଅଛରି।
ବରିଭଶଷରୂପଭର, �ଦରି b = 1 ⇒ a = –2, b = –3 ଏକ ସମୟାଧୟାନ ଅଛରି।
ଏଣୁ {(1, –1, 1), (8, 4, 2), (2, 2, 0)} ଭରୈଖିକ ନରିେ୍ରଶୀଳ ଅଭେ। 
ଏହରି ପ୍ରକୟାର ଭସଟ୍ {(1, –1, 1), (8, 4, 2), (3, 9, –3)}କୁ ମଧ୍ୟ �ୟାଞ୍ଚକର। ଏହରି ଭସଟ୍ ମଧ୍ୟ ଭରୈଖିକ ନରିେ୍ରଶୀଳ 

ଅଭେ।
ଏହରି ପ୍ରକୟାର wର ଆଧୟାର = {(1, –1, 1), (8, 4, 2)} ଏବଂ Wର ମୟାତ୍ରୟା  = 2
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ପ୍ରଶ୍ନମାଳା-4.4

1. ଦଶ୍ୟାଅ ଭ� ନରିମ୍ନଲରିଖିତ ଭେକ୍ଟର ଭସଟ୍ R4 ର ଆଧୟାର
 i. {(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 0, 1), (0, 0, 1, 0)}

 ii. {(1, 0, 0, 0), (1, 2, 0, 0), (1, 2, 3, 0), (1, 2, 0, 4)}

2. ଦଶ୍ୟାଅ ଭ� ନରିମ୍ନଲରିଖିତ ଭେକ୍ଟର ଭସଟ୍ R3ର ଆଧୟାର :
 i. {(4, 3, 2), (2, 1, 0), (–1, 1, –1)}

 ii. {(–1, 1, 0), (0, 3, –3), (2, 0, 1)}

 iii. {(2, 1, 4), (1, –1, 2), (3, 1, –2)}

3. ଭେକ୍ଟର {(1, 1, 1), (1, 0, –1), (3, –1, 0), (2, 1, –2)} ଦ୍ୟାରୟା ବରିସ୍ତୃତ ସବ-ଭପେଶ୍ ର ଆଧୟାର ନରିର୍୍ୟ କର
4. ଭେକ୍ଟର {(3, 2, 4), (1, 0, 2), (1, –1,  –1), (6, 7, 5)} ଦ୍ୟାରୟା ବରିସ୍ତୃତ ସବ-ଭପେଶ୍ ର ଆଧୟାର ନରିର୍୍ୟ କର
5. ନରିମ୍ନଲରିଖିତ ଭେକ୍ଟର ଭସଟ୍ ର R3 ର ଆଧୟାର ଗଠନ କରରିବୟାକୁ ବରିସ୍ୟାର କର।
 i. {(1, 2, 3), (2, –2, 0)} 

 ii. {(2, 1, –3), (1, –2, 2)}

 iii. {(0, 1, 2), (2, –1, 4)}

6. ମଭନକର, Rଭର n×n ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର V  ଏକ ଭେକ୍ଟର ଭପେଶ୍  ଏବଂ

ଭେକ୍ଟର, ]    ଦ୍ୟାରୟା ସତୃଷ୍ଟରି ଭହୟାଇଥିବୟା W ଏକ ସବ-ଭପେଶ୍  ଦଶ୍ୟାଅ 

ଭ�  ଏକ ଆଧୟାର ସତୃଷ୍ଟରି କଭର ଓ wର ମୟାତ୍ରୟା = 2

ଉତ୍ତରମାଳା
3. {(1, 1, 1), (1, 0, –1), (3, –1, 0)} 4. {(3, 2, 4), (1, 0, 2), (1, –1, –1)}
5. i. (1, 2, 3), (2, –2, 0), (1, 0, 0) ii. (2, 1, –3), (1, –2, 2), (1, 0, 0)

 iii. (0, 1, 2), (2, –1, 4), (1, 0, 0)

4.4 ଭରୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ:-
ମଭନକର U ଏବଂ V  ସମୟାନଭକ୍ତ୍ର F ଉପଭର ଦୁଇେରି ଭେକ୍ଟର ଭପେଶ୍  ଭତଭବ ଏକ ମ୍ୟାପ ଫଳନ T: U→V କୁ 
ଭରୈଖିକ ରୂପୟାନ୍ରଣ କରିମ୍ୟା ଭେକ୍ଟର ଭପେଶ୍  ଭହୟାଭମୟାମଫରିଜରିମ୍ କୁହୟା�ୟାଏ, �ଦରି 

i. T ଭ�ୟାଗ କୁ ସଂରକ୍ଣ କଭର ଅର୍ୟାତ୍,
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T(u + v) = T(u) + T(v), ସମସ୍ u, v ∈ U ପୟାଇଁ
ii. T ଭକେଲୟାର ଗୁଣନକୁ ସଂରକ୍ଣ କଭର ଅର୍ୟାତ୍,

T(au) =  a T(u), ସମସ୍ a ∈ F, u ∈ U ପୟାଇଁ

ମନ୍ତବ୍ୟ:
1. ଭରୈଖିକ ରୂପୟାନ୍ରଣ ସଂଜ୍ୟାଭର ଦୁଇେରି ଗୁଣଧମ୍ ଭଗୟାେରିଏ ଗୁଣଧମ୍ ସଂଭକ୍ପଭର ଭଲଖୟା�ୟାଇପୟାଭର।
 T(au + v) = aT(u) + T(v), ସମସ୍ a ∈ F, u, v ∈ U ପୟାଇଁ
2. �ଦରି  U = V,ଭତଭବ ଭରୈଖିକ ରୂପୟାନ୍ରଣ T:U→U ଭରୈଖିକ ଅପଭରେର୍ କୁହୟା�ୟାଏ।
3. ଏକ ଭରୈଖିକ ରୂପୟାନ୍ରଣ T:U→F ଭ�ଉଁଠୟାଭର F ଭକେଲୟାର୍ ଭକ୍ତ୍ର, ଅଭେ ଏହୟାକୁ ଭରୈଖିକ ଫଳନକ 

ବରିଭଳେଷଣ କୁହୟା�ୟାଏ।
4. ଶୂନ୍ୟ ରୂପାନ୍ତରଣ: ଶୂନ୍ ମ୍ୟାପ 0:V→V ଏହରି ପ୍ରକୟାର ଅଭେ 0(v)=0, ସମସ୍ v ∈	V, ପୟାଇଁ।
5. ଅଭେଦ ରୂପାନ୍ତରଣ: ଅଭେଦ ମ୍ୟାପ I:V→V ଏହରି ପ୍ରକୟାର I(v)=V ସମସ୍ v ∈	V ପୟାଇଁ।
6. �ଦରି ଭରୈଖିକ ରୂପୟାନ୍ରଣ ଭର ବ୍ୟାଖ୍ୟା ଭହୟାଇଥିବୟା ମ୍ୟାପରିଙ୍ଗ ଭରୈଖିକ ନୁଭହଁ, ଭତଭବ ମ୍ୟାପରିଙ୍ଗ ରୂପୟାନ୍ରଣ 

ନୁଭହଁ।

ଭକଭେକ ସମାହେି ଉଦାହରଣ

ଉଦାହରଣ୪.୧୯:-ଦଶ୍ୟାଅ ଭ� T(x, y, z) = (3x – y, x + y – 2z) ଦ୍ୟାରୟା ବ୍ୟାଖ୍ୟା ଭହୟାଇଥିବୟା ଫଳନ  T : R3 
→ R2 ଏକ ଭରୈଖିକ ରୂପୟାନ୍ରଣ ।

ସମାଧାନ: ମଭନକର, u = (x1, y1, z1) ∈ R3 ଏବଂ v = (x2, y2, z2) ∈ R3.

\ T(u + v) = T(x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2)

 = (3x1 + 3x2 – y1 – y2, x1 + x2 + y1 + y2, –2z1 – 2z2)

 = {(3x1 – y1) + (3x2 – y2), (x1 + y1 – 2z1) + (x2 + y2 – 2z2)}

 = (3x1 – y1, x1 + y1 – 2z1) + (3x2 – y2, x2 + y2 – 2z2)

 = T(u) + T(v)

ଆଉ ମଧ୍ୟ, a ∈ R ଏବଂ u = (x1, y1, z1) ∈ R3, ପୟାଇଁ ଆଭମ ପୟାଉ
 T(au) = T(ax1, ay1, az1)

 = (3ax1, –ay1, ax1 + ay1 – 2az1))

 = a(3x1 – y1, x1 + y1 – 2z1)

 = a T(u)
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\ T ଏକ ଭରୈଖିକ ରୂପୟାନ୍ରଣ ଅଭେ।
ଉଦାହରଣ୪.୨୦:ଦଶ୍ୟାଅ ଭ� T(x, y) = (x + 1, 2y, x + y) ଦ୍ୟାରୟା ବ୍ୟାଖ୍ୟା ଭହୟାଇଥିବୟା ଫଳନ  T : R2 → R3 

ଭରୈଖିକ ରୂପୟାନ୍ରଣ ନୁଭହଁ।
ସମାଧାନ: ମଭନକର, u = (x1, y1) ∈ R2 ଏବଂ v = (x2, y2) ∈ R2 ଭସ୍ୱଚ୍ଛ ଉପୟାଦୟାନ ଅଭେ, 
\ T(u) = T(x1, y1) = (x1 + 1, 2y1, x1 + y1)

 T(v) = T(x2, y2) = (x2 + 1, 2y2, x2 + y2)

ବର୍୍ମୟାନ T(u + v) = T(x1 + x2, y1 + y2)

 = (x1 + x2 + 2, 2y1 + 2y2, x1 + x2 + y1 + y2) ...(1)

ଆଉ ମଧ୍ୟ T(u) + T(v) = (x1 + x2 + 2, 2y1 + 2y2, x1 + y1 + x2 + y2) ...(2)

ସମୀକରଣ (1) ଏବଂ(2) ରୁ, ଆଭମ ପୟାଉ,
 T(u + v) ≠ T(u) + T(v)

ଭତଣୁ: T ଏକ ଭରୈଖିକ ରୂପୟାନ୍ରଣ ନୁଭହଁ।
ଉଦାହରଣ୪.୨୧:ପ୍ରମୟାଣକର ଭ�, ଫଳନ T : V → P2(x) ଭ�ଉଁଠୟାଭର V ବଗ୍ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସସ୍ ଗୁଡରିକର ଭେକ୍ଟର ଭପେଶ୍  

�ୟାହୟା T(A) = a + (b + c) x + dx2 ଦ୍ୟାରୟା ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରୟା�ୟାଇଛରି ଭତଭବ  A = ∈ V ଏକ ଭରୈଖିକ 

ରୂପୟାନ୍ରଣ।
ସମାଧାନ: ମଭନକର A =  ∈ V ଏବଂ B =  ∈ V

\ T(A + B) = 

 = 

 = (a + c) + (b + f + c + g)x + (d + h)x2

 = [a + (b + c)x + dx2] + [e + (f + g)x + hx2]

 = T(A) + T(B)

ଆଉ ମଧ୍ୟ a ∈ R ଏବଂ A =  ∈ V, ପୟାଇଁ, ଆଭମ ପୟାଉ,

 T(aA) = 
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 = aa + (ab + ac)x +adx2

 = a[a + (b + c)x + dx2]

 = a T(A)

T ଏକ ଭରୈଖିକ ରୂପୟାନ୍ରଣ ଅଭେ।
ଭରୈଖିକ ରୂପୟାନ୍ରଣ ନରିର୍୍ୟ କରରିବୟା ପୟାଇଁ: ମଭନକର ଏକ ମ୍ୟାପରିଙ୍ଗସ୍   T : U → V ଏକ ଭରୈଖିକ ରୂପୟାନ୍ରଣ
ଆବଶ୍କୀୟ ସର୍୍:-
i. U ର ଆଧୟାର
ii. T ଭର ଆୟାଧୟାରର ପ୍ରତରିବରିମ୍,
ଉଦାହରଣ ୪.୨୨:ମଭନକର T : R2 → R3 ଏକ ଭରୈଖିକ ରୂପୟାନ୍ରଣ T(1, 2) = (3, –1, 5) ଏବଂ T(0, 1) = (2, 1, 

–1) ମ୍ୟାପରିଙ୍ଗକୁ ସମୂ୍ର୍୍ େୟାଭବ ବର୍୍ନୟା କର।
ସମାଧାନ: ଆଭମ ଭଦଖିପୟାରୁଭ� u1 = (1, 2) ଏବଂ u2 = (0, 1) ଭରୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଏବଂ R2 ର ଆଧୟାର।
ମଭନକର u = (x1, x2) ∈ R2 ଭସ୍ୱଚ୍ଛ ଉପୟାଦୟାନ ଅଭେ। 
ଭତଣୁ, u କୁ u1 ଓ u2 ର ଭରୈଖିକ ସଂଭ�ୟାଗ ରୂପଭର ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରୟା�ୟାଇପୟାରରିବ|
\ ଏଠୟାଭର ଭକେଲୟାର a ଏବଂ bର ଅସ୍ରିତ୍ୱ ଏହରିପରରି ଅଛରି, ଭ�ପରରି କରି
 u =  au1 + bu2

 (x1, x2) = a(1, 2) + b(0, 1) ...(1)

 (x1, x2) = (a, 2a + b)

⇒ x1 = a

 x2 = 2a + b ⇒ b = x2 – 2x1

a ଏବଂ b ମଲୂ୍କୁ ସମୀକରଣ (1) ଭର ରଖିଭଲ, ଅଭମ ପୟାଉ,
 (x1, x2) = x1(1, 2) + (x1 – 2x1) (0, 1)

ଏଭବ, T କୁ  ଉେୟ ପୟାର୍୍ଭର ପ୍ରଭୟୟାଗ କଭଲ,
T(x1, x2) = T[(x1(1, 2) + (x2 – 2x1) (0, 1)].

=x1 T(1, 2) + (x2 – 2x1) T(0, 1) [..T, ଭରୈଖିକ ରୂପୟାନ୍ରଣ] 
T(x1, x2) = x1(3, –1, 5) + (x2 – 2x1)(2, 1, –1)

= (3x1, –x1, 5x1) + (2x2 – 4x1, x2 – 2x1, –x2 + 2x1)

T(x1, x2) = (2x2 – x1, –3x1 + x2, 7x1 – x2) ଏକ ଭରୈଖିକ ରୂପୟାନ୍ରଣ
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ଉଦାହରଣ୪.୨୩. ଏକ ଭରୈଖିକ ରୂପୟାନ୍ରଣ ନରିର୍୍ୟ କର T : R3 → R2 ଭ�ପରରିକରି
T(1, 1, 1) = (1, 1) ଓ T(1, –1, 1) = (0, 1)

ସମାଧାନ:  ଭ�ଭହତୁ ମୟାତ୍ରୟା R3 = 3 ଏବଂ ଭସଟ୍ {(1, 1, 1), (1, –1, 1)} R3, ର ଆଧୟାର ନୁଭହଁ, ଏଥିପୟାଇଁ ଆଭମ R3 
ର ଆଧୟାର ପୟାଇବୟା ପୟାଇଁ ଭେକ୍ଟରଗୁଡରିକ ର ଭସଟ୍ କୁ ବରିସ୍ୟାର କରରିବ।

R3 ର ମୟାନକ ଆଧୟାର  = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}.

ମଭନକର S = {(1, 1, 1), (1, –1, 1), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}

 A =  ⇒ A~  [R2 → R2 – R1ପ୍ରକ୍ରିୟୟା ଦ୍ୟାରୟା]

�ୟାହୟାକରି A ଧୟାଡରି ଇକଲନ୍ ରୂପ ଅଭେ
	 	 	 r(A) = 3 ସ୍ମ୍ଭଗୁଡରିକର ସଂଖ୍ୟା
ଭତଣୁ {(1, 1, 1), (1, –1, 1), (0, 0, 1)} ଭରୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଏବଂ R3 ର ଆଧୟାର ସତୃଷ୍ଟରି କଭର। 
ଦର୍ ଅଛରି T(1, 1, 1) = (1, 1)

 T(1, –1, 1) = (0, 1)

ମଭନକର T(0, 0, 1) = (0, 0)

ଅନୁମୟାନ କର, u = (x, y, z) ∈ R3 ଭସ୍ୱଚ୍ଛ ଉପୟାଦୟାନ ଅଭେ ଏବଂ ଏହୟାକୁ ଆଧୟାରର ଭେକ୍ଟରକୁ ଭରୈଖିକ ସଂଭ�ୟାଗ 
ରୂପଭର ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରୟା�ୟାଇପୟାରରିବ।

ମଭନକର, a, b, c ∈ R ଭକେଲୟାର ଅଭେ ଭ�ପରରିକରି
 u = a(1, 1, 1) + b(1, –1, 1) + c(0, 0, 1)

⇒ (x, y, z) = (a + b, a – b, a + b + c)

⇒ x = a + b

 y = a – b

 z =  a + b +c

ଏହରି ସମୀକରଣଗୁଡରିକ ସମୟାଧୟାନ କରରିବୟା ପଭର, ଆଭମ ପୟାଉ

 a = 
x y

2
+

, b = , c = z – x

ଏହରି ମଲୂ୍ଗୁଡରିକୁ ସମୀକରଣ (1)ଭର ରଖିଭଲ, ଆଭମ ପୟାଉ,
 u = 
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ଉେୟ ପୟାର୍୍ଭର T ପ୍ରଭୟୟାଗ କଭଲ, ଆଭମ ପୟାଉ

T(x, y, z) =  [T, ଏକ ଭରୈଖିକ ରୂପୟାନ୍ରଣ]

 T(x, y, z) = 

 = 

�ୟାହୟାକରି ଆବଶ୍କ ଭରୈଖିକ ରୂପୟାନ୍ରଣ।

ମନ୍ତବ୍ୟ:ଉର୍ର ଅନନ୍ ଭହୟାଇପୟାରରିବ ନୟାହିଁ କୟାରଣ ଏହୟା ବରିସ୍ୟାରରିତ ଭେକ୍ଟର ଏବଂ ତୟାଙ୍କର ମଭନୟାନୀତ ପ୍ରତରିବରିମ୍ 
ଉପଭର ନରିେ୍ର କଭର।

ଉଦାହରଣ୪.୨୪: ଭରୈଖିକରୂପୟାନ୍ରଣ T : R3 → R3 ନରିର୍ୟ୍ କର, ଭ�ପରରିକରି T(X) = AX ଭ�ଉଁଠୟାଭର 

A = 

ସମାଧାନ: ମଭନକର (x1, x2, x3), (y1, y2, y3) ∈ R3

 T(x1, x2, x3) = (y1, y2, y3)
⇒ T(X) = Y
ଭତଭବ] Y = AX [ T(X) = AX]

  = 

  = 

\ y1 = x1 + x3

 y2 = 2x1 + x2 + x3

 y3 = –x1 + x2 + 2x3

ଭତଣୁ, ଆବଶ୍କ ଭରୈଖିକ ରୂପୟାନ୍ରଣ ଭହଉଛରି 
T(x1, x2, x3) = (x1 + x3, 2x1 + x2 + x3, –x1 + x2 + 2x3) 
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ପ୍ରଶ୍ନମାଳା-4.5

1. ନରିମ୍ନଲରିଖିତ ମଧ୍ୟରୁ ଭକଉଁ ମ୍ୟାପରିଙ୍ଗ ଭରୈଖିକରୂପୟାନ୍ରଣ ଅଭେ:

 i. T : R3 → R2 , T(x, y, z) = (z, 2x + y) ଦ୍ୟାରୟା ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରୟା�ୟାଇଛରି

 ii. T : R3 → R2 , T(x, y, z) = (| x |, 0) ଦ୍ୟାରୟା ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରୟା�ୟାଇଛରି

 iii. T : R2 → R3 , T(x, y) = (x + y, x – y, y) ଦ୍ୟାରୟା ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରୟା�ୟାଇଛରି

 iv. T : R3 → R , T(x, y, z) = x1
2 + x2

2 + x3
3 ଦ୍ୟାରୟା ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରୟା�ୟାଇଛରି

 v. T : R2 → R , T(x, y) = | 2x – 3y | ଦ୍ୟାରୟା ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରୟା�ୟାଇଛରି

 vi. T : R2 → R , T(x, y) = xy ଦ୍ୟାରୟା ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରୟା�ୟାଇଛରି

 vii. T : R2 → R3 ,T(x, y) = (x + 2y, 3x – 5y, y) ଦ୍ୟାରୟା ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରୟା�ୟାଇଛରି

 viii. T : R2 → R2 , T(x, y) = (x2, y) ଦ୍ୟାରୟା ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରୟା�ୟାଇଛରି

 ix. T : R2 → R2 , T(x, y) = (x cos q + y sin q, –x sin q + y cos q) ଦ୍ୟାରୟା ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରୟା�ୟାଇଛରି

2. ମଭନକର P ବୟାସ୍ବ ସଂଖ୍ୟାଗୁଡରିକର ସମସ୍ ପଲରିଭନୟାମରିଆଲ୍ ର ଏକ ଭେକ୍ଟର ଭପେଶ୍  ଅଭେ ଭତଭବ ଫଳନT : P → 

P, ଏହରି ପ୍ରକୟାର ବ୍ୟାଖ୍ୟା ଭହୟାଇଛରି T[p(x)] =  ଭର ଭ�ଉଁଠୟାଭର p(x) ∈ P, P ଭର ଏକ ଭରୈଖିକ 
ଅପଭରେର।

3. ନରିମ୍ନଲରିଖିତ ମଧ୍ୟରୁ ପ୍ରଭତ୍କଭର ଏକ ଭରୈଖିକ ରୂପୟାନ୍ରଣ ନରିର୍୍ୟ କର।
 i. T : R2 → R2 ଭ�ପରରି କରି T(2, 3) = (4, 5) ଏବଂ T(1, 0) = (0, 0)

 ii. T : R3 → R2 ଭ�ପରରି କରି T(1, 1, –1) = (1, 0),  T(4, 1, 1) = (0, 1) ଏବଂ T(1, –1, 2) = (1, 1)

 iii.  T : R3 → R2 ଭ�ପରରି କରି  (1, 1, 1), (–1, 1, –1), (1, 2, 2) R3 ରୁ (1, 1), (1, 1), (1, 0) R2 କୁ ଭରୈଖିକ 
ରୂପୟାନ୍ରଣ ଅନୁସୟାଭର ରୂପୟାନ୍ରରିତ ଭହୟାଇଛରି।

4. ନରିମ୍ନଲରିଖିତଭର ଏକ ଭରୈଖିକ ରୂପୟାନ୍ରଣ ନରିର୍୍ୟ କର:
 i. T : R3 → R2 ଭ�ପରରି କରି T(1, 2, 3) = (1, 1) ଏବଂ T(0, 1, 2) = (1, 2)

 ii. T : R3 → R2 ଭ�ପରରି କରି T(1, 1, 0) = (1, 0) ଏବଂ T(1, –1, 0) = (1, 1)

 iii. T : R3 → R2 ଭ�ପରରି କରି T(1, 1, 1) = (1, 0) ଏବଂ T(1, 1, 2) = (1, –1)

5. ଭରୈଖିକ ରୂପୟାନ୍ରଣ T : R3 → R3 ନରିର୍୍ୟ କର ଭ�ପରରିକରିT(X) = AXଭ�ଉଁଠୟାଭର A = A
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ଉତ୍ତରମାଳା

1. i. ହ ଁ ii. ନୟାହିଁ iii. ହ ଁ iv. ନୟାହିଁ

 v. ନୟାହିଁ vi. ନୟାହିଁ vii. ହ ଁ viii. ନୟାହିଁ

 ix. ହଁ

3. i.    ii. T(x, y, z) = (5x – 12y – 8z, x – 2y – z)

 iii. T(x, y, z) = (y, x + y – z)

4. i. ଭଶଷ ଭେକ୍ଟରକୁ (0, 0) ଭନଲୟା ପଭର T(x, y, z) = (–x + y, –3x + 2y) ଉର୍ର ଅନନ୍ ନୁଭହଁ।

 ii. T(x, y, z) =   iii. T(x, y, z) = (x, x – z)

4.5 ଭରୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ସହେି ଜଡେି ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ:- 
କ୍ମରିତ ଆଧୟାର: ଏକ ଭେକ୍ଟର ଭପେଶ୍  ର ଆଧୟାରକୁ କ୍ମରିତ ଆଧୟାର କୁହୟା�ୟାଏ, �ଦରି ତୟାହୟାର ଭେକ୍ଟରଗୁଡରିକ ଏକ ନରିର୍ଦ୍ଦିଷ୍ଟ 
କ୍ମଭର ଲଖୟା�ୟାଏ। ମଭନକର B = {v1, v2, v3} ଭେକ୍ଟର ଭପେଶ୍  V ର ଆଧୟାର।

ଏଭବ ଭେକ୍ଟରଗୁଡରିକର କ୍ମ ପରରିବର୍୍ନ କରରି, ମଭନକର B′ = {v2, v1, v3}.

B ଏବଂ B′ ର ସମୟାନ ଆଧୟାର ଅଛରି କରିନୁ୍ ଅଲଗୟା ଅଲଗୟା କ୍ମରିତ ଆଧୟାର ଅଛରି କୟାରଣ B ଏବଂ B′ ଭର ତରିଭନୟାେରି 
ଭେକ୍ଟରର କ୍ମ େରିନ୍ନ ଅଭେ
4.5.1କ୍ରମିକ ଆଧାର େିତି୍ତଭର ଏକ ଭରୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ:
ମଭନକର B = {u1, u2, ..., un} ଏବଂ B′ = {v1, v2, ..., vm} �ରୟାକ୍ଭମ ସୀମରିତ ମୟାତ୍ରରିକ ଭେକ୍ଟର ଭପେଶ୍  U ଏବଂ V 
ପୟାଇଁ କ୍ମରିତ ଆଧୟାର।

ମଭନକର T : U → V ଏକ ଭରୈଖିକ ରୂପୟାନ୍ରଣ।
ଭ�ଭହତୁ T(u1), T(u2), …, T(un) ∈ V ଏବଂ {v1, v2, … vm}] V ର ଆଧୟାର ଅଭେ, ଭତଣୁ ପ୍ରଭତ୍କ

{v1, v2, …, vm}.କୁ ଅନନ୍ େୟାବଭର ଭେକ୍ଟରର ଭରୈକରିକ ସଂଭ�ୟାଗ ରୂପଭର ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରୟା�ୟାଇପୟାରରିବ।

ମଭନକର T(u1) = a11 v1 + a12 v2 + ... + a1m vm

 T(u2) = a21 v1 + a22 v2 + ... + a2m vm
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         ................................................................

 T(un) = an1 v1 + an2 v2 + ... + anm vm, aij ∈ F ସମସ୍ 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m 
ପୟାଇଁ।

ଏହରି ସମୀକରଣ ସମହୂର ସହଗ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଭହଉଛରି ।

ଏହୟା ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ଟ୍ୟାନ୍ସଭପୟାଜ,ଏକ m × n ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଅଭେ, ତୟାହୟା କ୍ମରିତ ଆଧୟାର B ଏବଂ B′ େରିର୍ରିକ T ର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ 
କୁହୟା�ୟାଏ ଏବଂ ଏହୟାକୁ [T : B, B′] ଦ୍ୟାରୟା ସଚୂରିତ ହୁଏ।

 [T : B, B′] = 
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ମନ୍ତବ୍ୟ : 
i. ଏକ ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ T:U → V � ମ୍ାଟ୍କି୍ସ� କ୍ରମ m×n ଅରେ, ଅର୍ାତ୍ V� ମାତ୍ର ×U� ମାତ୍ର।
ii. ଯଦ ିU = V  ଏବଂ B, ଉଭୟ ପାର୍୍ର� ବ୍ବହୃତ ଆଧା�, ରତରବ T � ମ୍ାଟ୍କି୍ସକୁ [T:B,B′] ବଦଳର� 

[T : B] ଦ୍ା�ା ଦରା୍ଯାଏ।
iii. ଯଦ ିB କମି୍ା B′କୁ ପ�ବିର୍୍ନ କ�ାଯାଉଛ ିକମି୍ା ଉଭୟ ପ�ବିର୍୍ନ ରହାଇଛ,ି ରତରବ ମ୍ାଟ୍କି୍ସ ମଧ୍ୟ ରେହ ି

ଅନୁୋର� ପ�ବିର୍୍ନ ହୁଏ।

ଏକ ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ T : Rm → Rn � ଉଭୟ ପାର୍ର� ମାନକ ଆଧା�ର�, ମ୍ାଟ୍କି୍ସ ଜାଣିବା ପାଇଁ ପ୍ରରରମ 
ପ୍ରରମ ସ୍ାନାଙ୍କ ରନଇ ମ୍ାଟ୍କି୍ସ ଗଠନ କ� ଯାହା ଦ୍ା�ା T� େତୂ୍ର ବ୍ାଖ୍ା କ�ାଯାଇପା�ବି ଏବଂ ପୁଣି ଏହା� ପ୍ରରମ 
ଧାଡରି� x,y,z � ସ୍ାନାଙ୍କ ରେଖିରବ ଏବଂ ଏହପି୍ରକା�ର� ମ୍ାଟ୍କି୍ସ େଷିୃ୍ ରହାଇପା�ବି। 

ଉଦାହରଣ ସ୍ୱରୂପ: T : R2 → R2 ] T(x, y) = (x, –y) ଦ୍ା�ା ବ୍ାଖ୍ା କ�ାଯାଇଛ ି ମରନକ� B = B′ = 
{(1, 0), (0, 1)}, R2] � ମାନକ ଆଧା� ଅରେ।

ରତରବ, [T : B] =  

ଯଦ ିଆରମ T� ନରି୍୍ା�ତି େତୂ୍ରକୁ ରଖାଜବିା ଆବର୍କ ଅଛ,ି ରଯରତରବରଳ ମ୍ାଟ୍କି୍ସ [T : B, B′] , ଏଠାର� 
ପ୍ରଣାଳୀ ରହବ [ରଯରତରବରଳ ମାନକ ଆଧା� ଦର୍ ଅଛ]ି। ପ୍ରରମ ଧାଡରି� ରକେୋ�କୁ x,y,z ଇତ୍ାଦରି� ଗୁଣନକ� 
ଏବଂ ରଯାଗକ� । ଏହା ବ୍ାଖ୍ା କା�ୀ େତୂ୍ର� ପ୍ରରମ ସ୍ାନାଙ୍କ ଦଏି। ଏହ ିପ୍ରକା�ର� ଅନ୍ ସ୍ାନାଙ୍କକୁ ନରି୍୍ୟ କ�ରିହବ।

ଉଦାହରଣ ସ୍ୱରୂପ:T : R2 → R3 ଯାହା� ମ୍ାଟ୍କି୍ସ A =  ଅରେ। 

ମରନକ� B = {(1, 0), (0, 1)} ଏବଂ B′ = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} ଯରାକ୍ରରମ] R2 ଏବଂ  R3 
� ମାନକ ଆଧା� ରତରବ T(x, y) = (x – y, –2x + 3y, y).

ରକରତକ େମାହତି ଉଦାହ�ଣ

ଉଦାହରଣ୪.୨୫: ନମି୍ନେିଖିତ ପ�ସି୍ିତରି� B = {(1, 1, 1), (1, 0, 0), (1, 1, 0)} ଏବଂ B′ = {(1, 2), (0, 
1)} ର� ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ  T : R3 → R2 ଦ୍ା�ା ବ୍ାଖ୍ା ରହାଇଥିବାT(x, y, z) = (x + y, y + z) ମ୍ାଟ୍କି୍ସ [T 
: B, B′]ନରି୍୍ୟ କ�।

ସମାଧାନ: ଦର୍ ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ ରହଉଛ ି

 T(x, y, z) = (x + y, y + z)

\ କ୍ରମିତ ଆଧା� ପାଇଁ  B = {(1, 1, 1), (1, 0, 0), (1, 1, 0)}, ଆରମ ପାଉ, 
 T(1, 1, 1) = (2, 2)
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 T(1, 0, 0) = (1, 0)  ...(1)
 T(1, 1, 0) = (2, 1)
ବର୍ମ୍ାନ  T(1, 1, 1)] T(1, 0, 0)] T(1, 1, 0) କୁ B′ = {(1, 2), (0, 1)} ରଭକ୍ଟ�ଗୁଡକି� ର�ୈଖିକ େଂରଯାଗ 

�ୂପର� ରେଖିରେ 
 T(1, 1, 1) = (2, 2) = a(1, 2) + b(0, 1) ରକେୋ�  a, b ∈ R ପାଇ ଁ ---(2)
ଆରମ ପାଉ,  (2, 2) = (a, 2a + b)
⇒ a = 2
ଏବଂ 2a + b = 2  ⇒ b = –2
ଏହ ିମେୂ୍ଗୁଡକୁି େମୀକ�ଣ (2)ର� �ଖିରେ, ଆରମ ପାଉ, 
 T(1, 1, 1) = (2, 2) = 2(1, 2) + (–2) (0, 1)
ରେହଭିଳ ି T(1, 0, 0) = (1, 0) = 1(1, 2) + (–2) (0, 1)
 T(1, 1, 0) = (2, 1) = 2(1, 2) + (–3) (0, 1)

 B ଏବଂ B′ େହତି ମ୍ାଟ୍କି୍ସ T ରହଉଛ ିଉପଯୁକ୍ତ ପ୍ରଣାଳୀ� ଗୁଣାଙ୍କ� ଟ୍ାନ୍ସରପାଜ ମ୍ାଟ୍କି୍ସ

 [T : B, B′] = 

ଉଦାହରଣ୪.୨୬: ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ  T : R3 → R2 ନରି୍୍ୟ କ� ଯାହା� ମ୍ାଟ୍କି୍ସ [T : B, B′] = 

ରଯଉଁଠାର� B = {(1, 1, 1), (1, 2, 3), (1, 0, 0)} ଏବଂ B′ = {(1, 1), (1, –1)}.

ସମାଧାନ: ଏଠାର�  [T : B, B′] =  

 T(1, 1, 1) = B′ ରଭକ୍ଟ�� ର�ୈଖିକ େଂରଯାଗ ଏବଂ ପ୍ରରମ ସ୍ତମ୍ଭ� ରକେୋ�କୁ ବ୍ବହା� କ�ି
 = 1(1, 1) + 3(1, –1)
 = (4, –2)
ରେହପି�,ି  T(1, 2, 3) = –1(1, 1) + 1(1, –1) = (0, –2)
ଏବଂ,  T(1, 0, 0) = 2(1, 1) + 0(1, –1) = (2, 2)
ବର୍୍ମାନ, ମରନକ�  (x, y, z) ∈ R3 ରଯରକୌଣେ ିରଗାେଏି ରଭକ୍ଟ� ଏବଂ
 (x, y, z) = a(1, 1, 1) + b(1, 2, 3) + c(1, 0, 0) ...(1) 
 (x, y, z) = (a + b + c, a + 2b, a + 3b)
⇒ x = a + b + c
 y = a + 2b
 z = a + 3b
ଏହ ିେମୀକ�ଣଗୁଡକୁି େମାଧାନ କୋପର�, ଆରମ ପାଉ
 a = 3y – 2z, b = z – y, c = x – 2y + z
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େମୀକ�ଣ (1)ର� ଏହ ିମେୂ୍ ବ୍ବହା� କ�ବିାପର�, ଆରମ ପାଉ
 (x, y, z) = (3y – 2z) (1, 1, 1) + (z – y) (1, 2, 3) + (x – 2y + z) (1, 0, 0)

ଉଭୟ ପାର୍୍ର� T ବ୍ବହା� କରେ,
 T(x, y, z) = (3y – 2z) T(1, 1, 1) + (z – y) T(1, 2, 3) + (x – 2y + z) T(1, 0, 0)

 [ T, ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ]

 = (3y – 2z) (4, –2) + (z – y) (0, –2) + (x –2y + z) (2, 2)

 = (12y – 8z + 2x – 4y + 2z – 6y + 4z – 2z + 2y + 2x – 4y + 2z)

ରତଣୁ, T(x, y, z) = (2x + 8y – 6z, 2x – 8y + 4z)

ଯାହାକ ିଉଦ୍ଷି୍ ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ।
ଉଦାହରଣ୪.୨୭:-ଯଦ ିମାନକ ଆଧା� େହତି R3ର� ଏକ ର�ୈଖିକ ଅପର�େ� T� ମ୍ାଟ୍କି୍ସ    
ଅରେ, ରତରବ 

B′ = {(1, 2, 2), (1, 1, 2), (1, 2, 1)} ଭିର୍କି ଆରପକି୍କ ମ୍ାଟ୍କି୍ସ T� ଆଧା� ନରି୍୍ୟ କ�।

ସମାଧାନ: ଏଠାର� [T, B] = 

⇒ T(1, 0, 0) = 1(1, 0, 0) + (–1) (0, 1, 0) + 1(0, 0, 1) = (1, –1, 1)

 T(0, 1, 0) = 1(1, 0, 0) + 1(0, 1, 0) + (–1) (0, 0, 1) = (1, 1, –1)

 T(0, 0, 1) = –1(1, 0, 0) + 1(0, 1, 0) + 1(0, 0, 1) = (–1, 1, 1)

ମରନକ� (a, b, c) ∈ R3 � ରୱେଚ୍ଛ ଉପାଦାନ ଅରେ ଏଥିପାଇ ଁ (a, b, c) ରଭକ୍ଟ�ଗୁଡକୁି {(1, 0, 0), (0, 1, 
0), (0, 0, 1)} � ର�ୈଖିକ େଂରଯାଗ �ୂପର� ପ୍ରକାର କ�ାଯାଇପା�ବି। 

ଆରମ ପାଉ (a, b, c) = a(1, 0, 0) + b(0, 1, 0) + c(0, 0, 1)

ଉଭୟ ପାର୍୍ର� T ବ୍ବହା� କ�ବିାପର� ଆରମ ପାଉ
 T(a, b, c) = aT(1, 0, 0) + bT(0, 1, 0) + cT(0, 0, 1) [ T ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ 

ରହଉଛ]ି

⇒ T(a, b, c) = a(1, –1, 1) + b(1, 1, –1) + c(–1, 1, 1)

 = (a + b – c, –a + b + c, a – b + c)

 ଯାହାକ ିଉର୍ଷି୍ ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ।
ବକିଳ୍ପ ପଦ୍ଧତ:ି  ମରନକ� B = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} ,R3 � ମାନକ ଆଧା� ରତରବ   
 T(x, y, z) = (x + y – z, –x + y + z, x – y + z)

ବର୍୍ମାନ କ୍ରମିତ ଆଧା�  B′ = {(1, 2, 2), (1, 1, 2), (1, 2, 1)}, ଆରମ ପାଉ
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 T(1, 2, 2) = (1, 3, 1)

 T(1, 1, 2) = (0, 2, 2)

 T(1, 2, 1) = (2, 2, 0)

ବର୍୍ମାନ T(1, 2, 2), T(1, 1, 2), T(1, 2, 1) କୁ  B′ = {(1, 2, 2), (1, 1, 2), (1, 2, 1)} � ରଭକ୍ଟ�ଗୁଡକି� 
ର�ୈଖିକ େଂରଯାଗ �ୂପର� ରେଖିରେ, ଆରମ ପାଉ,

 T(1, 2, 2) = (1, 3, 1) = a(1, 2, 2) + b(1, 1, 2) + c(1, 2, 1) ...(1)

 (1, 3, 1) = (a + b + c, 2a + b + 2c, 2a + 2b + c)

⇒ a + b + c = 1

 2a + b + 2c = 3

 2a + 2b + c = 1

ଏହ ିେମୀକ�ଣଗୁଡକି େମାଧାନ କ�ବିାପର�, ଆରମ ପାଉ
 a = 1, b = –1, c = 1

ଏହ ିମେୂ୍ଗୁଡକୁି େମୀକ�ଣ (1)ର�  �ଖିରେ, ଆରମ ପାଉ
 T(1, 2, 2) = (1, 3, 1) = 1(1, 2, 2) + (–1) (1, 1, 2) + 1(1, 2, 1)

ଏହପି୍ରକା�] T(1, 1, 2) = (0, 2, 2) = 4(1, 2, 2) + (–2) (1, 1, 2) + (–2) (1, 2, 1)

ଏବଂ,  T(1, 2, 1) = (2, 2, 0) = –4(1, 2, 2) + 2(1, 1, 2) + 4(1, 2, 1)

ଏହପି� ିମ୍ାଟ୍କି୍ସ T ରହଉଛ ିB � ଆାଧା� ଭିର୍କି ଆରପକି୍କ:

 [T, B′] = .

ପ୍ରଶ୍ନମାଳା 4.6 
1.  T(x, y) = (x, –y) ଦ୍ା�ା ବ୍ାଖ୍ା କ�ାଯାଇଥିବା ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ T : R2 → R2 ପାଇଁ ମ୍ାଟ୍କି୍ସ [T : B, B′] 

ନରି୍୍ୟ କ�, ରଯଉଁଠାର�
 i. B = (e1, e2) ଏବଂ B′ = {(1, 1), (1, –1)} ii. B = {(1, 1), (1, 0)} ଏବଂ B′ = {(2, 3), (4, 

5)}

2. T(a0 + a1x + a2x2 + a3x3) = a3 + (a2 + a3)x + (a0 + a1)x2  ଦ୍ା�ା ବ୍ାଖ୍ା କ�ାଯାଇଥିବା ର�ୈଖିକ 
�ୂପାନ୍ତ�ଣ  T: P3 (R)→P2 (R) ଆଧା� ଯରାକ୍ରରମ B = {1, x – 1, (x – 1)2, (x – 1)3} ଏବଂ B′ = {1, 
x, x2} � େମ୍ପକ୍ୀୟ ମ୍ାଟ୍କି୍ସ ରେଖ।
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3. ମରନକ� V, ରକରତକ ନଦି୍୍ଦିଷ୍ ବାସ୍ତବ ଫଳନ� ରଭକ୍ଟ� ରପେର ଏବଂ B = {1, t, et, tet}], V� ଏକ ଆଧା�। 
ମରନକ� D : V → V, V ର�  ଅବକଳନ ଅପର�େ� ଅର୍ାତ୍ D(f ) =  ରତରବ [D, B]ମ୍ାଟ୍କି୍ସ ନରି୍୍ୟ 
କ�।

4. T : R3 → R4 � ମାନକ ଆଧା� ଆରପକି୍କ  T(x, y, z) = (x + y + z, 2x + z, 2y – z, 6y)] R3 ଦ୍ା�ା 
ବ୍ାଖ୍ା କ�ାଯାଇଥିବା ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ T:  R3 → R4 କୁ ପ୍ରତନିଧିିତ୍ୱ କ�ୁଥିବା ମ୍ାଟ୍କି୍ସ ନରି୍୍ୟ କ�। 

5.  R2ଓR3 � ମାନକ ଆଧା� ଆରପକି୍କ, T(x1, x2) = (3x1 – x2, 2x1 + 4x2, 5x1 – 6x2), R2 ଦ୍ା�ା ବ୍ାଖ୍ା 
କ�ାଯାଇଥିବା ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ T : R2 → R3 କୁ ପ୍ରତନିଧିିତ୍ୱ କ�ୁଥିବା ମ୍ାଟ୍ୀକ୍ସ ନରି୍୍ୟ କ�।

6. i. B = {e1, e2, e3}  ଏବଂ  B′ = {1, 1, 0), (1, 2, 3), (–1, 0, 1)}  � କ୍ରମିତ ଆଧା� ଆରପକି୍କ,  T(x, 
y, z) = (x – y + z, 2x + 3y – z/2, x + y – 2z)  ଦ୍ା�ା ବ୍ାଖ୍ା କ�ାଯାଇଥିବା ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ T : 
R3 → R3 କୁ ପ୍ରତନିଧିିତ୍ୱ କ�ୁଥିବା ମ୍ାଟ୍କି୍ସ ନରି୍୍ୟ କ�।

 ii.  {(1,3), (2,5)}� ଆଧା� ଆରପକି୍କ, ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ T(x, y) = (2y, 3x – y)ଦ୍ା�ା ବ୍ାଖ୍ା 
କ�ାଯାଇଥିବା ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ  T : R2 → R2 କୁ ପ୍ରତନିଧିିତ୍ୱ କ�ୁଥିବା ମ୍ାଟ୍କି୍ସ ନରି୍୍ୟ କ�।

7. B={(1, 1), (–1, 1)} ଏବଂ B′={(1, 1, 1), (1, –1, 1), (0, 0, 1)} କ୍ରମିତ ଆଧା� ଆରପକି୍କ,

ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ  T : R2 → R3 ନରି୍୍ୟ କ�, ଯାହା� ମ୍ାଟ୍କି୍ସ A =  ଅରେ।

8-  B = {(1, 0), (1, 1)} � କ୍ରମିତ ଆଧା� ଆରପକି୍କ, ମ୍ାଟ୍କି୍ସ  ଦ୍ା�ା ନରି୍୍ା�ତି ଭିର୍ରି� R2 ର� ଥିବା 
ର�ୈଖିକ T କୁ ବର୍୍ନା କ�। 

9.  B = {(1, 1), (0, 2)} ଏବଂ B′ = {(0, 1, 1), (1, 0, 1), (1, 1, 0)} � କ୍ରମିତ ଆଧା� ଆରପକି୍କ, ମ୍ାଟ୍କି୍ସ A = 

, ଦ୍ା�ା ନରି୍୍ା�ତି ଭିର୍ରି� ର�ୈଖିକ ମ୍ାପ  T : R2 → R3 କୁ ବର୍୍ନା କ�।

10. ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ  T : R3 → R3 ନରି୍୍ୟ କ�, ଯାହା� ମ୍ାଟ୍କି୍ସ  କ୍ରମିତ ଆଧା� ଆରପକି୍କ ଅଛି

 a. B = B′ = {e1, e2, e3}   b.  B = {(1, 1, 1), (1, 0, 0), (0, 1, 0)}; B′ = {1, 2, 3), (1, –1, 1), 
(2, 1, 1)}

11. (5, 1, 3), (3, 2, 2), (1, 2, 1) ଆଧା� ଭିର୍କି ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ  T : R3 → R3] ନରି୍୍ୟ କ�, ରଯରତରବରଳ 

�ୂପାନ୍ତ�ଣ ମ୍ାଟ୍କି୍ସ ଅରେ।
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12.  B = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) � କ୍ରମିତ ଆରପକି୍କ, R3 ର� ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ T � ମ୍ାଟ୍କି୍ସ ଯଦି

ହୁଏ, ରତରବ B′ = {(0, 1, –1), (–1, 1, 0), (1, –1, 1)} � ଆଧା� ଆରପକି୍କ ମ୍ାଟ୍କି୍ସ ନରି୍୍ୟ କ�। 

ଉତ୍ତରମାଳା

1. a.  b.  2. 

3.  4.  5. 

6. i. [T : B, B′] =  ii. [T : B] = 

7. T(x, y) = (2y – x, y, –3x + 3y) 8. T(x, y) = 

9. T(x, y) = (–4x + 2y, x, –2x + y)

10. a. T(x, y, z) = (x, y, z)     b. T(x, y, z) = (x + 2y – 2z, –x + y 
+ 2z, x + y + z)

12. 

4.6 ଦୁଇଟ ିରରୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣର ସଂର�ାଗ  (ଗୁଣଫଳ)
ମରନକ�, U, V, W ରକ୍ତ୍ର F ର� ତରିନାେ ିରଭକ୍ଟ� ରପେର।
ମରନକ� T1 : U → V ଏବଂ T2 : V → W ଦୁଇେ ିର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ ରତରବ ରେମାନଙ୍କ� ଗୁଣଫଳ   T2 ଏବଂ 
T1 କୁ T2T1 : U → W ଏହ ିପ୍ରକା�� ବ୍ାଖ୍ା କ�ୁ ରଯ, 
(T2T1) (u) = T2(T1(u)) େମସ୍ତ u ∈ V ପାଇଁ।
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ମନ୍ତବ୍ୟ:

 i.  ଦୁଇେ ିର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ� େଂରଯାଗ ଏକ ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ ଅରେ।
  ii.    T2T1 କୁ ଏହ ିେର୍୍ର� ବ୍ାଖ୍ା କ�ାଯାଇଛକି ିT1� ବ୍ାପି୍ ⊆ T2 � ପ�େି� କମି୍ା ପ�ବର୍୍ୀ ଉତ୍ାଦକ 

�ୂପାନ୍ତ�ଣ� ବ୍ାପି୍  ⊆ ପୂବ୍ ଉତ୍ାଦକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ ପ�େି�।
 iii. ମରନକ� U ଏବଂ V ରକ୍ତ୍ର F ର� ଦୁଇେ ିରଭକ୍ଟ� ରପେର ଯଦ ିT1 : U → V ଏବଂ T2 : U → V 

ଦୁଇେ ି ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ ରତରବ  
 a.  T1 ଏବଂ T2 � େମଷି୍, T1 + T2 : U → V  ଏକ ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ 
 (T1 + T2) (u) = T1(u) + T2(u)] େମସ୍ତ u ∈ V ପାଇଁ,
 b. ଯଦ ି a ∈ F ରଯରକୌଣେ ିରକେୋ�, ରତରବ T� ରକେୋ� ଗୁଣିତକ a େହତି aT ଦ୍ା�ା ଦର୍ାଯଏ,  

ରଯପ�କିaିT : U → V ଏକ ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ ଏବଂ (aT) (u) = a(T(u)) ,  u ∈ U ପାଇଁ 
ବ୍ାଖ୍ା କ�ାଯାଇଛ।ି

ରକରତକ ସମାହତି ଉଦାହରଣ

ଉଦାହରଣ୪.୨୮:ମରନକ�  T1 : R3 → R2 ରଯପ�କି ି  T1(x, y, z) = (3x, 4y – z) ଏବଂ  T2 : R2 → 
R2 ରଯପ� ି T2(x, y) = (–x, y), ରତରବ T1T2 ଏବଂ  T2T1 ଗଣନା କ�।

ସମାଧାନ:  T2(=R2) � ବ୍ାପି୍ ⊆ T1(=R3) � ପ�େି�
\ T1T2 ବ୍ାଖ୍ା କ�ାଯାଇପା�ବି ନାହିଁ।
ବର୍୍ମାନ] T2T1 ବ୍ାଖ୍ା କ�ାଯାଇଛ ିକା�ଣ  T1(=R2) � ବ୍ାପି୍ ⊆ T2(=R2) � ପ�େି�
 T2T1 = R3 → R2 ଏକ ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ ଅରେ।
 T2T1(x, y, z) = T2(T1(x, y, z)) = T2(T1(3x, 4y – z) = (–3x, 4y – z) 

ଉଦାହରଣ୪.୨୯.ମରନକ� TଏବଂS ଦୁଇେ ି ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ R3 → R2 ର� ଏହ ି ପ୍ରକା� ବ୍ାଖ୍ା 
କ�ାଯାଇଛ ିରଯT(x, y, z) = (2x –3y, 7y + 2z) ଏବଂ  S(x, y, z) = (x – z, y) ରତରବ S + T, 3S, 2S – 3T, 
ST, TS, T2(TT)� ଗଣନା କ�।

ସମାଧାନ: i. SଏବଂT, ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ ଅରେ ରତରବ S +T ମଧ୍ୟ ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ ରହବ।
 S + T : R3 → R2 ଦ୍ା�ା ବ୍ାଖ୍ା କ�ାଯାଇଛ,ି ରଯପ� ି
 (S + T) (x, y, z) = S(x, y, z) + T(x, y, z)

 = (x – z, y) + (2x – 3y, 7y + 2z)

 = (3x – 3y – z, 8y + 2z).
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ii. S, ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ, ରତଣୁ3S ମଧ୍ୟ ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ ଅରେ 3S : R3 → R2,

 ((3S) (x, y, z) = 3S(x, y, z) = 3(x – z, y) ଦ୍ା�ା ବ୍ାଖ୍ା କ�ାଯାଇଛ।ି
 = (3x – 3z, 3y)

iii. S ଏବଂT, ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ ଅରେ, ରତଣୁ 2 S, 3T ମଧ୍ୟ ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ 
\ 2S – 3T, ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ ଅରେ 
2S – 3T : R3 → R2 ଦ୍ା�ା ବ୍ାଖ୍ା କ�ାଯାଇଛ।ି
 (2S –3T) (x, y, z) = 2S(x, y, z) – 3T(x, y, z)

 = 2(x – z, y) – 3(2x – 3y, 7y + 2z)

 = (2x – 2z, 2y) – (6x – 9y, 21y + 6z)

 = (–4x + 9y – 2z, –19y – 6z)

iv. T(=R2) � ବ୍ାପି୍ ⊆ S(=R3)� ପ�େି�
\ ST ବ୍ାଖ୍ା କ�ାଯାଇ ନାହିଁ।A
v. S(=R2) ବ୍ାପି୍ ⊆ T(=R3) � ପ�େି�
\ TS ବ୍ାଖ୍ା କ�ାଯାଇ ନାହିଁ।
vi. T(=R2) ବ୍ାପି୍ ⊆ T(=R3)  � ପ�େି�
\ T2 ବ୍ାଖ୍ା କ�ାଯାଇ ନାହିଁ।
ଉଦାହ�ଣ୪.୩୦: ଦୁଇେ ିର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ T1 ଏବଂ T2 � ଉଦାହ�ଣ ଦଅିନୁ୍ତ ରଯପ� ି 
T1T2 = 0 ଏବଂ  T2T1 ≠ 0.

େମାଧାନ: ମରନକ� T1 ଓ T2 ଏହପି� ିବ୍ାଖ୍ା କ�ାଯାଇଛ,ି ରଯପ�ି
 T1 : R2 → R2 ଦ୍ା�ା  T1(x, y) = (0, y)

ଏବଂ T2 : R2 → R2 ଦ୍ା�ା  T2(x, y) = (y, 0)

\ T1T2 ଏବଂ T2T1 ଉଭୟ ବ୍ାଖ୍ା କ�ାଯାଇଛ।ି
ବର୍୍ମାନ, (T2T1) (x, y) = T2(T1(x, y)) = T2(0, y) = (y, 0) ⇒ T2T1 = (y, 0) ≠ 0

ଏଠାର� ମଧ୍ୟ, (T2T1) (x, y) = T1(T2(x, y)) = T1(y, 0) = (0, 0) ⇒ T1T2 = 0.

4.6.1   ରରୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ(ଅପରରଟର)ର ବୁ୍ୟତକ୍ରମ:
ଏକ ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ T : U → V ବୁ୍ତକ୍ରମୀ ରହବ ଯଦ ିଏହା ଏକ-ଏକ, ଅନେୁ ଏବଂ T � ବୁ୍ତକ୍ରମ, 
T–1 : V → U ରଯପ� ିT–1(v) = u ଯଦ ିଏବଂ ରକବଳ ଯଦ ିT(u) = v.
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ମନ୍ତବ୍ୟ: 
i. T–1 : V → U ମଧ୍ୟ ଏକ ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ ଅରେ।
ii. T1 : U → V ଏବଂ T2 : V → w ଦୁଇେ ି ବୁ୍ତକ୍ରମୀ ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ, ରତରବ T2T1 ମଧ୍ୟ                                                      

ବୁ୍ତକ୍ରମୀ ଅରେ ଏବଂ (T2T1)–1 = T1
–1 T2

–1.

ରକତକ ସମାହତି ଉଦାହରଣ

ଉଦାହରଣ୪.୩୧: ମରନକ� T ଏକ R3 ର� ର�ୈଖିକ ଅପର�େ� ଏହପି� ିବ୍ାଖ୍ା କ�ାଯାଇଛ ି T(x, y, z) = 
(2x, 4x – y, 2x + 3y – z) ଦର୍ାଅ ରଯ T ବୁ୍ତକ୍ରମୀ ଏବଂ T–1  ନରି୍୍ୟ କ�। 

ସମାଧାନ: ଆରମ ଜାଣିଛୁ ରଯ, T ବୁ୍ତକ୍ରମୀ ଯଦ ିଏବଂ ରକବଳ ଯଦ ିT ରହଉଛ ିଏକ-ଏକ ଅନେୁ ମ୍ାପ
T ରହଉଛ ିଏକ-ଏକ: ମରନକ�  u = (x1, y1, z1) ଏବଂ  v = (x2, y2, z2) ∈ R3 ରୱେଚ୍ଛ ରଭକ୍ଟ� ରଯପ�କିି
ମରନକ�       T(u) = T(v)

⇒ T(x1, y1, z1) = T(x2, y2, z2)

⇒ (2x1, 4x1 – y1, 2x1 + 3y1 – z1) = (2x2, 4x2 – y2, 2x2 + 3y2 – z2)

⇒ 2x1 = 2x2  ⇒ x1 = x2

 4x1 – y1 = 4x2– y2  ⇒ y1 = y2

 2x1 + 3y1 – z1 = 2x2 + 3y2 – z2  ⇒ z1 = z2

⇒ (x1, y1, z1) = (x2, y2, z2)

⇒ u = v

ରତଣୁ T ଏକ-ଏକ ଅରେ।
T ରହଉଛ ିଅନେୁ: ମରନକ�  (x, y, z) ∈R3 ,ରକୌଣେ ିରଭକ୍ଟ� ଅଛ ିଏବଂ ମରନକ� (a, b, c) ∈R3 ଏକ 

ରଭକ୍ଟ� ରଯପ�କି ି T(a, b, c) = (x, y, z)

 (2a, 4a – b, 2a + 3b – c) = (x, y, z)

⇒ 2a = x

 4a – b = y

 2a + 3b – c = z

ଏହ ିେମୀକ�ଣଗୁଡକି େମାଧାନ କ�ବିାପର�, ଆରମ ପାଉ

 a = , b = 2x – y, c = 7x – 3y – z
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ରଯରହତୁ x, y, z ∈ R ⇒ a, b, c ∈ R

\ (a, b, c) ∈ R3

ଏହପି୍ରକା� T  ରହଉଛ ିଅନେୁ ମ୍ାପ।
\ ରଯରହତୁ T ଏକ-ଏକ ଏବଂ ଅନେୁ ମ୍ାପ ରତରବ T ବୁ୍ତକ୍ରମୀ
ଏହପି୍ରକା�  T(a, b, c) = (x, y, z)

 T–1(x, y, z) = (a, b, c)

 T–1(x, y, z) = .

ବକିଳ୍ପ ପଦ୍ଧତ:ି  T(x, y, z) = (2x, 4x – y, 2x + 3y – z)

ମାନକ ଆଧା� ଆରପକି୍କ, T େହତି ଜଡତି ମ୍ାଟ୍କି୍ସ ରହଉଛ,ି

 A = 

ମ୍ାଟ୍କି୍ସ A, ବୁ୍ତକ୍ରମୀ ଯଦ ିଏବଂ ରକବଳ ଯଦ ି | A | ≠ 0

 | A | = 2(1 – 0)– 0 + 0 [R1 ର� ବସି୍ତା� କରେ]

⇒ | A | = 2 ≠ 0

ଆରମ ଜାଣୁ A–1 = 

ଏହପି୍ରକା�  A–1 = 

କମି୍ା A–1 = 

ଏହପି�,ି ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ T–1 : R3 → R3 ମାନକ ଆଧା� ଆରପକି୍କ, ରହଉଛ।ି
 T–1(x, y, z) = 

ପ୍ରଶ୍ନମାଳା-4.7 

1. ମରନକ� ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ  T1 : R3 → R2 ରଯପ�କି ିT1(x, y, z) = (4x, 3y – 2z) ଏବଂ  T2 : R2 → 
R2 ରଯପ�କି ିT2(x, y) = (–2x, y) ରତରବ  T1T2 ଏବଂ  T2T1 ଗଣନା କ�।
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2.  T1 : R3 → R2, T2 : R3 → R2 ଏବଂ  T3 : R2 → R2 ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ ଏହପି� ିବ୍ାଖ୍ା ରହାଇଛ ିT1(x, y, 
z) = (y,x+ z),

 T2(x, y, z) = (2z, x – y), T3(x, y) = (y, 2x) 

 ନମି୍ନେିଖିତ ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ ପାଇଁ, େତୂ୍ର ନରି୍୍ୟ କ�, ଯଦ ିଏହା� ଅସି୍ତତ୍ୱ ଅଛ।ି 
 i. T1T3 ii. T2T3 iii. T3T1 iv. T3T2

 v. T3T1 + T3T2

3. ମରନକ� T1ଏବଂ T2 , R2 ର� ଅପର�େ�, ଏହପି� ିବ୍ାଖ୍ା ରହାଇଛ ିରଯ, T1(x, y) = (0, x) ଏବଂ  T2(x, 
y) = (y, x), ରତରବ ନମି୍ନେିଖିତକୁ ଗଣନା କ�।

 i. T1 + T2 ii. 2T2 – 3T1 iii. T2T1 iv. T1T2

 v. T2
2 vi. T1

2

4. ମରନକ�  T : R4 → R2, T(x, y, z, t) = (x – y + 2z, y – t) ଦ୍ା�ା ଦର୍ ଏବଂ ମରନକ�  S :R2→R3  
S(x, y) = (x + 3y, –x + y, 2y)ଦ୍ା�ା ଦର୍ ଅଛ ିଦର୍ାଅ ରଯ S, T ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ ଅରେ।

5.     ମରନକ� T ଏବଂ S, R3 ର� ର�ୈଖିକ ଅପର�େର୍, ରଯଉଁଠ ି T(x, y, z) = (x – 3y, – 2z, y – 4z) ଏବଂ 
S(x, y, z) = (2x, 4x – y, 2x + 3y) ଦ୍ା�ା ବ୍ାଖ୍ା କ�ାଯାଇଛ ିଦର୍ାଅ ରଯ ST ≠ TS.

6. ମରନକ� T : R3 → R3 ରଯଉଁଠ ିT(x, y, z) = (0, x, y) ଦ୍ା�ା ବ୍ାଖ୍ା କ�ାଯାଇଛ,ି ଦର୍ାଅ ରଯ  T2 ≠ 0 
କନୁି୍ତ T3 = 0.

7. ମରନକ� T : R3 → R3 ର�ୈଖିକ ଅପର�େ� ରଯଉଁଠ ିT(x, y, z) = (0, 0, x) ଦ୍ା�ା ବ୍ାଖ୍ା କ�ାଯାଇଛ,ି 
ଦର୍ାଅ ରଯ  T ≠ 0 କନୁି୍ତ T2 = 0.

8. ଏକ ଉଦାହ�ଣ ୋହାଯ୍ର� ବୁଝାଅ ରଯ ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ ଅସି୍ତତ୍ୱ ଏହପି� ିଅଛ,ି T1 : R2 → R2 ଏବଂ  T2 : 
R2 → R2 � ରଯପ�କି ିT2T1 = 0 କନୁି୍ତ T1T2 ≠ 0.

9. ଯଦ ିT : R3 → R3 ର�ୈଖିକ ଅପର�େର୍ ଅଛ ିରଯଉଁଠ ି T(x, y, z) = (x + z, x – z, y) ଦ୍ା�ା ବ୍ାଖ୍ା କ�ାଯାଇଛ ି
ଦର୍ାଅ କ ିT ଏକ ବୁ୍ତକ୍ରମୀ ଏବଂ T–1 ନରି୍ୟ କ�ନୁ୍ତ।

10. ଦର୍ାଅ କ ିR3 ଉପର� ନମି୍ନେିଖିତ ମଧ୍ୟ�ୁ ପ୍ରରତ୍କ ଅପର�େ� T ବୁ୍ତକ୍ରମୀ ଏବଂ T–1ନରି୍୍ୟ କ�:
 i. T(x, y, z) = (x – 3y – 2z, y – 4z, z) ii. T(x, y, z) = (3x, x – y, 2x + y + z)

11. ମରନକ�  T : R2 → R2 ର�ୈଖିକ ଅପର�େର୍ ରଯଉଁଠ ି T(x, y) = (y, 2x – y) ଦ୍ା�ା ବ୍ାଖ୍ା କ�ାଯାଇଛ ି
ଦର୍ାଅ କ ିT ବୁ୍ତକ୍ରମୀ ଏବଂ T–1 ପାଇଁ ଏକ େତୂ୍ର ନରି୍୍ୟ କ�।

ଉତ୍ତରମାଳା
1. T1T2 ବ୍ାଖ୍ା କ�ାଯାଇନାହିଁ T2T1(x, y, z) = (–8x, 3y – 2z)

2. i. ବ୍ାଖ୍ା କ�ାଯାଇନାହିଁ   ii.ବ୍ାଖ୍ା କ�ାଯାଇନାହିଁ
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iii. T3T1(x, y, z) = (x + z, 2y) iv. T3T2(x, y, z) = (x – y, 4z)

 v. T3T1 + T3T2(x, y, z) = (2x – y + z, 2y + 4z)

3. i. (T1 + T2) (x, y) = (y, 2x)  ii. (2T2 – 3T1) (x, y) = 
(2y, – x)

 iii. (T2T1) (x, y) = (x, 0)   iv. (T1T2) (x, y) = (0, y)

 v. (T2
2) (x, y) = (x, y)   vi. (T1

2) (x, y) = (0, 0)

8. T1(x, y) = (0, x), T2(x, y) = (x, 0) 9. T–1(x, y, z) = 

10. i. T–1(x, y, z) = (x + 3y + 14z, y + 4z, z) ii. T–1(x, y, z) = 

4.7 ଶୂନ୍ୟରପେଶ କମି୍ା ରରୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣର କରଣ୍ଣେଲ:
ମରନକ� T : U → V ଏକ ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ T � ରୂନ୍ ରପେର (କରର୍୍େ), U � ଉପରେଟ୍ ଅରେ ,ରଯଉଁଠ ିେବୁ 
ରଭକ୍ଟ� ଅନ୍ତଭୁ୍କ୍ତ ଅଛ ିଯାହା� ପ୍ରତବିମି୍ T  ର� । ଏହାକୁ N(T) କମି୍ା ker(T)ଦ୍ା�ା ଦର୍ାଯାଏ।
 Ker (T) = N(T) = {u ∈ U : T (u) = 0}.
4.8 ରରୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣର ବ୍ୟାପି୍ କମି୍ା ପ୍ରତବିମି୍:  

ମରନକ�T : U → V ଏକ ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ। ରତରବ T� ବ୍ାପି୍ ରପେର (ପ୍ରତବିମି୍) ରେହ ିେବୁ ରଭକ୍ଟ� 
ଗୁଡକି�  ରେଟ୍ ଅରେ। ରଯଉଁଠକି ିT � ଅନ୍ତଗ୍ତ U � ରଭକ୍ଟ� ଗୁଡକି� ପ୍ରତବିମି୍ ଅଛ।ିଏହାକୁ R(T)ଦ୍ା�ା ଦର୍ାଯାଏ।। 

 R(T) = {T(u), u ∈ U}.
4.9 ରରୈଖିକ  ରୂପାନ୍ତରଣର ରାଙ୍କ ଓ ନଲିଟ ି(ଶୂନ୍ୟତା)
ମରନକ� T:U→V ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ। T� �ାଙ୍କ କୁ r(T) ଦ୍ା�ା ଦର୍ାଯାଏ ଏବଂ R(T)� ମାତ୍ରା ଭାବର� 

ବ୍ାଖ୍ା କ�ାଯାଏ। T� ରୂନ୍ତାକୁ µ(T)  ଦ୍ା�ା ଦର୍ାଯାଏ ଏବଂ N(T) � ମାତ୍ରା ଭାବର� ବ୍ାଖ୍ା କ�ାଯାଏ।
4.9.1 ସଲିରେଷ୍ଟରଙ୍କ ନୟିମ ରାଙ୍କ-ଶୂନ୍ୟତା ଉପପାଦ୍ୟ:
ମରନକ� T : U(F) →V(F), ଏକ ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ ରତରବ

 �ାଙ୍କ T + ରୂନ୍ତା T = ମାତ୍ରା U
ଅର୍ାତ୍ r(T) + μ(T) = dim U

କମି୍ା dim (R(T)) + dim (N(T)) = dim U

ପ୍ରମାଣ:ମରନକ� S = {u1, u2, ..., un}, N(T) � ଆଧା� ରତଣୁ dim (N(T)) = μ(T) = n

S, N(T) � ଆଧା�, ରତଣୁ S, N(T) ର� ର�ୈଖିକ ୱେତନ୍ତ୍ର ଏବଂ N(T) ⊆ U

⇒ S, U ର� ର�ୈଖିକ ୱେତନ୍ତ୍ର ଏବଂ ଏହାକୁ U ପାଇ ଁS′ = {u1, u2, ..., un, un+1, ..., um} �     ଆଧା�ର� 
େଂପ୍ରୋ�ଣ କ�ାଯାଇପା�ବି।

ଏଣୁ:  dim (N(T)) = μ(T) = n
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\ dim U = m

ବର୍୍ମାନ ଆରମ ପ୍ରମାଣ କ�ବିା କ ିରେଟ୍
 P = {T(un+1), T(un+2), ..., T(um)}, R(T) 

ରଯରହତୁ S′, U � ଆଧା� ଏବଂ ରଯରକୌଣେ ିରଭକ୍ଟ� u∈U ପାଇଁ S � ରଭକ୍ଟ�ଗୁଡକି� ର�ୈଖିକ େଂରଯାଗ 
�ୂପର�  ପ୍ରକାର କ�ାଯାଇପା�ବି| A

 u = a1u1 + a2u2 + ... + anun + an+1un+1 + ... + amum

T ରଯରତରବରଳ ଉଭୟ ପାର୍୍ର� ପ୍ରରୟାଗ କ�ବିାପର�, ଆରମ ପାଉ,
 T(u) = a1 T(u1) + a2 T(u2) + ... + an T(un) + an+1 T(un+1) + ... + am T(um)

[ T ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ ଅରେ]

 T(u) = 0 + 0 + ... + 0 + an+1 T(un+1) + ... + am T(um) [ ui ∈ N(T), 1 ≤ i ≤ n]

 T(u) = an+1 T(un+1) + ... + am T(um)

\ T(u),  ରେଟ୍ P � ରଭକ୍ଟ� ଗୁଡକି� ର�ୈଖିକ େଂରଯାଗ ଅରେ ଏବଂ ଏହପି୍ରକା� P,R(T )କୁ ବସି୍ତା� କର�,
 ବର୍୍ମାନ, P ଏକ ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ ଦର୍ାଇବା ପାଇଁ,
 an+1 T(un+1) + an+2 T(un+2) + ... + am T(um) = 0

⇒ T(an+1 un+1 + an+2 un+2  + am um) = 0

⇒ an+1 un+1 + an+2 un+2  + ... + am um
 ∈ N(T)

ରଯରହତୁ S = {u1, u2, ..., un} N(T)� ଆଧା�
\ an+1 un+1 + an+2 un+2 + ... + am um = b1u1 + b2u2 + ... + bnun

⇒ (–b1)u1 + (–b2)u2 + ... + (–bn)un + an+1 un+1 + an+2 un+2 + ... + am um = 0

ରଯରହତୁ S′ = {u1, u2, ..., un, un+1, ..., um}, U = S′� ଆଧା� ଅରେ ଏବଂ ର�ୈଖିକ ୱେତନ୍ତ୍ର।
\ –b1 = –b2 = ... = –bn = an+1 = ... = am = 0

ବରିରଷକ�]ି an+1 = an+2 = ... = am = 0.

ରତଣୁ: P, ର�ୈଖିକ ୱେତନ୍ତ୍ର ଏବଂ R(T) କୁ ବସି୍ତା� କର�,
\ P = {T(un+1), T(un+2), ..., T(um)}, R(T) � ଆଧା�
 dim (R(T)) = r(T) = m – n

 r(T) = dim U – μ(T)

 r(T) + μ(T) = dim U

ଯାହା ଉପପାଦ୍କୁ ପ୍ରମାଣ କର�।
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ରକରତକ େମାହତି ଉଦାହ�ଣ

ଉଦାହରଣ 4.32.ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ ପାଇଁ  T : R2 → R3 ପାଇଁ ରଯପ� ିT(x, y) = (x + y, x – y, y), ବସି୍ତା� 
ରପେର ଓ ଏହା� ରୂନ୍ ରପେର� ଆଧା� ଓ ମାତ୍ରା ନରି୍୍ୟ କ�, �ାଙ୍କ-ରୂନ୍ତା ଉପପାଦ୍ ମଧ୍ୟ ପ�ୀକ୍ା କ�।

ସମାଧାନ:1.T � ରୂନ୍ ରପେର ଏବଂ ମାତ୍ରା ନରି୍୍ୟ ପାଇଁ
 େଂଜ୍ା ଅନୋର�, ରୂନ୍ ରପେର = {u ∈ R2 : T(u) = 0 ∈ R}

ମରନକ�  u = (x, y) ∈ R2 ରୂନ୍ ରପେର� ଏକ ରୱେଚ୍ଛ ଉପାଦାନ ଅରେ ।
⇒ T(u) = 0
⇒ T(x, y) = 0
 (x + y, x – y, y) = (0, 0, 0)

⇒ x + y = 0

 x – y = 0

 y = 0

ଏହ ିେମୀକ�ଣଗୁଡକି େମାଧାନ କ�ବିାପର�, ଆରମ ପାଉ,
 x = 0, y = 0

ଏହପି�,ି ରୂନ୍ରପେର ରେଠାର�ଏକ ରୂନ୍ ରଭକ୍ଟ� ଅରେ।
 N(T) = {0}

\ T � ରୂନ୍ତା= ମାତ୍ରା  = dim (N(T)) = 0.

2. T � ବ୍ାପି୍ ରପେର ଏବଂ ଏହା� ମାତ୍ରା ନରି୍୍ୟ ପାଇଁ,           
ମରନକ�  V ∈ R(T) ∈ R3 ଏକ ରୱେଚ୍ଛ ଉପାଦାନ � ଅସି୍ତତ୍ୱ ଏହପି୍ରକା�   (x, y) ∈ R2 ରଯପ�କି ି V = 

T(x,y)

ବର୍୍ମାନ , (x, y) = x(1, 0) + y(0, 1) = xe1 + ye2 ରଯଉଁଠାର�,  e1 = (1, 0) ଏବଂ e2 = (0, 1)

T କୁ ଉଭୟ ପାର୍୍ର� ପ୍ରରୟାଗ କ�ବିାପର�, ଆରମ ପାଉ,
 T(x, y) = T(xe1 + ye2)

 = x T(e1) + y T(e2) [ T ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ]
ବର୍୍ମାନ, T(e1) = T(1, 0) = (1 + 0, 1 – 0, 0)

 = (1, 1, 0)

 T(e2) = T(0, 1) = (0 + 1, 0 – 1, 1) = (1, –1, 1)

\ T(x, y) = x(1, 1, 0) + y(1, –1, 1)
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 V = x(1, 1, 0) + y(1, –1, 1) ...(1)

ରଯରହତୁ V ∈ R(T) ରୱେଚ୍ଛ ଅରେ, ରତଣୁ(1)
ଦର୍ାଉଛକି ି R(T)] ରଭକ୍ଟ�  S = {(1, 1, 0), (1, –1, 1)} ଦ୍ା�ା ବସୃି୍ତତ ରହାଇଛ।ି
3.ପ�ୀକ୍ା କ� କ ିS, ର�ୈଖିକ ୱେତନ୍ତ୍ର ଅରେ।
ମରନକ� a, b ∈ R ରକେୋ� ପାଇଁ,
 a(1, 1, 0) + b(1, –1, 1) = 0

 (a + b, a – b, b) = (0, 0, 0)

⇒ a + b = 0

 a – b = 0

 b = 0

ଏହ ିେମୀକ�ଣଗୁଡକି େମାଧାନ କ�ବିାପର�, ଆରମ ପାଉ,
 a = 0, b = 0

ଏଣୁ: S, ର�ୈଖିକ ୱେତନ୍ତ୍ର ଅରେ, ରତଣୁ ଏହା  R(T) � ଏକ ଆଧା� ରେଟ୍ ଅରେ।
\ ମାତ୍ରା  (R(T)) = 2

ଆଉ ମଧ୍ୟ, dim U = dim R2 = 2

\ �ାଙ୍କ(T) + ରୂନ୍ତା (T) = 2 + 0 = 2

 = dim R2

ଉଦାହରଣ 4.33.ଏକ ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ T : R2 → R3 ଏହପି୍ରକା� କ ିT(1, 2) = (3, –1, 5) ଏବଂ T(0,      1)=(2, 
1, –1),T ପାଇ ଁବ୍ାଖ୍ା ରହାଇଥିବା େତୂ୍ର ନରି୍ୟ୍ କ� ଏବଂ ବ୍ାପି୍ ରପେର, �ାଙ୍କ, ରନୂ୍ ରପେଶ୍  ଓ ରନୂ୍ତା ନରି୍ୟ୍ 
କ�।

ସମାଧାନ: u1 = (1, 2) ଏବଂ u2 = (0, 1), ର�ୈଖିକ ୱେତନ୍ତ୍ର ଏବଂ  R2 � ଆଧା� ଅଙ୍କ।
ମରନକ�  u = (x, y) ∈ R2 ରୱେଚ୍ଛ ଉପାଦାନ ଅରେ।
ଏଣୁ U କୁ u1ଏବଂ u2� ର�ୈଖିକ େଂରଯାଗ �ୂପର� ବ୍ାଖ୍ା କ�ାଯାଇପା�ବି।
ରକେୋ�  a, b ∈ R � ଅସି୍ତତ୍ୱ ଏହାପ୍ରକା� ଅଛ,ି ରଯପ�କିି
 u = au1 + bu2

 (x, y) = a(1, 2) + b(0, 1) ...(1)

 (x, y) = (a, 2a+b)

⇒ x = a

 y = 2a + b  ⇒ b = y – 2x
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a,b ମେୂ୍କୁ େମୀକ�ଣ (1) ର� �ଖିରେ, ଆରମ ପାଉ,
 (x, y) = x(1, 2) + (y – 2x) (0, 1)

ବର୍୍ମାନ T କୁ ଉଭୟ ପାର୍୍ର� ପ୍ରରୟାଗ କରେ,

 T(x, y) = x T(1, 2) + (y – 2x) T(0, 1) [ T ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ]

 T(x, y) = x(3, –1, 5) + (y – 2x) (2, 1, –1)

 = (–x + 2y, –3x + y, 7x – y)

ଯାହା T ପାଇଁ ବ୍ାଖ୍ା ରହାଇଥିବା େତୂ୍ର।
ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ େହତି ଜଡତି ମ୍ାଟ୍କି୍ସ

 A = 

R2 → R2 – 3R1, R3 → R3 + 7R1, ପ୍ରକ୍ରୟା ଦ୍ା�ା

 ~  ~  [ପ୍ରକି୍ରୟା R3 → R3 + 13/5 R2]

 R(T) = ବ୍ାପି୍ ରପେର,
 = <(–1, –3, 7), (2, 1, –1)> ⊆ R3.

 = R(T) � ଆଧା�
  (R(T)) � ମାତ୍ରା = 2 = r(T)

N(T) � ମାତ୍ରା:  
ମରନକ� u = (x, y) ∈ N(T) ⊆ R2

\ T(u) = 0

 (–x + 2y, –3x + y, 7x – y) = (0, 0, 0)

⇒ –x + 2y = 0

 –3x + y = 0

 7x – y = 0

ଏହ ିେମୀକ�ଣଗୁଡକି େମାଧାନ କ�ବିାପର�, ଆରମ ପାଉ,
 x = 0, y = 0

ଏହପି�,ି N(T) = {0}

 dim (N(T)) = 0 = μ(T)
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ଆଉ ମଧ୍ୟ, r(T) + μ(T) = 2 + 0 = 2

 = dim R2

ଉଦାହରଣ 4.34.ଏକ ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ, T : R3 → R3 ନରି୍୍ୟ କ� ଯାହା� ବ୍ାପି୍ ରପେର  (1, 0, –1) ଏବଂ(1, 
2, 2) ଦ୍ା�ା େଷିୃ୍ ରହାଇଛ,ି

ସମାଧାନ: R(T) � ଆଧା�= {(1, 0, –1), (1, 2, 2)}

ଆରମ ଜାଣୁ ରଯ  R3 (ପ�େି�)� ଆଧା� ={e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1)}

 R3  R3

ଚତି୍ର = 4.1

ରଯରହତୁ R3 ଏକ ତନିମିାତ୍ରା ବରିଷି୍ ରଭକ୍ଟ� ରପେର ଏବଂ {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} R3� ଆଧା� 
ରତଣୁ, ଏଠାର� ଏକ ଅନନ୍ ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ T ଅଛ ିରଯପ� ି:

                      T(1, 0, 0) =(1, 0, –1)

 T(0, 1, 0) = (1, 2, 2)

 T(0, 0, 1) = (0, 0, 0)

ମରନକ� u = (x, y, z) ∈ R3 � ରୱେଚ୍ଛ ଉପାଦାନ ରତଣୁ  u କୁ e1, e2, e3 � ର�ୈଖିକ େଂରଯାଗ �ୂପର� 
ବ୍ାଖ୍ା କ�ାଯାଇ ପା�ବି।

\ ଏଠାର� ଅବସ୍ିତ a, b, c ∈ R ରକେୋ� ରଯପ� ିକ,ି
                 u =ae1 + be2 + ce3

 (x, y, z) = a(1, 0, 0) + b(1, 0, 0) + c(0, 0, 1) ...(1)

 (x, y, z) = (a, b, c)

⇒ a = x, b = y, c = z

a, b ଏବଂ c � ମେୂ୍କୁ େମୀକ�ଣ (1) ର�  �ଖିରେ, ଆରମ ପାଉ,
 (x, y, z) = x(1, 0, 0) + y(0, 1, 0) + z(0, 0, 1)

T କୁ ଉଭୟ ପାର୍୍ର� ପ୍ରରୟାଗ କ�ବିାଉପର�  ଆରମ ପାଉ,
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T(x, y, z) = xT(1, 0, 0) + yT(0, 1, 0) + zT(0, 0, 1) [T ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ]

 T(x, y, z) = x(1, 0, –1) + y(1, 2, 2) + z(0, 0, 0)

 T(x, y, z) = (x + y, 2y, –x + 2y)

ଯାହାକ ିଉଦ୍ଷି୍ ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ।
ଉଦାହରଣ4.35.ଏକ ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ T : R4 → R3 କୁ ନରି୍୍ୟ କ� ଯାହା� ରୂନ୍ ରପେର (2, 3, 4, 1) 

ଏବଂ(1, 0, 1, 1) ଦ୍ା�ା ବସୃି୍ତତ ରହାଇଛ।ି
ସମାଧାନ:  N(T) � ଆଧା� = {(2, 3, 4, 1), (1, 0, 1, 1)}

 u(T) = (N(T) � ମାତ୍ରା = 2

 R4� ମାତ୍ରା = 4

ରତଣୁ ଆରମ N(T)� ଆଧା�କୁ ବସି୍ତା� କ�ବିାକୁ ପଡବି ରଯପ�କି ିରେଟ୍ R4� ଆଧା� ରହବ।
R4 ର ମାନକ  ଆଧା�   = {(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1)}

ମରନକ� S = {(2, 3, 4, 1), (1, 0, 1, 1), (1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 
0, 0, 1)}

 R4

 R3

 T

ଚତି୍ର 4-2

ସ୍ତମ୍ଭ ଗୁଡକିର� 4 ରଭକ୍ଟ�ଗୁଡକି ରେଖିକ� ିଏକ ମ୍ାଟ୍କି୍ସ A  କୁ �ଚନାକ� ଅର୍ାତ୍]

 A = 

ପ୍ରକି୍ରୟା ଦ୍ା�ା R1 ↔ R4 ~ 

R2 → R2 – 3R1, R3 → R3 – 4R1, R4 → R4 – 2R1 ପ୍ରକି୍ରୟା ଦ୍ା�ା
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 ~ 

R3 → R3 – R2, R4 → R4 –  ପ୍ରକି୍ରୟା ଦ୍ା�ା

 – 

 r(A) = 4 = ସ୍ତମ୍ଭ ଗୁଡକି� େଂଖ୍ା
ରତଣୁ {(2, 3, 4, 1), (1, 0, 1, 1), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1)}, R4 � ଆଧା� ଅରେ
ବର୍୍ମାନ] T(2, 3, 4, 1) = (0, 0, 0) 

 T(1, 0, 1, 1) = (0, 0, 0)

ମରନକ� T(0, 0, 1, 0) = (1, 0, 0)

 T(0, 0, 0, 1) = (0, 1, 0)

ଅନ୍ ରଭକ୍ଟ� ଗୁଡକି ପ୍ରତବିମି୍ ର�ୈଖିକ ୱେତନ୍ତ୍ର ରହବା ଦ�କା� ଅନ୍ରା ଏହ ିରଭକ୍ଟ�ଗୁଡକି N(T)� ଅନ୍ତଭ୍ୁକ୍ତ, 
ରହବ, ଯାହାକ ିେମ୍ଭବ ନୁରହଁ କା�ଣ (N(T))� ମାତ୍ରା =2

ମରନକ� u = (x, y, z, w) ∈ R4 ରୱେଚ୍ଛ ଏବଂ S � ରଭକ୍ଟ� ଦ୍ା�ା ର�ୈଖିକ େଂରଯାଗ �ୂପର� ପ୍ରକାର 
କ�ାଯାଇପା�ବି 

ରେଠାର� ଅବସ୍ିତ ରକେୋ�  a, b, c, d ∈ R ରଯପ�କି,ି
 u = a(2, 3, 4, 1) + b(1, 0, 1, 1) + c(0, 0, 1, 0) + d(0, 0, 0, 1) ...(1)

⇒ (x, y, z, w) = (2a + b, 3a, 4a + b + c, a + b + d)

⇒ x = 2a + b

 y = 3a  

⇒  = a 

ଏବଂ  z = 4a + b + c

ତରା  w = a + b + d

େମାଧାନ କ�ବିା ପର�, ଆରମ ପାଉ
 a = , b = x – , c = z – x – , d = w – x + 
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ଏହ ିମେୂ୍ଗୁଡକୁି େମୀକ�ଣ (1) ର� �ଖିରେ, ଆରମ ପାଉ,

 (x, y, z, w) = 

T କୁ ଉଭୟ ପାର୍୍ର� ପ୍ରରୟାଗ କରେ, ଆରମ ପାଉ,
 T(x, y, z, w) = 

        

[ T ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ]

 T(x, y, z, w) = 

 T(x, y, z, w) = 

ଯାହା କ ିର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ� ବ୍ାଖ୍ା ରହାଇଥିବା େତୂ୍ର।

ପ୍ରର୍ନମାଳା 4-8

1. ନମି୍ନେିଖିତ ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ ପାଇଁ R(T),  (T), N(T)� �ାଙ୍କ ଏବଂ ରୂନ୍ତା (T) ନରି୍୍ୟ କ� ଏବଂ େେିରଭଷ୍�ଙ୍କ 
ନୟିମ ଯାଞ୍ଚ କ�:

 i. T : R3 → R2 T(x, y, z) = (x + y, y + z) ଦ୍ା�ା ବ୍ାଖ୍ା କ�ାଯାଇଛି
 ii. T : R4 → R3 T(x, y, z, w) = (x – y + z + w, x + 2z – w, x + y + 3z – 3w) ଦ୍ା�ା ବ୍ାଖ୍ା 

କ�ାଯାଇଛି
 iii. T : R2 → R2 T(x, y) = (x + y, x) ଦ୍ା�ା ବ୍ାଖ୍ା କ�ାଯାଇଛି
 iv. T : R2 → R3 T(x, y) = (x, x + y, y) ଦ୍ା�ା ବ୍ାଖ୍ା କ�ାଯାଇଛି
2. ଏକ ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ  T : R3 → R4 ନରି୍୍ୟ କ� ଯାହା� ବ୍ାପି୍ ରପେର (1, 2, 0, –4) ଏବଂ (2, 0, 

–1,–3) ଦ୍ା�ା େଷିୃ୍ ରହାଇଛ।ି
3. ଏକ ର�ୈଖିକ  T : R3 → R3 ନରି୍୍ୟ କ�  ଯାହା� ବ୍ାପି୍ ରପେର (1, 2, 3) ଏବଂ(4, 5, 6) ଦ୍ା�ା େଷିୃ୍ ରହାଇଛ।ି
4. ଏକ ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ  T : R3 → R4 ନରି୍୍ୟ କ�  ଯାହା� ରୂନ୍ ରପେର (0, 1, –3) ଏବଂ (0, –3, 4) 

ଦ୍ା�ା େଷିୃ୍ ରହାଇଛ।ି
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5. ଏକ ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ  T : R4 → R3 ନରି୍୍ୟ କ� ଯାହା� ରୂନ୍ ରପେର (1, 2, 3, 4) ଏବଂ (0, 1, 1, 1) 
ଦ୍ା�ା େଷିୃ୍ ରହାଇଛ।ି

6. ଏକ େେୀମ ମ୍ାଟ୍କି୍ସ ରଭକ୍ଟ� ରପେର Vର�, ରୂନ୍ �ୂପାନ୍ତ�ଣ ପାଇଁ ବ୍ାପି୍, �ାଙ୍କ, ରୂନ୍ ରପେର ଓ ରୂନ୍ତା ନରି୍୍ୟ 
କ� ଏବଂ �ୂପାନ୍ତ�ଣକୁ ଚହି୍ନେ କ�।

7. ମରନକ� T : V → V ଏକ ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ ରଯପ�କି ି R(T) = N(T), ରଯଉଁଠାର� V େୀମିତ ମାତ୍ରା 
ବରିଷି୍, ପ୍ରମାଣ କ�ରଯ V�  ମାତ୍ରା ଯୁଗ୍ମ ଅରେ।

8. ମରନକ�  T : R5 → R3 ଏକ ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ ରଯପ�କି ି  μ(T) = 2, ରତରବ dim R(T) � ମାତ୍ରା 
ନରି୍୍ୟ କ�।

9. ଏକ ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ ଅଛ ିକ ିT : R4 → R2 ରଯପ�କି ିr(T) = 3, μ(T) = 2 ?

10. ଯଦ ିT : R4 → R3 ଏକ ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ ଯାହାକ ିT(e1) = (1, 1, 1), T(e2) = (1, –1, 1), T(e3) = 
(1, 0, 0), T(e4)=(1, 0, 1)ଦ୍ା�ା ବ୍ାଖ୍ା ରହାଇଛ,ି ରତରବ ଯାଞ୍ଚ କ� ରଯ r(T) + μ(T) = dim R4= 4.

ଉର୍�ମାଳା 

1. i. R(T) = R2, r(T) = 2, N(T) = {(1, –1, 1)}, μ(T) = 1

 ii. R(T) = {(1, 1, 1), (0, 1, 2)},  r(T) = 2, N(T) = {(2, –1, 1, 0), (1, 2, 0, 1)}, μ(T) = 2

 iii. R(T) = R2, r(T) = 2, N(T) = {0}, μ(T) = 0

 iv. R(T) = {(1, 1, 0), (0, 1, 1)}, r(T) = 2, N(T) = {0}, μ(T) = 0

2. T(x, y, z) = (x + 2y, 2x, –y, –4x – 3y)  3. T(x, y, z) = (x + 4y, 2x + 5y, 3x + 6y)

4. T(x, y, z) = (x, 0, 0, 0)    5. T(x, y, z, t) = (z – y – x, 
t – 2x – y, 0)

7. ରୂନ୍ �ୂପାନ୍ତ�ଣ: ବ୍ାପି୍  = {0}, �ାଙ୍କକ୍  = 0, ରୂନ୍ ରପେର = V, ରୂନ୍ତା = dim (V)

 ଏକକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ:ବ୍ାପି୍  = V, �ାଙ୍କକ୍  = dim V, � ମାତ୍ରା ,ରୂନ୍ ରପେର, = {0}, ରୂନ୍ତା = 0

8. 3  9. ନାହିଁ
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ଆକରଣେଣୀୟ ତଥ୍ୟ;

• ଏକ ରଭକ୍ଟ� ରପେଶ୍ ରହଉଛ ି,ରଭକ୍ଟ� ନାମକ ଗାଣିତକି ବସୁ୍ତ� େମାହା�

 
ଚତି୍ର 4-3

 • ରଭକ୍ଟ� ରପେଶ୍ ର� ଦୁଇେ ିପ୍ରକି୍ରୟା ବ୍ାଖ୍ା କ�ାଯାଇଛ:ି ଦୁଇେ ିରଭକ୍ଟ�� ରଯାଗ ଏବଂ ରକେୋ� େହତି ଏକ 
ରଭକ୍ଟ�� ଗୁଣନ । ଏହ ିପ୍ରକି୍ରୟାଗୁଡକି ଏକ ରଭକ୍ଟ�� ଆକା� ଏବଂ ଏହା େଚୂାଉଥିବା ଦଗିକୁ ଏହା ପ�ବିର୍୍ନ 
କ�ପିା�ବି । କନୁି୍ତ ଫଳାଫଳ ରଭକ୍ଟ� ରପେଶ୍ ର� �ହବି।

 • ଆରମ ରଭକ୍ଟ�କୁ ଏପ� ିଭାବର� ପ�ବିର୍୍ନ କ�ପିା�ବୁି ନାହିଁ, ଯାହା ଆଉ ତଆି� ିରହାଇପା�ବି ନାହିଁ ।
 • ରଭକ୍ଟ� େହତି ରକେୋ� ରଯାଗ କ�ବିା େମ୍ଭବ ନୁରହଁ , କା�ଣ ରେମାରନ ରପେଶ୍ ର� ବଭିିନ୍ନ ମାତ୍ରାର� ଆେନ୍ତ,ି 

େିଡଓି ସନ୍ଦେଣେ  (ଉତ୍ସ: ଏନପିଟଇିଏଲ) 

ରଭକ୍ଟ� ରପେଶ୍ 
ଆଧା� ଓ 

ମାତ୍ରା

  

ର�ୈଖିକ 
�ୂପାନ୍ତ�ଣ

  

ବୁ୍ତକ୍ରମୀ 
ର�ୈଖିକ 

�ୂପାନ୍ତ�ଣ ଏବଂ 
ମ୍ାଟ୍ରିେସ୍

  

ଏକ ର�ୈଖିକ 
�ୂପାନ୍ତ�ଣ 
ମ୍ାଟ୍କି୍ସ
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ବାସ୍ତବ ଜୀବନରର ପ୍ରରୟାଗ: �ାଙ୍କ ବନାମ ର�ୈଖିକ ନଭି୍�ରୀଳତା ଓ ର�ୈଖିକ ୱେତନ୍ତ୍ରତା :
ରମା ଅବସ୍ତି ିଠା�ୁ A, 4କ.ିମି ଉର୍�ର�  ଏବଂ 4କ.ିମି ପୂବ୍ର�, ଅବସ୍ିତ, ତା’ପର� ଏହାକୁ ରମା� ବ୍ର୍ମାନ� 
ଅବସ୍ାନ�ୁ ବନୁି୍ A� ଅନନ୍ ସ୍ାନାଙ୍କ କୁହାଯାଏ। ଯଦ ିମୁଁ କୁରହ A ବନୁି୍ ଉର୍�-ପୂବ୍ ଦଗିର� 5 କରିୋମିେ� ଅରେ, 
ରତରବ ଏହା� ରକୌଣେ ିବ୍ବହା� ନାହିଁ । ଏହା� ଅର୍ ଦୁଇେ ିେଚୂନା ଉଭୟ ଭିନ୍ନ ଦଗି େହତି ଜଡତି 2D େମତଳର� 
ରଯରକୌଣେ ିବନୁି୍ ରଖାଜବିା ପାଇଁ ଯରରଷ୍ । େମାନ ଧା�ଣା ଉଚ୍ଚ ମାତ୍ରା ବରିଷି୍ େମତଳ ପାଇଁ ବ୍ବହୃତ ହୁଏ। nxm 
ଆକା� A � ମ୍ାଟ୍କି୍ସ ଅନୁଯାୟୀ, ଯଦ ିର�ୈଖିକ ୱେତନ୍ତ୍ର ରଭକ୍ଟ� େଂଖ୍ା r ହୁଏ , ଏହା� ଅର୍ ରହଉଛ ିଏହ ିr ରଭକ୍ଟ� 
ୋହାଯ୍୍ର� ଏହ ିମ୍ାଟ୍କି୍ସ େହତି ଜଡତି େମସ୍ତ ଦଗିକୁ ବର୍୍ନା କ�ପିା�ବି। ବର୍୍ମାନ ମ୍ାଟ୍କି୍ସ� ର�ୈଖିକ ୱେତନ୍ତ୍ର 
ରଭକ୍ଟ� େଂଖ୍ା ମ୍ାଟ୍କି୍ସ� �ାଙ୍କ ବ୍ତୀତ ଆଉ କଛି ିନୁରହଁ। ଏହା� ଅର୍ ରଯରକୌଣେ ିମ୍ାଟ୍କି୍ସ ପାଇଁ, ରଯରତରବରଳ 
ତୁମକୁ �ାଙ୍କ ନରି୍୍ୟ କ�ବିା କୁକୁହାଯାଏ, ଏହା� ଅର୍ ପର�ାକ୍ର� ତୁରମ ମ୍ାଟ୍କି୍ସ େହତି ଜଡତି ପଯ୍୍ାପ୍ େଂଖ୍କ 
ନରିଦ୍୍ର ରଦଉଛନ୍ତ,ି
ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଏବଂ ରରୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ମଧ୍ୟରର ସମ୍ପକଣେ:
ମୁଁ ଏକ କ୍ାରମ�ା ଓ ଏକ ଯନ୍ତ୍ରଚାଳତି ହାତ ଦ୍ା�ା ମ୍ାଟ୍କି୍ସ ଏବଂ ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ ମଧ୍ୟର� େମ୍ପକ୍କୁ ବୁଝାଇବାକୁ 
ରଚଷ୍ା କ�ୁଛ।ି ମରନକ� ତୁମ� ଏକ ଯନ୍ତ୍ରଚାଳତି ହାତ ଅଛ,ି ଯାହାକ ି କ୍ାରମ�ା� ତର୍ ଉପର� ନଭି୍�ରୀଳ। 
ବର୍୍ମାନ କ୍ାରମ�ାେ ିକରଠା�ୀ� ଏକ ରକାଣର� ଅଛ।ି ରତଣୁ କ୍ାରମ�ା� ତଳକୁ, ଉପ�କୁ କମି୍ା ଘରୂ୍୍ନ କ�ବିା 
ଦୃଷି୍ରକାଣ�ୁ ଏହା� ଦୂ�ତା ଭିନ୍ନ ଭିନ୍ନ ରହବ। ଏହେିବୁ କାଯ୍୍ ପାଇଁ ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ ଆବର୍କ, ରତଣୁ ତୁରମ 
ଏହ ିେବୁ କାଯ୍୍ କ�ବିାପାଇଁ ମ୍ାଟ୍କି୍ସକୁି ମଳୂ �ୂପ�ୁ ବଭିିନ୍ନ �ୂପକୁ �ୂପାନ୍ତ�ଣ କ�ବିାକୁ ରହବ।

ବରିୟାତ୍ମକ ସମାହତି କଠନି ପ୍ରଶ୍ନ

ଉଦାହରଣ 1.େଚୂତି ରକ୍ତ୍ରର� ନମି୍ନେିଖିତ ପ୍ରରତ୍କ ରଭକ୍ଟ� ରପେର ପାଇଁ ଏକ ଆଧା� ଦଅି:
i. R , R ର�    ii. Q(21/4), Q ର�
ରଯଉଁଠାର� Q, R ଯରାକ୍ରରମ ପ�ରିମୟ ଏବଂ ବାସ୍ତବ େଂଖ୍ା� ଏକ ରକ୍ତ୍ର,

ସମାଧାନ:i. ଆମ� ଅଛ ିR  = 

ବର୍୍ମାନ  � ରୂନ୍ ଉପାଦାନକୁ 0 = 0 + 0 .  �ୂପର� ରେଖାଯାଇପା�ବି।
ମରନକ� a, b ∈ R, ରଯପ� ିକି
                 a.1 +  =0

⇒ a +  = 0 + 

⇒ a = 0, b = 0

⇒ S ର�ୈଖିକ ୱେତନ୍ତ୍ର।
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ମରନକ� x +  ] R � ରକୌଣେ ିଏକ ଉପାଦାନ ରତରବ x +  = x . 1 + .y

R  � ପ୍ରରତ୍କ ଉପାଦାନ,S � ଉପାଦାନ� ର�ୈଖିକ େଂରଯାଗ �ୂପର� ପ୍ରକାର କ�ାଯାଇପା�ବିA

⇒ L(S) = R

ଏଣୁ S =  ଦୁଇେ ିଉପାଦାନ ବରିଷି୍ R  � ଏକ ଆଧା� ଅଛ ିରତଣୁ dim. R  = 2

ii. ଆମ� ଅଛ,ି
 Q(21/4) = {a + (21/4)b : a, b ∈ Q}

ବର୍୍ମାନ Q(21/4)� ରୂନ୍ ଉପାଦାନ 0 = 0 + (21/4)।
ମରନକ� S = {1, 21/4},ରତରବ S ⊆ Q(21/4).

ବର୍୍ମାନ ଆରମ ରଦଖିବାକ ିS, Q(21/4)� ଏକ ଆଧା� େଷିୃ୍କର�।
ମରନକ� a, b ∈ Q ରଯପ� ିକ ିa . 1 + b . (21/4) = 0

⇒ a + b(21/4) = 0 + 0 . (21/4)

⇒ a = 0, b = 0

⇒ S ର�ୈଖିକ ୱେତନ୍ତ୍ର।
ମରନକ�  x + (21/4)y] Q(21/4) � ରକୌଣେ ିଏକ ଉପାଦାନ
ରତରବ, x + (21/4)y = x.1 + (21/4).y

⇒ Q(21/4) � ପ୍ରରତ୍କ ଉପାଦାନ ,S � ଉପାଦାନର� ର�ୈଖିକ େଂରଯାଗ �ୂପର� ବ୍ାଖ୍ା କ�ାଯାଇପା�ବି। 
⇒ L(S) = Q(21/4)

ଏଣୁ S = {1, 21/4}] Q(21/4) � ଆଧା� ଏବଂ dim. Q(21/4) = 2

ଉଦାହରଣ 2.ରପେର c[0, p] ର� ମରନକ� f, g, h ଏବଂ j ରଭକ୍ଟ�, ରଯପ� ିf(x) = 1, g(x) = x, h(x) = cos 
x, j(x) = cos2 , 0 ≤ x ≤ p ପାଇଁ ବ୍ାଖ୍ା ରହାଇଛ ିj କୁ f] g] h� ର�ୈଖିକ େଂରଯାଗ �ୂପର� ରେଖି ଦର୍ାଅ ରଯ 
f] g] h ଏବଂ  j ର�ୈଖିକ ନଭି୍�ରୀଳ।

ସମାଧାନ:ଆରମ ଜାଣୁକ,ି cos 2x = 2 cos2 x – 1

x କୁ  ଦ୍ା�ା ପ୍ରତସି୍ାପନ କରେ, ଆରମ ପାଉ,

                 cos x = 2 cos2  – 1

⇒ cos x + 1 = 2 cos2 

⇒  = cos2 
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 cos2  = 

 j(x) = 

କମି୍ା j(x) = 

ଏକ ର�ୈଖିକ ଅପର�େ�।
ଉଦାହରଣ 3.ମରନକ� T, ଏକ ରଭକ୍ଟ� ରପେର V(F) ର� ଯଦ ିT2=0, ରତରବ T� ବ୍ାପି୍ ଓ T� ରୂନ୍  

ରପେର� େମ୍ପକ୍ ବଷିୟର� କ’ଣ କହପିା�ରିବ? V2(R)ର� ଏକ ର�ୈଖିକ ଅପର�େ�� ଉଦାହ�ଣ ଦଅି: ରଯପ�କି ି
T2= 0 କନୁି୍ତT ≠ 0-

ସମାଧାନ: ଯରହତୁ T2 = 0 ରତରବ  α ∈ V ପାଇଁ
 T2 (α) = 0(α) ⇒ T[T(α)] = 0

 T(α) ∈ N(T) [ରୂନ୍ ରପେର େଂଜ୍ା ଅନୁୋର�]

କନୁି୍ତ T(α) ∈ R(T) ∀ α ∈ V

 R(T) ⊂ N(T)

ରତଣୁ ରଯରବT2 = 0, T � ବ୍ାପି୍ T � ରୂନ୍ ରପେର ଧା�ଣ କର�।
ଉଦାହରଣ 4. ମରନକ� V(R)] x ର� େମସ୍ତ ପେିରନାମିଆେ� ରଭକ୍ଟ� ରପେର, ଯାହା�,ଗୁଣାଙ୍କ R ରକ୍ତ୍ରର� 

ଅଛ ି। ମରନକ� DଏବଂT, Vର� ଦୁଇେ ିର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ, ଯାହାକୁ ଏହପି୍ରକା� ବ୍ାଖ୍ା କ�ାଯାଇଛି
 D(f(x)) =  f(x) ∀ f(x) ∈ V ଏବଂ T(f(x)) = xf(x) ∀ f(x) ∈ V

ରତରବ ଦର୍ାଅ କ ିDT ≠ TD ଏହା ମଧ୍ୟ ଦର୍ାଅ ରଯ DT – TD = I-

ସମାଧାନ: ମରନକ� f(x) ∈ V ରତରବ 

 (DT) (f(x)) = D[T(f(x))] = D[xf(x)]

 =  [xf(x)] = f(x) + x  f(x) ...(1)

ଏଠାର� ମଧ୍ୟ, (TD) (f(x)) = T(D(f(x)))

 = T  = x .  f(x) ...(2)

ଏଣୁ, େମୀକ�ଣ  (1) ଏବଂ(2) �ୁ, ଆରମ କହପିା�ବିା f(x) ∈ V � ଅସି୍ତତ୍ୱ ଏହପି୍ରକା� ଅଛ ିରଯପ�କି ି
 (DT) (f(x)) ≠ (TD) (f(x))

ରତଣୁ, DT ≠ TD.

ଆଉ ମଧ୍ୟ, (DT) (f(x)) – (TD) (f(x)) = f(x) = I(f(x))
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\ DT – TD = I

ଉଦାହରଣ 5. T : R3 → R4, ଦ୍ା�ା ବ୍ାଖ୍ା ରହାଇଛ ିରଯପ� ିT(x) = (x1 – x3, x1 + x2, x3 – x2, x1 – 
2x2) େମସ୍ତ
x = (x1, x2, x3) ∈ R3, ପାଇଁ 

a. T(1, –2, 3) ନରି୍୍ୟ କ�।
b. ଏକ ରଭକ୍ଟ� x ∈ R3 ନରି୍୍ୟ କ� ରଯପ�କି ିT(x) = (8, 9, –5, 0)A

ସମାଧାନ.T : R3 → R4 ରଯପ�କିି
 T(x1, x2, x3) = (x1 – x3, x1 + x2, x3 – x2, x1 – 2x2)ଦ୍ା�ା ବ୍ାଖ୍ା କ�ାଯାଇଛ।ି
a.T(1, –2, 3) = (1 – 3, 1 + (–2), 3 – (–2), 1 – 2(–2))

 = (–2, –1, 5, 5)

b. ମରନକ� x = (u, v, w) ରଯପ�କିି
 T(u, v, w) = (8, 9, –5, 0)

 (u – w, u + v, w – v, u – 2v) = (8, 9, –5, 0)

ତୁଳନା କ�ବିା ପର�, ଆରମ ପାଉ,
 u – w = 8 ...(1)

 u + v = 9 ...(2)

 w – v = –5 ...(3)

 u – 2v = 0  ⇒ u = 2v ...(4)

େମୀକ�ଣ (2) �ୁ (1) କୁ ବରିୟାଗ କର�, ଆରମ ପାଇ,
 v + w = 1 ...(5)

େମୀକ�ଣ (3) ଏବଂ(5)କୁ ରଯାଗ କର�, ଆରମ ପାଉ,
 w = –2

େମୀକ�ଣ (5) �ୁ, v – 2 = 1 ⇒ v = 3

େମୀକ�ଣ(4) �ୁ, u = 6

ଏହପି� ି(u, v, w) = (6, 3, –2)] R3 ର� ଆବର୍କ ରଭକ୍ଟ� ରପେର ଯାହା� ପ୍ରତବିମି୍ T ର�  (8, 9, –5, 0) 
ଅରେ।

ଉଦାହରଣ 6. ମରନକ� v1 = (–1, 2, 0), v2 = (3, 2, –1) ଏବଂ v3 = (1, 6, –1)] R3(R) � ତନି ିରଭକ୍ଟ� 
ରତରବ ଦର୍ାଅ କ ି [v1, v2] = [v1, v2, v3].
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 େମାଧାନ:  ପେଷ୍ �ୂପର� , [v1, v2] =(l1v1 + l2v2 : l1, l2 ∈ R)

ଏବଂ, [v1, v2, v3] = {μ1v1 + μ2v2 + μ3v3 : μ1, μ2, μ3 ∈ R}

ମରନକ� v3 = (1, 6, –1) = α1v1 + α2v2.. ରତରବ,
 (1, 6, –1) = (–α1 + 3α2, 2α1 + 2α2, –α2)

⇒ –α1 + 3α2 = 1,  2α1 + 2α2 = 6, –α2 = –1.

⇒ α1 = 2, α2 = 1

\ (1, 6, –1) = 2(–1, 2, 0) + 1(3, 2, –1)

⇒ μ3(1, 6, –1) = 2μ3(–1, 2, 0) + μ3(3, 2, –1)

⇒ μ3v3 = 2μ3v1 + μ3v2

ବର୍୍ମାନ, [v1, v2, v3] = {μ1v1 + μ2v2 + 2μ3v1 + μ3v2 : μ1, μ2, μ3 ∈ R}

⇒ [v1, v2, v3] = {(μ1 + 2μ3)v1 + (μ2 + μ3)v2 : μ1, μ2, μ3 ∈ R}

⇒ [v1, v2, v3] = {l1v1 + l2v2 : l1, l2 ∈ R}

⇒ [v1, v2, v3] = [v1, v2]

ଉଦାହରଣ 7.ମରନକ� V, Rର� 2 ×2 େମମିତ ମ୍ାଟ୍କି୍ସ� ରଭକ୍ଟ� ରପେର, ଦର୍ାଅ ରଯ, dimV = 3-

ସମାଧାନ:  ଏକ ରୱେଚ୍ଛ2 × 2 େମମିତ ମ୍ାଟ୍କି୍ସ� �ୂପ  ଅରେ ରଯଉଁଠାର�  a, b, c ∈ R 

i. a = 1, b = 0, c = 0, ii. a = 0, b = 1, c = 0, iii. a = 0, b = 0, c = 1, ଏହପି� ିଆରମ ନମି୍ନେିଖିତ 
ମ୍ାଟ୍କି୍ସ ପାଉ,

 A = , B = , C = 

ଆରମ ଦର୍ାଇବା କ ିରେଟ୍ S = {A, B, C}] V� ଏକ ଆଧା� ଅରେ। ପ୍ରରରମ ଆମକୁ ଦର୍ାଇବାକୁ ରହବ ରଯ 
S ର�ୈଖିକ ୱେତନ୍ତ୍ର

ମରନକ� x, y, z ∈ R ରଯପ� ିକ ିxA + yB + zC = 0

⇒  = 

⇒  = 

⇒ x = 0, y = 0, z = 0

\ S = {A, B, C} ର�ୈଖିକ ୱେତନ୍ତ୍ର।
ବର୍୍ମାନ, ଆମକୁ ଦର୍ାଇବାକୁ ରହବ କ ିL(S) = V-
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ମରନକ� ] V � ରକୌଣେ ିଉପାଦାନ, ରତରବ ଆରମ ପାଉ,

  = 

⇒  = 

⇒  = aA + bB + cC

⇒  V � ପ୍ରରତ୍କ ଉପାଦାନ S � ଉପାଦାନଗୁଡକି� ର�ୈଖିକ େଂରଯାଗ ଅରେ।
ଉଦାହରଣ 8. ମରନକ� V ଏକ େେୀମ ମାତ୍ରକି ରଭକ୍ଟ� ରପେର ଓ T, Vର� ଏକ ର�ୈଖିକ ଅପର�େ�, ମରନକ� 

�ାଙ୍କ (T2)= �ାଙ୍କ(T)ପ୍ରମାଣ କ� ରଯ T� ବ୍ାପି୍ ଓ ରୂନ୍ ରପେର ବ୍ବହତି, ଅର୍ାତ୍ ୋଧା�ଣର� ରକବଳ ରୂନ୍ 
ରଭକ୍ଟ� ଅଛ।ି

ସମାଧାନ: ଆରମ ଜାଣୁ ରଯ, V � ମାତ୍ରା= T � �ାଙ୍କ+T� ରୂନ୍ତା ...(1)

ବର୍୍ମାନ, T2 ମଧ୍ୟ V ଉପର� ଏକ ର�ୈଖିକ ଅପର�େ�,
ରତରବ, V� ମାତ୍ରା=(T2)� �ାଙ୍କ+(T2)� ରୂନ୍ତା ...(2)

େମୀକ�ଣ (1) ଓ (2), ଆରମ ପାଉ,
(T)� �ାଙ୍କ + (T)� ରୂନ୍ତା = (T2)� �ାଙ୍କ + (T2)� ରୂନ୍ତା
⇒T� ରୂନ୍ତା = T2� ରୂନ୍ତା ¹ (T)� �ାଙ୍କ = (T2)� �ାଙ୍କº 

⇒T� ରୂନ୍ ରପେର� ମାତ୍ରା= (T2)� ରୂନ୍ ରପେର� ମାତ୍ରା
⇒  ଯଦ ିα ∈ T � ରୂନ୍ ରପେର, ରତରବ,
 T(α) = 0

⇒ T[T(α)] = T(0)

⇒ T2(α) = 0 [ T(0) = 0]

\ α ∈ T2� ରୂନ୍ ରପେର।
\ T� ରୂନ୍ ରପେର ⊆ T2 � ରୂନ୍ ରପେର। କନୁି୍ତ T� ରୂନ୍ ରପେର ଓ T2 � ରୂନ୍ ରପେର ଉଭୟ V� େବ-ରପେର 

ଏବଂ େମାନ ମାତ୍ରା ବରିଷି୍,
ରତରବ T� ରୂନ୍ ରପେର = T2� ରୂନ୍ ରପେର
⇒T2 ରୂନ୍ ରପେର ⊆ T� ରୂନ୍ ରପେର
⇒ T2(α) = 0

⇒ T(α) = 0
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ମରନକ� b ≠ 0 ଓ b ∈ R(T) ∩ N(T),

ରତରବ, b ∈ R(T) ଓ b ∈ N(T).

ବର୍୍ମାନ] b ∈ N(T) ⇒ T(b) = 0

ଆଉ ମଧ୍ୟ] b = R(T) ⇒ ∃ α ∈ V ରଯପ�କି ିT(α) = b
ବର୍୍ମାନ] T(α) = b

⇒ T[T(α)] = T(b) = 0

ଏହପି�,ି ଏଠାର� α ∈ V ଅବସ୍ତି ରଯପ� ି କ ି T[T(α)] = 0 କନୁି୍ତ T(α) = b ≠ 0 ଯାହାକ ି େମୀକ�ଣ 
(1)� ବରି�ାରଧାକି୍ତ ଅରେ, ରତଣୁ ଏଠାର� ରକୌଣେ ିb ∈ R(T) ∩ N(T)� ଅସି୍ତତ୍ୱ ନାହିଁ ରଯପ�କି ିb ≠ 0- ରତଣୁ 
R(T) ∩ N(T) = {0}-

ୋ�ାଂର

1. ଏକ ରଭକ୍ଟ� ରପେର Vପାଇଁ, (F) େବ୍ଦା V� ଏକ େବ୍  ଫିେ୍ଡ ଅର୍ାତ V ରକବଳ ଏହା� େବ୍  ଫିେ୍ଡର� ବ୍ାଖ୍ା 
କ�ାଯାଇ ପା�ବି।

2. ଯଦ ିr(A) = ସ୍ତମ୍ଭ ଗୁଡକି� େଂଖ୍ା, ରତରବ ’A’ ର� ରଭକ୍ଟ� ଗୁଡକି ର�ୈଖିକ ୱେତନ୍ତ୍ର ଅନ୍ରା ର�ୈଖିକ ନଭି୍�ରୀଳ।
3. ଯଦ ିV� ମାତ୍ରା =n(େେୀମ ମାତ୍ରକି) ଓ S = {v1, v2, ..., vn} V� ର�ୈଖିକ ୱେତନ୍ତ୍ର ଉପରେଟ୍, ରତରବ S, V� 

ଆଧା�।
4. V(F)� ରକୌଣେ ିଆଧା�ର� ରଭକ୍ଟ� େଂଖ୍ାକୁ V� ମାତ୍ରା କୁହାଯାଏ। 
5. ବ୍ାପି୍ ରପେର� ମାତ୍ରା=�ାଙ୍କ
     ଅର୍ାତ୍ R(T)� ମାତ୍ରା = r(T)
     ରୂନ୍ ରପେର� ମାତ୍ରା=ରୂନ୍ତା
     ଅର୍ାତ୍, N(T)� ମାତ୍ରା = μ (T)
6. �ାଙ୍କ-ରୂନ୍ତା ଉପପାଦ୍ ଅନୁୋର�,

 r(T) + μ(T) = U� ମାତ୍ରା, 
ରଯଉଁଠାର� ‘U’ ଏକ ରଭକ୍ଟ� ରପେର। 

7. ର�ୈଖିକ ମ୍ାପ T : U(F) → V(F)କୁ ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ କୁହାଯାଏ ଯଦି
 T(au + v) =aT(u) + T(v) ∀ a ∈ F, u, v ∈ U

8. ଦୁଇେ ିର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ� େଂରଯାଗ ବାଖ୍ା ରହାଇପା�ବି, ରକବଳ ରଯରତରବରଳ
      ପ�ବର୍୍ୀ ଉତ୍ାଦକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ� ବ୍ାପି୍ ⊆ ପୂବ୍ ଉତ୍ାଦକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ� ପ�େି�। 
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ସଂକି୍ପ୍ ପ୍ରଶ୍ନ

1. [0, 1]ର� ବ୍ାଖ୍ା କ�ାଯାଇଥିବା େମସ୍ତ ଫଳନ ଗୁଡକି� ରେଟ୍ କୁ ଧ୍ୟାନ ଦଅି ଯପ�କି,ି
 I.  = 0                II.  = 1 III. f(x) = xf(x) IV. f(0) = f(1)

 ରତରବ େଠକି ଉର୍� ରହଉଛି
   a-ରକବଳ(I) ରଭକ୍ଟ� ରପେରଅରେ    b-ରକବଳ(I) ଏବଂ(4) ରଭକ୍ଟ� ରପେର  ଗୁଡକିଅରେ 

   c-ରକବଳ(i), (iii), ଏବଂ(iv) ରଭକ୍ଟ� ରପେର ଗୁଡକିଅରେ!  d-େମସ୍ତ ରଭକ୍ଟ� ରପେରଅରେ
2. ରେଟ୍ S = {(0, 1, 0, 0),(1, 1, 0, 0), (1, 0, 1, 0), (0, 0, 1, 0), (1, 1, 1, 0), (1, 0, 0, 0)} 

ଦ୍ା�ା ବସି୍ତା�ତି ବାସ୍ତବ େଂଖ୍ାଗୁଡକି� ରକ୍ତ୍ରର� ଭକ୍ଟ� ରପେର Vକୁ ବଚିା� କ�। V� ମାତ୍ରା କଣ?
 a. 1 b. 2 c. 3  d. 4

3. ମରନକ� X = (3, 2, –1), Y = (2, 4, 1), Z = (4, 0, –3 ଏବଂ W = (10, 4, –5) ] R3 ର� ରଭକ୍ଟ� 
ଗୁଡକି ଏକ ବାସ୍ତବ ରଭକ୍ଟ� ରପେର, ନମି୍ନେିଖିତ ମଧ୍ୟ�ୁ ରକଉଁେ ିେଠକି୍ ଅରେ ?

 a. 2X + Z = W.Y + Z = W  b.2X – Y = Z.Y + 2Z = W

 c. X + Z = W.2X + Y = Z   d.Y + 2Z = W.X – Y = Z

4. ଦର୍ ରଭକ୍ଟ� α = (1, 2, 3), b = (3, 1, 0), g = (2, 1, 3) ଏବଂ δ = (–1, 3, 6).

 ନମି୍ନେିଖିତ ଉକି୍ତ ଗୁଡକୁି ବଚିା� କ� 

  I. g, α ଏବଂb � ର�ୈଖିକ େଂରଯାଗ ଅରେ
 II. δ] α ଏବଂ b� ର�ୈଖିକ େଂରଯାଗ ଅରେ, ରତରବ’ ଉପର�ାକ୍ତ ନମି୍ନ େିଖିତ କରନ ମଧ୍ୟ�ୁ ରକଉଁେ ିେଠକି 

ଅରେ?
 a- ରକବଳ I b- ରକବଳ II c- I ଏବଂ 2 ଉଭୟ d-  I କମି୍ା 2 ନୁରହଁ
5. ନମି୍ନ େିଖିତ ମଧ୍ୟ�ୁ ରକଉଁେ ିR3 � ଆଧା� ନୁହିଁ?
 a. (3, 0, 0), (0, –1, 0), (0, 0, 1/2) b. (0, 0, –3), (1, 2, 3), (1, 2, 1)

 c. (1, 2, –1), (1, 1, 1), (1, 3, 5)  d. (1, 1, 0), (1, 2, 3), (0, 0, 1)

6. ନମି୍ନେିଖିତ ମଧ୍ୟ�ୁ ରକଉଁେ ିର�ୈଖିକ ନୁରହଁ?
 a. F : R2 → R2 ରଯପ�କି ିF(x, y) = (2x – y, x)

 b. F : R3 → R2 ରଯପ�କି ିF(x, y, z) = (z, x + y)

 c. F : R → R2 ରଯପ�କି ିF(x) = (2x, 3x)

 d. F : R3 → R2 ରଯପ�କି ିF(x, y, z) = (x + 1, y + z)

7. ଦୁଇେ ି �ୂପାନ୍ତ�ଣ T : R3 → R2 ଏବଂ S : R3 → R2 ରଯପ� ିT(x, y, z) = (x + 1, y + z) ଏବଂ S(x, 
y, z) = (| x |, 0), ଦ୍ା�ା ବ୍ାଖ୍ା କ�ାଯାଇଛ,ି ରତରବ
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 a-T.ଏବଂ S ଉଭୟ ର�ୈଖିକ    b- .T ଏବଂ S ଉଭୟ ର�ୈଖିକ ନୁହଁନ୍ତି
 c- T ର�ୈଖିକ ଅରେ କନୁି୍ତ S ର�ୈଖିକ ନୁରହ ଁ d- T ର�ୈଖିକ ନୁରହଁ କନୁି୍ତ S ର�ୈଖିକ
8. ଅନନ୍ ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ T : R2 → R2 ରଯପ�କି ି T(1, 2) = (2, 3) ଏବଂT(0, 1) = (1, 4)] ରତରବ 

T ପାଇଁ, ନୟିମ ରହଉଛ]ି

 a. T(x, y) = (y, –5x + 4y)  b. T(x, y) = (–5x + 4y, y)
 c. T(x, y) = (x, –5x + 4y)   d. T(x, y) = (–4x + 5y, y)

9. ଏକ ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ  T : R2 → R2 ରଯପ� ି T(3, 1) = (2, –4) ଏବଂ T(1, 1) = (0, 2) ରତରବ] T(7, 
8)� ମେୂ୍

 a. (–1, 3) b. (–1, 19) c. (2, –3)  d. (–3, 2)

10. ମରନକ� F ରକୌଣେ ି ରକ୍ତ୍ର ଏବଂ ମରନକ� T] F2 ର� ଏକ ର�ୈଖିକ ଅପର�େ� ରଯପ�କି ି
T(a,b)=(a+b,a)ଦ୍ା�ା ବ୍ାଖ୍ା କ�ାଯାଇଛ ିରତରବT–1(a,b) � ମେୂ୍%

 a. (b, a – b) b. (a – b, b) c. (a, a + b)  d. (a + b, a – b)

11. ଆଧା� B = {(1, 1, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 0)}ଭିର୍କି] R3 ର� ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ T� ମ୍ାଟ୍କି୍ସ ରଯପ�କି ିT(x, y, 
z) = (2y + z, x – 4y, 3x)] ଦ୍ା�ା ବ୍ାଖ୍ା କ�ାଯାଇଛ,ି T � ମେୂ୍%

 a.  b.  c.   d. 

12. ମରନକ� T: R3 → R2 ଏକ  ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ ରଯପ� ି T(x, y, z) = (x + y, y – z)- ଦ୍ା�ା ବ୍ାଖ୍ା 
କ�ାଯାଇଛ,ି ରତରବ କ୍ରମିତ ଆଧା� {(1, 1, 1), (1, -1, 0), (0,1,0)} ଏବଂ {(1,1) (1,0)} ଭିର୍କି T 
� ମ୍ାଟ୍କି୍ସ ରହଉଛ ି

 a.  b.  c.   d. 

13. ଧ�ାଯାଉ T1 ଏବଂ T2] R3ର� ଦୁଇେ ିର�ୈଖିକୁ ଅପର�ଟ୍ ତାହା 
 T1(x, y, z) = (x, x + y, x – y – z), T2(x, y, z) = (x + 2z, y – z, x + y + z) ଦ୍ା�ା ବ୍ାଖ୍ା କ�ାଯାଇଛ]ି ରତରବ
 a- T1 ବୁ୍ତକ୍ରମୀ କନୁି୍ତ T2  ନୁରହଁ    b-T2 ବୁ୍ତକ୍ରମୀ କନୁି୍ତ T1 ନୁରହଁ
 c- T1 ଓ T2

 ଉଭୟ ବୁ୍ତକ୍ରମୀ  d- T1 କମି୍ା T2 ବୁ୍ତକ୍ରମୀ ନୁରହଁ
14.ଏକ ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ T : R10 → R6 ପାଇଁ କରର୍୍େ� ମାତ୍ରା 5 ରତରବT � ବ୍ାପି୍ ମାତ୍ରା ?
 a. 5 b. 6 c. 4  d. 2
15. ଯଦ ି T : V2(R) → V3(R)] T(a, b) = (a + b, a – b, b) ଦ୍ା�ା ବ୍ାଖ୍ା  କ�ାଯାଇଥିବା ଏକ ର�ୈଖିକ 

�ୂପାନ୍ତ�ଣ ଅରେ ରତରବ T � ରୂନ୍ତା ରହଉଛି
 a.0 b. 1 c. 2  d. 3
16. ନମି୍ନେିଖିତ ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ  T(x, y) = (–x – y, 3x + 8y, 9x – 11y),  ରଭକ୍ଟ� ରପେର R2 ର� ରଭକ୍ଟ� 

ରପେର R3ର� ବ୍ାଖ୍ା ରହାଇଛ,ି ରତରବ, T � �ାଙ୍କ ଓ ରୂନ୍ତା ଯରାକ୍ରରମ:
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 a. 2 ଏବଂ 0 b. 1 ଏବଂ 0 c. 1 ଏବଂ 1  d. –1 ଏବଂ 2

17. ମରନକ�T : R3 → R3] T(x, y, z) = (x + 2y – z, y + z, x – 2z)] }ଦ୍ା�ା ବ୍ାଖ୍ା କ�ାଯାଇଥିବା  ଏକ 
ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ ଅରେ ରତରବ କରର୍୍େT� ମାତ୍ରା ରହଉଛ।ି

 a. 0 b. 1 c. 2  d. 3

18. �ୂପାନ୍ତ�ଣ T1,T2 ପାଇଁ T3 ପାଇଁ a,b,c ଏବଂd ମଧ୍ୟ�ୁ େଠକି୍ ରମଳକ ଗରୁପ 2ର� ଦଆିଯାଇଥିବା କରନ େହତି 
ଗରୁପ ବ୍ାଖ୍ା କ�ାଯାଇଛ ି(ମ୍ାପିଙ୍ଗ R2→R3)ର� ଚୟନ କ�:

ଗରୁପ-1 ଗରୁପ-2
P. T1(x, y) = (x, x, 0) 1. �ାଙ୍କ 2� ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ
Q. T2(x, y) = (x, x + y, y) 2. ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ ନୁରହଁ
R. T3(x, y) = (x, x + 1, y) 3. �ାଙ୍କ 1� ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ

 a. P–3, Q–1, R–2 b. P–1, Q–2, R–3 c. P–3, Q–2, R–1  d. P–1, Q–3, R–2

19. ଯଦ ିT : R4 → R3] T(x, y, z, w) = (x – y + z + w, x + 2z – w, x + y + 3z – 3w)] ଦ୍ା�ା ବ୍ାଖ୍ା କ�ାଯାଇଥିବା 
ଏକ ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ, ରତରବ ଏହା� ବ୍ାପି୍� ମାତ୍ରା ରହଉଛି

 a. 3 b. 2 c. 1  d. 0

20. ଯଦ ି T : R3 → R3] T(x1, x2, x3) = (x1 + 3x2 + 2x3, 3x1 + 4x2 + x3, 2x1 + x2 – x3) ଦ୍ା�ା ବ୍ାଖ୍ା 
କ�ାଯାଇଥିବା ଏକ ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ, ରତରବT � ରୂନ୍ ରପେର� ମାତ୍ରା ରହଉଛି

 a. 0 b. 1 c. 2  d. 3

ଉତ୍ତରମାଳା

1. c  2. c 3. b 4. b
5. b  6. d 7. b 8. a
9. b  10. a 11. a 12. b
13. a  14. a 15. a 16. a
17. a  18. a 19. b 20. b

ଅେମାହତି କଠନି ପ୍ରର୍ନ

1. Q ର� Q  � ମାତ୍ରା ନରି୍୍ୟ କ�। 
2. (–1, 1)ର� ବ୍ାଖ୍ା କ�ାଯାଇଥିବା ଅବଚ୍ଛନି୍ନ ଫଳନ ଗୁଡକି� ରଭକ୍ଟ� ରପେରର�, ଦରା୍ଅ ରଯ {x, | x |}] ଫଳନ 

ଗୁଡକି� ରେଟ୍ ର�ୈଖିକ ୱେତନ୍ତ୍ର ଅରେ। 
3. ମରନକ� R ର� {α1, α2, ,..., αr–1, αr, αr+1, ..., αk}, k ରଭକ୍ଟ� ଗୁଡକିର� ଏକ ର�ୈଖିକ ୱେତନ୍ତ୍ର ରେଟ୍ 
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ଏବଂ ମରନକ�  br =  ରଯଉଁଠାର� αr ≠ 0 ପ୍ରମାଣ କ� ରଯ {α1, α2, ..., αr–1, br, br+1, ..., αk}
ର�ୈଖିକ ୱେତନ୍ତ୍ର।

4. ମରନକ� V(F), xର� େମସ୍ତ ପେିରନାମିଆେ ଗୁଡକି� ରଭକ୍ଟ� ରପେର ଏବଂ Vର� D ଓ T, ଦୁଇେ ିର�ୈଖିକ 
ଅପର�ଟ୍ � ଏହପି� ି ବ୍ାଖ୍ା ରହାଇଛ ି D[f(x)] = , T[f(x)] = xf(x) ପ୍ରରତ୍କ f(x) ∈ V ପାଇଁ, 
ରତରବ ଦର୍ାଅ ରଯ ଏହ ିଅପର�େ� ଗୁଡକି� ଗୁଣଫଳ କ୍ରମବନିମିୟୀ ନୁରହଁ, ଅର୍ାତ  DT ≠ TD  ଏବଂ (TD)2 

= TD + T2D2.

5. ମରନକ� f1(x)=sin x, f2(x) = cos  ଓ f3(x)=sin ] 0 ≤ x ≤ 2p ପାଇଁ, ଧରୁବକ αଓb  
ନରି୍୍ୟ କ� ରଯପ�କି ିαf1 – 2f2 – bf3 = 0] ଏବଂ ଦର୍ାଅ ରଯ {f1, f2, f3}ର�ୈଖିକ ନଭି୍�ରୀଳ ରହବ।

6- ମରନକ� T, R3 �ୁ R3କୁ ଏକ ର�ୈଖିକ ମ୍ାପ T(x, y, z) = (x + 2y – z, 2x + 3y + z, 4x + 7y – z) 
ଦ୍ା�ା ବ୍ାଖ୍ା କ�ାଯାଇଛ,ି 

 T� କରର୍୍ଲ୍ (ଜ୍ାମିତକି ଭାବର�) ରହଉଛ.ି.........
ଯାହା� େମୀକ�ଣ ଗୁଡକି ରହଉଛ.ି.........
 T� ବ୍ାପି୍ (ଜ୍ାମିତକି ଭାବର�)...
ଯାହା� େମୀକ�ଣ ଗୁଡକି ରହଉଛ.ି.........
7- Pn, Rର� େମସ୍ତ ପେିରନାମିଆେ ଫଳନ ଗୁଡକି� ରଭକ୍ଟ� ରପେର। Pn � ୋଧା�ଣ ଆଧା� ରହଉଛ ିପଳରିନାମିଆଲ୍  

1, t, t2, t3, ..., tn–1- � ରେଟ୍, ଯାହା� P3 → P5 କୁ ( )( ) ( )
0 0

,
x u

T f x P t dt x u R= ∀ ∈∫ ∫  
ଦ୍ା�ା ବ୍ାଖ୍ା 

କ�ାଯାଇଛ ି
a- ୋଧା�ଣ ଆଧା� ଭିର୍କି P3 �ୁ P5, T � ମ୍ାଟ୍କି୍ସ ନରି୍୍ୟ କ� । 
b- T � କରର୍୍େ କ’ଣ?
c- T � ବ୍ାପ୍ ରପେର ରକଉଁ ରଭକ୍ଟ� ଦ୍ା�ା ବସୃି୍ତତ କ�ାଯାଇଛ।ି

8. ମରନକ� R2 ର� T] ର�ଖା y = xର� ପ୍ରତଫିଳନ।
a- T � ମାନକ ମ୍ାଟ୍କି୍ସକୁ ରେଖ।
b- ମାନକ ମ୍ାଟ୍କି୍ସକୁ ବ୍ବହା� କ� ିT(3, 4)କୁ ଗଣନା କ�।

9. ମରନକ� T : R3 → R3] T(x, y, z) = (x + y + z, y – 2z, y – 3z) ଦ୍ା�ା ବ୍ାଖ୍ା କ�ାଯାଇଥିବା ର�ୈଖିକ 
ମ୍ାପ ଏବଂ R3ର� S = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 = 1}] ଏକକ ରଗାେକ; ରତରବ ନରି୍୍ୟ କ�

 i. T(S)   ii. T–1(S)

10. ମରନକ�  T : V → V  ଏକ ର�ୈଖିକ ଅପର�େର୍, ରତରବ ପ୍ରମାଣ କ� ରଯ 
    i. N(T) ⊆ N(T2) ii. R(T2)⊆ R(T)

11. ମରନକ� T : V → V ଏକ ର�ୈଖିକ ଅପର�େ�, ରଯପ�କିକି ି �ାଙ୍କ (T2) = �ାଙ୍କ (T)] ରଯଉଁଠାର� V 
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ରହଉଛ ିେେୀମ ମାତ୍ରକି ପ୍ରମାଣ କ� ରଯ
 i. N(T) = N(T2) ii. R(T) = R(T2) iii. R(T2) ∩ N(T2) = {0}

ଉତ୍ତରମାଳା

1. 4            5.        6.ର�ଖା,  = z;େମତଳ, 2x + y – z = 0

7. a.  b. {0} c. {x, x2, x3}

8. a.  b. (4, 3)

9. i. x2 – 8xy + 26y2 + 6xz – 38yz + 14z2 = 1

 ii. x2 + 2xy + 3y2 + 2xz – 8yz + 14z2 = 1

ଅଧିକ ଜାଣନୁ୍ତ
1. ନରିମ୍ନାକ୍ତ ମଧ୍ୟ�ୁ ରକଉଁେ ିବାସ୍ତବ ଗୁଣାଙ୍କ େହତି ପେିରନାମିଆେ� ରଭକ୍ଟ� ରପେର� େବ-ରରପେର ନୁରହଁ।
 a- w, x  ଦ୍ା�ା ବଭିାଜତି େମସ୍ତ ପେିରନାମିଆେକୁ ରନଇ ଗଠତି
 b w = {p(x) ∈ V : p(3) = 0}

 c.  w = {p(x) ∈ V : p(a) = p(1 – a), a ∈ R}

 d. w, ପୂର୍୍ାଙ୍ଗ ଗୁଣାଙ୍କ େହତି େମସ୍ତ ପେିରନାମିଆେକୁ ରନଇ ଗଠତି।
2. ମରନକ� ରକ୍ତ୍ର Fର� ‘n’ ମାତ୍ରା ବରିଷି୍ Vଏକ ରଭକ୍ଟ� ରପେର। ନମି୍ନେିଖିତ ରଭକ୍ଟ� ଗୁଡକୁି ବଚିା� କ�।
 I- ‘n’ ଉପାଦାନ ଧା�ଣ କ�ଥିିବା V� ପ୍ରରତ୍କ ଉପରେଟ୍ ରହଉଛ ିV� ଆଧା�।
 II- V � ରକୌଣେ ିର�ୈଖିକ ୱେତନ୍ତ୍ର ଉପରେଟ୍ ‘n’ ଉପାଦାନ�ୁ ଅଧିକ ଧା�ଣ କର� ନାହିଁ,
 a. (I) ରକବଳ   b. (II) ରକବଳ
 c. ଉଭୟ (I) ଏବଂ (II)   d. (I) କମି୍ା (II)ନୁରହଁ
3. ମରନକ� V ବାସ୍ତବ ପେିରନାମିଆେ ଗୁଡକି� ରଭକ୍ଟ� ରପେର ଯାହା� ଘାତ 2 �ୁ ଅତକି୍ରମ କ�ବି ନାହିଁ।
  ମରନକ� f(x) = x – 1, g(x) = x + 1

   h(x) = x2 – 1, j(x) = x2 + 1

 ରତରବ ରେଟ୍ {f, g, h, j} ରହଉଛି
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 a. ର�ୈଖିକ ୱେତନ୍ତ୍ର   b- ର�ୈଖିକ ନଭି୍�ରୀଳ f g = h

 c- ର�ୈଖିକ ନଭି୍�ରୀଳ କା�ଣ f + g − h = 0 d- ର�ୈଖିକ ନଭି୍�ରୀଳ କା�ଣ  f − g − h − j = 0

4. ମରନକ� େମସ୍ତ 10 x 10 ବାସ୍ତବ ମ୍ାଟ୍କି୍ସ� େବ-ରପେର w = {[aij], aij = 0] ଯଦ ିi ଯୁଗ୍ମ}, ରତରବ w � ମାତ୍ରା 
ରହଉଛ,ି

 a. 25 b. 50 c. 75 d. 100

5. ଯଦ ି T : R3 → R3 ଏହ ିପ୍ରକା� ଦର୍ ଼ଛ ିରଯ T(x, y, z) = (x – y, y + 3z, x + 2y), ରତରବ T–1 ରହଉଛି
 a.  b. 

 c.  d. 

6. T କୁ R2 ଉପର� T(x1, x2) = (x1 + x2, x1 – x2), ଦ୍ା�ା ବ୍ାଖ୍ା କ�ାଯାଇଛ ି ରତରବ R2 ପାଇଁ ମାନକ 
ଆଧା� ଭିର୍କି T–1 � ମ୍ାଟ୍କି୍ସ ରହଉଛ ି

 a.  b  c.  d. 

7.     ମରନକ�   N] େବ୍ାଧିକ 3] ଘାତ ବରିଷି୍ େମସ୍ତ ବାସ୍ତବ ପେିରନାମିଆେ ଗୁଡକି� ରଭକ୍ଟ� ରପେର। S : N → 
N] (Sp)(x) = p(x + 1), p ∈ N. ଦ୍ା�ା ବ୍ାଖ୍ା କ�ାଯାଇଛ ିରତରବ ସ୍ତମ୍ଭ ରଭକ୍ଟ�କୁ ବଚିା�କୁ ରନଇ {1, x, 
x2, x3}� ଆଧା�ର� S� ମ୍ାଟ୍କି୍ସ ରହଉଛି

 a.  b  c.  d. 

8. େମସ୍ତ x ∈ 3R � ରେଟ୍ ଯାହା ପାଇଁ ରଭକ୍ଟ� ଗୁଡକି (1, x, 0), (0, x2, 1) ଏବଂ (0, 1, x)] 3R ର� ୱେତନ୍ତ୍ର 
ଅରେ ତାହା

 a. {x ∈ 3R  : x = 0} b {x ∈ 3R  : x ≠ 0} c. {x ∈ 3R  : x ≠ 1} d. {x ∈ 3R  : x ≠ –1}

9. ରକୌଣେ ିn ∈ N] ପାଇଁ, ମରନକ�  n ∈ N, Pn ରହଉଛ ିେବ୍ାଧିକ n ଘାତ ରୁବା ବାସ୍ତବ ଗୁଣାଙ୍କ େହତି େମସ୍ତ 
ପେିରନାମିଆେ ରଭକ୍ଟ� ରପେର T : Pn → Pn+1 ରଯପ�କି ି ( )( ) ( ) ( )

0

x
T p x p x p t dt′= − ∫  

ଦ୍ା�ା ବ୍ାଖ୍ା 
କ�ାଯାଇଛ,ି ରତରବ T � ରୂନ୍ ରପେର� ମାତ୍ରା ରହଉଛ ି

 a. 0 b 1 c. n d. n + 1
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10. ମରନକ� V ରହଉଛ ିେମସ୍ତ 2 × 2 ବାସ୍ତବ ମାଟ୍କି୍ସ� ବାସ୍ତବ ରଭକ୍ଟ� ରପେର। Q =  ପାଇ]ଁ Vର� ଏକ 
ର�ୈଖିକ �ୂପାନ୍ତ�ଣ T କୁ T(P) = QP �ୂପର� ବାଖ୍ା  କ�ାଯାଇଛ,ି ରତରବ T � �ାଙ୍କ ରହଉଛ।ି

 a. 1 b 2 c. 3 d. 4

ଉତ୍ତରମାଳା
1. d  2. b 3. d 4. b  5. a
6. c                                                  7. b 8. c 9. a  10. b
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ଅଧ୍ୟାୟ ବ�ୈଶଷି୍ଟ୍ୟ:
ଏହ ିଅଧ୍ୟାୟରେ ଆଇଗନ୍  ମଲୂ୍ୟ ଓ ଆଇଗନ୍  ରେକ୍ଟେ ଏବଂ ରେମୟାନଙ୍କେ ଗୁଣଧମ୍ମ, ଆଇଗନ୍  ଆଧୟାେ, ଆଇଗନ୍  

ରପେଶ୍ ୍ , େମମିତ (Symmetric), ବଷିମ-େମମିତ (Skew-symmetric) ମ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ,ଏହୟାେ ଆଧୟାେରେ 
ଉପପୟାଦ୍ୟ ଓ ଲମ୍ୱୀୟ (Orthogonal) ମ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ, କର୍୍ମୱୀକେଣ (Diagonalization), ଅନ୍ତଗୁ୍ମଣଫଳ (Inner- 
product) ରପେଶ୍ , ଗ୍ୟାମ-ସି୍ମିଡ ଲୟାମ୍ିକୱୀକେଣ (Orthogonalization) ଇତ୍ୟୟାଦ ି ବସି୍ତୃତ େୟାବରେ ବୟାଖ୍ୟୟା 
କେୟାଯୟାଇଛ।ି ପଯ୍ମ୍ୟୟାପ୍ତ େଂଖ୍ୟକ ଉଦୟାହେଣ େହତି ବଦି୍ୟୟାଧ୍ମୱୀ ମୟାନଙ୍କେ ଆବଶ୍ୟକତୟା ଅନୁଯୟାୟୱୀ ଏହ ିେମସ୍ ବଷିୟ ରେ 
ଆରଲୟାଚନୟା କେୟାଯୟାଇଛ।ି  

ଯୁକି୍ଯୁକ୍ତୟା:
ଆଜକିୟାଲି, ଅରନକ କୟାେଣେୁ େୟାଧୟାେଣତଃ ପେେିଂଖ୍ୟୟାନ ବରିଳେଷଣରେ, ର୍ୟାଗ୍ୟାମିଂରେ ଏକ  ଆଲରଗୟାେଦିମ୍ 

ତଆିେ ିପୟାଇଁ ମ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ ଏକ ଡୟାଟୟାରବସ୍  େୟାବରେ ବ୍ୟବହତୃତ ହୁଏ । କନୁି୍ତ ଅର୍ମନୱୀତ ିଓ ଗଣିତ େମ୍ନ୍ୱୀୟ ପେେିଂଖ୍ୟୟାନ ପୟାଇଁ 
ମ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ ଅଧିକ ବ୍ୟବହତୃତ ହୁଏ । ରେତୁ ନମି୍ମୟାଣେ ଡଜିୟାଇନରେ, କୟାେ ରଟେେଓି େଟିେମେ ଡଜିୟାଇନରେ ଆଇଗନ୍ ମଲୂ୍ୟେ 
ବ୍ୟବହୟାେ ହୁଏ । ଆଇଗନ୍  ମଲୂ୍ୟ ଓ ଆଇଗନ୍  ରେକ୍ଟେ ୍ରୟୟାଗ େମମିତ ଉପୟାଦୟାନ େୂପୟାନ୍ତେଣ ମୟାଧ୍ମରେ ତରିନୟାଟ ି
ପଯ୍ମ୍ୟୟାୟ େଟିେମକୁ ଅଲଗୟା କେବିୟା ପୟାଇଁ ଉପରଯୟାଗୱୀ । ଆଇଗନ୍  ମଲୂ୍ୟ ଓ ଆଇଗନ୍  ରେକ୍ଟେ େମେ୍ୟୟାକୁ େେଳୱୀକେଣ  
କେବିୟା ପୟାଇଁ ବ୍ୟବହତୃତ ହୁଏ । ଆଇଗନ୍  ମଲୂ୍ୟଗୁଡକି ରକବଳ ୍ୟାକତୃତକି ଘଟଣୟା ଗୁଡକୁି ବୟାଖ୍ୟୟା କେବିୟା ପୟାଇଁ ନୂତନ ଏବଂ 
ଉନ୍ନତ ଡଜିୟାଇନ୍  ଆବଷି୍ୟାେ କେବିୟାକୁ ମଧ୍ ବ୍ୟବହତୃତ ହୁଏ । କର୍୍ମୱୀକେଣ ଦ୍ୟାେୟା, ଆରମ କମ୍ପନେ ୍ୟାକତୃତକି ବୟାେମ୍ୟାେତୟା 
ନରି୍୍ମୟାେଣ କେପିୟାେବିୟା ।  
ପ୍ୟାକ୍ -ଆ�ଶଟ୍ୟକତୟା
1. ରେକ୍ଟେ ରପେଶ୍ ୍ , ଆଧୟାେ, ମୟାତ୍ୟା ବଷିୟରେ ଉତ୍ତମ ଜ୍ୟାନ । 
2. ରେୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ରତୟା ଓ ରେୈଖିକ ନେି୍ମେଶୱୀଳତୟାେ ଗେୱୀେ ଜ୍ୟାନ । 
3. ବଦି୍ୟୟାର୍ମୱୀ ମୟାରନ ରେୈଖିକ ସ୍ୱୟାଧୱୀନତୟାକୁ ମ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସରେ ପେଣିତ କେବିୟା ପୟାଇଁ େମସ୍ ରକୌଶଳ ଜୟାଣିବୟା ଉଚତି୍ |
4. ବେିିନ୍ନ ୍କୟାେେ ମ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ ବଷିୟରେ ଅବଗତ । 

5 ବେକ୍ଟର ବପେଶ୍ ୍ -II  
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ଅଧ୍ୟାୟ ଫଳୟାଫଳ 
ଏହ ିଅଧ୍ୟାୟ ସମୟାପି୍ ବହ�ୟା ପବର, �ଦିଟ୍ୟୟାର୍ଥୀମୟାବେ ସକ୍ଷମ ବହବ�:
U5-01: ରେୈଖିକ େୂପୟାନ୍ତେଣ େହତି ମ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସେ େମ୍ପକ୍ମ; ଆଇଗନ୍ ମଲୂ୍ୟ ଗଣନୟା କେବିୟା, ମ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସେ ଆଇଗନ୍ 

ରେକ୍ଟେ ଏବଂ ମ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସକୁ କର୍୍ମୱୀକେଣ କେବିୟା ପୟାଇଁ  ରେୈଖିକ େୂପୟାନ୍ତେଣ।
U5-02: ଅନ୍ତଗୁ୍ମଣ ଫଳ ରପେଶ୍ େ ଗୁଣଧମ୍ମ ବଷିୟରେ ଜ୍ୟାନ ଆହୟାେଣ କେପିୟାେରିବ ଏବଂ ଏହ ିରପେଶ୍  େିତ୍ତକି ଲମ୍ 

ରକୟାଣୱୀୟତୟା ନରି୍୍ମୟ କେପିୟାେରିବ। େମମିତ ମ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ ଏବଂ େଂପତୃକ୍ତ ଆଦଶ୍ମ େହତି ପେଚିତି  
U5-03: ଏକ ରେୈଖିକ େୂପୟାନ୍ତେଣେ ଆଡଜଏଣ୍ଟ ଏବଂ ଏହୟାେ କୟାନନକିୟାଲ େୂପେ ଗୁେୁତ୍ୱ କୁ ବୁଝପିୟାେରିବ ଓ ବୟାଖ୍ୟୟା 

କେପିୟାେରିବ। 
U5-04: ଅନ୍ତଗୁ୍ମଣ ଫଳ ରପେଶ୍ ୍ ରେ ରକୟାଶୱୀ-ସ୍ୱୟାଜ ଅେମତୟା ଓ ତ୍େୁଜୱୀୟ ଅେମତୟା ବ୍ୟୟାଖ୍ୟୟା କେପିୟାେରିବ; ଗ୍ୟାମ-ସି୍ମିଡ 

ଲୟାମ୍ିକୱୀକେଣ ବ୍ୟବହୟାେ କେ ିଅରର୍ମୟାନମ୍ମୟାଲ ଆଧୟାେ ପୟାଇପୟାେରିବ। 
ଅଧ୍ୟାୟ ଫଳୟାଫଳ ସହ ପୟାଠଟ୍ୟକ୍ରମ ଫଳୟାଫଳର ମଟ୍ୟୟାପିଙ୍ଗ

ଅଧ୍ୟାୟ -5  
ଫଳୟାଫଳ 

ପୟାଠଟ୍ୟକ୍ରମ ଫଳୟାଫଳ ସହତି ଆଶୟା କରୟାଯୟାଉଥି�ୟା ମଟ୍ୟୟାପିଙ୍ଗ
(1- ଦୁ�୍ଳ ସହସମ୍ୱନ୍ଧ ; 2- ମଧ୍ମ ସହସମ୍ୱନ୍ଧ; 3- ଦୃଢ ସହସମ୍ୱନ୍ଧ

CO-1 CO-2 CO-3 CO-4 CO-5

U5-01 - - 1 3 3

U5-02 - - 2 1 3

U5-03 - - 1 3 2

U5-04 - - 2 3 1
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ଇତହିୟାସ:
ଆଇଗନ୍ ରେକ୍ଟେ ଧୱୀରେ ଧୱୀରେ ଅଟେୟାଦଶ ଶତୟାବ୍ୱୀରେ ଅବକଳ େମୱୀକେଣ େମୟାଧୟାନ 
କେବିୟାରେ ରଦଖୟାଗଲୟା।  ଏହୟା ଅଜବ ଲୟାଗୁରୟାଇପୟାରେ କନୁି୍ତ ଆଇଗନ୍  ରେକ୍ଟେ (ଆଇଗନ୍ 
ଫଳନ) ରେୈଖିକ ବୱୀଜଗଣିତେ ବହୁ ପୂବ୍ମେୁ ଏବଂ ‘‘ରେକ୍ଟେ’’ ଶବ୍ େୟାଧୟାେଣ ବ୍ୟବହୟାେରେ 
ଆେବିୟା ପୂବ୍ମେୁ ରଦଖୟାଗଲୟା। ରଛୟାଟ ରଦୟାଳନ େରି୍ୟାନ୍ତରେ ରେମୟାରନ ମଖୂ୍ୟ େୂମିକୟା ଗ୍ହଣ 
କେଥିିରଲ। ପରେ, ଲିଓନୟାଡ୍ମ ଅଏଲେ ଏକ ଘନବସୁ୍େ ଘରୂ୍୍ମନ ଗତ ିଅଧ୍ୟନ କେଥିିରଲ, ଏବଂ 
ମଖୁ୍ୟ ଅକ୍ଷେ ଗୁେୁତ୍ୱ ଆବଷି୍ୟାେ କେଥିିରଲ। ରଜୟାରେପଂ-ଲୁଇ ଲୟାଗ୍ୟାଞ୍ଜ ହତୃଦୟଙ୍ଗମ କରଲ ରଯ 
ମଖୁ୍ୟ ଅକ୍ଷଗୁଡକି ରହଉଛ ିନଷିି୍କୟତୟା ମ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସେ ଆଇଗନ୍  ରେକ୍ଟେ। ରକୟାଶୱୀ ରବୈଶଟିେ୍ୟ ମଳୂ 
ଶବ୍କୁ ମଧ୍ ୍ସୁ୍ତ କେଥିିରଲ, ଯୟାହୟାକୁ ବତ୍ତ୍ମମୟାନ ‘‘ଆଇଗନ୍ ’’ ମଲୂ୍ୟ କୁହୟାଯୟାଏ; ତୟାଙ୍କ ଶବ୍ 
ରବୈଶଟିେ୍ୟ େମୱୀକେଣରେ ଅଛ।ି ଆଇଗନ୍  ରେକ୍ଟେ ଶବ୍ 1920 ମେହିୟା ୍ରମ େଂସ୍େଣ 
ହଲିବଟ-ରକୟାେୟାଣ୍ଟଙ୍କ ପୁସ୍କ ୍େୟାବରେ ଜମ୍ମୟାନୱୀେୁ ଆେଛି।ି

5.1 ବରୈଖିକ ଅପବରଟରର. ଆଇଗନ୍ ମଲୂଟ୍ୟ ଏ�ଂ ଆଇଗନ୍ ବେକ୍ଟର
ମରନକେ T ଏକ ରେକ୍ଟେ ରପେଶ୍ ୍  V(F) ରେଏକ ରେୈଖିକ ଅପରେଟେ ଅରଟ। ଯଦ ିରକୌଣେ ିଅଣ-ଶୂନ୍ୟ ରେକ୍ଟେ 

vV ଅସି୍ତ୍ୱ ଏହପିେ ିରଯ ତୟାହୟା କଛି ିλ  F ପୟାଇଁ T(v) = λ v ରହୟାଇରୟାଏ, ରତରବ v କୁ λ ଅନୁେୂପ T େ 
ଆଇଗନ ରେକ୍ଟେ କୁହୟାଯୟାଏ ଏବଂ λ କୁ v ଅନୁେୂପ T  ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ କୁହୟାଯୟାଏ । 

ଆଇଗନ୍ ରେକ୍ଟେକୁ ରବୈଶଟିେ୍ୟ ରେକ୍ଟେ କମି୍ୟା ଅବ୍ୟକ୍ତ ରେକ୍ଟେ କୁହୟାୟୟାଏ ଏବଂ ଆଇଗନ୍ ମଲୂ୍ୟକୁ  ରବୈଶଟିେ୍ୟ ମଲୂ୍ୟ 
(ମଳୂ) ବୟା ରବୈଶଟିେ୍ୟ ମଳୂ ଅରବୟା ଅବ୍ୟକ୍ତ ମଳୂ କୁହୟାଯୟାଏ ।

5.2 ମଟ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସର ଆଇଗନ୍ ମଲୂଟ୍ୟ ଓ ଆଇଗନ୍ ବେକ୍ଟର
ମରନକେ A ଏକ ବଗ୍ମ ମ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ ଏବଂ X ଏକ ସ୍ମ୍ ରେକ୍ଟେ, ରତରବ ମ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ େମୱୀକେଣ AX X= l  

ଯୟାହୟାକ ିନରିମନୟାକ୍ତ: n େମୱୀକେଣକୁ େଚୂୟାଏ ।
 (a11 – l)x1 + a12x2 + ... + a1nxn = 0,
 a21x1 + (a22 – l)x2 + ... + a2nxn = 0,  ...(1)
        
       
 an1x1 + an2x2 + ... + (ann – l)xn = 0

ଉରପୟାେକ୍ତ ରେୈଖିକ େଜୟାତୱୀୟ େମୱୀକେଣ େମହୂ (1) (ଯୟାହୟାେ 'n' ଅଜ୍ୟାତ ମଲୂ୍ୟ ଅଛ)ି େ େବ୍ମଦୟା ତୁଚ୍ଛ େମୟାଧୟାନ 
x1 = x2 = ... = xn = 0 ଅଛ ି।

 ଏକ ଅଣ-ତୁଚ୍ଛ େମୟାଧୟାନ ପୟାଇବୟା ପୟାଇଁ, ଏହୟା ଆବଶ୍ୟକ ରହୟାଇରୟାଏ ରଯ େମୱୀକେଣ (1) େ ଗୁଣୟାଙ୍କ ମୟାନଙ୍କ 

µଅଗଟିେନ ଲୁଇ ରକୟାଶୱୀ
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ଡଟିେମିନୟାଣ୍ଟେ ମଲୂ୍ୟ ଲୁପ୍ତ ରହବ ଅର୍ମୟାତ୍ ; ।

         = 0 ...(2)

ଏହୟା ପେଟେ ରଯ େମୱୀକେଣ(2) ରେ λ େ ଘୟାତ n ଅରଟ । ଏହୟାକୁ ମ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ A େ ରବୈଶଟିେ୍ୟ େମୱୀକେଣ 
(Characteristic Equation) କୁହୟାଯୟାଏ | ଆରମ ଏହୟାକୁ ନରିମନୟାକ୍ତ ୍କୟାେରେ ରଲଖିପୟାେବିୟା 

              ln + p1ln–1 + p2ln–2 + ... + pn–1 l + pn = 0 ...(3)

ବରିଶଷ ପେସି୍ିତରିେ,  p1 = –(a11 + a22 + ... + ann) = – (trace A) ...(4)

ଏବଂ   pn = (–1)n | aij | = (–1)n (det. A) ...(5)

େମୱୀକେଣ (3) େ ବୟାମ ପଟ େମ୍ପ୍ରେୟାେଣ କୁ ରବୈଶଟିେ୍ୟ ପଲିରନୟାମିଆଲ୍ 
କୁହୟାଯୟାଏ । େମୱୀକେଣ (3) େ n ରଗୟାଟ ିମଲୂ୍ୟ େହରିୟାଏ । ଏହୟାକୁ ମ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ A େ ରବୈଶଟିେ୍ୟ (କମି୍ୟା ଅବ୍ୟକ୍ତ) କମି୍ୟା 

ଆଇଗନ୍ ମଲୂ୍ୟ କୁହୟାଯୟାଏ । ୍ରତ୍ୟକଟ ିମଲୂ୍ୟ ଅନୁେୟାରେ େମୱୀକେଣ (1) େ ଏକ ଅଣ-ଶୂନ୍ୟ େମୟାଧୟାନ େହରିୟାଏ । 

 X = 

ଯୟାହୟାକୁ ରବୈଶଟିେ୍ୟ ରେକ୍ଟେ କମି୍ୟା ଆଇଗନ୍ ରେକ୍ଟେ କୁହୟାଯୟାଏ ।
ଯଦ ି A େ ଆଇରଗନ୍  ମଲୂ୍ୟ l1, l2, ... ln, ରହୟାଇରୟାଏ ରତରବ, ଆରମ ରବୈଶଟିେ୍ୟ େମୱୀକେଣକୁ ନରିମନୟାକ୍ତ 

୍କୟାେରେ ରଲଖିପୟାେବିୟା 
 (l – l1) (l – l2) ...... (l – ln) = 0,

କମି୍ୟା  ln – (l1 + l2 + ... + ln)ln – 1 + ... + (–1)n l1l2 ... ln = 0

େମୱୀକେଣ (3) େହ ତୁଳନୟା କେ ିଆରମ ରଦଖିରୟାଉ କ ି

 l1 + l2 + ... + ln = –p1 = trace A, [େମୱୀକେଣ (4)େୁ ]
ଏବଂ  l1l2 ... ln = (–1)n pn = det. (A),[େମୱୀକେଣ(5)େୁ ]

ମନ୍ତବ୍ୟ: 
1. ଆଇଗନ୍ ମଲୂ୍ୟକୁ ରବୈଶଟିେ୍ୟ ମଲୂ୍ୟ,ଉଚତି୍ ମଲୂ୍ୟ, ଅବ୍ୟକ୍ତ ମଲୂ୍ୟ କମି୍ୟା ରପେକ୍ଟ ୟ୍ାଲ୍ ମଲୂ୍ୟ କୁହୟାଯୟାଏ ।
2. ରେହେିଳ,ି ଆଇଗନ୍ ରେକ୍ଟେକୁ, ରବୈଶଟିେ୍ୟ ରେକ୍ଟେ, ଉଚତି୍ ରେକ୍ଟେ, ଅବ୍ୟକ୍ତ ରେକ୍ଟେ ବୟା ରପେକ୍ଟ ୟ୍ାଲ୍ ରେକ୍ଟେ 

କୁହୟାଯୟାଏ । 
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5.2.1 ଆଇଗନ୍ ମଲୂଟ୍ୟର ଗୁଣଧମ୍
a. ଏକ ବଗ୍ମ ମ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ A ଏବଂ ତୟା'େ ଟ୍ୟାେ୍ସରପୟାଜ୍ A େ  ଆଇଗନ  ମଲୂ୍ୟ େମୟାନ ଅରଟ।
b.  ମ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସେ ଆଇଗନ  ମଲୂ୍ୟମୟାନଙ୍କେ େମଟିେ ତୟାେ ମଖୁ୍ୟ କର୍୍ମ ରେ ଥିବୟା ଉପୟାଦୟାନ ମୟାନଙ୍କେ େମଟିେ େହ େମୟାନ 
ଅରଟ।
c. ମ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ A େ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ମୟାନଙ୍କେ ଗୁଣଫଳ ତୟାେ ଡଟିେମିନୟାଣ୍ଟ det (A), ଅର୍ମୟାତ୍ A େହ େମୟାନ ଅରଟ। 
d. ଯଦ ି ଏକ ଅଣେଂିଗୁଲୟାେ ମ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସେ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ରହୟାଇରୟାଏ, ରତରବ 1/  ମ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ A–1 େ ଆଇଗନ  
ମଲୂ୍ୟ ରହବ ।
e.  ଯଦ ି ଏକ ଲମ୍ୱୀୟ ମ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସେ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ରହୟାଇରୟାଏ, ରତରବ 1/  ମଧ୍ ତୟାେ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ଅରଟ ।
f.  ଯଦ ି1, 2, ..., n ମ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ A େ ଆଇଗନ  ମଲୂ୍ୟ ରହୟାଇରୟାନ୍ତ ି, ରତରବ 1 2, ,...m m m

nl l l  , ମୟାଟ୍କି୍ସ Amେ 
ଆଇଗନ୍  ମଲୂ୍ୟ (m ଏକ ଧନୟାତ୍ମକ ପୂର୍୍ମୟାଙ୍କ ଅଟନ୍ତ)ି
g. ଏକ ଆଇଡରିପୟାରଟଣ୍ଟ ମ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସେ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ଶୁନ ଅରବୟା ଏକ ରହୟାଇରୟାଏ । 
h.  ତ୍େୁିଜୱୀୟ ଏବଂ କର୍୍ମୱୀ ମ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ େ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟଗୁଡକି ତୟାହୟାେ କର୍୍ମ ଉପୟାଦୟାନମୟାନଙ୍କ େହ େମୟାନ ଅରଟ।
୍ମୟାଣ  d:, ଯଦ ିମ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ A େ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ  ଅନୁେୂପରେ ଆଇଗନ ରେକ୍ଟେ x ରହୟାଇରୟାଏ ରତରବ 

A–1 େ ୍ୟାକ୍ ଗୁଣନ ଉେୟ ପୟାର୍୍ମରେ କେବିୟା ଦ୍ୟାେୟା 
 A–1(AX) = A–1(lX)
⇒   (A–1 A)X = lA–1X  
⇒  IX = lA–1X

 = X = A–1X [  IX = X]

 1
l

 A–1 େ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ଅରଟ । 
୍ମୟାଣ : f.ଯଦ ିମ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ A େ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ  ଅନୁେୂପରେ ଆଇଗନ ରେକ୍ଟେ x ରହୟାଇରୟାଏ ରତରବ AX Xl=  
A େ ୍ୟାକଗୁଣନ ଉେୟ ପୟାର୍୍ମରେ କେବିୟା ଦ୍ୟାେୟା  
 A(AX) = A(lX) ⇒ (AA)X = l(AX)
⇒ A2X = lAX

⇒ A2X = l2X (ରଯରହତୁ AX = lX)

ପୁନବ୍ମୟାେ Aେ ୍ୟାକଗୁଣନ ଉେୟପୟାର୍୍ମରେ କେବିୟା ଦ୍ୟାେୟା, 
 A3X = l3X

ଏହ ି୍କୟାେ କେବିୟା ଦ୍ୟାେୟା ଆରମ ପୟାଇବୟା 
 Am . X = lm X

ଏହୟା ଦଶ୍ମୟାଏ ରଯ Am  େ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ m ଅରଟ । (m>0)
ଏହି୍ କୟାେ, ଆରମ କହପିୟାେବିୟା ରଯ ,ଯଦ ି l1, l2, l3, ..., ln A େ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ରହୟାଇରୟାଏ, ରତରବ 

 ] Am େ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ରହରବ । 
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5.2.2  ଆଇଗେ ବପେଶ୍ ୍ 
ମରନକେ V(F) ରେ T ଏକ ରେୈଖିକ ଅପରେଟେ ଓ  ରେୈଖିକ ଅପରେଟେ T େ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ହୁଏ, ରତରବ 

 ଅନୁେୂପ ଆଇଗନ ରପେଶ୍ ୍ କୁ E ଦ୍ୟାେୟା ଦଶ୍ମୟାଯୟାଇରୟାଏ ଏବଂ ଏହୟାେ ବ୍ୟୟାଖ୍ୟୟା 
 El = {v : T(v) = lv} ଦ୍ୟାେୟା ରହୟାଇରୟାଏ ।

ଉଦୟାହେଣ ସ୍ୱେୁପ ;   ଯଦ ି A = 

ଏଠୟାରେ  = 1, 1 ଆଇଗନ  ମଲୂ୍ୟ ଅରଟ (ରଯରହତୁ ମ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ A ତ୍େୁିଜୱୀୟ େୂପରେ ଅଛ)ି ଏବଂ ତଦନୁେୟାରେ 
(1, 0) ଆଇଗନ  ରେକ୍ଟେ ଅରଟ(ଆଗୟାମୱୀ ଉଦୟାହେଣରେ ବଦି୍ୟୟାର୍ମୱୀମୟାରନ ଶଖିିରବ ରଯ, କପିେ ିଏକ ଦତ୍ତ ଆଇଗନ  
ମଲୂ୍ୟୟାନୁଯୟାୟୱୀ ଆଇଗନ ରେକ୍ଟେ ୍ୟାପ୍ତ କେୟାଯୟାଇରୟାଏ), ଏବଂ E =1 (ଆଇଗନ  ରପେଶ୍ ) = {(1, 0)}
5.2.3 ଆଇଗେ ଆଧୟାର  

ମରନକେ 'A' ଏକ n × n ମ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ (ବୟା ରେୈଖିକ ଅପରେଟେ T ) ଓ S = {v1, v2, ..., vn} ମ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ 'A' େ 
େମସ୍ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ମୟାନଙ୍କେ େମୟାହୟାେ । ରତରବ S କୁ ମ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ A େ ଆଇଗନ ଆଧୟାେ କୁହୟାଯିବ, ଯଦ ିS, Rn 
େ ଏକ ଆଧୟାେ େତୃଟିେ କେୁରୟାଏ ।

ବକବତକ ସମୟାହତି ଉଦୟାହରଣ

ଉଦୟାହେଣ 5.1  ମ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସA =  େ ରବୈଶଟିେ୍ୟ ପଲିରନୟାମିଆଲ ନରି୍୍ମୟ କେ , 

େମୟାଧୟାନ: A େ ରବୈଶଟିେ୍ୟ ମ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ, 

 [A – lI] = 

 = 

ମ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ A େ ରବୈଶଟିେ୍ୟ ପଲିରନୟାମିଆଲ  | A – lI | =  = –l3 + 6l2 – 12l + 15

 (ଉତ୍ତେ)

ଉଦୟାହେଣ 5.2 ମ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ A = େ େମସ୍ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ଏବଂ ଆଇଗନ ରେକ୍ଟେ ନରି୍୍ମୟ କେ ।  
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େମୟାଧୟାନ: ଦତ୍ତ ମ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ A େ ରବୈଶଟିେ୍ୟ େମୱୀକେଣ
 | A – lI | = 0

  = 0

⇒ (8 – l) ((7 – l) (3 – l) – 16) + 6(–6(3 – l) + 8) + 2(24 – 2(7 – l)) = 0
⇒ (8 – l) (l2 – 10l + 5) + 6(–10 + 6l) + 2(10 + 2l) = 0
⇒ 8l2 – 80l + 40 – l3 + 10l2 – 5l – 60 + 36l + 20 + 4l = 0
⇒ –l3 + 18l2 – 45l = 0
⇒ l3 – 18l2 + 45l = 0 

⇒ l(l2 – 18l + 45] = 0
⇒ l = 0, l2 – 18l + 45 = 0
⇒ l2 – 15l – 3l + 45 = 0
⇒ l(l – 15) – 3(l – 15) = 0
⇒ l – 3 = 0; l – 15 = 0
⇒ l = 3; l = 15; l = 0

ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ଗୁଡକି l = 0, 3, 15

ଆଇଗନ ରେକ୍ଟେ ପୟାଇବୟା ପୟାଇଁ:ଆଇଗନ ରେକ୍ଟେ ପୟାଇବୟା ପୟାଇଁ:  [A-[A-l I] ] XX = 0 

  = 0

l = 0 ପୟାଇ ଁ  = 0

⇒ 8x1 – 6x2 + 2x3 = 0 ...(1)
⇒ –6x1 + 7x2 – 4x3 = 0 ...(2)
⇒ 2x1 – 4x2 + 3x3 = 0 ...(3)

େମୱୀକେଣ (1) x 2 + େମୱୀକେଣ (2) କେବିୟା ଦ୍ୟାେୟା,ଆରମ ପୟାଉ  
 10x1 – 5x2 = 0
⇒ 10x1 = 5x2

⇒ x2 = 2x1 ...(4)

େମୱୀକେଣ (3) x 3 +  େମୱୀକେଣ (2) କେବିୟା ଦ୍ୟାେୟା, ଆରମ ପୟାଉ
 –5x2 + 5x3 = 0
⇒ –5x2 = –5x3

⇒ x2 = x3 ...(5)

େମୱୀକେଣ (4) ଏବଂ (5) େୁ, ଆରମ ପୟାଇବୟା
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 2x1 = x2 = x3 ⇒  =  = 

ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ  = 0 ଅନୁେୂପରେ, ଆଇଗନ ରେକ୍ଟେ ଅରଟ]

ll = 3 ପୟାଇଁ:

 = 0
 

 =0

⇒ 5x1 – 6x2 + 2x3 = 0 ...(6)
⇒ –6x1 + 4x2 – 4x3 = 0 ...(7)
⇒ 2x1 – 4x2 + 0.x3 = 0 ...(8)

େମୱୀକେଣ (8) େୁ,  2x1 = 4x2

⇒ x1 = 2x2

େମୱୀକେଣ (7)ରେx1 = 2x2 େଖିରଲ,
⇒ x3 = –2x2

 x1 = 2x2 = –x3

∴  = 

 l = 3 ପୟାଇଁ ଆଇଗନ ରେକ୍ଟେ  

ll = 15 ପୟାଇଁ: 
 

 = 0

  = 0

⇒ –7x1 – 6x2 + 2x3 = 0 ...(9)
 –6x1 – 8x2 – 4x3 = 0 ...(10)
 2x1 – 4x2 – 12x3 = 0 ...(11)
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େମୱୀକେଣ (11) x 3 + େମୱୀକେଣ (10) କେବିୟା ଦ୍ୟାେୟା, ଆରମ ପୟାଉ 2 3  2x x= -

େମୱୀକେଣ (9) x 2  + େମୱୀକେଣ (10) କେବିୟା ଦ୍ୟାେୟା, ଆରମ ପୟାଉ, 
 x1 = –x2

 x1 = –x2 = 2x3

∴  = 

ଏହପିେ ିl = 15 ପୟାଇଁ ଆଇଗନ ରେକ୍ଟେଙ୍କ  

ଉଦୟାହେଣ 5.3  ମ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ େ େମସ୍ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ, ଆଇଗନ ରେକ୍ଟେ ଏବଂ ଆଇଗନ 
ଆଧୟାେ ନଣିନ୍ମୟ କେ । 

େମୟାଧୟାନ: ମରନକେ  A = 
2 2 3

2 1 6
1 2 0

- - 
 - 
 - - 

  

ଏହୟାେ ରବୈଶଟିେ୍ୟ େମୱୀକେଣ 0A I-l =  ଅରଟ

  = 0

⇒ (–2 – l) (–(1 – l) l – 12) –2(–2l – 6) –3(–4 + 1 – l) = 0
⇒  (–2 – l) (–l + l2 – 12) –2(–2l – 6) –3(–3 – l) = 0
⇒  l3 + l2 – 21l – 45 = 0
⇒  (l + 3) (l + 3) (l – 5) = 0
⇒  l = –3, –3, 5

ଏଣୁ, ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ଗୁଡକି  = –3, –3, 5  
ଆଇଗନ ରେକ୍ଟେ ପୟାଇବୟା ପୟାଇଁ:  = –3 ପୟାଇଁ
 [A – lI]X = 0

  = 0

⇒  x + 2y – 3z = 0
 2x + 4y – 6z = 0
 –x – 2y + 3z = 0

ଉପରେୟାକ୍ତ େମୱୀକେଣେୁ ଏହୟା ମିଳରିୟାଏ ରଯ, x + 2y – 3z = 0 ରକବଳ ଏକମୟାତ୍ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର େମୱୀକେଣ ଅରଟ । 
ରତଣୁ, ମରନକେ z = 0, ଆରମ ପୟାଉ 2 0x y+ =  
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 ⇒ x = –2y 

  = , z = 0

ଏଥିପୟାଇଁ:  = –3 ପୟାଇଁ (2, –1, 0) ଆଇଗନ ରେକ୍ଟେ ଅରଟ ।
ଆଉମଧ୍  = –3 ପୟାଇଁ ଅନ୍ୟ ଆଇଗନ ରେକ୍ଟେ ପୟାଇବୟାକୁ,  ମରନକେ y = 0 ଆରମ ପୟାଉ x – 3z =0
⇒  x = 3z

⇒   = , y = 0

ଏଥିପୟାଇଁ: ଏଥିପୟାଇଁ:   = –3 ପୟାଇଁ (3, 0, 1) ଅନ୍ୟ ରଗୟାରଟ ଆଇଗନ ରେକ୍ଟେ ଅରଟ।= –3 ପୟାଇଁ (3, 0, 1) ଅନ୍ୟ ରଗୟାରଟ ଆଇଗନ ରେକ୍ଟେ ଅରଟ।
ll = 5 ପୟାଇଁ ଆଇଗନ ରେକ୍ଟେ: 
 [A – lI]X = 0

⇒  = 

 –7x + 2y – 3z = 0 ...(1)
⇒  2x – 4y – 6z = 0  ...(2)
 –x – 2y – 5z = 0  ...(3)

େମୱୀକେଣ (1) x 2  + େମୱୀକେଣ (2) କେବିୟା ଦ୍ୟାେୟା, ଆରମ ପୟାଉ 
 –12x – 12z = 0

କମି୍ୟା  –12x = 12z
⇒  x = – z

େମୱୀକେଣ (3) x 2 + େମୱୀକେଣ (2) କେବିୟା ଦ୍ୟାେୟା, ଆରମ ପୟାଉ 
 y = –2z

∴  = 

ରତଣୁ:  = –5 ପୟାଇଁ (1, 2, –1) ଆଇଗନ ରେକ୍ଟେ ଅରଟ।
ରଯରହତୁ େମସ୍ ଆଇଗନ ରେକ୍ଟେ ରେୈଖିକ େୟାରବ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଏବଂ R3 େ ଆଧୟାେ େତୃଟିେକେନ୍ତ ି।

 ଆଇଗନ ଆଧୟାେ {(2, –1, 0), (3, 0, 1) (1, 2, –1)} ଅରଟ।

ଉଦୟାହେଣ 5.4 ମ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ  େ େମସ୍ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ, ଆଇଗନ ରେକ୍ଟେ ଏବଂ ଆଇଗନ ଆଧୟାେ 
ନରି୍୍ମୟକେ

େମୟାଧୟାନ: ମରନକେ  A = 
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ଏବଂ| A – lI | =0 (ରବଶଟିେ୍ୟ େମୱୀକେଣ )

⇒  = 0 

⇒ (6 – l) ((3 – l)2 –1) + 2(–2(3 – l) + 2) + 2(2 – 2(3 – l)) = 0
⇒  (6 – l) (l2 – 6l + 8) + 2(2l – 4) + 2(2l – 4) = 0
⇒  –l3 + 12l2 – 36l + 32 = 0
⇒  l3 – 12l2 + 36l – 32 = 0
⇒  (l – 2) (l2 – 10l + 16) = 0
⇒  (l – 2) (l – 2) (l – 8) = 0
⇒  l = 2, 2, 8

ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ  l = 2, 2, 8 ଅରଟ 

ll = 2 ପୟାଇଁ: 
 [A – lI]X = 0

  = 

 4x – 2y + 2z = 0
⇒ –2x + y – z = 0
 2x – y + z = 0

ଏଠୟାରେ 2x-Y=Z=0 ହିଁ ଏକମୟାତ୍ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର େମୱୀକେଣ ଅରଟ । 
ରତଣୁ, ମରନକେ  Z = 0, 
 2x – y = 0
⇒  2x = y

⇒   = , z = 0 

ରତଣୁ:  = 2 ପୟାଇଁ (1, 2,0) ଆଇଗନ ରେକ୍ଟେ ଅରଟ।
ପୁନଃ,  = 2 ପୟାଇଁ 
ମରନକେ, y = 0, ଏଠୟାରେ 2 0x z+ =  
⇒ z = –2x

⇒   = , y = 0 ରହୟାଇରୟାଏ
ରତଣୁ:  = 2 ପୟାଇଁ ଆଇଗନ୍  ରେକ୍ଟେ (1, 0, -2) ଅରଟ।
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 = 8 ପୟାଇଁ: 
 [A – lI]X = 0

  = 

⇒ –2x – 2y + 2z = 0 ...(1)
⇒  –2x – 5y – z = 0  ...(2)
 2x – y – 5z = 0  ...(3)

େମୱୀକେଣ (2) x 2  + େମୱୀକେଣ (1) କେବିୟା ଦ୍ୟାେୟା, ଆରମ ପୟାଉ
 –6x – 12y = 0

 କମି୍ୟା  x = –2y

େମୱୀକେଣ (2) ଓ (3) କୁ ରଯୟାଗ କରଲ ଆରମ ପୟାଇବୟା y = –z

∴  = 

  = 8 ଅନୁେୂପରେ (2, –1, 1) ଆଇଗନ ରେକ୍ଟେ ଅରଟ।
ଏହୟାପରେ,ରଯରହତୁ େମସ୍ ଆଇଗନ ରେକ୍ଟେ ରେୈଖିକ େୟାରବ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଅଟନ୍ତ,ି ରତଣୁ R3 େ ଆଧୟାେ େତୃଟିେ କେନ୍ତ ି।
  ଆଇଗନ ଆଧୟାେ {(1, 2, 0), (1, 0, –2), (2, –1, 1)}.ଅରଟ ।

ଉଦୟାହେଣ 5.5 ମ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ A =  େ େମସ୍ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ଆଇଗନ ରେକ୍ଟେ ଏବଂ ଆଇଗନ ଆଧୟାେ 
ନରି୍୍ମୟ କେ ।

େମୟାଧୟାନ: ରବୈଶଟିେ୍ୟ େମୱୀକେଣ, | A – lI | =0

  = 0

⇒ (1 – l) ((2 – l) (3 – l) –2) – 0 – 1(2 – 4 + 2l) = 0

କମି୍ୟା   l2 – 5l + 4 – l3 + 5l2 – 4l – 2l + 2 = 0

କମି୍ୟା   l3 – 6l2 + 11l – 6 = 0

କମି୍ୟା   (l – 1) (l2 – 5l + 6) = 0

କମି୍ୟା   (l – 1) (l – 2) (l – 3) = 0

ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ  = 1, 2, 3 ଅରଟ 
 = 1 ପୟାଇଁ : [A – lI]X = 0

ଅରବୟା  =  ;k   = 
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–x3 = 0 ...(1)
 x1 + x2 + x3 = 0 ...(2)
 2x1 + 2x2 + 2x3 = 0 ...(3)

େମୱୀକେଣ (1) କୁ େମୱୀକେଣ (2) ଓ (3)ରେ ବ୍ୟବହୟାେ କେ ିଆରମ ପୟାଉ 
 x1 + x2 = 0 ⇒ x1 = –x2

  2x1 + 2x2 = 0

∴  = 

ଏହପିେ ିେୟାରବ  = 1 ପୟାଇଁ ଆଇଗନ ରେକ୍ଟେ  ଅରଟ 
ll = 2 ପୟାଇଁ:
  [A – lI]X = 0

  = 

କମି୍ୟା   = 

କମି୍ୟା –x1 – x3 = 0 ⇒ x1 = –x3 ...(4)
 x1 + x3 = 0 ...(5)
 2x1 + 2x2 + x3 = 0 ⇒ x1 + 2x2 = 0 ...(6)

େମୱୀକେଣ (4) ଏବଂ (6) ଠୟାେୁ,   = 32
1 2
=

- -
xx :X3=-X,

ରତଣୁ  = 2 ପୟାଇଁ ଆଇଗନ ରେକ୍ଟେ  ରହବ]

ll = 3 ପୟାଇଁ:  [A – lI]X = 0

  =  କମି୍ୟା   = 

କମି୍ୟା –2x1 + 0.x2 – x3 = 0 ⇒ –2x1 = x3 ...(7)
 x1 – x2 + x3 = 0 ...(8)
 2x1 + 2x2 + 0x3 = 0 ⇒ x1 = – x2 ...(9)

େମୱୀକେଣ 7 େୁ ,    

ରତଣୁ  = 3 ପୟାଇଁ ଆଇଗନ ରେକ୍ଟେ ଅରଟ
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ରଯରହତୁ େମସ୍ ଆଇଗନ ରେକ୍ଟେ ରେୈଖିକେୟାରବ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଅଟନ୍ତ,ିରତଣୁ 
{(1, –1, 0), (2, –1, –2), (1, –1, –2)} ଆଇଗନ ଆଧୟାେ ଅରଟ ।

ଉଦୟାହେଣ 5.6 A =  େ େମସ୍ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ, ଆଇଗନ ରେକ୍ଟେ ଏବଂ ଆଇଗନ ଆଧୟାେ ନରି୍୍ମୟ 
କେ 

େମୟାଧୟାନ: ରବୈଶଟିେ୍ୟ େମୱୀକେଣ | A – ll | =0

⇒   = 0

⇒ (–5 – l) (–2 – l) – 4 = 0
⇒ l2 + 7l + 10 – 4 = 0
⇒ l2 + 7l + 6 = 0
⇒  l = –6, –1

ଏଣୁ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ l = –6 ଏବଂ –1 ଅରଟ 
ll = –1 ପୟାଇଁ : 
 [A – lI]X = 0

  = 

କମି୍ୟା   = 

କମି୍ୟା  –4x1 + 2x2 = 0
 2x1 – x2 = 0

ରଯରହତୁ 1 22 0x x- = ହିଁ ଏକମୟାତ୍ ରେୈଖିକ େମୱୀକେଣ ଅରଟ ।
ବତ୍ତ୍ମମୟାନ  2x1 – x2 =0
 2x1 = x2

⇒  = 

ରତରବ l = –1ଆଇଗନ ରେକ୍ଟେ   ଅରଟ 
ll = –6 ପୟାଇଁ: 

 [A – lI]X = 0

  = 

କମି୍ୟା   = 
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କମି୍ୟା  x1 + 2x2 = 0
 2x1 + 4x2 = 0

ରଯରହତୁ 1 22 0x x+ =  ହିଁ ଏକମୟାତ୍ ରେୈଖିକ େମୱୀକେଣ ଅରଟ ,ବତ୍ତ୍ମମୟାନ 
 x1 + 2x2 = 0
 x1 = –2x2

⇒  = 

ଆଇଗନ ରେକ୍ଟେ ଅରଟ ।
ରଯରହତୁ େମସ୍ ଆଇଗନ ରେକ୍ଟେ ରେୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର । 
ରତଣୁ, {(1, 2), (2, –1)} ଆଇଗନ ଆଧୟାେ ଅରଟ ।

ଉଦୟାହେଣ 5.7 ମ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ A = େ େମସ୍ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ, ଆଇଗନ ରେକ୍ଟେ ଏବଂ ଆଇଗନ ଆଧୟାେ 
ନରି୍୍ମୟ କେ । 

େମୟାଧୟାନ: ରବୈଶଟିେ୍ୟ େମୱୀକେଣ]| A – lI | =0

⇒  = 0

କମି୍ୟା  (3 – l) ((2 – l) (5 – l) – 0) –1(0) + 4(0) =0

କମି୍ୟା  l = 2, 3, 5

 ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ l = 2, 3, 5 ଅରଟ 
ll = 2 ପୟାଇ ଁ
 [A – lI]X = 0

  = 0

କମି୍ୟା    =0

କମି୍ୟା   x1 + x2 + 4x3 = 0 ...(1)
 6x3 = 0 ...(2)
 3x3 = 0 ⇒ x3 = 0 ...(3)
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େମୱୀକେଣ (2) କୁ େମୱୀକେଣ (1) ରେ ବ୍ୟବହୟାେ କରଲ 
 x1 + x2 = 0

  = 

∴  = 

ଆଇଗନ ରେକ୍ଟେ ଅରଟ

ll = 3ପୟାଇଁ:
 [A – 3I]X =0

କମି୍ୟା   = 

କମି୍ୟା  0x1 + x2 + 4x3 = 0 ...(4)
 –x2 + 6x3 = 0 ...(5)
 2x3 = 0 ⇒ x3 = 0 ...(6)

ଏହପିେ ିଆରମ ପୟାଇବୟା,  = 

ଆଇଗନ ରେକ୍ଟେ ଅରଟ

ll = 5ପୟାଇ ଁ [A – 5I]X = 0

  = 0

କମି୍ୟା    = 0

କମି୍ୟା   2x1 – x2 – 4x3 = 0 ...(7)
 3x2 – 6x3 = 0 ⇒ x2 = 2x3 ...(8)
 2x1 – 6x3 = 0 ...(9)

େମୱୀକେଣ (1) ଏବଂ (2) ବ୍ୟବହୟାେ କେ ି  =  = 

ରତଣୁ  = 5 ଆଇଗନ ରେକ୍ଟେ  ଅରଟ 
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ରଯରହତୁ େମସ୍ ଆଇଗନ ରେକ୍ଟେ ରେୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଅରଟ,ରତଣୁ {(1, –1, 0), (1, 0, 0), (3, 2, 1)} ଆଇଗନ 
ଆଧୟାେ ଅରଟ ।

ଉଦୟାହେଣ 5-8 A = େ େମସ୍ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ, ଆଇଗନ ରେକ୍ଟେ ଏବଂ ଆଇଗନ ଆଧୟାେ ନରି୍୍ମୟ କେ 

େମୟାଧୟାନ: ରବୈଶଟିେ୍ୟ େମୱୀକେଣ, | A – lI | = 0

⇒  = 0

⇒ (2 – l) (–1 – l) – 10 = 0
⇒ l2 – l – 12 = 0
⇒ (l + 3) (l – 4) = 0
⇒ l + 3 = 0,  l – 4 = 0
 l = –3,   l = 4

 ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ   = –3, ଏବଂ 4 ଅରଟ = –3, ଏବଂ 4 ଅରଟ
ll = –3 ପୟାଇଁ: [A + 3I]X = 0

  
   5x + 2y = 0

 5x + 2y = 0

ରଯରହତୁ ରକବଳ ଏକ ମୟାତ୍ ରେୈଖିକ େମୱୀକେଣ ଅଛ ି 5x + 2y = 0
 5x = –2y

⇒  = 

ରତଣୁ l = –3 ରେ ପୟାଇଁ ଆଇଗନ୍  ରେକ୍ଟେ  ରହବ]

ll = 4 ପୟାଇଁ:
 [A – 4I]X = 0

  = 0

କମି୍ୟା  = 0

କମି୍ୟା –2x + 2y = 0
 5x – 5y = 0
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ପୁନଃ, ଉେୟ ରେୈଖିକ ନୱୀେ୍ମେଶୱୀଳ,ଆରମ ପୟାଉ  x – y = 0
 x = y

⇒  = 

ରତଣୁ  = 4 ଆଇଗନ ରେକ୍ଟେ ଅରଟ ।

ରଯରହତୁ େମସ୍ ଆଇଗନ ରେକ୍ଟେ ରେୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର । 

ରତଣୁ, {(–2, 5), (1, 1)} ଆଇଗନ ଆଧୟାେ ଅରଟ ।

ଉଦୟାହେଣ 5-9- A =  େ େମସ୍ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ, ଆଇଗନ ରେକ୍ଟେ ଏବଂ ଆଇଗନ ଆଧୟାେ ନରି୍୍ମୟ 
କରେ । 

େମୟାଧୟାନ: (ବଦି୍ୟୟାର୍ମୱୀମୟାରନ ଏହୟାକୁ ରଚଟେୟା କେପିୟାେରିବ )ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ 1, –2, –2 ଆଇଗନ ରେକ୍ଟେ   
ଅରଟ  ରକୌଣେ ିଆଇଗନ ଆଧୟାେ ନୟାହିଁ

ଉଦୟାହେଣ 5-10 ମ୍ୟୟାଟ୍କି୍ସ  େ େମସ୍ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ, ଆଇଗନ ରେକ୍ଟେ ଏବଂ ଆଇଗନ ଆଧୟାେ ନରି୍୍ମୟ 
କେ। 

େମୟାଧୟାନ: ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ 1, 1, 5 ଅରଟ ଆଇଗନ ରେକ୍ଟେ , ,  ଅରଟ{(–2, 1, 0),(1, 0, –1), 
(1, 1, 1)} ଆଇଗନ ଆଧୟାେ ଅରଟ। 
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ଉଦାହରଣ 5.11 A =  ର ସମସ୍ତ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର, ଭେଣୁ A25 ଏବଂ A + 2I ର ଆଇଗନ 
ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ।  

ସମାଧାନ: ଭବୈଶଷି୍୍ୟ ସମୀକରଣ  

 | A –  ll | = 0

⇒  = 0

⇒ l2 – 2l – 3 = 0

⇒ (l + 1) (l – 3) = 0

⇒ l = –1, l = 3. 

A25 ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ : 
ଅରଣ୍ଣାେ (–1)25 = –1

ଏବଂ  (3)25 = 325

A + 2I ର ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ
 A + 2I = 3 + 2(1) = 3 + 2 = 5

 A + 2I = –1 + 2(1) = –1 + 2 = 1

ସମ୍ମିଶ୍ର ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ: 

ଉଦାହରଣ 5.12 ଯଦ ି0 < q < p] ଭେଭବ ଦଶଣ୍ଣାଅ ଭଯ A =  ର ଭକୌଣସ ିବାସ୍ତବ ଆଇଗନ 
ମଲୂ୍ୟ କମି୍ା ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ନାହିଁ।

ସମାଧାନ: ଭବୈଶଷି୍୍ୟ ସମୀକରଣ ] 
 | A – lI | = 0

⇒  = 0

 (cos q – l)2 + sin2 q = 0
 cos2 q – 2l cos q + l2 + sin2 q = 0
	 l2 – 2l  cos q + 1 = 0

	 l = 

 = 

 = cos q ± i sin q

ଭେଣୁ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ A ର ଭକୌଣସ ିବାସ୍ତବ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ଏବଂ ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ନାହିଁ ।
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ଉଦାହରଣ 5.13 ଦତ୍ତ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ A =  ପାଇଁ ସମସ୍ତ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ଏବଂ ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ନରି୍ଣ୍ଣୟ 

କର A ର ଭକୌଣସ ି ଆଇଗନ ଆଧାର ଅଛକି ି?
ସମାଧାନ: ଏଠାଭର, ଭବୈଶଷି୍୍ୟ ସମୀକରଣ   [A ->] = 0

  = 0

 (1 – l)2 = 0
 l = 1, 1

ll = 1 ପାଇଁ:
 AX = lX
 [A – lI]X = 0
 [A – I]X = 0, (l = 1)

  = 

ଯଦ ିX = ,  λ = 1 (ପାଇଁ ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର) ⇒y =0

x = 1 ନଆିଗଭଲ,  = 1 ଅନୁରୂପଭର X = ]   

ଏଠାଭର, ଆଭମ ଭଦଖିପାରବିା ଭଯ, R2 ପାଇଁ X ଭକୌଣସ ିଆଧାର ପ୍ରସୁ୍ତେ କଭର ନାହିଁ, ଭେଣୁ,  ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ A  
ପାଇଁ ଭକୌଣସ ିଆଇଗନ ଆଧାର ନାହିଁ ।

ଉଦାହରଣ 5.14 ଭରୈଖିକ ଅପଭରଟର T : R2 → R2 ପାଇଁ ଭଯଭେଭବଭଳ T (X,Y)=(3X+5Y,2X+3Y) 
ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ,

ସମାଧାନ: ଏଠାଭର, T(X,Y)=(3X+2Y,2X+3Y)
R2 ମାନକ ଆଧାରର ସାଭପକ୍ଷ T ର ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଏପର ିଭହାଇରାଏ 

 A = 

ଅନୁରୂପ ଭବୈଶଷି୍୍ୟ ସମୀକରଣ ଭହଉଛ,ି 
 | A – lI | = 0

  = 0

 (3 – l)2 – 10 = 0

 l = 3 ± 

ଭେଣୁ 3 +  ଏବଂ 3 –  ] T ର ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ଅଟନ୍ ି। 
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ଉଦାହରଣ 5.15 ଭରୈଖିକ ଅପଭରଟର T : R2 → R2 ପାଇଁ, ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ, ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ଏବଂ 
ଆଇଗନ ଆଧାର ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ଭଯଭେଭବଭଳ, କ ିT (x, y) = (y, x) 

ସମାଧାନ: ଏଠାଭର  T(x, y) = (y, x)

 ମାନକ ଆଧାର R2 ସଂପକକିେ T  ର ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ  0 1
1 0

A
 

=  
 

 ଅନୁରୂପ ଭବୈଶଷି୍୍ୟ ସମୀକରଣ, 0A I−l =  

                                           0 1
0

1 0
−

=
−

l
l

                                                    
2 1 0− =l  

                                                   1= ±l
ଅରବା  1= ±l , Tର ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ଅଟନ୍ ି।  = 1 ପାଇଁ, ମଭନକର ଅନୁରୂପ  1

1
1

x
X

y
 

=  
 

, ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର 
ଅଭଟ | ଭେଭବ 

1 1AX X= l  

1[ ] 0A I X− =l  
1[ ] 0, ( 1)A I X− = =l  

       
1 1 0x y− + =

       1 1 0x y− =  1 1x y⇒ =

 y1 = 1, ଭନବାଦ୍ାରା, ଆଭମପାଉ x1 = 1

  = 1 ଅନୁସାଭର  ଏକ ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର  ଅଭଟ । 

 = –1 ପାଇଁ, ମଭନକର  X2 =  ଅନୁରୂପ ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର

 AX2 = lX2
⇒ [A – lI]X2 = 0
 [A + I]X2 = 0, (l = –1)

  = 0

⇒ x2 + y2 = 0
 x2 = –y2

y2 = 1,  x2 = –1 ଭନବା ଦ୍ାରା,

\  l = –1 ଅନୁରୂପ ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର X2 = ] ଅଭଟ ।  

ଏଠାଭର, ଆଭମ ଭଦଖଭୁଯ ସମସ୍ତ ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର R2 ର ଆଧାର ସଷିୃ୍ କରନ୍ ି|
T ର ଆଇଗନ ଆଧାର = {(1, 1), (–1, 1)}
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ପ୍ରଶ୍ନମାଳା 5-1

 ନଭିମ୍ନାକ୍ତ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ମାନଙ୍କର ଭବୈଶଷି୍୍ୟ ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣାରଣ କର:

1.  2.  3. 

ନଭିମ୍ନାକ୍ତ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ମାନଙ୍କର ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ଏବଂ ଅନୁରୂପ ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ନରି୍ଣ୍ଣାରଣ କର:

4.  5.  6. 

7.  8.  9. 

10. ନଭିମ୍ନାକ୍ତ ପ୍ରଭେ୍ୟକ ଭରୈଖିକ ଅପଭରଟର T : R2 → R2 ପାଇଁ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ, ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ଏବଂ ଆଇଗନ 
ଆଧାର ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର  i. T(x, y) = (y, – x) 

 ii. T(x, y) = (x + 2y, 3x + 2y)

11. ନଭିମ୍ନାକ୍ତ  ପ୍ରଭେ୍ୟକ ଭରୈଖିକ ଅପଭରଟର T : R3 → R3 ପାଇଁ ପ୍ରେଟି ିଆଇଗନ ଭପେଶ ପାଇଁ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ଏବଂ 
ଆଇଗନ ଆଧାର ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।

 i. T(x, y, z) = (2x + y, y – z, 2y + 4z)
 ii. T(x, y, z) = (x + y, y + z, –2y – z)
 iii. T(x, y, z) = (x – y, 2x + 3y + 2z, x + y + 2z)
 iv. T(x, y, z) = (3x + y + 4z, 2y + 6z, 5z)

12 ମନନକର T : R3 → R3  ଏକ ଭରୈଖିକ ଅପଭରଟର ଭଯପରକି ିକ୍ରମିେ ଆଧାର {(1, 2, 3), (1, 2, 0), 

(1, 0, 0)} ଅନୁରୂପ A =  ,T ର ଏକ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଅଭଟ। T ର ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ, ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର 

ଏବଂ ଆଇଗନ ଆଧାର ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ।

ଉତ୍ତର ମାଳା
1. –1, 1, 2 2. 2, 3, –2 3. a, b, c
4. 0, (–3, 1, 0); 1, (12, –4, –1); 0, (–3, 1, 0) 5. 1, (1, 1, –1); 2, (2, 1, 0); 0, (–3, 1, 0)
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6. (2, 2, 2); (1, 0, 0) 7. (1, 1, 1); (0, 0, 1) 8. –1, (–3, –1, 3); 2, (0, 1, 0); 3, (1, 1, 1)
9. 2, (1, 0, 0); –2, (0, 1, 1); –4, (0, 1, –1)

10. i. ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ନାହିଁ ; ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ନାହିଁ ; ଆଇଗନ ଆଧାର ନାହିଁ  
ii. ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ (–1, 4); ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର (–1, 1) ଏବଂ (2, 3); ଆଇଗନ ଆଧାର {(–1, 1), (2, 3)}
11. i. ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ (2, 3); ଆଇଗନ ଆଧାର {(1, 0, 0)}, {(1, 1, –2)} 
  ii. ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ (1); ଆଇଗନ ଆଧାର {(1, 0, 0)} 
 iii. ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ (1, 2, 3); ଆଇଗନ ଆଧାର {(1, 0, –1)}, {(2, –2, –1)} ଏବଂ {(1, –2, –1)} 
vi. ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ (2, 3, 5); ଆଇଗନ ଆଧାର {(–1, 1, 0)}, {(1, 0, 0)} ଏବଂ {(3, 2, 1)}
12. ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ (2, 3, 5); ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର (-1, 1, 0), (1, 0, 0) ଏବଂ (3, 2, 1) ଆଇଗନ ଆଧାର 
{(–1, 1, 0), (1, 0, 0), (3, 2, 1)}

ଟ୍ାନ୍ସଭପାଜ ସମ୍ନ୍ୀୟ  ଗୁଣଧମଣ୍ଣ): 
ଏଠାଭର ଆଭମ ଟ୍ାନ୍ସଭପାଜର ଭକଭେକ ଫଳାଫଳ ଆଭଲାଚନା କରବିା ଯାହକ ିବେିିନ୍ନ ସଂଖ୍ୟାତ୍ମକ ଗଣିେର ସମାଧାନ 
ଏବଂ ଉପପାଦ୍ୟର ପ୍ରମାଣ ପାଇଁ ବଭିଶଷୋଭବ ଦରକାରୀ ଅଭଟ, ଯଦ ି A ଏବଂ B ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ A ଏବଂ B ର 
ଯରାକ୍ରଭମ ଟ୍ାନ୍ସଭପାଜକୁ ସଚୂୀେ କରୁରାନ୍,ି  ଭେଭବ ନଭିମ୍ନାକ୍ତ ଫଳାଫଳ ମିଳରିାଏ:
i. (A′)′ = A

ii. (kA)′ = kA′, k, ଏକ ଭକେଲାର 
iii. (A + B)′ = A′ + B′,ଏଠାଭର  A ଏବଂ B ଗୁଣନ ଭଯାଗ୍ୟ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ।

5.3 ସମମମିତ ଏବଂ ବମିଷମ ସମମମିତ ମ୍ୟାଟ୍ମିକ୍ସ ସମ୍ବନ୍ଧୀୟ ଉପପାଦ୍ୟ : 
ଆନମ ଅଧ୍ାୟ 3 ଭର, ସମମିେ ଏବଂ ବଷିମ ସମମିେ ମାଟ୍କି୍ସ ର ସଂଜ୍ା ଆଭଲାଚନା କରସିାରଅିଛୁ | 
ଏଠାଭର ଆଭମ େତ୍ ସମ୍ନ୍େି ଭକଭେକ  ଉପପାଦ୍ୟ ଆଭଲାଚନା କରବିା:
ଉପପାଦ୍ୟ 1: ଏକ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ A ସମମିେ ଭହବାପାଇଁ ଆବଶ୍ୟକ ଓ ପଯଣ୍ଣ୍ୟାପ୍ତ ସତ୍ତଣ୍ଣ ଭହଉଛ ିA = A।
ପ୍ରମାଣ : ଆବଶ୍ୟକ ସର୍ତ୍ତ ।
ମଭନକର A = [aij] ଏକ n-ଧାଡ ିବଗଣ୍ଣୀୟ ସମମିେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଅଭଟ।
ଏହାର ଅରଣ୍ଣ aij = aji ଓ A′ ଅରଣ୍ଣାତ୍ A ର ଟ୍ାନ୍ସଭପାଜ ମଧ୍ୟ n- ଧାଡ ିବଗଣ୍ଣୀୟ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଅଭଟ ।
ବତ୍ତଣ୍ଣମାନ A′ର (i, j) ଉପାଦାନ ¾ A ର (j, i) ଉପାଦାନ 

 A ଏକ ସମମିେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ⇒ aij = aji ∀ i, j

 = A ର (j, i) ଉପାଦାନ
\ A = A′

ପଯଣ୍ଣ୍ୟାପ୍ତ ସତ୍ତଣ୍ଣ: 
ଏଠାଭର A = A′	
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ପ୍ରମାଣ କରବିାକୁ ଭହବ ଭଯ: A ଏକ ସମମିେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ।
ଯଦ ିA = A′, A ନଶିି୍େ n-ଧାଡ ିମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଭହବା ଉଚତି୍ ।
ଆଉ ମଧ୍ୟ Aର (i, j) ଉପାଦାନ = A′ ର (i, j) ଉପାଦାନ [ A = A′]

 = A ର (j, i) ଉପାଦାନ
\ A ଏକ ସମମିେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ।
ଉପପାଦ୍ୟ 2: ଏକ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ A ବଷିମ-ସମମିେ ଭହବା ପାଇଁ ଆବଶ୍ୟକ ଏବଂ ପଯଣ୍ଣ୍ୟାପ୍ତ ସତ୍ତଣ୍ଣ ଭହଉଛ ି A′	= –A

ପ୍ରମାଣ : 
ମଭନକର A = [aij] ଏକ n-ଧାଡ ିବଗଣ୍ଣୀୟ ବଷିମ ସମମିେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଅଭଟ।
ଭେଣୁ  aij = –aji.

ଭଯଭହେୁ ‘A’ ଏକ n-ଧାଡ ିବଗଣ୍ଣୀୟ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ, ଭେଣୁ A′ –A ମଧ୍ୟ n-ଧାଡ ିବଗଣ୍ଣୀୟ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ । 
ବତ୍ତଣ୍ଣମାନ A′	ର (i, j) ଉପାଦାନ = A ର (j, i) ଉପାଦାନ 

ଭଯଭହେୁ A ଏକ ବଷିମ ସମମିେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ  aij = –aji ∀i, j

 = – Aର (i, j) th   ଉପାଦାନ A′ = – A, 
ବପିରୀେକ୍ରଭମ ; ଯଦ ିA′ = – A, ଭେଭବ A ନଶିି୍େ ଏକ ବଗଣ୍ଣ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଭହବ।
ଆଉ ମଧ୍ୟ   Aର  (i, j) th ଉପାଦାନ  = A′ର ବଯୁିକ୍ତାତ୍ମକ (i, j) th ଉପାଦାନ [  –A′ = A]
= A ର  ବଯୁିକ୍ତାତ୍ମକ (j, i) th ଉପାଦାନ  
ଭେଣୁ: A ଏକ ବଷିମ-ସମମିେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ।
ଉପପାଦ୍ୟ 3: ଯଦ ିA ଏକ ବଷିମ-ସମମିେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ  ଏବଂ X ଏକ ସ୍ତମ୍ଭ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ, ଭେଭବ ଦଶଣ୍ଣାଅଭଯ X′ A X 

ଏକ ଶୂନ୍ୟ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଅଭଟ। 
ପ୍ରମାଣ : ଭଯଭହେୁ A ଏକ ବଷିମ ସମମିେ  ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଭେଣୁ  A′ = –A । ମଭନକର A, ଏକ ବଗଣ୍ଣ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଯାହାର 

ଅଡଣ୍ଣର  n ଅଭଟ ଏବଂ X ଏକ  ସ୍ତମ୍ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଯାହାର ଅଡଣ୍ଣର n × 1. ବତ୍ତଣ୍ଣମାନ ଏଠାଭର X′ ଏକ ଧାଡ ି ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଯାହାର 
ଅଡଣ୍ଣର 1 × n ଅଭଟ । ଭେଣୁ:  X′ AX, ଏକ 1 × 1 ଅଡଣ୍ଣର ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଭହବ ।

ମଭନକର  X′AX = B ---(1)

ଭଯଭହେୁ B ର ଅଡଣ୍ଣର 1 × 1 ଭେଭବ B′ = B, ଏବଂ B ଏକ ସମମିେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଭହବ ।
ଏଭବ ମଭନକର     (X′AX)′ = B′
\ X′ A′(X′)′ = B′ ⇒ X′A′X″ = B′
କନୁି୍ X″ ¾ X] A′ = –A ଏବଂ B′ = B
\ ଦତ୍ତ ଅଛ ିX′ (–A) X = B
 = –(X′ AX) = B

 = –B = B [ସମୀକରଣ (1) ରୁ]
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⇒ 2B = 0
⇒ B = 0
 X′AX ଏକ ଶୂନ୍ୟ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଅଭଟ ।

ଉପପାଦ୍ୟ 4: ଦଶଣ୍ଣାଅ ଭଯ ପ୍ରଭେ୍ୟକ ବଗଣ୍ଣ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଅନନ୍ୟ ୋବଭର ଦୁଇଟ ି ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସର ସମଷି୍ ୋଭବ ପ୍ରକାଶ 
କରାଯାଇପାଭର । , ଭଯଉଁଠାଭର  ଭଗାଟଏି ସମମିେ ଏବଂ ଅନ୍ୟଟ ିବଷିମ ସମମିେ 
ପ୍ରମାଣ : ମଭନକର A ଏକ ବଗଣ୍ଣ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଅଭଟ ଏଣୁ A କୁ ନଭିମ୍ନାକ୍ତ ପ୍ରକାଭର ଭଲଖାଯାଇପାଭର

 A =  (A + A′) +  (A – A′)

 = P + Q (ମଭନକର)

ଭଯଉଁଠାଭର  P =  (A + A′), Q =  (A – A′)

ବତ୍ତଣ୍ଣମାନ ଆଭମ ଦଶଣ୍ଣାଇବା ଭଯ P ଏକ ସମମିେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଏବଂ Q ଏକ ବଷିମ ସମମିେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଅଭଟ ।
ମଭନକର    P′ =  (A + A′)′ =  [(A′) + (A′)′]

 =  [A′ + A]

 =  [A + A′] = P

\ P ଏକ ସମମିେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ 

ଆଉମଧ୍ୟ  Q′ =  [A – A′]′

 =  [A′ – (A′)′]

 =  (A′ – A) = –  [A – A′] = –Q

\ Q ଏକ ବଷିମ ସମମିେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ 

ଏହପିର ିୋଭବ, ଆଭମ A କୁ ଏକ ସମମିେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଏବଂ ଏକ ବଷିମ ସମମିେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସର ସମଷି୍ ୋଭବ ପ୍ରକାଶ 
କଭଲ ।

ଏହମି ଅଭମିବ୍ୟକ୍ମିର ଅନନ୍ୟତା ପ୍ରମାଣ ନମିମ୍ନନର କରାଗଲା :
ମଭନକର A = R + S ଯାହାକ ିA ର ଅନ୍ୟ ଏକ ପରପି୍ରକାଶ, ଭଯଉଁଠାଭର R ଏକ ସମମିେ ଏବଂ S ଏକ ବଷିମ 

ସମମିେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଅଭଟ।
ବତ୍ତଣ୍ଣମାନ  A′ = (R + S)′ = R′ + S′
 = R – S { R′ = R, S′ = –S]

  (A + A′) =  [(R + S) + (R – S)] = R

\ R = P
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ଏବଂ   (A – A′) =  [(R + S) – (R – S)] = S

\ S = Q
ଭେଣୁ, ଏହ ିପରପି୍ରକାଶ A = P + Q ଅନନ୍ୟ ଅଭଟ

ନକନତକ ସମାହମିତ ଉଦାହରଣ

ଉଦାହରଣ 5.16 ଯଦ ି  A = , ଭେଭବ ଏହାକୁ ଏେଳ ି ପ୍ରକାଶ କର ଭଯପରକି ି A = B + C 

ଭଯଉଁଠାଭର B ଏକ ସମମିେ ଓ C ଏକ ବଷିମ ସମମିେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ

ସମାଧାନ: ଆମର ଅଛ ି A = 

ଏହାକୁ ଟ୍ାନ୍ସଭପାଜ କଭଲ ଆଭମ ପାଉ  A′ = 

A ଏବଂ A ଭଯାଗକର,ି ଆଭମ ପାଉ,

 A + A′ =  ...(1)

A ରୁ A କୁ ବଭିୟାଗ କର ିଆଭମ ପାଇବା

 A – A′ =  ...(2)

(1) ଏବଂ (2) କୁ ଭଯାଗକର ିଆଭମ ପାଇବା

 2A = 

 କମି୍ା  A = 
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               = ସମମିେ + ବଷିମ ସମମିେ

ଉଦାହରଣ 5.17   କୁ ଏକ ସମମିେ ଏବଂ ଏକ ବଷିମ ସମମିେ  ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସର ସମଷି୍ ୋଭବ ପ୍ରକାଶ 
କର । 

ସମାଧାନ: ମଭନକର  A = 

ଏହାକୁ ଟ୍ାନ୍ସଭପାଜ କଭଲ ଆଭମ ପାଇବା 

 A′ = 

A ଏବଂ A ଭଯାଗ କଭଲ A + A′ =  ...(1)

A ରୁ A  ବଭିୟାଗ କଭଲ,ଆଭମ ପାଇବା A – A′ =  ...(2)

 (1) ଓ (2) କୁ ଭଯାଗକର ିଆଭମ ପାଇବା

 2A = 

 କମି୍ା          A = 

                   = ସମମିେ + ବଷିମ-ସମମିେ
ଉଦାହରଣ 5.18 ଯଦ ି A ଏକ-ଅଯୁଗ୍ମ କମି୍ା ଯୁଗ୍ମ ଅଡଣ୍ଣରର ବଷିମ ସମମିେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଭହାଇରାଏ, ଭେଭବ ଏକ 
ଉଦାହରଣ ମାଧ୍ୟମଭର ପ୍ରମାଣକର ଭଯ A ର ଡଟିରମିନାଣ୍ଟ ସବଣ୍ଣଦା ଯରାକ୍ରଭମ ଶୁନ୍ : (0) କମି୍ା ବାସ୍ତବ ସଂଖ୍ୟା ଭହବ ।

ସମାଧାନ: (1) ମଭନକର  A = ] ’ A ’ଏକ ବଷିମ ସମମିେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଯାହାର ଅଡଣ୍ଣର ଅଯୁଗ୍ମ 
ଅଭଟ । 

          ଭେଭବ | A | = 0(0 + 16) – 2(0 + 12) + 3(8 + 0)
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 = 0 – 24 + 24 = 0

(2) ଯଦ ିA =  ଅରଣ୍ଣାତ୍  A ଏକ ବଷିମ ସମମିେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଯାହାର ଅଡଣ୍ଣର ଯୁଗ୍ମ ଅଭଟ ।
ଭେଭବ, | A | = 0 + 1 = 1 ଅରଣ୍ଣାତ୍ ଏକ ବାସ୍ତବ ସଂଖ୍ୟା 

ଇତମିହାସ :

ଅନ୍ଗୁଣ୍ଣଣ  ଫଳ, ଲମ୍ ଭକାଣୀୟ ଫଳନ ବସି୍ତାରର ଧାରଣାରୁ ଉତ୍ପତ୍ତ ି ଭହାଇଥିଲା, ଭଯପରକି ି ଭଫାରଅିର ଭରେଣୀ। 
ଉଚ୍ଚଭକାଟୀର ଭଫାରଅିର ଭରେଣୀ ସହେି, ଫଳନର ଲମ୍ ଭକାଣୀୟୋର ସମ୍ପକଣ୍ଣ ପ୍ରରଭମ ଅନୁେବ କରାଯାଇଥିଲା। ଭେଣୁ, 
ଅନ୍ଗୁଣ୍ଣଣ ଫଳ ଏକମାତ୍ର ଭପେଶ୍ ର ଏକ ରୂପ ଥିଲା। ଭଦ୍ୈେର ଧାରଣା ଦଶନ୍ ିପଭର ଆସଲିା, ଭକବଳ ରଭର ଭଲାକମାଭନ 
ଜାଣିଭଲ ଭଯ ଭସମାଭନ ଭଦ୍ୈେ କୁ ଭପେଶ୍  ଅଲଗା କରବିାକୁ ବାଧ୍ୟ ଭହଭଲ, 1878 ମସହିାଭର, ଭ୍ାଭବନୟିସ 
ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସର ରାଙ୍କକୁ ପରଚିୟ କରାଇଥିଭଲ ଏବଂ ଏହାକୁ ଲମ୍ୀୟ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସର ସଂଜ୍ାଭର ବ୍ୟବହାର କରଥିିଭଲ। ଭସହ ି
ବକିାଶ ପରଠାରୁ ଏହ ିମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଗୁଡକି ଅଗ୍ରଣୀ ଭକ୍ଷତ୍ରଭର ଭମରୁଦଣ୍ଡ ପାଲଟଛି ିଭଯପରକି,ି କି୍ରଭପ୍ଟାଗ୍ରାଫି, କମୁ୍ପ୍ୟଟର 
ସାଇନ୍ସ, ଇଞି୍ନୟିରଂି ଇେ୍ୟାଦ।ି 

5.4 ଲମ୍ବଧୀୟ ମ୍ୟାଟ୍ମିକ୍ସ
ଏକ ବାସ୍ତବ ବଗଣ୍ଣୀୟ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ A କୁ ଲମ୍ୀୟ କୁହାଯାଏ , ଯଦ ିAA′ = A′A = I 

5.4.1 ଲମ୍ବଧୀୟ ମ୍ୟାଟ୍ମିକ୍ସର ଗୁଣଧମତ୍ତ
a. ଯଦ ିA ଏକ ଲମ୍ୀୟ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ହୁଏ, ଭେଭବ | A | = ± 1-

ପ୍ରମାଣ:ଭଯଭହେୁ ଏକ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସର ଧାଡ ିଏବଂ ସ୍ତମ୍ଭକୁ ଅଦଳବଦଳ ଦ୍ାରା ଡଟିରମିନାଣ୍ଟ ବଦଳନିରାଏ| A′ | =| A |

ପୁନଶ୍ ସଂଜ୍ା ଅନୁସାଭର  ଯଦ ିA ଲମ୍ୀୟ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ,ଭେଭବ AA′ = I
 | AA′ | = | I |
 | A | | A′ | = | I |
 | A |2 = 1
 | A | = ± 1

ମନ୍ବ୍ୟ: ଯଦ ିA ଏକ n ଅଡଣ୍ଣରର ଲମ୍ୀୟ ବଗଣ୍ଣ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ, ଭହାଇରାଏ, ଭଯଭହେୁ | A | = ± 1] ଭେଭବ Aର 
ରାଙ୍କ = n

b. ଯଦ ିA ଏକ ଲମ୍ୀୟ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ, ଭେଭବ A–1 ର ଅସ୍ିତ୍ୱ ଅଛ ି ଏବଂ ଏହା A′ ସହ ସମାନ ଅଭଟ।
ପ୍ରମାଣ: ଆଭମ ଜାଣୁ ଭଯ ଯଦ ିA ଏବଂ B ଦୁଇଟ ିଏପର ିମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ପାଇଁ  AB = BA = I  ଭେଭବ B କୁ A ର ବୁ୍ୟେକ୍ରମ 

କୁହାଯାଏ । ଏବଂ A ର ବୁ୍ୟେକ୍ରମର ଅସ୍ତି୍ୱ ପାଇ ଁ| A | ≠ 0 ଏକ ଆବଶ୍ୟକ ଏବଂ ପଯଣ୍ଣ୍ୟାପ୍ତ ସତ୍ତଣ୍ଣ ଅଭଟ । (a) 
ଅନୁସାଭର ଯଦ ିA ଲମ୍ୀୟ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଭହାଇରାଏ, ଭେଭବs | A | = ± 1 ≠ 0, 

 A–1 ଅସି୍ତତ୍ୱ ଅଛ ି।
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ଅଧିକନୁ୍   AA′ = I

ଉେୟ ପାର୍ଣ୍ଣଭର A–1 କୁ ଗୁଣନ କଭଲ  
 A–1 (AA′) = A–1 . I
 (A–1 A) . A′ = A–1

 IA′ = A–1

 A′ = A–1

c-  ଯଦ ିA ଏବଂ B ଦୁଇଟ ିn-ଅଡଣ୍ଣରର  ଲମ୍ୀୟ  ବଗଣ୍ଣ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ, ଭେଭବ AB ଏବଂ BA ମଧ୍ୟ ଲମ୍ୀୟ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ।
ପ୍ରମାଣ: ଭଯଭହେୁ A ଏବଂ B n ଅଡଣ୍ଣରର ବଗଣ୍ଣ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଅଟନ୍ ି | ଭେଭବ AB ଏବଂ BA, ସଂଜ୍ାକୃେ ଏବଂ 

ଭସମାଭନ n ଅଡଣ୍ଣର ବଗଣ୍ଣ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଅଟନ୍ ି।
ଭଯଭହେୁ  A,ଏବଂ B ଲମ୍ୀୟ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ
 | A | ≠ 0, | B | ≠ 0 ଏବଂ A–1 B–1 ର ଅସି୍ତତ୍ୱ ଅଛ ି। 
 ପୁନବଣ୍ଣାର | AB | = | A | | B | ≠ 0
\ (AB)–1 ଅସି୍ତତ୍ୱ ଅଛ ି।
ବତ୍ତଣ୍ଣମାନ  (AB)′ = B′A′
⇒	ଅଧିକନୁ୍  (AB)′ (AB) = B′A′ AB
 = B′(A′A) B
 = B′ IB = B′B = I [ A′A = I]

ଭେଭବ (AB)′ AB ର ବୁ୍ୟେକ୍ରମ ଭହବ
 \ AB ଲମ୍ୀୟ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଅଭଟ।
ଟପି୍ ଣୀ : ଯଦ ିA ଏକ ଲମ୍ୀୟ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ, ଭେଭବ | A | =  ±1

ଯଦ|ି A | = 1] ଭେଭବ A କୁ ସଂଗେ ଲମ୍ୀୟ  ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ କୁହାଯିବ । 

ମନ୍ବ୍ୟ: ସଂଖ୍ୟାତ୍ମକ ଭରୈଖିକ ବୀଜଗଣିେ ପାଇଁ ଲମ୍ୀୟ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସର ରହଥିିବା ଅଭନକ ଗୁଣ ଧମଣ୍ଣରୁ । ସଂଖ୍ୟାତ୍ମକ 
ବଭିଶଲେଷଣ, ଅଭନକ ଲାେ ପାଇରାଏ। ଉଦାହରଣ ସ୍ୱରୂପ,ଅନ୍ଗୁଣ୍ଣଣଫଳ ଭପେସ ବା ଆଧାରର ଲମ୍ିକ ପରବିତ୍ତଣ୍ଣନ ପାଇଁ 
ଅଭରଣ୍ଣାନମଣ୍ଣାଲ ଆଧାରର ଗଣନା ଆବଶ୍ୟକ ଭହାଇରାଏ; ଉେୟ ଲମ୍ୀୟ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ର ରୂପ ଗ୍ରହଣ କରନ୍ ି।

ନକନତକ ସମାହମିତ ଉଦାହରଣ

ଉଦାହରଣ 5.19 ସେ୍ୟୋ ପରୀକ୍ଷା କର ଭଯ  A =  ଲମ୍ୀୟ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଅଭଟ।

ସମାଧାନ: ଏଠାଭର  A = 
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\ A′ = 

    ଏବଂ              AA′ = 

 =   = I

ଭେଣୁ A ଏକ ଲମ୍ୀୟ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ  ଅଭଟ A

ଉଦାହରଣ 5.20  a, b, g ର ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ଭଯଭେଭବଭଳ  ଲମ୍ୀୟ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଅଭଟ।

ସମାଧାନ: ମଭନକର  A = 

A ର ଟ୍ାନ୍ସଭପାଜ କର ିଆଭମ ପାଉ,   A′ = 

ଯଦ ିA ଲମ୍ୀୟ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଭହାଇରାଏ ,ଭେଭବ  AA′ = I

\ AA′ = 

 = 

 4b2 + g2 = 1 ...(1)

ଏବଂ  –2b2 + g2 = 0 ⇒ b2 =  ...(2)

 (1)ରୁ 4.  + g2 = 1 [  ] 
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 2g2 + g2 = 1 ⇒ 3g2 = 1 ⇒ g = ± 

ଆଉମଧ୍ୟ b2 =   (2)ରୁ  ⇒ b = ±  [ a2 + b2 + g2 = 1]

ଆଉମଧ୍ୟ ଆମର ଅଛ ି  a2 = 1 – b2 – g2

 = 

 a2 = 

⇒ a = ± 

ଉଦାହରଣ 5.21  ଯଦ ି A =  ପ୍ରମାଣ କଭର ଭଯ  A–1 = A′] A′ ର ଟ୍ାନ୍ସଭପାଜ A ଅଭଟ ।

ସମାଧାନ: ଆମର ଅଛ ିA = , ଏବଂ A′ = 

\ AA′ = 

 = 

 = 

⇒ AA′ = I ⇒ A′ = A–1 

ଉଦାହରଣ 5.22  ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ  A =  ଲମ୍ୀୟ ଅଭଟ କ ି?
ସମାଧାନ:

A = 

 ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ A ର ଟ୍ାନ୍ସଭପାଜ A′ = 
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\ A′A = 

 =  =  ≠ I

ଭେଣୁ A ଲମ୍ୀୟ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ନୁଭହଁ।  

ଉଦାହରଣ 5.23  ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ  A =  ଲମ୍ୀୟ ଅଭଟ କ ି?

ସମାଧାନ: ଟ୍ାନ୍ସଭପାଜ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ

 A′ = 

\ A′A = 

 = 

 =  = I

ଭେଣୁ ଦତ୍ତ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଲମ୍ୀୟ ଅଭଟ ।

ପ୍ରଶ୍ନମାଳା 5.2

1. ଯଦ ିA =  ଏବଂ B =  ଭେଭବ(AB)′ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ଓ ଏହାର ସେ୍ୟୋ ପରୀକ୍ଷା କର ଭଯ  
(AB)′ = B′A′

2. ଯଦ ିA =  ଭେଭବ ଦଶଣ୍ଣାଅ ଭଯ  AA′	ଏବଂ A′A ଉେୟ ସମମିେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଅଟନ୍ ି।

3. ଯଦ ିA ଏବଂ B ସମମିେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ, ଭେଭବ ଦଶଣ୍ଣାଅ ଭଯ AB-BA ଏକ ବଷିମ-ସମମିେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଅଭଟ ।
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4. ନମି୍ନଭର ଦତ୍ତ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ A କୁ ସମମିେ ଏବଂ ଏକ ବଷିମ-ସମମିେ  ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ସମଷି୍ ୋଭବ ପ୍ରକାଶ କର ।
1 2 4
2 5 3
1 6 3

A
 
 = − 
 − 

5. ପ୍ରମାଣ କରଭଯ ନମି୍ନଲିଖିେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଲମ୍ୀୟ ଏବଂ  A–1 ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର

 A =  

6. ଯଦ ିA =  ଲମ୍ୀୟ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଭେଭବ a, b, ଏବଂ c ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର। 

7. ଦତ୍ତ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସକୁ ଯାଞ୍ଚ କରନୁ୍ ଲମ୍ୀୟ କ ିନୁଭହଁ?

 A = 

8. ନମି୍ନଲିଖିେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଲମ୍ୀୟ ଅଭଟ କ ି ? 

 A = 

9. ପ୍ରମାଣ କର ଭଯ ନମି୍ନଲିଖିେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଲମ୍ୀୟ ଭେଣୁ  A–1 ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।

 i.    ii.  iii.  

10. ଯଦମି  3A = ଏବଂ ଯଦ ିA ଲମ୍ୀୟ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଭେଭବ a, b, c ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର। 

11. ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ A କୁ ଏକ ସମମିେ ଓ ଏକ ବଷିମ ସମମିେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସର ସମଷି୍ ୋବଭର ପ୍ରକାଶ କର ।

 A = 

12. ନମି୍ନଲିଖିେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଗୁଡକି ପ୍ରକୃେ ଲମ୍ୀୟ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ କମି୍ା ଅସଂଗେ ଲମ୍ୀୟ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଯାଞ୍ଚ କର :

 i.  ii.  iii. 
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ଉତ୍ତର ମାଳା

1.   4. ସମମିେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ = ; ବଷିମ ସମମିେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ  = 

5. A′ A ର ବୁ୍ୟେକ୍ରମ   6. 

7. ନୁଭହଁ   8. ନୁଭହଁ 9. i.  

ii.  iii. 

10. a = 2, b = 2, c = 1

11. ସମମିେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ = ; ବଷିମ-ସମମିେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ = 

12.   ଅସଂଯୁକ୍ତ   ii. .  ପ୍ରକୃେ  iii. ଲାମ୍ୀୟ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ନୁଭହଁ 
5.5   ନରୈଖିକ ଅପନରଟରର  କର୍ତ୍ତଧୀକରଣ

 ଏକ ଭରୈଖିକ ଅପଭରଟର T: V → V ନଆିଯାଉ । ଭେଭବT କୁ କର୍ଣ୍ଣୀକରଣ କରାଯାଇ ପାରବି ଯଦ ିଏହା ଏକ କର୍ଣ୍ଣୀ  
ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ D ୋଭବ ପ୍ରକାଶ କରାଯାଇପାରବି। ଏହପିରେିାଭବ T କର୍ଣ୍ଣୀକରଣୀୟ  ଅଭଟ ଯଦ ିଓ ଭକବଳ ଯଦ ିV ର ଏକ 
ଆଧାର ମିଳରିାଏ ଭଯପରକି ିB େିତ୍ତକି T ର ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଏକ କର୍ଣ୍ଣୀ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ D  
5.5.1  ମ୍ୟାଟ୍ମିକ୍ସର କର୍ତ୍ତଧୀକରଣ
ମଭନକର ଏକ ବଗଣ୍ଣ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ A ର ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ1, 2 ...n   ଓ ଭସମାନଙ୍କର ଆଇଗନ୍ ଭେକ୍ଟର ଯରାକ୍ରଭମ  
x1, x2, ..., xn । 
ଭେଭବAxi = lixi,

 x1, x2, ..., xn] ବଗଣ୍ଣ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ  B ର ସ୍ତମ୍ । ଆଭମ P କୁ [x1, x2, ..., xn], ରୂପଭର ଭଲଖିପାରବିା 
 AP = A[x1 x2 ... xn] = [Ax1 Ax2 ... Axn]

= [l1x1 l2x2 ... lnxn]  [ସଂଜ୍ା ଭହେୁ] = PD

 [ P ଏବଂ D କୁ ସମୂ୍ପର୍ଣ୍ଣ ୋଭବ ପ୍ରକାଶ କରବିା ଏବଂ ଭସମାନଙ୍କର ଗୁଣନ ଦ୍ାରା ଆଭମ ଏହ ି ଭସାପାନକୁ ପରୀକ୍ଷା 
କର ିପାରବିା]
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ଭଯଉଁଠାଭର  D = 

⇒	ଏହା ଦଶଣ୍ଣାଇରାଏ	  P–1 AP = D

ଏହ ିପର୍େ ିଅସଫଳ ହୁଏ ଭଯଭେଭବଭଳ A ପାଇଁ  n ଭରୈଖିକ ସ୍ୱେନ୍ତ୍ର ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ଇବ୍ଧ ହୁଏନାହିଁ ଏହ ିପ୍ରକାର 
ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ କର୍ଣ୍ଣୀକରଣୀୟ  ଭହବନାହିଁ । ଭଯଭେଭବଭଳ n ଭରୈଖିକ  ସ୍ୱେନ୍ତ୍ର ଆଇଗନ  ଭେକ୍ଟର ନ ମିଭଳ, ଭସଭେଭବଭଳ  
P ଅଣସଂିଗୁଲାର ଭହାଇରାଏ ଏବଂ P–1 AP ଏକ କର୍ଣ୍ଣୀ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଏବଂ ଆଇଗନ ମଲୁ୍ୟ ଏହାର କର୍ଣ୍ଣ ଉପାଦାନ। 
ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ P ଯାହା ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ Aକୁ କର୍ଣ୍ଣୀକରଣ କରବିା ପାଇଁ ବ୍ୟବହୃେ ହୁଏ , ଏହାକୁ Aର ଭମାଡାଲ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ କୁହାଯାଏ 
ଏବଂ ଏହପିର ିପ୍ରାପ୍ତ ଭହାଇଥିବା କର୍ଣ୍ଣୀ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ Aର ଭସଠେକ୍ଟ ା୍ଲ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ।
ଦୁଇଟ ିମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ A ଏବଂ C କୁ ସଦୃଶ ଭହଭବ, ଯଦ ିଏକ ଅଣସଂିଗୁଲାର  ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ B ମିଭଳ ଭଯପରକିି

1C B AB−=   
ପେଷ୍ ୋବଭର, ଏକ କର୍ଣ୍ଣୀକରଣୀୟ  ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ A ଏକ କର୍ଣ୍ଣୀ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ D ର ସଦୃଶ ଅଭଟ ।
ଟପି୍ପଣୀ: ସଦୃଶ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ମାନଙ୍କର  ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ସମାନ । 

ଆକଷତ୍ତଣଧୀୟ ତଥ୍ୟ
1. ଏହା ଭକଭେକ ଗଣନାକୁ ମହତ୍ୱପୂର୍ଣ୍ଣ ୋଭବ ସରଳକୃିେ କରରିାଏ | ଯାହାବ ି ଭହଉ, କର୍ଣ୍ଣୀକରଣର ପ୍ରରମ 

ବ୍ୟବହାର ମାଭକଣ୍ଣାେ ପ୍ରଭସସ ଭର ଭଦଖାଯାଇଥିଲା,ଭଯଉଁଠାଭର କ ି (ବଗଣ୍ଣ)ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସର  ବ୍ୟବହାର ଅଧିକରୁ 
ଅଧିକ କରାଯାଇଥିଲା ଏବଂ ମାଭକଣ୍ଣାେ ପ୍ରଣାଳୀର ବହୁଳ ୋବଭର ପ୍ରଭୟାଗ ଭହାଇରାଏ ଭଯପରକି ି• ବଜାର   
• ପାଣିପାଗ େବଷି୍ୟବାଣୀ • ଭଜଭନଟକିସ • ଗ୍ୟାସର ବସି୍ତାର

 • ସବୁଠାରୁ ପ୍ରସରି୍ ଭହଉଛ ିଗୁଗୁଲର ଭପଜ୍ ରାଙି୍କଙ୍ଗ ଆଲଭଗାରଦିମ୍ ।
2- ଏହାର ପ୍ରଭୟାଗ ଭମକାନକି୍ସଭର ମଧ୍ୟ କରାଯାଏ । ଉଦାହରଣ ସ୍ୱରୁପ, ଜଡ଼ତ୍ୱର ମଖୁ୍ୟ ଅକ୍ଷ ପାଇବାର ଏକ 

ଉପାୟ (ଜଡତ୍ୱର ଭଟନ୍ସର ଏକ କର୍ଣ୍ଣୀକରଣୀକୃେ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ) 
3. ଅନ୍ୟ ଏକ ପ୍ରଭୟାଗ ଭହଉଛ ିଭଦାଳନ ସଷି୍ମର ନମଣ୍ଣାଲ ଭମାଡଭର (ଯାହା ଏକକାଳୀନ ୋଭବ କାଇଭନଟକି୍ ଶକି୍ତ 

ଏବଂ ଭପାଭଟନ୍ସଆିଲ ଶକି୍ତ େଳ ିଦୁଇଟ ିମ୍ୟାଟ୍କି୍ସର କର୍ଣ୍ଣୀକରଣ ଆବଶ୍ୟକ କରରିାଏ)  ।

ବାସ୍ତବ ଜଧୀବନନର ପ୍ରନୟାଗ:
• କର୍ଣ୍ଣୀକରଣ ର ଏକ ଗୁରୁତ୍ୱପୂର୍ଣ୍ଣ ବ୍ୟବହାର ଭହଉଛ,ି ଉଚ୍ଚ ଘାେ ଥିବା ମାଟ୍କି୍ସକୁ ଦକ୍ଷୋ ସହେି ଗଣନା କରବି 

।ଯଦAି=M-1DM, An=M-1Dnm ଉପଭରାକ୍ତ ଗୁଣ ଧମଣ୍ଣ ଉଚ୍ଚ ଘାେ ମାଟ୍କି୍ସ A ର ଗଣନା କରବିା ସହଜ 
କରରିାଏ, ଭଯଭହେୁ An ର ଗଣନା େୁଳନାଭର Dn ର ଗଣନା ଅଧିକ ସହଜ ଅଭଟ ।
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• ଭମିଡମିଓ ସଂନଯାଗ (ଉତ୍ସ: NPTEL) 

ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ 

ଓ ଆଇଗନ 

ଭେକ୍ଟର

ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ 
ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ନରି୍ଣ୍ଣୟ 
ପର୍େ ିଏବଂ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସର 

କର୍ଣ୍ଣୀକରଣ

ନକନତକ ସମାହମିତ ଉଦାହରଣ 

ଉଦାହରଣ 5.24 A =  କୁ କର୍ଣ୍ଣୀକରଣ କର ଏବଂ ଭମାଡାଲ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର 

ସମାଧାନ: A ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ର ଭବୈଶଷି୍୍ୟ ସମୀକରଣ,   | A – lI |  = 0

  = 0

⇒ (–1 – l) [–l(2 – l) + 1] – 2[–l + 1] – 2[–1 + 2 – l] = 0
⇒ (–1 – l) [l2 – 2l + 1] – 2[–l + 1] –2 [–l + 1] = 0
⇒ (–1 – l) (1 – l)2 – 4(1 – l) = 0
⇒ (1 – l) [(–1 – l) (1 – l) – 4] = 0
⇒ (1 – l) (l2 – 5) = 0

⇒ l = 1, ± 

ଏଠାଭର ଆଭମ ମିଳଥିିବା ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ଅନୁରୂପଭର ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ନରି୍ଣ୍ଣୟ କରବିା ।

    =1 ପାଇଁ        ମଭନକର X1 = ] 

 ଏକ ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର, ଭଯପରକି ି      
 AX1 = lX1

⇒ (A – lI)X1 = 0

  = 

 –2x1 + 2y1 – 2z1 = 0
⇒  –x1 + y1 – z1 = 0 ...(1)
 x1 + y1 + z1 = 0 ...(2)
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 –x1 – y1 – z1 = 0 ⇒ x1 + y1 + z1 = 0
 2y1 = 0 ⇒ y1 = 0

ସମୀକ�ଣ (1) ଏବଂ (2) ର�ୋଗ କଲୋପର�  –x1 – z1 = 0 ⇒ –x1 = z1

 z1 = –1, ⇒ x1 = 1

\ X1 = 

5=l  ପୋଇଁ, ମରନକ�X2 = ,ଏକ ଆଇଗନ ରେକ୍ଟ� ଅରେ ର�ପ�କି ି। 

 AX2 = l X2

  X2 = 0

  = 

 x2 + 2y2 – 2z2 = 0 ...(3)

 x2 + y2 + z2 = 0 ...(4)
 –x2 – y2 – z2 = 0 ...(5)

ସମୀକ�ଣ (4) ଏବଂ (5) ର�ୋଗ କ�ବିୋ ପର�  = 0
 y2 = –z2

 z2 = 1  ନଆି�ୋଉ,ରତରବ   y2 = –1

ସମୀକ�ଣ 5�ୁ  –x2 = y2 +  = –1 + 

 x2 = 1 – 

\ X2 = 

 5= −l  ପୋଇଁ, ମରନକ�X3 = , ଏକ ଆଇଗନ ରେକ୍ଟ� ର�ପ�କି,ି 

 AX3 = l X3

  X2 = 0



ରେକ୍ଟ� ରପେଶ୍  II | 433

  = 

 x3 + 2y3 – 2z3 = 0 ...(6)

 x3 + y3 + z3 = 0 ...(7)

 –x3 – y3 + z3 = 0 ...(8)

ସମୀକ�ଣ (7( ଏବଂ (8) ର�ୋଗ କ�ବିୋ ପର�,     y3 + z3 = 0
 y3 = –z3

 z3 = 1 ⇒ y3 = –1

8�ୁ , –x3 = y3 – z3 = –1 – 

 x3 = 1 + 

\ X3 = 

ରମୋଡୋଲ ମ୍ୋଟ୍କି୍ସ   P = 

⇒ | P | = –  ≠ 0

\ P–1 = 

 = 

 P–1 AP = D

 D = 
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 D =  = .

ଉଦାହରଣ 5.25 ଦର୍ୋଅ ର� ମ୍ୋଟ୍କି୍ସA =  ରଷେତ୍ର C ଉପର� କର୍୍ୀକ�ଣୀୟ ନୁରେଁ।

ସମୋଧୋନ: ଦତ୍ତ  ମ୍ୋଟ୍କି୍ସ� ରବୈରଷି୍ଟ ସମମୀକ�ଣ

 | A – lI | = 0

  = 0

 l = 2, 2

\ ଏକମୋତ୍ର େିନ୍ନ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ 2 

�ଦ ିX =  ଅନୁ�ୂପ ଆଇଗନ ରେକ୍ଟ� େୁଏ,ରତରବ 

 AX = lX

 [A – lI]X = 0
 [A – 2I]X = 0

l = 2 ପୋଇ ଁ  = 

 0x + y = 0 ⇒ y = 0

x = 1, y = 0 ରନରଲ X =  େିଁ l= 2 ଅନୁ�ୂପ ଏକମୋତ୍ର ଆଇଗନ ରେକ୍ଟ� ଅରେ ।

ଏଣୁ ଦତ୍ତ (ବଗ୍) ମ୍ୋଟ୍କି୍ସ� ଏକମୋତ୍ର  ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଆଇଗନ ରେକ୍ଟ�  ଅଛ ି।
ରତଣୁ ଦତ୍ତ ବଗ୍ ମ୍ୋଟ୍କି୍ସ A କର୍୍ୀକ�ଣୀୟ ନୁରେଁ ।

[ଦତ୍ତ ମ୍ୋଟ୍କି୍ସ A କର୍୍ୀକ�ଣୀୟ, ରେବୋପୋଇଁ ଏେୋ� ନରି୍ଟତି େୋରବ 2େ ିର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଆଇଗନ ରେକ୍ଟ� �େବିୋ 
ଆବର୍କ ] 
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ଉଦାହରଣ 5.26 ଦର୍ୋଅର� ମ୍ୋଟ୍କି୍ସ A =  କର୍୍ୀକ�ଣୀୟ ଅରେ ।

ସମୋଧୋନ: ଆରମ ର�ଉଁେଳ ିଉଦୋେ�ଣ 5.4 ପଷୃ୍ୋର� କ�ଥିିରଲ ରସେ ିଉପୋୟର� ଆଇଗନ ମଲୂ୍ ଏବଂ ଆଇଗନ 
ରେକ୍ଟ�  ପ୍ରଥରମ ନରି୍୍ୟ କ�ବିୋ । 

ଏେୋ ପର�, କର୍୍ୀକ�ଣ ପ�ୀଷେୋ କ�ବିୋ ।
ର�ରେତୁ A ମ୍ୋଟ୍କି୍ସ� 3େ ି ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଆଇଗନ ରେକ୍ଟ� ଅଛ,ି ରତଣୁ ଦତ୍ତ ମ୍ୋଟ୍କି୍ସ କର୍୍ୀକ�ଣୀୟ ଅରେ । 

ଉଦାହରଣ 5.27 ଦତ୍ତ ମ୍ୋଟ୍କି୍ସ A = � କର୍୍ୀକ�ଣ ଷେମତୋ ପ�ୀଷେୋ କ� । 

ସମାଧାନ: ଉଦାହରଣ 5.5 ସଦୃର ସମୋଧୋନ କ�ବିୋ ଏେୋପର�  କର୍୍ୀକ�ଣ ପ�ୀଷେୋ କ�ବି ।
ର�ରେତୁ, A ମ୍ୋଟ୍କି୍ସ� 3େ ିର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଆଇଗନ ରେକ୍ଟ� ଅଛ,ିରତଣୁ ଦତ୍ତ ମ୍ୋଟ୍କି୍ସ କର୍୍ୀକ�ଣୀୟ ଅରେ । 
ଉଦାହରଣ 5.28 ର�ୈଖିକ ଅପର�େ�  T : R2 → R2 ପୋଇ ଁT(x, y) = (–5x + 2y, 2x – 2y) T�  କର୍୍ୀକ�ଣଷେମତୋ 

ପ�ୀଷେୋ କ�।
ସମାଧାନ : ଦତ୍ତ T(x, y) = (–5x + 2y, 2x – 2y)

R2 � ମୋନକ ଆଧୋ� ସେ ଥିବୋ ମ୍ୋଟ୍କି୍ସ A =  ଅରେ ।

ବତ୍ତ୍ମୋନ ଉଦୋେ�ଣ 5.6 ସଦୃର ଆରମ ସମୋଧୋନ କ�ବିୋ, 
ଏେୋପର�, ର�ରେତୁ T �  2େ ିର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର୍ର୍ ଆଇଗନ ରେକ୍ଟ� ଅଛ,ି ରତଣୁ T କର୍୍ୀକ�ଣୀୟ ଅରେ  ।

[ଏେପି� ିେୋବର� , ବଦି୍ୋଥ୍ୀମୋରନ କର୍୍ୀକ�ଣୀୟ ଅବଧୋ�ଣ ଉପର� ଆଧୋ�ତି ଅଧିକ ପ୍ରର୍ୋବଳୀ ଅେ୍ୋସ 
କ�ପିୋ�ରିବ ]

ପ୍ରଶ୍ାବଳୀ 5.3

1. ଦର୍ୋଅର� ଦତ୍ତ ମ୍ୋଟ୍କି୍ସ ଗୁଡକି କର୍୍ୀକ�ଣୀୟ i. A =  ii.A = 

2. ଦର୍ୋଅ ର� ଦତ୍ତ ମ୍ୋଟ୍କି୍ସ  A = କର୍୍ୀକ�ଣୀୟ ନୁରେଁ । 

3. A =  � କର୍୍ୀକ�ଣୀୟ ଷେମତୋ ପ�ୀଷେୋକ� ।
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4. ଦତ୍ତ ମ୍ୋଟ୍କି୍ସ A =  କର୍୍ୀକ�ଣୀୟ କ ିନୁରେଁ । ଉପ�ୁକ୍ତ କୋ�ଣ ଦର୍ୋଇ ନଜି ଉତ୍ତ�କୁ ସମଥ୍ନ 
କ�

ଉତ୍ତ� ମୋଳୋ 

3. କର୍୍ୀକ�ଣୀୟ
4. .େଁ, କର୍୍ୀକ�ଣୀୟ,ର�ରେତୁ ପ୍ରରତ୍କ ଆଇଗନ ମଲୂ୍�, A.M  = ପ୍ରରତ୍କ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ G.M ।
5.6   ଅନ୍ତର୍ଗୁଣ ଫଳ ସ୍ପେଶ୍
ଏକ ରେକ୍ଟ� ରପେଶ୍ ଏବଂ ଏେୋ� ସଂଜ୍ୋକୃତ ଅନ୍ତଗୁ୍ଣ ଫଳ କୁ ଅନ୍ତଗ୍ୁଣଫଳ ରପେଶ୍ କୁେୋ�ୋଇଥୋଏ ।

ଦୁଇେ ିରେକ୍ଟ�  ଏବଂ  � ଅନ୍ତଗୁ୍ଣଫଳ କୁ <u, v> କମି୍ୋ(u, v) େୋବର� ସଚୂତି କ�ୋ�ୋଏ ।

ଦୁଇେ ିରେକ୍ଟ�  ଏବଂ  ସ୍ୋଲୋ� ଗୁଣନ ଆମକୁ ଜଣୋଅଛ ି। ରସେପି� ିଆରମମଧ୍ୟ ଦୁଇେ ିସ୍ତମ୍ଭ ରେକ୍ଟ�� 
ଅନ୍ତଗ୍ୁଣଫଳକୁ  ନରିମ୍ୋକ୍ତ େୋରବ ବ୍ୋଖ୍ୋ କ�ପିୋ�ବିୋ <u, v> = uT . v 

ଏେୋକୁ ଆରମ    �ରମୌଳକି ଧମ୍କୁ ଆୋଧୋ� କ� ିସୋଧୋ�ଣ ବୋସ୍ତବ ରେକ୍ଟ� ରପେଶ୍ ଉପର� ପ୍ରରୟୋଗ 
କ�ପିୋ�ବିୋ । 

ମରନକ�, ବୋସ୍ତବ ଫିଲ୍ଡ R ଉପର� u ଏବଂ v ଦୁଇେ ିସ୍ତମ୍ଭ ରେକ୍ଟ� ,

 u =  ଏବଂ v = 

ରତଣୁ <u, v> = uT v

 = (x1, x2, ..., xn) 

 = (x1y1 + x2y2 + ... + xnyn)

ଏେୋକୁ Rn  ପୋଇଁ ମୋନକ (Standard) ଅନ୍ତଗ୍ୁଣଫଳ କୁେୋ�ୋଏ |
ସଂଜ୍ୋ: ମରନକ� ପିଲ୍ଡ F ଉପର� V ଏକ ରେକ୍ଟ� ରପେଶ୍ ଅରେ । ମରନକ� a, b ∈ F ଦ୍ୱୟ �ୋଦୃଚ୍କି ରସ୍ଲୋ� ଅେନ୍ତ ି 
ଏବଂ u, v, w ∈ V  ତ୍ରୟ ସ୍ୱଚ୍ ରେକ୍ଟ� ଅେନ୍ତ ି| �ଦ ିନରିମ୍ୋକ୍ତ ସ୍ୱୀକୋ�୍୍କୁ ସଦି୍ଧ କ�ୁଥିବୋ ଏକ ଫଳନ <, > V × V 
→ F   େୁଏ ରତରବ ରେକ୍ଟ� ରପେର V କୁ ଏକ ଅନ୍ତଗୁ୍ଣଫଳ ରପେଶ୍ କୁେୋ�ୋଏ 
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1. <u, v> = , ଅଥ୍ୋତ୍ (v] u) � ସମି୍ଶ୍ର ସ�ୁଗ୍ୀ
2. <u, u> ≥ 0 ଏବଂ <u, u> = 0 �ଦ ିଏବଂ ରକବଳ �ଦ ି u = 0
3. <au + bv, w> = a < u, w > + b < v, w >

ଗୁଣଧମ୍ (1), (2), (3) କୁ ସଦି୍ଧ କ�ୁଥିବୋ ଫଳନ ,< >  କୁ V ର� ଅନ୍ତଗ୍ୁଣଫଳ କୁେୋ�ୋଏ ।

ମନ୍ତବ୍ୟ: 
1. ଏକ ବୋସ୍ତବ ଅନ୍ତଗ୍ୁଣଫଳ ରପେରକୁ ୟୁକ୍ଡିୀୟ ରପେର କୁେୋ�ୋଏ ଏବଂ ଏକ ସମି୍ଶ୍ର ଅନ୍ତଗ୍ୁଣଫଳ ରପେରକୁ ୟୁନେିୋ� ି

ରପେଶ୍ କୁେୋ�ୋଏ ।
2-�ଦ ିF = R (ଫିଲ୍ଡ ବୋସ୍ତବ ରେୋଇ�ୋଏ), ରତରବ ସ୍ୱୀକୋ�୍୍ (1) ଏେୋ ପ୍ରକୋର କର�ର� <u, v> =<v, u> 

3. ର�ରେତୁ <u, v> =  ⇒ <u, u> =  

�ୋେୋ ପ୍ରକୋର କର� କ ି<u, u> ଏକ ବୋସ୍ତବ ସଂଖ୍ୋ ଏବଂ ଏଥିପୋଇଁ  ସ୍ୱୀକୋ�୍୍ (2) ବୁଝୋଇଥୋଏ ।

5.6.1 ଅନ୍ତର୍ଗୁଣଫଳ ସ୍ପେଶ୍ ର ର୍ଣଧମଗୁ 
ମରନକ� V ଏକ ଅନ୍ତଗ୍ୁଣଫଳ ରପେର। �ଦ ିa, b, c ∈ F ତ୍ରୟ �ୋଦୃଚ୍କି ରସ୍ଲୋ� ଏବଂ u, v, w ∈ V 
ତ୍ରୟ  �ୋଦୃଚ୍କି ରେକ୍ଟ� ରେୋଇଥୋଏ ରତରବ ଦର୍ୋଅ ର� ନରିମ୍ୋକ୍ତ ଫଳ ସତ୍ ଅରେ :,

i. <au, v> = a <u, v>   ii. <u, av> =  <u, v>
iii. <u, bv + cw> =  < u, v > +  <u, w> iv. <o, v> = 0
v. <u, v> = 0 ∀ v ∈ V ⇒ u = 0

ସମୋଧୋନ: i. ଏକ ଅନ୍ତଗୁ୍ଣଫଳ ରପେଶ୍ ପୋଇଁ ଆରମ ଜୋଣିଛୁ ର�,
 <au + bv, w> = a <u, w> + b <v, w> ...(1)

(1) ର� b = 0 ରନରଲ, ଆରମ ପୋଉ, 
 <au, w> = a <u, w> + 0 <v, w>      [ସ୍ୱୀକୋ�୍୍ (3) ଦ୍ୱୋ�ୋ ]
 =a <u, w>
\ <au, v> = a <u, v>

ii. <v, au> = < >

 =  = 

 =  [ସ୍ୱୀକୋ�୍୍ (1) ଦ୍ୱୋ�ୋ ]

u ଏବଂ v କୁ ଅଦଳବଦଳ କରଲ, ଆରମ ପୋଉ,
 <u, av> = <u, v>

iii. <u, bv + cw> = < >

 =  = 

 =  <u, v> +  <u, w> [ସ୍ୱୀକୋ�୍୍ (1) ଦ୍ୱୋ�ୋ]
iv. <0, v > = 0 (ବଦି୍ୋଥ୍ୀ ଏେୋକୁ ରଚଷ୍ଟୋ କ�ପିୋ�ରିବ)
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v. <u, v> = 0 ∀ v ∈ V

କମି୍ୋ  <u, u> = 0 [v = u ରନବୋ ଦ୍ୱୋ�ୋ]
⇒ u = 0 [ସ୍ୱୀକୋ�୍୍ (2) ବ୍ବେୋ� କ�]ି

5.6.2  ସ୍େକ୍ଟରର ସ୍ଦୈରଗୁ୍ୟ (ନମଗୁ)
ମରନକ� V ଏକ ଅନ୍ତଗ୍ୁଣଫଳ ରପେର ର�ରକୌଣସ ିରେକ୍ଟ� v ∈V ପୋଇଁ, ଏେୋ� ନମ୍  ର� ସଂଜ୍ୋକୃତ 
କ�ୋ�ୋଏ, ଏବଂ ଏେୋକୁ  || v || େୋବର� ସଚୂତି କ�ୋ�ୋଏ ।
 ଅଥ୍ୋତ୍   || v || = 

ମନ୍ତବ୍ୟ: 
1. ନମ୍ 1 ରେକ୍ଟ�କୁ ଏକକ ରେକ୍ଟ� କୁେୋ�ୋଏ 
2. ରେକ୍ଟ� u ଏବଂ v ମଧ୍ୟସ୍ଥ ଦୂ�ତ୍ୱକୁ d(u, v) ଦ୍ୱୋ�ୋ ସଚୂତି କ�ୋ�ୋଏ ଏବଂ ଏେୋ ଏପ� ିେୋବର� ବ୍ୋଖ୍ୋ 
ରେୋଇଥୋଏ ଅଥ୍ୋତ୍ d(u, v)= || u- v ||

 d(u, v) = || u – v ||

ସ୍କସ୍େକ ସମାହେି ଉଦାହରଣ 

ଉଦାହରଣ 5.29 ମରନକ� u =  ଏବଂ v =  ଦ୍ୱୟ ସ୍ତମ୍ଭ ରେକ୍ଟ� ରସମୋନଙ୍କ� ଅନ୍ତଗ୍ୁଣଫଳ ଓ ପ୍ରରତ୍କ 

ରେକ୍ଟ�� ରଦୈର୍୍ ନରି୍୍ୟ କ�  ।

ସମୋଧୋନ : ଦତ୍ତ  u =  ଏବଂv = , 

 <u, v> = uTv

 = [1 2 3] 

 = (1) (2) + (2) (–1) + (3) (1)

 = 3 (u ଏବଂ v � ଅନ୍ତଗୁ୍ଣଫଳ)

ଏବଂ  || u || = 

⇒ || u ||2 = <u, u> = uT . u

 = [1 2 3] 
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 = (1) (1) + (2) (2) + (3) (3) = 14
⇒ || u || = 

ଏବଂ  || v || = 
⇒ || v ||2 = <v, v> = vT v

କମି୍ୋ = [2 –1 1] 

 = (2) (2) + (–1) (–1) + (1) (1) = 4 + 1 + 1 = 6

⇒ || v || = 

ଉଦାହରଣ 5.30   ମରନକ� V(R) ଏକକ ଅନ୍ତ�ୋଳ 0 ≤ t ≤ 1ଉପର� ସମସ୍ତ ପଲିରନୋମିଆଲ୍ ମୋଙ୍କ� ଏକ ରେକ୍ଟ� 
ରପେର ଅରେ  । �ଦ ିf(t), g(t) ∈ V ଏବଂ V ର� ଅନ୍ତଗ୍ୁଣଫଳ� ସଂଜ୍ୋ ଏପ� ିର� <f(t), g(t)> =  ରତରବ   
<f, g > ଏବଂ || g ||, ନରି୍୍ୟ କ�, �ଦ ିf(t) = t2 + t – 4 ଏବଂ g(t) = t – 1.

ସମୋଧୋନ : ଦତ୍ତ :  ( ) ( ) ( ) ( )
1

0
,f t g t f t g t dt< > = ∫

 =  
1

2

0

( 4)( 1)t t t dt= + − −∫

 = 
1

3

0

( 5 4)t t dt= − +∫

 = 
14 2

0

5 4
4 2
t t t

 
= − + 

 

 =  = 

ଆଉମଧ୍ୟ || g ||2 = <g, g>

 = ( ) ( )
1

0
.g t g t dt= ∫

 = ( )
1 2

0
1t dt= −∫

 =  = 

ଏପ�େିୋରବ  || g || = 

ଉଦୋେ�ଣ 5.31 ମରନକ� V, [α, β] ଅନ୍ତ�ୋଳ ଉପ�ସ୍ଥ ସମି୍ଶ୍ର ମଲୂ୍ୋଙି୍କତ ଅବଚି୍ନି୍ନ ଫଳନ C ର� ଏକ ରେକ୍ଟ� 
ରପେଶ୍ ଅରେ । V ର� ଅନ୍ତଗ୍ୁଣଫଳ ଏେଳ ିବୋଖ୍ୋକ� ର�<f(t), g(t)> =  ପ୍ରମୋଣ କ� ର� V ଏକ 
ଅନ୍ତଗ୍ୁଣଫଳ ରପେର ଅରେ ।



440 | କଳନ ଏବଂ ର�ୈଖିକ ବୀଜଗଣିତ

ସମୋଧୋନ :  i.ଦତ୍ତ

  ( ) ( ) ( ) ( ),f t g t f t g t dt
β

α
< > = ∫

ଆରମ ଏେୋକୁ ଏପ� ିରଲଖିପୋ�ବିୋ

 <f(t), f(t)> = 

 = 

 = 

ଏେପି� ିେୋରବ  <f(t), g(t)> = 

ii. ଆଉ ମଧ୍ୟ <f(t), f(t)> = 

  = 

ଏବଂ  <f(t), f(t)> = 0 �ଦ ିଏବଂ ରକବଳ �ଦ ି| f(t)|2 = 0

   �ଦ ିଏବଂ ରକବଳ �ଦ ି  | f(t) | = 0

iii.  ବତ୍ତ୍ମୋନ  < a f(t) + bg(t), h(t)>

 = 

 =  +  

 = a <f(t), h(t)> + b <g(t), h(t)>

ଏେପି�,ିେୋରବ V ଏକ ଅନ୍ତଗ୍ୁଣଫଳ ରପେର 

ମନ୍ତବ୍:�ଦ ିV ସମସ୍ତ ଅବଚି୍ନି୍ନ ବୋସ୍ତବ ମଲୂ୍ୋଙି୍କତ ଫଳନମୋନଙ୍କ� ରେକ୍ଟ� ରପେଶ୍, ରତରବ  ଉପର�ୋକ୍ତ ସଂଜ୍ୋ 
ଏପ� ିରେବ <f(t), g(t)> =  

ରକରତକ ଉପପୋଦ୍ ପୋଇଁ ପ୍ରରୟୋଗ ବେୁ ସ୍ଥୋନର� କ�ୋ�ୋଇଥୋଏ । ଅନ୍ତଗ୍ୁଣଫଳ ରପେଶ୍ ବଷିୟ ପଢବିୋ ସମୟର�  
ବଦି୍ୋଥ୍ୀମୋରନ ଏସବୁକୁ ଜୋଣିବୋ ବରିଧୟ ।

1. ରକୋରୀ-ସ୍ୱୋଜ ଅସମତୋ

କଥନ : ମରନକ� V ଏକ ଅନ୍ତଗୁ୍ଣଫଳ ରପେଶ୍ । ରତରବ | <u, v> | ≤ || u || || v || ∀ u, v ∈V

ପ୍ରମାଣ: �ଦ ିu = 0 ରତରବ<u, v> = <0, v> = 0
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ଏବଂ  || u || =  =  = 0    

ରସେେିଳ,ି ଏେ ିଅସମତୋ v = 0 ପୋଇଁ ଫଳପ୍ରଦ ଅରେ

ମରନକ� u ≠ 0, ରତରବ|| u || ≠ 0] ର�ରେତୁ 

|| u || = 0 ⇒  = 0
⇒ <u, u> = 0 ⇒ u = 0

ମରନକ� w =  v –  ...(1)

 <w, u> = 

 = <v, u> –  

 = <v, u> –  <u, u> [ର�ରେତୁ  <au, v> = a <u, v>]

 = <v, u> –  || u ||2

 = <v, u> – <v, u> 
 <w, u> = 0 ...(2)

ବତ୍ତ୍ମୋନ  || w ||2 = 

 = 

 = 

 =   [ (2) ଦ୍ୱୋ�ୋ]

 = <v, w> – 0 = <v, w>

 =   [ (1) ଦ୍ୱୋ�ୋ]

 = 
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 =  [ର�ରେତୁ .z = | z |2]

ବତ୍ତ୍ମୋନ   || w ||2 ≥ 0

⇒ 

⇒ || u ||2 || v ||2 – | <u, v>|2 ≥ 0

⇒  || u || || v || ≥ | <u, v> | [ଉେୟ ପୋର୍୍� ବଗ୍ଫଲ ରନବୋଦ୍ୱୋ�ୋ]
 ଅଥବୋ  | <u, v> | ≤ || u || || v ||

ମନ୍ତବ୍: ମରନକ� u = (a1, a2)ଏବଂ v = (b1, b2), ଦ୍ୱୟ C2 � �ୋଦୃଚ୍କି ସଦସ୍ ଅେନ୍ତ ି। 
ବ୍ୋଖ୍ୋକ� <u, v> = u . v =  +  aA

ଏେୋ C2 ର� ଏକ ଅନ୍ତଗୁ୍ଣଫଳ ରପେଶ୍ ଅରେ  ।

2. ତ୍େ୍ିଜୀୟ ଅସମୋ
କଥନ: ମରନକ� V ଏକ ଅନ୍ତଗୁ୍ଣଫଳ ରପେଶ୍ । ରତରବ || u + v || ≤ || u || + || v ||.

ପ୍ରମୋଣ: ଆରମ ଜୋଣୁ  ର�  || u + v ||2 = <u + v, u + v>
 = <u, u + v > + <v, u + v>
 = <u, u> + <u, v> + <v, u> + <v, v>

 = || u ||2 + <u, v> +  + || v ||2

 = || u ||2 + || v ||2 + 2Re <u, v> ର�ଉଁଠୋର�a ବୋସ୍ତବ <u, v> = <u, v> 
ପ୍ରକୃତ ଅଂର  ≤ || u ||2 + || v ||2 + 2 || u || || v || [ର�ରେତୁ ବୋସ୍ତବ <u, v> ≤ | <u, v> |

 ଏବଂ| <u, v> | ≤ || u || || v ||]
 ≤ [ || u || + || v ||]2

କମି୍ୋ  || u + v ||2 ≤ [|| u || + || v ||2

ରତଣୁ  || u + v || ≤ || u || + || v ||

5.6.3 ଲମ୍ୀୟ ସ୍େକ୍ଟର
ମରନକ� V ଏକ ଅନ୍ତଗୁ୍ଣଫଳ ରପେଶ୍ । ଏକ  ରେକ୍ଟ� u ∈ V କୁ v ∈ V ପ୍ରତ ିଲୋମ୍ୀୟ କ�ୋ�ୋଇପୋ�ବି, �ଦି
   �ଦ ି <u, v> = 0

5.6.4  ଅସ୍ଥଗୁାନମଗୁାଲ୍ ସ୍େକ୍ଟର   
ଏକ ଅନ୍ତଗୁ୍ଣଫଳ ଗୁଣନ ରପେଶ୍ � ଦୁଇେ ିରେକ୍ଟ� u ଏବଂ v କୁ ଅରଥ୍ୋନମ୍ୋଲ କ�ୋ�ୋଇପୋ�ବି, �ଦି
i. <u, v> = 0

ii. u ଏବଂ v ପ୍ରରତ୍କଙ୍କ� ନମ୍ 1 ରେବ
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ମନ୍ତବ୍:
i. 0 ⊥ u ∀ u ∈ V

ii. u ⊥ u, �ଦ ିଓ ରକବଳ �ଦ ିu = 0, ର�ଉଁଠୋର� u ∈ V
iii. u ⊥ v ⇒ v ⊥ u ପୋଇ ଁu, v ∈ V

iv. u ⊥ v ⇒ αu ⊥ v, ର�ରକୌଣସ ିଏକ ସ୍ୋଲୋ� α ∈ F ଏବଂ u, v ∈ V. ପୋଇଁ

ସ୍କସ୍େକ ସମାହେି ଉଦାହରଣ 

ଉଦାହରଣ 5.32 �ଦ ିରେକ୍ଟ�  u1 = (1, 2i, i), u2 = (0, 1 + i, 1), u3 = (2, 1 – i, i) ∈ C3,ରତରବ
i.ସମମସ୍ତ ରେକ୍ଟ� ui � ନମ୍ ନରି୍୍ୟ କ�
ii. ଦର୍ୋଅ ର� ରେକ୍ଟ�  v = (1 – i, –1, 1 – i), u1 ଉେୟ u1 ଏବଂ u2 ପ୍ରତ ିଲୋମ୍ୀୟ ଅରେ।
iii. ଏେଳ ିଏକ ରେକ୍ଟ� ପ୍ରୋପି୍ କ� �ୋେୋ ଉେୟ u i ଏବଂ ପ୍ରତ ିଲୋମ୍ୀୟ ରେବ ।
ସମୋଧୋନ : i. u i � ନମ୍ 
 || u1 || =  = 

 || u2 || =  = 

 || u3 || =  = 

[  C3 ର� �ଦ ିu = (a, b, c) ରତରବ <u, u> = ]

 ii. , u1 ଏବଂ u2 ରେକ୍ଟ� v ପ୍ରତ ିଲୋମ୍ୀୟ ରେବ �ଦ ି<v, u1> = 0 ଏବଂ<v, u2> = 0.

  ବତ୍ତ୍ମୋନ <v, u1> = (1 – i) (1) + (–1) (–2i) + (1 – i) (–i)
   = 1 – i + 2i – i – 1 = 0 

  ଆଉମଧ୍ୟ  <v, u2> = 0 (ବଦି୍ୋଥ୍ୀ ପ�ୀଷେୋ କ� ିପୋ�ରିବ) 

 iii. ମରନକ�u = (a, b, c) ଏକ ରେକ୍ଟ� �ୋେୋ u1 ଏବଂ u3 ପ୍ରତ ିଲୋମ୍ୀୟ ରେବ । 

 \ <u, u1> = 0 ଏବଂ<u, u3> = 0

  ବତ୍ତ୍ମୋନ  <u, u1> = 0  ⇒ a(1) + b(–2i) + c(–i) = 0
     a – 2ib – ic = 0 ...(1)

  ଏବଂ  <u, u3> = 0  ⇒ a(2) + b(1 + i) + c(–i) = 0
     2a + (1 + i)b – ic = 0 ...(2)

  (1) ଏବଂ (2), କୁ ସମୋଧୋନ କ� ିଆରମ ପୋଇବୋ

    3 1 5
a b c

i i i
= =

− + − +

   ଏେପି� ିେୋରବ u1 ଏବଂ u3 ଉେୟଙ୍କ ପୋଇଁ ଲୋମ୍ୀୟ ରେକ୍ଟ�  u = (–3 + i, –i, 1 + 5i)
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ଉଦାହରଣ 5.33 ମରନକ� u = (1, 2, –1), v = (2, 1, 4) ଏବଂ w = (3, –2, –1)ତ୍ରୟ, R3 ର� ଅଛନ୍ତ ି। ରତରବ
i.ଦର୍ୋଅ ର� ରସମୋରନ R3 ପୋଇଁ ମୋନକ ୟୁକ୍ଡିୀୟ ଅନ୍ତଗ୍ୁଣଫଳର� ରପେର ଗଠନ କ�ନ୍ତ,ି କନୁି୍ତ ଅରଥ୍ୋନମ୍ୋଲ ରସଟ୍ 
ଗଠନ କ�ନ୍ତ ିନୋେିଁ ।
ii.ରସମୋନଙୁ୍କ ରେକ୍ଟ� ରସେକୁ ପ�ବିତ୍ତ୍ନ କ� �ୋେୋକ ିR3 ପୋଇଁ ମୋନକ ୟୁକ୍ଡିୀୟ ଲୋମ୍ୀୟ ଅନ୍ତଗୁଣ୍ ଫଳ ରପେରର� 
ରେକ୍ଟ�ମୋନଙ୍କ� ଏକ ଅରଥ୍ୋନମ୍ୋଲ ରସଟ୍ ଗଠନ କ�ରିବ।

ସମୋଧୋନ : ଦତ୍ତ  u = (1, 2, –1), v = (2, 1, 4), w = (3, –2, –1)
i. <u, v> = (1) (2) + (2) (1) + (–1) (4) = 0

ଏବଂ  <v, w> = (2) (3) + (1) (–2) + (4) (–1) = 0

\ || u || = 

ରତଣୁ ଦତ୍ତ ରେକ୍ଟ� ଗୁଡକି ଅରଥ୍ୋନମ୍ୋଲ ରସେ ଗଠନ କ�ନ୍ତ ିନୋେିଁ

ii.   = 

  = 

 ଏବଂ   = 

\ ଅରଥ୍ୋନମ୍ୋଲ ରେକ୍ଟ�� ରସେ ରେଉଛ।ି

    ଏବଂ .

5.7 ଗ୍ାମ-ସି୍ମିଡ ଲାମ୍ିକୀ କରଣ ପ୍ରକି୍ୟା
କଥନ: ପ୍ରରତ୍କ ସସୀମ ମୋତ୍ରୋ ଅନ୍ତଗୁ୍ଣଫଳ ରପେର � ଏକ ଅରଥ୍ୋନମ୍ୋଲ ଆଧୋ� ଅଛ ି।
ପ୍ରମାଣ: ମରନକ� V(F) ଏକ n ମୋତ୍ରକି ଅନ୍ତଗୁ୍ଣଫଳ ରପେର । 
ମରନକ� S = {u1, u2, ... un}, V � ଏକ ଆଧୋ� ।
ର�ରେତୁ ପ୍ରରତ୍କ ଅରଥ୍ୋନମ୍ୋଲ ରସଟ୍ ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ରେୋଇଥୋନ୍ତ ିଏବଂ [V]� ମୋତ୍ର = n ରତଣୁ V � ଏକ ଲୋମ୍ୀୟ  

ଆଧୋ� ତଆି� ିକ�ବିୋପୋଇଁ ଏେୋ �ରଥଷ୍ଟ ଅରେ |
ବତ୍ତ୍ମୋନ, S ଏକ ଆଧୋ� ରେୋଇଥିବୋ�ୁ, ଏେୋ ର�ୈଖିକେୋରବ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଅରେ |
\ ui ≠ 0, i = 1, 2, ..., n ପୋଇ ଁ

ମରନକ� v1 = u1 ରତରବ v2 ଏେେିଳେିୋରବ ବ୍ୋଖ୍ୋ କ� 

 v2 = u2 – 
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ବତ୍ତ୍ମୋନ   v2 = 0

⇒  u2 =  = v1 � ସ୍ୋଲୋ� ଗୁଣିତକ 

କନୁି୍ତ u2 = u1 � ସ୍ୋଲୋ� ଗୁଣିତକ [  v1 = u1]

⇒ (u1, u2) ର�ୈଖିକ େୋରବ ନେି୍�ରୀଳ ଅେନ୍ତି
�ୋେୋକ ିଏକ ବରି�ୋଧୋେୋଷୋ ର�ରେତୁ {u1, u2} ଏକ ର�ୈଖିକ େୋରବ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ରସଟ୍ � ଉପରସଟ୍ ଅରେ ।
ଏେପି� ିେୋରବ  v2 ≠ 0

ତୋପର�  <v2, v1> = <u2 – , v1>

 = <u2 – , u1 > [  v1 = u1]

 = <u2, u1> –  <u1, u1> [  <u1, u1> = || u1 ||2]

⇒ <v2, v1> = <u2, u1> – <u2, u1> = 0

⇒ v2, ପ୍ରତ ି v1 ଲୋମ୍ୀୟ ଅରେ ଏବଂ  (v1, v2) ଏକ ଲୋମ୍ୀୟ ରସଟ୍ ଅରେ ।

ସଂଜ୍ୋ�ୁକ୍ତ କ�   v3 = u3 –  = u3 – 

ପୁନବ୍ୋ� v3 ≠ 0 ର�ରେତୁ v3 = 0 ⇒ {u1, u2, u3} ର�ୈଖିକେୋରବ ନେି୍�ରୀଳ ।

କନୁି୍ତ {u1, u2, u3}ର�ୈଖିକ େୋରବ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ରସଟ୍ S � ଉପରସଟ୍ ରେୋଇଥିବୋ ରେତୁ ।ର�ୈଖିକେୋରବ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ରେବ

ରତରବ   <v3, v1> = <u3 –  – , v1 >

 = <u3, v1> – 

= <u3, v1> – <u3, v1> – 0 = 0 [  <v1, v1> = || v1 ||2 ଏବଂ <v2, v1> = 0]

ଏେପି�େିୋରବ <v3, v2> = 0 = <v3, v1> ର�ରତରବରଳ <vi, vj> =0, i ≠ j ଏବଂ i, j = 1, 2, 3

ଏେପି୍ରକୋ�ର�, ଆରମ n ରେକ୍ଟ� ସମେୂ � ଏକ ଲୋମ୍ୀୟ ରସଟ୍ {v1, v2, ... vn} ତଆି� ିକ�ପିୋ�ବିୋ ।

 wi =  ନଆି�ୋଉ

ରତରବ {w1, w2, ..., wn}, V ର� ଏକ ଅରଥ୍ୋନମ୍ୋଲ ରସେ ରେବ ।
ର�ରେତୁ ଅନ୍ତଗ୍ୁଣଫଳ ରପେରର� ରେକ୍ଟ�ମୋନଙ୍କ�  ଏକ ଅରଥ୍ୋନମ୍ୋଲ ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର  ରସଟ୍, ରତଣୁ {w1, w2, ..., 

wn} ର�ୈଖିକେୋରବ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଅରେ ଅଧିକନୁ୍ତ [V] = n] ଏେପି� ିେୋରବ {w1, w2, ..., wn}, V � ଏକ ଅରଥ୍ୋନମ୍ୋଲ ଆଧୋ� 

ପ୍ରସୁ୍ତତ କର� ।
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ସ୍କସ୍େକ ସମାହେି ଉଦାହରଣ 

ଉଦାହରଣ 5.34  ଗ୍ୋମ-ସି୍ମିଡ ଲୋମ୍ିକୀକ�ଣ ପ୍ରକି୍ୟୋ ଦ୍ୱୋ�ୋ  u1 = (1, 1, 1), u2 = (–1, 1, 0) ଏବଂ u3 = (1, 2, 

1) ଦ୍ୱୋ�ୋ ଉତ୍ପନ R3 � ଆଧୋ�କୁ �ୂପୋନ୍ତ�କ� । 
i. ଲମ୍ୀୟ ଆଧୋ� (v1, v2, v3)କୁ �ୂପୋନ୍ତ� କ� ।
ii. ଅରଥ୍ୋନମ୍ୋଲ ଆଧୋ�  (w1, w2, w3) କୁ �ୂପୋନ୍ତ� କ� । 
ସମାଧାନ: i. ମରନକ� u1 = (1, 1, 1), u2 = (–1, 1, 0) ଏବଂ u3 = (1, 2, 1)

\ || u1 ||2 = 3, || u2 ||2 = 2, || u3 ||2 = 6

ରତରବ  v1 = u1 = (1, 1, 1)

ଏବଂ  <u2, v1> = 0, <u3, u1> = 4, <u3, u2> = 1

ବ୍ୋଖ୍ୋ କ�   v2 = u2 –  = u2 – 0

 v2 = u2 = (–1, 1, 0)

ଏବଂ  v3 = u3 –  – 

 = u3 – u1 –  [\ v1 = u1, v2 = u2]

 = (1, 2, 1) –  (1, 1, 1) –  (–1, 1, 0)

 = 

ରତଣୁ ଲମ୍ୀୟ ଆଧୋ�  ରେବ 

ii. || v1 | | = || u1 || = 

 || v2 || = || u2 || = 

 || v3 || =  = 

ରତଣୁ, ଅଥ୍ନମ୍ୋଲ ଆଧୋ� {w1, w2, w3} ରେବ ।

  = 

 = 
1 1 1 1 1 6, , , , ,0 , 6, 6,

33 3 3 2 2
      − −            
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ଉଦାହରଣ 5.35 ମରନକ� R ର� ରୋତ ≤ 2 � R[x] � ପଲିରନୋମିଆଲ V ଏକ ରେକ୍ଟ� ରପେର। V ର� ଏକ 
ଅନ୍ତଗ୍ୁଣ ଫଳ ରସର ଏପ� ିେୋରବ ବ୍ୋଖ୍ୋ ରେୋଇଛରି�, ର�ପ�କିି

   <f(x), g(x)> =  dx

�ଦ ି{1, x, x2}, V � ଏକ ଆଧୋ� େୁଏ, R ର� V � ଏକ ଅରଥ୍ୋନମ୍ୋଲ ଆଧୋ� ନରି୍୍ୟ କ� ।
ସମୋଧୋନ: ଏଠୋର� {1, x, x2}, V � ଏକ ଆଧୋ� ଅରେ ।
ମରନକ�  u1 = 1, u2 = x, u3 = x2

ମରନକ� R ର� V � ଏକ ଅରଥ୍ୋନମ୍ୋଲ ଆଧୋ� ପୋଇବୋ ପୋଇଁ, ଆରମ ଗ୍ୋମ-ସି୍ମିଡ ଲୋମ୍ିକୀକ�ଣ ପ୍ରକି୍ୟୋ ପ୍ରରୟୋଗ 
କ�ୁ ।

ବତ୍ତ୍ମୋନ || u1 ||2 = <u1, u1> =  =  = 1

ଏେପି� ିେୋରବ || u2 ||2 = <u2, u2> =  = 

 || u3 ||2 = <u3, u3> = 

 v1 = u1 ନଆି�ୋଉ

\ v2 = 

 =  = 

ଏେପି�େିୋରବ  || v2 ||2 = <v2, v2>

 = 

 =  = 

 ଏବଂ   v3 = 

 = 

1 1
2 2

0 02

1 1.1 .1 .  
2 2

11
12

x dx x x dx x
x

      − −      
      = − −

∫ ∫

 

=  

ଏବଂ || v3 ||2 = <v3, v3>

 = 

1
2 2

0

1 1 
6 6

x x x x dx   = − + − +   
   ∫
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15 4 3 2

0

2 4 1 1. .
5 4 3 3 3 2 36 180
x x x x x 

= − + − + = 
 

ରତଣୁ 231 2
1 2 3

1 2 3

1 1 11, 12 , 3 20
|| || 1 || || 2 || || 6

vv vw w x w x x
v v v

   = = = = = − = = − +   
   

ରତଣୁ, ଆବର୍କୀୟ ଅରଥ୍ୋନମ୍ୋଲ ଆଧୋ� 

 {w1, w2, w3} = .

ପ୍ରଶ୍ମାଳା 5.4

1. (1, 0, 1), (1, 0, –1) ଏବଂ (0, 3, 4) ଦ୍ୱୋ�ୋ ପ୍ରସୁ୍ତତ ରେୋଇଥିବୋ R3 � ମୋନକ ଅନ୍ତଗ୍ୁଣଫଳ େିତ୍ତକି ଏକ 
ଅରଥ୍ୋନମ୍ୋଲ ଆଧୋ� ନରି୍୍ୟ କ� 

2 ଦର୍ୋଅ ର�       ଏବଂ  ରେକ୍ଟ� ଦ୍ୱୟ ଲମ୍ୀୟ ଅେନ୍ତ ି।

3. ମରନକ� ରୋତ ≤ 2 ର� ପଲିରନୋମିଆଲ R[x] �, R ର� ଏକ ରେକ୍ଟ� ରପେର V ଅରେ । V ର� ଏକ 
ଅନ୍ତେଗ୍ୁଣଫଳ ଏେପି�େିୋରବ ସଂଜ୍ୋ�ୁକ୍ତ କ� ର�ପ�କି<ିf (x), g(x) > = 

 ର�ଉଁଠୋର� f(x), g(x) ∈ V ଗ୍ୋମ-ସି୍ମିଡ ଲୋମ୍ିକୀକ�ଣ ପ୍ରକି୍ୟୋ  ପ୍ରରୟୋଗ କ� ିV� ଏକ ଲମ୍ୀୟ ଆଧୋ� ନଣି୍୍ୟ 
କ� । 

4 ରସଟ୍ u1 = (1, 2, 1), u2 = (2, 1, 4) ଏବଂ u3 = (4, 5, 6) �ୁ ଏକ ଅରଥ୍ୋନମ୍ୋଲ ରସଟ୍ ଗଠନ କ� ।
5.  k � ମଲୂ୍ ନଦି୍ଧ୍ୋ�ଣ କ� ର�ପ�କି ିନରିମ୍ୋକ୍ତ ପ�ପି୍ରକୋର ଏକ ଅନ୍ତ୍ଗୁଣଫଳ ରେବ ।  

 (u, v) = u1v1 – 3u1v2 – 3u2v1 + ku2v2

 u = (u1, v1) ଏବଂ v = (u2, v2) in R2

6. ଏକ ରେକ୍ଟ� V = (x, y, z) ∈ R3 ର� ନଣି୍୍ୟ କ� ର�ପ�କି ିV ମୋନକ ଅନ୍ତଗ୍ୁଣଫଳ େିତ୍ତକି (1, 0, 0) ଓ (–1, 

2, 0) ପ୍ରତ ିଲମ୍ ରେବ।
7. ଏେଳ ିଏକ ରେକ୍ଟ� V = (x, ୟ, ରଜଡ୍)∈R3 ନରି୍୍ୟ କ� ର�ପ�କି ିV ,ମୋନକ ଅନ୍ତତଃଗୁଣନ ଅନୁସୋର� (1, 0, 

0) ଏବଂ (–1, 2, 0) ପ୍ରତ ିV ଲମ୍ ରେବ 
8. ମରନକ� u = (1 + i,  i, –1), v = (1 + 2i, 1 – i, 2i), <u, v> ଏବଂ <v, u> ନଦି୍ଧ୍ୋ�ଣ କ� ।
  <u, v>, <v, u> ସେ ସମତୁଲ କ ି? ଏେୋ ପ�ୀଷେୋକ� 
i. <u, v> =    ii. <u, v> + <v, u> = 2Re <u, v>

iii <u, v> – <v, u> = 2Im <u, v>

2
4
3

 
 
 
  

5
4

2

 
 − 
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ଉତ୍ତର ମାଳା

1. ( )1 1 1 1,0, , ,0, , 0,1,0
2 2 2 2

    
−    

    
 3. ( )21 3 5, , 3

2 8
1

2
x x

  − 
  

4. 1 2 1 2 5 8 7 2 3, , , , , , , ,
6 6 6 93 93 93 62 62 62

 − − −     
      
      

5. k > 9 6. (0, 0, z), z ∈ R 7. <u, v> = 2 + 2i, <v, u> = 2 – 2i
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 • ଆକର୍ଷଣୀୟ ତଥ୍ୟ
 • ର�ୈଖିକ ବୀଜଗଣିତ � ଭାଷାର� ବରିେଷ ଆରେକି୍କତା� ଅବକଳନ ଅଧିକ ସ୍ାଭାବକି ଅରେ | ପ୍ରକୃତର�, 
ଆଇନଷ୍ାଇନଙ୍କ ଦ୍ତିୀୟ  ତଥ୍ୟ ଭିତ୍କି ିସ୍ୀକାର୍ଯ୍ୟ ଦେ୍ଯାଇଥାଏ ରର ଆର�ାକ �ର�ଣ୍ଟଜ୍ �ୂୋନ୍ତ�� ଏକ ଆଇଗନ 
ରଭକ୍ଟ� । ଏହ ିଦସ୍ାବଜି େୂର୍୍ଯ ଉପ୍ତତ୍ ିବାବଦର� ବସୃି୍ତ ଭାରବର� ବର୍୍ଯନାକର� https://people.math.
rochester.edu/faculty/chaessig/students/Adams(S10).pdf

 • ରପେକ୍ଟ ା୍ଲ୍ କ୍ଲଷ୍�ଂି: ଏହା ଉଭିଦ ଓ ଜୀବବଜି୍ାନ,ରେଡକିା� ଇରେଜଙିି୍,ବ୍ୟବସାୟ ଓ ୋରକ୍ଯେଂି, ରେସବୁକ୍ ର� 
ରକ୍ତ୍ରଗୁଡକି େଧ୍ୟର� ସଂରରାଗକୁ ବୁଝବିା,କେି୍ା ଅେ�ାଧ ବଜି୍ାନ, ଆଧୁନକି ଡାୋ ବରିେ୍ଲଷଣ� କ୍ଲଷ୍�ଂି ଏକ 
ଗୁ�ୁତ୍ୱେୂର୍୍ଯ ଅଂେ । ଏହା ରକାଳାହଳେୂର୍୍ଯ ଡାୋ ରସଟ୍ ର� ଗୁ�ୁତ୍ୱେୂର୍୍ଯ ଉେରଗାଷ୍ୀ କେି୍ା ପ୍ରତ�ୂିେ ୋଇବାକୁ  
ଅନୁେତ ିରଦଇଥାଏ । ରପେକ୍ଟ ା୍� କ୍ଲଷ୍�ଂି ଏହଭିଳ ିଏକ େଦ୍ଧତ ିରାହା ଏକ ରନଟ୍୍ୱାକ୍ଯ ଗ୍ାେ� ଆାଇଗନ୍  େ�ୂ୍ୟ 
ବ୍ୟବହା� କର� । ଏେ�କି,ି �ାେ�ାସଆିନ୍ େ୍ୟାଟ୍କି୍ସ � ଦ୍ତିୀୟ ସବ୍ଯନେି୍ନ ଆଇଗନ େ�ୂ୍ୟ� ଆଇଗନ୍ ରଭକ୍ଟ� 
ଆେକୁ ଏକ ରନଟ୍୍ୱାକ୍ଯ� ଦୁଇେ ିସରବ୍ଯାଚ କ୍ଲଷ୍� ର�ାଜବିାକୁ ଅନୁେତ ିରଦଇଥାଏ ।

 • ୋତ୍ରୀୟତା ହ୍ାସ/େିସଏି: େ�ୂ୍ୟ ଉୋଦାନ A′ A � ସରବ୍ଯାଚ୍ଚ ଆଇଗନ େ�ୂ୍ୟ ଅନୁ�ୂେ ଅରେ ,ଏବଂ ଏହା ଏକ 
କ୍ୁଦ୍ରତେ ୋତ୍ରା ବେିଷି୍ ଅତସିେତଳ ଉେର� ସବ୍ଯନେି୍ନ ବଗ୍ଯ ଅଭିରକ୍େଣ କ�ଥିାଏ, ଏବଂ ଆଇଗନ ରଭକ୍ଟ� 
ଅତସିେତଳ � ଅକ୍ର� େ�ଣିତ ହୁଏ । ରେସନି �ର୍୍ଣିଙ୍ ଓ ଡାୋ ବରିେ୍ଲଷଣର� ୋତ୍ରୀୟତା ହ୍ାସ ଅତ୍ୟନ୍ତ 
ଉେରରାଗୀ,  ରରରହତୁ ଏହା ଜଣକୁ ଏହକିଥା ବୁଝବିାକୁ ଅନୁେତ ିଦଏି କ ିଡାୋର� ଅଧିକାେଂ ଭିନ୍ନତା ରକଉଁଠା�ୁ 
ଆସଥିାଏ ।

 • ସହରରାଗାତ୍ମକ େୂବ୍ଯାନୁୋନ ୋଇଁ ନେି୍ନ �ାଙ୍କ ଉତ୍ାଦକ ନରି୍୍ଯୟ: - ରନେେ୍ଲିକ୍ସ େୂବ୍ଯାନୁୋନ କର� କ ିଏେର୍ଯ୍ୟନ୍ତ 
ନରଦଖିଥିବା ଏକ ଚଳଚତି୍ର ୋଇଁ ତୁରେ ରକଉଁ େ�ୂ୍ୟାୟନ ରଦବ। ଏହା svd କୁ  ଉେରରାଗ କର� ଓ A′A�  
ସବ୍ଯନେି୍ନ  ଆଇଗନ େ�ୂ୍ୟକୁ ବ୍ୟବହା� କ�ରିଦଇଥାଏ ।

 • ଗୁଗୁଲ୍ ରେଜ୍ �ାଙ୍କ ଆ�ରଗା�ଦିମ୍:  ଇଣ୍ଟ�ରନଟ୍ ଗ୍ାେ� ସରବ୍ଯାଚ୍ଚ ଆଇଗନ ରଭକ୍ଟ� ରଦ�ାଏ ରର  େଷୃ୍ାଗୁଡକି  
କେି� ି�ାଙ୍କ  ରହାଇଛ ି।

ଭିଡଓି ସଂଯ�ୋଗ

ଆନ୍ତତଃ ଗୁଣନ 
ଏବଂ �େ୍ 

ରକାଣୀୟତା
   

ଗ୍ାେ-ସି୍େିଡ 
�ାେ୍ିକୀ 
କ�ଣ
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 • ବୋସ୍ତବ ଜୀବନଯେ ପ୍ରଯୟୋଗ
 • ସଂକ୍ାେକ ର�ାଗ କେି� ି ବ୍ୟାେିଥାଏ, ଏହା� ଅଧ୍ୟୟନର� ରେୌଳକି େୁନତଃଉତ୍ାଦନ ସଂ�୍ୟା (Ro) ଏକ େଳୂ 
ସଂ�୍ୟା ଅରେ । ରଦ ି ଏକ ସଂକ୍େିତ ବ୍ୟକି୍କୁ ସଂେୂର୍୍ଯଭାରବ ଏକ ସଂରବଦନେୀଳ ର�ାକୋନଙ୍କ େଧ୍ୟର� 
�ଖିଦଆିରାଏ । ରତରବ (Ro) ରହଉଛ ିର�ାକୋଙ୍କ� ହା�ାହା� ିସଂ�୍ୟା ରାହାକ ିଜରଣ ସାଧା�ଣ ସଂକ୍େିତ 
ବ୍ୟକି୍ ସଂକ୍େଣ ରହବ।  ସଂକ୍େଣ� ସଷିୃ୍ସେୟ, tg ରହଉଛ,ି ଜଣଙ୍କ ଠା�ୁ ଅନ୍ୟ ଜଣଙୁ୍କ ସଂକ୍େିତ ରହବା 
େର୍ଯନ୍ତ । ଏକ ବଷିେ ଜନସଂ�୍ୟାର� େ�ବତ୍ୀ େିଢୀ� େ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ବ୍ୟ�୍ୟା କର� ରରକ ି tg ସେୟ ବତିରିିବା 
େର�, ଜନସଂ�୍ୟା� ରକରତଜଣ ବ୍ୟକି୍ ସଂକ୍େିତ ରହରବ । ରତରବ, େ�ବତ୍୍ଯୀ େିଢୀ େ୍ୟାଟ୍କି୍ସ� ସରବ୍ଯାଚ୍ଚ 
ଆଇଗନ େ�ୁ୍ୟ Ro । ଏହେି� ି ଭାରବ ରକାର�ାନା ଭୁତାଣୁ � ସଂକ୍େଣ କ୍େତା ଗଣନା କ�ାରାଇଛ।ି

 • ପ୍ରତବିେି୍ ପ୍ରକି୍ୟାକ�ଣର�,ପ୍ରକି୍ୟାକୃତ େ�ୁ� ପ୍ରତବିେି୍ ରଭକ୍ଟ� ଭାବର� ରଦ�ାରାଇୋର�,ରାହା� ଉୋଦାନ 
ଗୁଡକି ପ୍ରରତ୍ୟକ େିରକ୍ସ�� ଉଜ୍ଜଳତା େିରକ୍ସ� ୋନଙ୍କ� ସଂ�୍ୟା ରହଉଛ,ି ଏହ ିରଭକ୍ଟ� ରପେେ� ୋତ୍ରା । େ�ୁ� 
ସାୋନ୍ୟକୃତ ଚତି୍ର� ଏକ ବଡ ରସେ ସହତି ଜଡତି ରକାଭା�ଆିନ୍ସ େ୍ୟାଟ୍କି୍ସ� ଆଇଗନ ରଭକ୍ଟ�କୁ ଆଇଗନ ରେସ 
କୁହାରାଏ । ଏହା େ�ୂ୍ୟ ଉୋଦାନ  ବରିେ୍ଲଷଣ� ଏକ ଉଦାହ�ଣ ଅରେ ।ଏହା ରରରକୌଣସ ିେହୁଁ� ପ୍ରତବିେି୍କୁ  
ରସୋନଙ୍କ େଧ୍ୟ�ୁ ରକରତକ� ଏକ ର�ୈଖିକ ସଂରରାଗ �ୂେର� ପ୍ରକାେ କ�ବିା ୋଇଁ ବହୁତ ଉେରରାଗୀ ଅରେ । 
ବାରୟରେଟ୍କିସ� େ�ୁ  ଚହି୍ବିା ୋ�ାର� , ଆଇଗନ ରେସ୍ ଚହି୍େ ୋଇଁ େ�ୁ� ଡାୋ ସଂରକାଚନ କ�ବିାକୁ ଏକ ୋଧ୍ୟେ 
ପ୍ରଦାନ କର� । ହାତ� ଇୋ�ାକୁ ନଦି୍ଧ୍ଯା�ଣ କ�ୁଥିବା ଆଇଗନ୍ ଦୃଷି୍ ସଷି୍େ ସେ୍ଦ୍ଧ୍ଣିତ ଗରବଷଣା େଧ୍ୟ କ�ାରାଇଛ ି।

 • ଏହ ିଧା�ଣା ସଦୃସ, ଆଇଗନଧ୍ୱନ ିଏକ ଭାଷାର� େଦ୍ଦ େ� ି, ଏକ ନଦି୍ଦ୍ଣିଷ୍ ଉଚ୍ଚା�ଣ�  ୋନବ ଉଚ୍ଚା�ଣ ସେୟର�  
ରହଉଥିବା େ�ବିତ୍୍ଯନେୀଳତା� ସାୋନ୍ୟା ଦଗିକୁ ପ୍ରତନିଧିିତ୍ୱ କର� । ଏହେି� ିଆଇଗନ ଧ୍ୱନ�ି ଏକ  ର�ୈଖିକ 
ସଂରରାଗ ର� ଆଧା� କ� ିେଦ୍ଦ� ଏକ ନୂତନ ଧ୍ୱନ ିଉଚ୍ଚା�ଣ ସଷିୃ୍ କ�ାରାଇୋ�ବି । ଏହ ିଧା�ଣାଗୁଡକି ପିେକ� 
ଅନୁକୂଳନ ୋଇଁ   ସ୍ୟଂଚାଳତି ବାକ ଚହି୍େ ପ୍ରାଣାଳୀର� ଉେରରାଗୀ ରହାଇଥାଏ ।|
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ସମୋହତି କଠନି ପ୍ରଶ୍ୋବଳୀ

ଉଦାହ�ଣ 1 େରନକ� 5 × 5େ୍ୟାଟ୍କି୍ସ 

1 2 3 4 5
5 1 2 3 4
4 5 1 2 3
3 4 5 1 2
2 3 4 5 1

A

 
 
 
 =
 
 
  

 

ଏହା� ରକବଳ ଏକୋତ୍ର ବାସ୍ାବ ଆଇଗନ େ�ୂ୍ୟଅଛ ି। ରତରବ A � ରସହ ିବାସ୍ବ ଆଇଗନ େ�ୂ୍ୟ ନରି୍୍ଯୟ କ�।

ସମୋଧୋନ: ରବୈେଷି୍୍ୟ ସେୀକ�ଣ
 | A – lI | = 0

\  = 0

R1 → R1 + R2 + R3 + R4 + R5 ପ୍ରକି୍ୟା ଦ୍ା�ା

  = 0

 (15 – l)  = 0

 (15 – l) େ୍ୟାଟ୍କି୍ସ  = 0
⇒ 15 – l = 0
⇒ l = 15

\ 15, A � ବାସ୍ବ ଆଇଗନ େ�ୂ୍ୟ।
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ଅନ୍ୟଏକ ଉପାୟ : 
ଯଦ ିସମସ୍ତ ଧାଡ ିବା ସ୍ତମ୍ଭର ଯଯାଗଫଳ ସମାନ ହୁଏ ,ଯେଯବ ଯସହ ିଯଯାଗଫଳ ଉକ୍ତ ମ୍ାଟ୍କି୍ସଯର ଆଇଗନ ମଲୂ୍ 
ଯହାଇଥାଏ।

ମ୍ାଟ୍କି୍ସ A ର , ଧାଡମିାନଙ୍କର  ସମଷି୍ = 15

A ର ବାସ୍ତବ ଅଇଗନ ମଲୂ୍ 15 ଅଯେ ।

ଉଦାହରଣ 2 ଦତ୍ତ ଅଛ ିA =  ଏବଂI =  ଯେଯବ A3 ର ମଲୂ୍ କ'ଣ ଯହବ ?

ସମାଧାନ : ଦତ୍ତ:  A =  ଏବଂ I = 

ଯବୈଶଷି୍୍ ସମୀକରଣ ଯହଉଛ ି
 [A – lI] = 0 

  = 0

⇒ (–5 – l) (– l) + 6 = 0

⇒ 5 l + l 2 + 6 = 0

⇒ l 2 + 5 l + 6 = 0

ଯଯଯହେୁ , ପ୍ରଯେ୍କ ମ୍ାଟ୍କି୍ସ ନଜିର ଯବୈଶଷି୍୍ ସମୀକରଣକୁ ସଦି୍ଧ କରଥିାନ୍ ି(ଯକଯଲ –ହାମିଲେନ୍ ଉପପାଦ୍)
\ A2 + 5A + 6I = 0 

⇒ A2 = –5A – 6I ...(1)

ଉଭୟପାର୍ଶ୍ୱଯର A ଗୁଣନ କର ି, ଆଯମ ପାଇବା ,
 A3 = –5A2 – 6AI

 A3 = –5(–5A – 6I) – 6AI [ସମୀକରଣରୁ (1) ] 
A3 = 25A + 30I – 6AI
 A3 = 19 + 30I

ଉଦାହରଣ 3 ଏକ ବାସ୍ତବ 4 × 4 ମ୍ାଟ୍କି୍ସ A, ସମୀକରଣ A2 = I କୁ ସଦି୍ଧ କଯର ଯଯଉଁଠକି ିl, ଏକ  4 × 4 ଏକକ 
ମ୍ାଟ୍କି୍ସ  ।  A ର ଧନାତ୍ମକ ଅଇଗନ ମଲୂ୍ ନରି୍ଶ୍ୱୟ କର ।

ସମାଧାନ : ଯଯଯହେୁ A ,ସମୀକରଣ A2 = I . କୁ ସଦି୍ଧ କଯର , 

A ଏକ ଇନଭଲୁୋରୀ  ମ୍ାଟ୍କି୍ସ ଅଯେ ,ଏବଂ ଇନଭଲୁୋରୀ ମ୍ାଟ୍କି୍ସର ଆଇଗନ ମଲୂ୍ ± 1 ଅଯେ ।

ଯେଣୁ ,  A ର ଧନାତ୍ମକ ଆଇଗନ ମଲୂ୍  = 1 
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ଉଦାହରଣ 4: ମଯନକର ମ୍ାଟ୍କି୍ସ A =  ଯଯଉଁଠକି ିa ଏବଂ b ବାସ୍ତବ ସଂଖ୍ା , ଏବଂb 0

 a A ର ସମସ୍ତ ଆଇଗନ ମଲୂ୍   ନରି୍ଶ୍ୱୟ କର  ।

b. ମ୍ାଟ୍କି୍ସ A ର ପ୍ରେ ିଆଇଗନ ମଲୂ୍ ପାଇଁ ଆଇଗନ ଯପେଶ୍   E ନରି୍ଶ୍ୱୟ କର ।

c. ଏକ ଅଣସଙୁି୍ଲାର ମ୍ାଟ୍କି୍ସ S ଏବଂ  ଏକ କର୍ଶ୍ୱୀମ୍ାଟ୍କି୍ସ D ନଦି୍ଧଶ୍ୱାରଣ କର ି ମ୍ାଟ୍କି୍ସ A କୁ  କର୍ଶ୍ୱୀକରଣ କର 
ଯଯପରକି ିS–1AS = D ।

ସମାଧାନ : a. ମ୍ାଟ୍କି୍ସ A ର  ଯବୈଶଷି୍୍ ସମୀକରଣ

 | A – lI | =  = 0

⇒ (a – l)2 + b2 = 0
⇒ (a – l)2 = –b2

⇒ l = a ± bi

ଯେଣୁ , ମ୍ାଟ୍କି୍ସ A ର ଆଇଗନ ମଲୂ୍ l = a + bi, a – bi

b. . ଆଇଗନ ମଲୂ୍ l = a + bi ଭିତ୍ତକି ଆଇଗନ ଯଭକ୍ଟର
 [A – (a + bi)I]X = 0

⇒  = 

⇒  = 

⇒ – bix1 – bx2 = 0 ⇒ x2 = –ix1

 bx1 – bix2 = 0 ⇒ x1 = ix2

ସମୀକରଣ ସମହୂ ର ସାଧାରଣ ସମାଧାନ,  
 x1 = ix2

ଯେଣୁ   Ea + ib = 

ଆଇଗନ ମଲୂ୍ l = a – bi ଭିତ୍ତକି ଆଇଗନ୍ ଯପେଶ୍,
  [A – (a – ib)I]X = 0

⇒  = 

⇒  = 
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⇒ bix1 – bx2 = 0 ⇒ x2 = ix1

 bx1 + bix2 = 0 ⇒ x1 = –ix2

ସମୀକରଣ ସମହୂ ର ସାଧାରଣ ସମାଧାନ x2 = ix1

 Ea – ib =  ଆଇଗନ ମଲୂ୍ ଭିତ୍ତକି ଆଇଗନ୍ ଯପେଶ୍ ୍ 

c. ବତ୍ତଶ୍ୱମାନ,  ଏବଂ  ଦ୍ୱୟ ଯରୈଖିକଭାଯବ ସ୍ୱେନ୍ ଏବଂ ବସିେୃ ିC2 ଯେଣୁ, C2 ପାଇଁ ଆଇଗନ ଆଧାର 
ଗଠନ କର ।

\ S = 

 | S | = i2 – 1 = –1 – 1 = –2 ≠ 0

\ S–1 = 

ବତ୍ତଶ୍ୱମାନ   D = S–1 AS

 = 

 = 

 =  

 =  = 

ଯାହାକ ିଆଇଗନ ମଲୂ୍ a + bi ଏବଂ a – bi ଥିବା ଏକ କର୍ଶ୍ୱୀମ୍ାଟ୍କି୍ସ ।
ଉଦାହରଣ 5 ମଯନକର AଏବଂB ଦ୍ୱୟ , n × n ମ୍ାଟ୍କି୍ସ । ମଯନକର AଏବଂBର ସମାନ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ l1, l2 

…ln ଏବଂ େେସହେି ସମାନ ଆଇଗନ ଯଭକ୍ଟର X1, X2, ..., Xn  ଅଛନ୍,ି ଯାହାକ ିଯରୈଖିକ ଭାଯବ ସ୍ୱେନ୍ । ଯେଯବ A = B।
ସମାଧାନ: ମଯନକର A ଏବଂ B ଦ୍ୱୟଙ୍କର n ଯରୈଖିକ ସ୍ୱେନ୍ ଆଇଗନ ଯଭକ୍ଟର ଅଛନ୍ ିଏବଂ ଯସମାଯନ କର୍ଶ୍ୱୀକରଣୀୟ 
। ଯଦ ିଆଯମ S = [X1, X2, ..., Xn]. ଯନବାଯେଯବ S ବୁ୍େକ୍ରମୀ ଏବଂ ଆମର ଅଛ ି, 
 S–1 AS = D ଏବଂ S–1 BS = D

ଯଯଉଁଠ ି D କର୍ଶ୍ୱୀମ୍ାଟ୍କି୍ସ ଯାହାର କର୍ଶ୍ୱ ଉପାଦାନ ଗୁଡକି ଆଇଗନ ମଲୂ୍ ,।

 D = 
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ଏହା ଦଶଶ୍ୱାଏ  S–1AS = D = S–1 BS

ଯେଣୁ A = B.

ଉଦାହରଣ 6: ମଯନକର Aର, ଆଇଗନ୍ ମଲୂ୍ 1 ଓ 3 ଅନୁରୂପ ଆଇଗନ୍ ଯଭକ୍ଟର ଯଥାକ୍ରଯମ u ଓ v ପ୍ରମାଣ କରଯଯ 
u + v, ମ୍ାଟ୍କି୍ସ A ର ଆଇଗନ୍ ଯଭକ୍ଟର ନୁଯହଁ ।
b.  ମଯନକର A ଓ B ଦୁଇେ ିବାସ୍ତବ ମ୍ାଟ୍କି୍ସ, ଯଯପରକି ିମ୍ାଟ୍କି୍ସ A ର ପ୍ରଯେ୍କ ଧାଡରି ଯଯାଗଫଳ 1 ଓ ମ୍ାଟ୍କି୍ସ  
B ର  ପ୍ରଯେ୍କ ଧାଡରି ଯଯାଗଫଳ 2 , ଯେଯବ ଦଶଶ୍ୱାଅ ଯଯ AB ର ଆଇଗନ୍ ମଲୂ୍ 2 ଯହବ।
ସମାଧାନ : ଦତ୍ତ ମ୍ାଟ୍କି୍ସ Aର, ଆଇଗନ୍ ମଲୂ୍ ଯଥାକ୍ରଯମ 1 ଓ 3 ଅନୁରୂପ ଆଇଗନ୍ ଯଭକ୍ଟର ଯଥାକ୍ରଯମ. uଓ v 

ଯେଣୁ  Au = 1u [ସଂଜ୍ା AX = lX]
 Av = 3v

\ A(u + v) = Au + Av

⇒ = 1u + 3v

ଯେଣୁ, (u + v), ମ୍ାଟ୍କି୍ସ A ର ଆଇଗନ୍ ଯଭକ୍ଟର ନୁଯହଁ।

b. ନଯିଜ ଯେଷ୍ାକର । 
ଉଦାହରଣ 7  ମଯନକର  A ଏକ 3 × 3 ବାସ୍ତବ ଅଣ- କର୍ଶ୍ୱୀ ମ୍ାଟ୍କି୍ସ A= A–1 ଦଶଶ୍ୱାଅଯଯେ tr(A) = –det (A) 
= ± 1

ସମାଧାନ : ଦତ୍ତ A–1 = A  ⇒  A2 = I

ଯେଣୁ:A2 ର ସମସ୍ତ ଆଇଗନ୍ ମଲୂ୍ 1

ଆଉମଧ୍ୟ
\ A2 – I = 0

କମି୍ା ⇒ (A – I) (A + I) = 0

ଯେଣୁ ମ୍ାଟ୍କି୍ସ, Aର  ଆଇଗନ୍ ମଲୂ୍ +1 ଓ -1 । 
ଯଯଯହେୁ, A2 ର ଆଇଗନ୍ ମଲୂ୍, Aର ଆଇଗନ୍ ମଲୂ୍୍ର ବଗଶ୍ୱ ସହ ସମାନ, 
ଯେଣୁ, Aର ଆଇଗନ୍ ମଲୂ୍ ଯହବ +1 କମି୍ା -1 । 
ଯେଣୁ, େୃେୀୟ ଆଇଗନ୍ ମଲୂ୍  +1 କମି୍ା –1 ଯହାଇପାଯର । 
ମ୍ାଟ୍କି୍ସ ର  ଡେିରମିନାଣ୍ଟ, ଏହାର ଆଇଗନ୍ ମଲୂ୍ର ଗୁଣଫଳ ସହେି ସମାନ 
ଯେଣୁ, ଡେିରମିନାଣ୍ଟ ±1 ଯହାଇପାଯର। 
ଯଦ ିେୃେୀୟ ଆଇଗନ୍ ମଲୂ୍ tr(A) = 1, det(A) = –1

ଯଦ ିେୃେୀୟ ଅଇଗନ୍ ମଲୂ୍ –1 tr(A) = –1, det(A) = 1

ଯେଣୁ tr(A) = –1, det(A) = ±1.
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ସାରାଂଶ
1. ମଯନକର ଯଷେତ୍ର Fଯର, A ଏକ n-ଅଡଶ୍ୱର ର ବଗଶ୍ୱ ମ୍ାଟ୍କି୍ସ, ଯଦ ିଏଠାଯର ଅବସ୍ିେ ଏକ ଅଣ-ଶୂନ୍ ସ୍ତମ୍ଭ ଯଭକ୍ଟର 

X ∈ Fn ଯଯପର ିAX= X, ଯକଯବ F ପାଇଁ,ଯେଯବ X ଅନୁରୂପ,  କୁ A ର ଆଇଗନ୍ ଯଭକ୍ଟର କୁହାଯାଏ  
ଏବଂ  କୁ X ଅନୁରୂପ ମ୍ାଟ୍କି୍ସ Aର ଆଇଗନ୍ ମଲୂ୍ କୁହାଯାଏ ।

2. ଆଇଗନ୍ ମଲୂ୍ର ସମଷି୍ = Trace (A)
3.  n × n ମ୍ାଟ୍କି୍ସ A କର୍ଶ୍ୱୀକରଣୀୟ ଯହବ ଯଦ ିଏବଂ ଯକବଳ ଯଦ ିAର n ସଂଖ୍କ ଯରୈଖିକ ସ୍ୱେନ୍ତ୍ର ଆଇଗନ୍ 

ଯଭକ୍ଟର ଅଛ ି।
4. ପ୍ରଯେ୍କ ସସୀମ ମାତ୍ରା ଅନ୍ଗୁଶ୍ୱଣଫଳ ଯପେଶ୍  ର ଅଯଥଶ୍ୱାନମଶ୍ୱାଲ ଆଧାର ଅଛ ି।
5. ଏକ ଯଭକ୍ଟର uV କୁ v V  ପ୍ରେ ିଲାମ୍ୀୟ କୁହାଯାଏ ଯଦ ି< u, v > = 0
6.  ଦୁଇେ ିଯଭକ୍ଟର u , v କୁ ଅଯଥଶ୍ୱାନମିଶ୍ୱାଲ କୁହାଯିବ ଯଦ ି(i) < u, v > = 0 (ii) ପ୍ରଯେ୍କ ଯଭକ୍ଟର u ଓ v ର 

ନମଶ୍ୱ 1 ଯହବା ଉେତି୍ ।

ସଂକ୍ଷିପ୍ତ ପ୍ରଶ୍ନମାଳା 

1. ମଯନକର ମ୍ାଟ୍କି୍ସ 2 0
3 5

A  
=  

   
କୁ P + Q ଦ୍ୱାରା ପରପି୍ରକାଶ କରାଯାଏ, ଯଯଉଁଠାଯର  P ଏକ ସମମିେ ମ୍ାଟ୍କି୍ସ 

ଓ Q ଏକ  ବଷିମ-ସମମିେ ମ୍ାଟ୍କି୍ସ , ନମି୍ନଲିଖିେ ମଧ୍ୟରୁ ଯକଉଁେ ିସଠକି୍ \ 

 a. Q =  b.  c. Q =  d. Q = 

2. ଏକ ଲମ୍ୀୟ ମ୍ାଟ୍କି୍ସ ର ସ୍ତମ୍ଭ ରୂପ 
      a. ଲମ୍ ଯକାଣୀୟ ଯଭକ୍ଟର ର  ଯସଟ୍ b.  ଅଯଥଶ୍ୱାନମଶ୍ୱାଲ ଯଭକ୍ଟର ଯସଟ୍
      c.  ଯରୈଖିକ ସ୍ୱେନ୍ତ୍ର  ଯସଟ୍  d.  ଉପଯରାକ୍ତ ସମସ୍ତ 
3. dim V = n ପାଇଁ ଯଦ ିT : V → V ଏକ ଯରୈଖିକ ଅପଯରେର ଓ T ର n ସଂଖ୍କ ପଥୃକ ଆଇଗନ୍ ମ୍ଲ୍ 

ଅଛ,ିଯେଯବ
a. T ନଶିି୍ତ୍ ରୂଯପ ବୁ୍େକ୍ରମୀ  b.  T ନଶିି୍ତ୍ ରୂଯପ କର୍ଶ୍ୱୀକରଣୀୟ
c. T ନଶିି୍େ ରୁଯପ ବୁ୍େକ୍ରମୀ ଓ କର୍ଶ୍ୱୀକରଣୀୟ  d.  T କର୍ଶ୍ୱୀକରଣୀୟ ନୁଯହଁ
4. ମଯନକର R2 ଯର T, ଏକ ଯଭକ୍ଟର ଯପେଶ୍ । ଓ V ଯର T ଏକ ଯରୈଖିକ ରୂପାନ୍ରଣ ଏପର ିଭାଯବ ବ୍ାଖ୍ା 

ଯହାଉଛ:ି T(x, y) = (x + y, y) ଯେଯବ, T ର ଯବୈଶଷି୍୍ ପଲିଯନାମିଆଲ୍ ଯହଉଛି
 a.1 – 3x + x2             b.2 – 2x           c.1 – 2x + x2               d. 1 + x2

5. ମଯନକର T : C3 → C3 ଏପର ିଭାଯବ ବ୍ାଖ୍ା ଯହାଇଛ ିT(x, y, z) = (x + y + z, –x – y, –x – z) ଏବଂ ମାନକ 
ଅଡଶ୍ୱର ଆଧାର ଭିତ୍ତକି M ଏକ ମ୍ାଟ୍କି୍ସ । M ର ଆଇଗନ୍ ମଲୂ୍

 a.–1, i, –i           b.     1, i, –i c. 1, i, i            d. –1, –i, –i
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6. ଏକ ମ୍ାଟ୍କି୍ସ M ର. ଆଇଗନନ୍ ମଲୂ୍ 1 ଓ 4 ଅନୁରୂପ ଯଥାକ୍ରଯମ ଆଇଗନ୍ ଯଭକ୍ଟର (1, –1)T ଓ (2] 1)T 
ଯେଯବ M ଯହଉଛ ି

 a.  b.  c.  d. 

7. ଯଦ ିA = , ଯେଯବ ଯମାଡାଲ ମ୍ାଟ୍କି୍ସ P ଯହଉଛ ି।  

   a.  b.  c.  d. 

8. ଯଦ ିମ୍ାଟ୍କି୍ସ  ର ଯବୈଶଷି୍୍ ମଳୂ l1 ଓ l2, ଯେଯବ ମ୍ାଟ୍କି୍ସ  ର ଯବୈଶଷି୍୍ ମଳୂ ଯହଉଛ ି। 

 a.l1 +l2, l1 – l2          b.   2l1 ଏବଂ 2l2              c.     ଏବଂ  d.l1 + l2 ଏବଂ | l1 – l2 |

9. ଯଦ ିA =  ଏବଂ I = , ନମି୍ନଲିଖିେ ମଧ୍ୟରୁ ଯକଉଁେ ିଶୂନ ମ୍ାଟ୍କି୍ସ ଅଯେ ?

 a.A2 – A – 5I         b.A2 + A – 5I          c.A2 + A – I          d. A2 – 3A + 5I

10. ମ୍ାଟ୍କି୍ସ  ର ଆଇଗନ୍ ମଲୂ୍ 

 a.1, 4                 b. –1, 2      c.  0, 5     d.    2, –5

11. ନମି୍ନଲିଖିେ ମଧ୍ୟରୁ ଯକଉଁେ ିମ୍ାଟ୍କି୍ସ  ର ଆଇଗନ୍ ଯଭକ୍ଟର ।

 a.  [1 –2 0 0]T          b.  [0 0 1 0]T c. [1 0 0 –2]T d. [1 –1 2 1]T

12. ମ୍ାଟ୍କି୍ସ A =  ର ଆଇଗନ୍ ଯଭକ୍ଟର ଏପର ିଭାବଯର ଯଲଖାଯାଇଛ ି  ଓ , a + b ର ମଲୂ୍ କଣ?

 a. 0               b.         1/2                c.     1 d. 4

13. ମ୍ାଟ୍କି୍ସ  ର ଆଇଗନ ଯଭକ୍ଟର ଯହଉଛ ି

 a.        [–1 1 1]T           b. [1 2 1]T c. [1 –1 2]T d. [2 1 –1]T
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14. ମଯନକର ମ୍ାଟ୍କି୍ସ 2 3
A

x y
 

=  
 

 ଯଦ ିA ର ଆଇଗନ ମଲୂ୍ 4 ଓ 8  ଯେଯବ 

 a.  x = 4, y = 10  b.  x = 5, y = 8 c. x = –3, y = 9 d. x = –4, y = 10

15. ମ୍ାଟ୍କି୍ସ A =  ପାଇଁ, ଆଇଗନମଲୂ୍ ମଧ୍ୟରୁ ଯଗାେଏି 3 ଯହଯଲ ଅନ୍ ଦୁଇେ ି ଆଇଗନ  
ମଲୂ୍ଗୁଡକି ଯହଉଛ ି

a. 2, –5             b.    3, –5               c. 2, 5 d. 3, 5

16 ଯଦ ିA = ,ଯେଯବ A ର ଆଇଗନ୍ ମଲୂ୍ ଯହଉଛ ି

 a.   2, 1, 0           b.  2, (1 + i), (1 – i) c. 2, –1, –1 d. 1, –1, 0

17. ନମି୍ନଲିଖିେ ମଧ୍ୟରୁ ଯକଉଁ ମ୍ାଟ୍କି୍ସ କର୍ଶ୍ୱୀକରଣୀୟ ନୁଯହଁ 

 a.  b.  c.  d. 

18. ଯଭକ୍ଟର (–2, 3, 7) ର ନମଶ୍ୱ ଯକଯେ?
 a.  b.  c. 7 d. 78  

19. ମଯନକର u = (a1, a2) ଏବଂ v = (b1, b2) ର ଯାଦୃଚ୍କି ସଦସ୍ , ଯେଣୁ ନମି୍ନଲିଖିେ ମଧ୍ୟରୁ ଯକଉଁେ ିR2(R) ଯର  
ଅନ୍ଗୁଶ୍ୱଣଫଳ ଯପେଶ ନୁଯହଁ ।

 a.   <u, v> = a1b1 – a2b1 – a1b2 + 4a2b2 b. <u, v> = a1b1 + a2b2

 c. <u, v> = a1 + a2 + b1 + b2 d. <u, v> = a1b1  – 2a1b2 – 2a2b1 + 5a2b2

ଉତ୍ତର ମାଳା
1. c  2. d 3. b 4. c
5. a  6. d 7. b 8. c
9. c  10. c 11. b 12. b
13. b  14. d 15. d 16. c
17. c  18. b 19. c 
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ଅସମାହଷିତ କଠଷିନ ପ୍ରଶ୍ନାବଳୀ

1. a, b ଓ c ର ମଲୂ୍ ନରି୍ଶ୍ୱୟ କର ଯଯଉଁଠାଯର (1, 0, –1) ଓ (0, 1, –1) ମ୍ାଟ୍କି୍ସ A =  ର ଆଇଗନ 
ଯଭକ୍ଟର 

2. P, D ଓ A ସମ ଅଡଶ୍ୱର ର ବଗଶ୍ୱ ମ୍ାଟ୍କି୍ସ, ଯଯପରକି ିP ବୁ୍େକ୍ରମୀ, D କର୍ଶ୍ୱୀ ମ୍ାଟ୍କି୍ସ ଏବଂ  D = PAP–1 ଯଦ ି
An = 0 ଯକଯେକ nN ପାଇଁ, ଯେଯବ ଦଶଶ୍ୱାଅ ଯଯ A = 0 

3. ମଯନକର A ଏକ n × n ବାସ୍ତବ ସମମିେ ମ୍ାଟ୍କି୍ସ ଯାହାର n ଯଗାେ ିପଥୃକ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ ଅଛ,ି ପ୍ରମାଣ କର 
ଯଯ ଏକ ଲମ୍ୀୟ ମ୍ାଟ୍କି୍ସ P ରହବି ଯଯପରକି ିAP = PD ଯଯଉଁଠାଯର ’D ଏକ ବାସ୍ତବ କର୍ଶ୍ୱୀ ମ୍ାଟ୍କି୍ସ |

4.  ସମସ୍ତ 2 × 2 ଲମ୍ୀୟ ମ୍ାଟ୍କି୍ସ କୁ ଏହ ି 1/ 3 x
A

y z
 

=  
 

 ରୂପଯର ପ୍ରଦଶଶ୍ୱନ କର।

5. ଏକ 3 × 3 ଲମ୍ୀୟ ମ୍ାଟ୍କି୍ସ P ନରି୍ଶ୍ୱୟ କର ଯାହା ନମି୍ନ ପ୍ରଦତ୍ତ ଧାଡରି ଗୁଣିେକ ଯହବ । 
 a. (1, 2, 3) ଓ (0, –2, 3)  b. (1, 3, 1) ଓ (1, 0, –1)

6. ମଯନକର A ଏକ ବାସ୍ତବ ବଷିମ-ସମମିେ ମ୍ାଟ୍କି୍ସ  ଅଥଶ୍ୱାତ୍ AT = – A, ନମି୍ନଲିଖିେ କଥନକୁ ପ୍ରମାଣ କର।
a. ବାସ୍ତବ ବଷିମ-ସମମିେ ମ୍ାଟ୍କି୍ସ A ର ପ୍ରଯେ୍କ ଆଇଗନ୍ ମଲୂ୍  0 କମି୍ା ସମୂ୍ର୍ଶ୍ୱ କାଳ୍ପନକି ସଂଖ୍ା |
b. A ର ରାଙ୍କ ଯୁଗ୍ମ । 

7.  ଯଦ ିA,  Mn × n (F) ଯର n ପଥୃକ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ ଅଛ,ି ଯେଯବ ପ୍ରମାଣ କର ଯଯ A କର୍ଶ୍ୱୀକରଣୀୟ। 
8.  ପ୍ରମାଣ କରଯଯ ଆଇଗନ୍ ମଲୂ୍ ଅନୁରୂପ ଦୁଇେ ିପଥୃକ ଆଇଗନ୍ ଯଭକ୍ଟର ସବଶ୍ୱଦା ଯରୈଖିକ ନଭିଶ୍ୱରଶୀଳ।

9. ଦତ୍ତ 2 × 2 ମ୍ାଟ୍କି୍ସ   ପାଇଁ

a.  A ର ଆଇଗନ୍ ମଲୂ୍ ନରି୍ଶ୍ୱୟ କର ।
b.  A ର ପ୍ରଯେ୍କ ଆଇଗନ୍ ମଲୂ୍ ପାଇଁ, ଆଇଗନ ଯଭକ୍ଟର ନରି୍ଶ୍ୱୟ କର।
c.  ମ୍ାଟ୍କି୍ସ Aକୁ କର୍ଶ୍ୱୀକରଣ କର।
d.  କର୍ଶ୍ୱୀକରଣ ର ଫଳାଫଳ ବ୍ବହାର କର,ି ପ୍ରଯେ୍କ ଧନାତ୍ମକ Ak କୁ ନରି୍ଶ୍ୱୟ କର ।
10. ମଯନକର ଯସଟ୍ {v1, v2, ..., vn} ଯରୈଖିକ ନି୍ଭଶ୍ୱରଶୀଳ ଗ୍ାମ-ସି୍ମିଡ ଲାମ୍ିକୀକରଣ ପ୍ରକି୍ରୟା, ଏହା ଉପଯର ପ୍ରଯୟାଗ 

କଯଲ କଣ ଘଯେ ।
11.  ମଯନକର W = (1, –2, –1, 3) R4 ଯର ଏକ ଯଭକ୍ଟର, ଯେଯବ
. a. W⊥  ପାଇଁ ଲମ୍ୀୟ ଆଧାର ନରି୍ଶ୍ୱୟ କର।
b. W⊥ ପାଇଁ ଅଯଥଶ୍ୱାନମିଶ୍ୱାଲ ଆଧାର ନରି୍ଶ୍ୱୟ କର । 

12. ମଯନକର M = M2 × 2 ଅନ୍ଗୁଶ୍ୱଣଫଳ < A, B > = tr(BTA). ନମି୍ନଲିଖିେ ମ୍ାଟ୍କି୍ସର ଲମ୍ୀୟ ଉପାଦାନ ପାଇଁ 
ଲମ୍ୀୟ ଆଧାର ନରି୍ଶ୍ୱୟ କର ଯଯଉଁଠାଯର a. କର୍ଶ୍ୱୀ ମ୍ାଟ୍କି୍ସ b. ସମମିେ ମ୍ାଟ୍କି୍ସ 
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 ଉତ୍ତର ମାଳା
1. [a = 2, b = 4, c = 4]

4.  ଯଯଉଁଠାଯର a =  ଏବଂ b = 

5. a.  

b. 

9. ଯଯଯେଯବଯଳ a ≠ b

 a. a, b b.  c.  d. Ak = 

 ଯଯଯେଯବଯଳ a = b 

 a. a, a   b. 

  c.    d. Ak = 

10. ଯଦ ିV1 ଯହଉଛ ିପୂବଶ୍ୱର ବସୃି୍ତେଯିର ପ୍ରଥମ ଯଭକ୍ଟର, ଯେଯବ ଲାମ୍ିକୀ କରଣ ପ୍ରକି୍ରୟାଯର ସଂପକୃ୍ତ ଯଭକ୍ଟର ଶୂନ୍ 
ଯହବ।

11. a. u1 = (0, 0, 3, 1), u2 = (0, 5, –1, 3), u3 = (–14, –2, –1, 3)

 b. 

12. a.  b. 

ପ୍ରକଳ୍ପ/କାଯଶ୍ୱ୍କଳାପ / ବ୍ହାରକି
ପ୍ରକଳ୍ପ: କର୍ଶ୍ୱୀକରଣ Aର ଘାେ ନରି୍ଶ୍ୱୟ କରବିାଯର ସାହାଯ୍ କଯର , ଅଥଶ୍ୱାତ୍ Aର ଘାେ  n,ଯଯଉଁଠାଯର n ଏକ 

ସାଧାରଣ ପୂର୍ଶ୍ୱାଙ୍କ । ଏକ ଉଦାହରଣ ସାହାଯ୍ଯର ଗାଣିେକି ଭାବଯର ବ୍ାଖ୍ା କର |
କାର୍ଯ୍ୟକଳାପ: କପିର ିଏକ ଯରୈଖିକ ଅବକଳ ସମୀକରଣ ସମହୂ dx/dt=x, ଯଯଉଁଠାଯର x ଏକ m x m କର୍ଶ୍ୱୀ 

ମ୍ାଟ୍କି୍ସ, ଯାହାର ଉପାଦାନଗୁଡକି ଧରୁବକର ସମାଧାନ କର୍ଶ୍ୱୀକରଣ ପ୍ରକ୍ରିୟା ଦ୍ୱାରା ଯହାଇପାରବି ବୁଝାଅ ? 
ବ୍ୟବହାରଷିକ: MATLAB  ବ୍ବହାରକି କର ିଘାେ  ପଦ୍ଧେ ି(ମାନକକିରଣ ସହ) ଦ୍ୱାରା ମ୍ାଟ୍କି୍ସ A  Rnxn ର 

ଆଇଗନ୍  ମଲୂ୍ ଏବଂ ଆଇଗନ୍  ଯଭକ୍ଟର ଗଣନା କାଯଶ୍ୱ୍କାରୀ କର।
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ଅଧିକ ଜାଣନ୍ତୁ
1. ଯଦ ିR ଯର A, ଏକ (2 × 2) ମ୍ାଟ୍କି୍ସ ଏବଂ det (A + I) = 1 + Det (A) ଯେଯବ, ଆଯମ ଉପନୀେ ଯହବା 

ଯଯ,
 a. Det (A) = 0 b A = 0 c. Tr (A) = 0 d. A ଅଣ ସଙୁି୍ଲାର 

2. ଯଦ ିA =  ଯେଯବ A9 ଗଣନା କର ।

 a. 511A + 510I b 309A + 104I c. 154A + 155I d. exp. (9A)

3. ମଯନକର V ଏକ, ବାସ୍ତବ ପଲିଯନାମିଆଲ୍ ର ଏକ ଯଭକ୍ଟର ଯପେଶ୍  ଯାହାର ଯାଓହାର ସଯବଶ୍ୱାଚ୍ଚ ଘାେ 2, ଏକ ଯରୈଖିକ 

ଅପଯରେର ବ୍ାଖ୍ା କର ଯଯପରକି ିT : V → V ପାଇଁ T(x) =  = 0, 1, 2 ଆଇଗନ୍  ମଲୂ୍ 1 ଅନୁରୂପ, 
ଆଇଗନ୍  ଯପେଶ୍  T-1ର ମାତ୍ରା ଯହଉଛ,ି

 a. 4 b. 3 c. 2. d. 1

4. ଯଦ ିA =  ଯେଯବ A50 ର ମଲୂ୍

 a.  b.  c.  d. 

ଉତ୍ତରମାଳା
1. c  2. a 3. d 4. c

ସହାୟକ ଓ ପରାମଶଶ୍ୱ ମଳୂକ ପଠନ
1. Dass, H.K. Advanced Engineering Mathematics, S. Chand Publications.
2. Dettman, J.W. (1974). Introduction to Linear Algebra and Differential Equations, McGraw Hill, 

Kogakusha.
3. Garg, Reena (2019). Engineering Mathematics-I, 2nd Edition, Khanna Book Publishing Co. (P) Ltd.
4. Grewal, B.S. Higher  Engineering Mathematics, Khanna Publishers.
5. Herstein, I.N. (1993). Topics in Algebra, Wiley Eastern.
6. Hohn, E.Franz. (1964). Elementary Matrix Algebra, Macmillan Company, NewYork. 
7. Jain, R.K.; Iyengar, S.R.K. Advanced Engineering Mathematics, 2nd  Edition, Narosa. 
8. Philip, Franklin. (1940). A Treatise on Advanced Calculus, Wiley, Inc. NewYork.
9. Prasad, Chandrika (1967). Mathematics for Engineers, Pothishala Private Ltd.
10. Ram, Babu. Engineering Mathematics, Pearson.
11. Thomas, G.B. and Finney, R.L.(1992). Calculus and Analytic Geometry, Addision-Wesley, Reading, 

MA.



CO ଏବଂ PO ପ୍ରାପ୍ତି ସରାରଣୀ

ପାଠ୍ୟକ୍ରମ ସମାପ୍ତ ହେବାପହେ, ଏେ ି ପାଠ୍ୟକ୍ରମ ପାଇଁ ପାଠ୍ୟକ୍ରମେ ଫଳାଫଳ, ହ୍ାଗ୍ାନ ଫଳାଫଳ 
ସେତି ମ୍ୟାପ୍  ହୋଇପାେବି ଏବଂ ବ୍ୟବଧାନକୁ ବହିଳେଷଣ କେବିାପାଇଁ POେ ୍ାପି୍ତ ପାଇଁ ଏକ ସେସମ୍ବନ୍ଧ 
ସଷିୃ୍ କୋଯାଇପାେବି। PO ୋସଲ କେବିାହେ ବ୍ୟବଧାନେ ସଠକି ବଳିେଷଣ ପହେ ଏେ ିବ୍ୟବଧାନକୁ ଦୂେ 
କେବିାପାଇଁ ଆବଶ୍ୟକ ପଦହଷେପ ଗ୍େଣ କୋଯାଇପାହେ।

CO (CO) ଏବଂ PO ପ୍ରାପ୍ତି ସରାରଣୀ

ପରାଠ୍ୟକ୍ରମ
ଫଳରାଫଳ

ପପ୍ରାଗ୍ରାମ ଫଳରାଫଳର ପ୍ରାପ୍ତି
(1- ଦୁବ୍ବଳ ସେସମ୍ବନ୍ଧ; 2- ମଧ୍ୟମ ସେସମ୍ବନ୍ଧ; 3- ଦୃଢ ସେସମ୍ବନ୍ଧ)

PO-1 PO-2 PO-3 PO-4 PO-5 PO-6 PO-7 PO-8 PO-9 PO-10 PO-11 PO-12

CO-1

CO-2

CO-3

CO-4

CO-5

CO-6

ବ୍ୟବଧାନ ବହିଳେଷଣ ପାଇଁ ଉପହୋକ୍ତ ହେବୁଲ (ସାେଣୀ)ହେ ଭୋଯାଇଥିବା ତଥ୍ୟକୁ ବ୍ୟବୋେ କୋଯାଇପାେବି।
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ଅନୁକ୍ରମଣତିକରା 
ପେମ ଅଭିସେଣ,  54
ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ହଯାଗ,  179
ହଭକ୍ଟେେ ହଯାଗ  183
ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସେ ଆଡଜଏଣ୍ଟ  200
ତ୍ଭୁିଜେ ହଷେତ୍ଫଳ  195
ହଭକ୍ଟେ ହପେଶ୍ େ ଆଧାେ 284
ବେିା ଫଳନ 60
ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସେ କାନନକିାଲ େୂପ 211
ହକାଶୀଙ୍କ ମାଧ୍ୟମାନ ଉପପାଦ୍ୟ 111
ହକାଶୀ ସ୍ାଜ ଅସମତା  364
ବକ୍ରତା ହକନ୍ଦ୍ର,   3, 13
ବୃତ୍ତେ ବକ୍ରତା 3, 13
ହକା-ଫ୍ୟାକ୍ଟେ  198
ସ୍ତମ୍ଭ- ଇହକଲନ୍  େୁପ 186
ତୁଳନାତ୍ମକ ପେୀଷୋ 46
କ୍ରାମେଙ୍କ ନୟିମ 236
କ୍ରାନ୍କି ବନୁି୍ 150
ବକ୍ରତା 2
ସୀମାଯୁକ୍ତ ସମାକଳନ 33
କର୍୍ବୀକେଣ                                                 353, 354
ହଭକ୍ଟେ ହପେଶ୍ େ ମାତ୍ା 284
ଅନୁେୂପ ସତୂ୍ 68
ଆଇଗନ ଆଧାେ 328
ଆଇଗନ୍  ହପେଶ୍  328
ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ,                                            325, 326
ଆଇଗନ ହଭକ୍ଟେ                                          325, 326
୍ାଥମିକ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ 185
ଏନ୍ ଭଲପ୍ ,  17
ହକନ୍ଦ୍ରଜ,  15
କଳନ ଗଣିତେ ୍ଥମ ହମୌଳକି ଉପପାଦ୍ୟ,  35
ଗାମା ଫଳନ 55
ଗସ୍  ଅପସାେଣ ପଦ୍ଧତ ି                                    239, 248
ଗସ୍ - ହଜାଡାନ ପଦ୍ଧତ ି                                     243, 251
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ସମଘାତୀ ସମୀକେଣ 232
ଏକକ େୂପାନ୍େଣ 290 
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ଅନହିର୍୍ବୟ େୂପ 126
ଅନ୍ଗୁ୍ବଣଫଳ ହପେଶ୍   359
ଅନ୍ଗୁ୍ବଣଫଳ 183
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ହେୈଖିକ ବସୁି୍ତତ ି 281
ହେୈଖିକ ସମୀକେଣ ସମେୂ  222
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ମ୍ୟାକହଲେନିଙ୍କ ଉପପାଦ୍ୟ  118
ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ 173
ଗେଷି୍ଠ 148
ଲଘିଷ୍ଠ  148
ମାଇନେ 198
ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ଗୁଣଫଳ  180
ଅସମାଙ୍ୀ ସମେୂ  223
ହଭକ୍ଟେେ ମାନକ 361
ଶୂନ୍ୟ ହପେଶ୍   304
ଲମ୍ବୀୟ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ 348
ଲମ୍ବୀୟ ହଭକ୍ଟେ  366
ଅହଥ୍ବାନମ୍ବାଲ ହଭକ୍ଟେ  366
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ବକ୍ରତା ବ୍ୟାସାଦ୍ଧ୍ବ 3
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ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସେ ୋଙ୍କ 206
ହୋଲଙ୍କ ୍ହମୟ 99
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ଧାଡ-ିଇହକଲନ୍ ୍  େୂପ 185
କଳନ ଗଣିତେ ଦ୍ତିୀୟ ହମୌଳକି ଉପପାଦ୍ୟ 36
ବଷିମ ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ 344
ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସେ ବହିୟାଗ 179
ହଭକ୍ଟେେ ବହିୟାଗ 183
ଘନାକୃତ ିପେକି୍ରମଣେ ପଷୃ୍ଠ ହଷେତ୍ଫଳ 76
ସଲିହଭଷ୍େଙ୍କ ନୟିମ 305
ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ 344
ହେଲେଙ୍କ ଉପପାଦ୍ୟ 116
ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସେ ୍କାେ 173
ହଭକ୍ଟେ 182
ହଭକ୍ଟେ ହପେଶ୍  268
ମ୍ୟାଟ୍ହିକ୍ସ ହଭକ୍ଟେ ହପେଶ୍  269
ଘନାକୃତ ିପେକି୍ରମଣେ ଘଣଫଳ 76
ଶୂନ୍ୟକ େୂପାନ୍େଣ 290
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ପରତିଭରାଷରା
ପେମ ଅଭିସେଣ Absolute convergence

ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ ହଯାଗ Addition of matrices

ହଭକ୍ଟେେ ହଯାଗ Addition of vector

ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସେ ଆଡଜଏଣ୍ଟ Adjoint of a matrix

ତ୍ଭୁିଜେ ହଷେତ୍ଫଳ Area of triangle

ହଭକ୍ଟେ ହପେଶ୍ େ ଆଧାେ Basis of a vector space

ବେିା ଫଳନ Beta function

ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସେ କାନନକିାଲ େୂପ Canonical form of a 
matrix

ହକାଶୀଙ୍କ ମାଧ୍ୟମାନ 
ଉପପାଦ୍ୟ

Cauchy’s Mean Value 
theorem

ହକାଶୀ ସ୍ାଜ ଅସମତା Cauchy’s Schwarz’s 
inequality

ବକ୍ରତା ହକନ୍ଦ୍ର Centre of curvature

ବୃତ୍ତେ ବକ୍ରତା Circle of curvature

ହକା-ଫ୍ୟାକ୍ଟେ Cofactor

ସ୍ତମ୍ଭ- ଇହକଲନ୍  େୁପ Column-echeleon form

ତୁଳନାତ୍ମକ ପେୀଷୋ Comparison test

କ୍ରାମେଙ୍କ ନୟିମ Cramer’s rule

କ୍ରାନ୍କି ବନୁି୍ Critical point

ବକ୍ରତା Curvature

ସୀମାଯୁକ୍ତ ସମାକଳନ Definite integral

କର୍୍ବୀକେଣ Diagonalization

ହଭକ୍ଟେ ହପେଶ୍ େ ମାତ୍ା Dimension of a vector 
space

ଅନୁେୂପ ସତୂ୍ Duplication formula

ଆଇଗନ ଆଧାେ Eigen bases

ଆଇଗନ୍  ହପେଶ୍ Eigen space

ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ Eigen values

ଆଇଗନ ହଭକ୍ଟେ Eigen vectors

୍ାଥମିକ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ Elementary matrix

ଏନ୍ ଭଲପ୍ Envelope

ହକନ୍ଦ୍ରଜ Evolute

କଳନ ଗଣିତେ ୍ଥମ 
ହମୌଳକି ଉପପାଦ୍ୟ

First Fundamental 
theorem of calculus

ଗାମା ଫଳନ Gamma function

ଗସ୍  ଅପସାେଣ ପଦ୍ଧତି Gauss elimination 
method

ଗସ୍ - ହଜାଡାନ ପଦ୍ଧତି Gauss Jordan method

ଗ୍ାମ-ସି୍ମିଡ ଲାମ୍ବିକୀ କେଣ 
୍କି୍ରୟା

Gram-Schmidt 
orthogonalization 
process

ସମଘାତୀ ସମୀକେଣ Homogeneous equations

ଏକକ େୂପାନ୍େଣ Identity transformation

ଅସଂଗତ ସମାକଳନ Improper integral

ଅନହିର୍୍ବୟ େୂପ Indeterminate form

ଅନ୍ଗୁ୍ବଣଫଳ ହପେଶ୍ Inner product space

ଅନ୍ଗୁ୍ବଣଫଳ Inner product

ମ୍ୟାେକି୍ସେ ବୁ୍ୟତକ୍ରମ Inverse of a matrix

ହେୈଖିକ େୂପାନ୍େଣେ 
ବୁ୍ୟତକ୍ରମ

Inverse of linear 
transformation

ଇନ୍ ହଭାଲୁ୍ୟେ Involute
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ହେୈଖିକ େୂପାନ୍େଣେ 
କହର୍୍ବଲ

Kernel of L.T.

ହଲାପିତାଲଙ୍କ ନୟିମ L’Hospital’s rule

ଲାଗ୍ାଞ୍ଜଙ୍କ ମାଧ୍ୟମାନ 
ଉପପାଦ୍ୟ

Lagrange’s Mean value 
theorem

ହେୈଖିକ ସଂହଯାଗ Linear combination

ହେୈଖିକ ନଭି୍ବେଶୀଳତା Linear dependence

ହେୈଖିକ ଫଳନ Linear functional

ହେୈଖିକ ସ୍ତନ୍ତ୍ରତା Linear independence

ହେୈଖିକ ମ୍ୟାପ Linear map

ହେୈଖିକ ବସୁି୍ତତି Linear span

ହେୈଖିକ ସମୀକେଣ ସମେୂ Linear system of 
equations

ହେୈଖିକ େୂପାନ୍େଣ Linear transformations

ମ୍ୟାକହଲେନିଙ୍କ ଉପପାଦ୍ୟ Maclaurin’s theorem

ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ Matrix

ଗେଷି୍ଠ Maxima

ଲଘିଷ୍ଠ Minima

ମାଇନେ Minors

ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସେ ଗୁଣଫଳ Multiplication of 
matrices

ଅସମାଙ୍ୀ ସମେୂ Non-homogeneous 
system

ହଭକ୍ଟେେ ମାନକ Norm of a vector

ଶୂନ୍ୟ ହପେଶ୍ Null space

ଲମ୍ବୀୟ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ Orthogonal matrix

ଲମ୍ବୀୟ ହଭକ୍ଟେ Orthogonal vector

ଅହଥ୍ବାନମ୍ବାଲ ହଭକ୍ଟେ Orthonormal vector

ହେୈଖିକ େୂପାନ୍େଣେ 
ଗୁଣଫଳ

Product of linear 
transformation

ବକ୍ରତା ବ୍ୟାସାଦ୍ଧ୍ବ Radius of curvature

ହେୈଖିକ େୂପାନ୍େଣେ ବ୍ୟାପି୍ତ Range of L.T.

ହେୈଖିକ େୂପାନ୍େଣେ ୋଙ୍କ 
ଓ ନଲିେି

Rank and nullity of L.T.

ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସେ ୋଙ୍କ Rank of a matrix

ହୋଲଙ୍କ ୍ହମୟ Rolle’s theorem

ଧାଡ-ିଇହକଲନ୍ ୍  େୂପ Row-echeleon form

କଳନ ଗଣିତେ ଦ୍ତିୀୟ 
ହମୌଳକି ଉପପାଦ୍ୟ

Second Fundamental 
theorem of calculus

ବଷିମ ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ Skew-symmetric matrix

ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସେ ବହିୟାଗ Subtraction of matrices

ହଭକ୍ଟେେ ବହିୟାଗ Subtraction of vector

ଘନାକୃତ ି ପେକି୍ରମଣେ ପଷୃ୍ଠ 
ହଷେତ୍ଫଳ

Surface area of solid of 
revolution

ସଲିହଭଷ୍େଙ୍କ ନୟିମ Sylvester’s law

ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସ Symmetric matrix

ହେଲେଙ୍କ ଉପପାଦ୍ୟ Taylor’s theorem

ମ୍ୟାଟ୍କି୍ସେ ୍କାେ Types of matrix

ହଭକ୍ଟେ Vector

ହଭକ୍ଟେ ହପେଶ୍ Vector space

ମ୍ୟାଟ୍ହିକ୍ସ ହଭକ୍ଟେ ହପେଶ୍ Vectors in matrices

ଘନାକୃତ ିପେକି୍ରମଣେ 
ଘଣଫଳ

Volume of solid of 
revolution

ଶୂନ୍ୟକ େୂପାନ୍େଣ Zero transformation




