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ପ୍ରାକ୍‍କଥନ
ଶହଶହ ବର୍ଷ ଧର ିମାନବଜାତ ିଓ ସମାଜର ଅଗ୍ରଗତ ିଏବଂ ବସି୍ତାରରେ ଇଞ୍ଜିନୟିରଂି ଏକ ଗୁରୁତ୍ୱପୂର୍ଣ୍ଣ ଭୂମିକା 
ଗ୍ରହଣ କରଛି।ି ଭାରତୀୟ ଉପମହାଦେଶରେ ସଷୃ୍ଟ ଇଞ୍ଜିନୟିରଂି ଚନି୍ତାଧାରା ଜଗତ ଉପରେ ଏକ ଚନି୍ତାଶୀଳ 
ପ୍ରଭାବ ପକାଇଛ।ି
ଅଖିଳ ଭାରତୀୟ ବ�ୈଷୟିକ ଶକି୍ଷା ପରଷିଦ [All India Council for technical Education 
(AICTE)] 1987ରେ ଆରମ୍ଭ ହେବା ପରଠାରୁ ବ�ୈଷୟିକ ଶକି୍ଷାର ଛାତ୍ରଛାତ୍ରୀମାନଙ୍କୁ  ସାହାଯ୍ୟ କରବିାରେ 
ସର୍ବଦା ଅଗ୍ରଣୀ ଭୂମିକା ଗ୍ରହଣ କର ି ଆସଛି।ି AICTEର ଲକ୍ଷ୍ୟ ହେଉଛ ି ଗୁଣାତ୍ମକ ବ�ୈଷୟିକ ଶକି୍ଷାକୁ 
ପ୍ରୋତ୍ସାହତି କରବିା ଏବଂ ଏହା ମାଧ୍ୟମରେ ଶଳି୍ପ ଜଗତକୁ ଶୀର୍ଷ ସ୍ଥାନରେ ପହଞ୍ଚାଇବା। ସର୍ବୋପର ିଆମର 
ପ୍ରିୟ ମାତୃଭୂମି ଭାରତକୁ ଏକ ଆଧୁନକି ବକିଶତି ରାଷ୍ଟ୍ରରେ ପରଣିତ କରବିା। ଏଠାରେ ଉଲ୍ଲେଖ କରବିା 
ଅନୁଚତି ହେବ ନାହିଁ ଯେ ଯନ୍ତ୍ରୀମାନେ ଆଧୁନକି ସମାଜର ମେରୁଦଣ୍ଡ। ଉତ୍ତମ ଯନ୍ତ୍ରୀ ଅର୍ଥାତ୍ ଉତ୍ତମ ଶଳି୍ପ ଏବଂ 
ଉତ୍ତମ ରାଷ୍ଟ୍ର। 
ଜାତୀୟ ଶକି୍ଷାନୀତ-ି୨୦୨୦ର ପରକିଳ୍ପନା ହେଉଛ ିବଦି୍ୟାର୍ଥୀଙ୍କୁ  ଭାରତର ସାମ୍ବିଧାନକି ବ୍ୟବସ୍ଥା ଅନୁଯାୟୀ 
ନଜି ଭାଷାରେ ଶକି୍ଷା ପ୍ରଦାନ କରବିା, ଯାହାଦ୍ୱାରା ପ୍ରତ୍ୟେକ ଛାତ୍ରଛାତ୍ରୀ ଜ୍ଞାନାର୍ଜ୍ଜନରେ ଯଥେଷ୍ଟ ସମର୍ଥ ଓ ଦକ୍ଷ 
ହ�ୋଇପାରବିେ ଏବଂ ଜାତୀୟ ଅଭିବୃଦ୍ଧି ତଥା ବକିାଶ ଦଗିରେ ସହଯ�ୋଗ କରପିାରବିେ।
ଗତ କଛି ିବର୍ଷରୁ AICTE ନରିନ୍ତର ଭାବରେ କାର୍ଯ୍ୟ କରୁଥିବା କ୍ଷେତ୍ରଗୁଡକି ମଧ୍ୟରୁ ଗ�ୋଟଏି ହେଉଛ ିଏହାର 
ସମସ୍ତ ଇଞ୍ଜିନୟିରଂି ବଦି୍ୟାର୍ଥୀଙ୍କୁ  ଭାରତୀୟ ଭାଷାରେ ଉଚ୍ଚମାନ ତଥା ଉଚତି ମଲୂ୍ୟର ଆନ୍ତର୍ଜାତୀୟ ପୁସ୍ତକ 
ପ୍ରଦାନ କରବିା। ଏହ ି ପୁସ୍ତକଗୁଡ଼ିକ କେବଳ ସହଜ ଭାଷା, ବାସ୍ତବ ଜୀବନ ସମ୍ବଳତି ଉଦାହରଣ, ସମଦୃ୍ଧ 
ବଷିୟବସ୍ତୁକୁ ଧ୍ୟାନରେ ରଖି ପ୍ରସ୍ତୁତ କରାଯାଇନାହିଁ ବରଂ ଏହ ିନତିଦିନିଆି ପରବିର୍ତ୍ତନଶୀଳ ଦୁନଆିରେ ଶଳି୍ପର 
ଆବଶ୍ୟକତାକୁ ମଧ୍ୟ ଦୃଷ୍ଟିରେ ରଖାଯାଇ ପ୍ରସ୍ତୁତ କରାଯାଇଛ।ି ଇଞ୍ଜିନୟିରଂି ଏବଂ ଟେକ୍ନୋଲ�ୋଜ-ି 2018ର 
AICTE ମଡେଲ୍ ପାଠ୍ୟକ୍ରମ ଅନୁଯାୟୀ ଏହ ିପୁସ୍ତକଗୁଡ଼ିକ ପ୍ରସ୍ତୁତ ହ�ୋଇଛ।ି 
ବହୁ ଜ୍ଞାନ ଏବଂ ଅଭିଜ୍ଞତା ଥିବା ସମଗ୍ର ଭାରତବର୍ଷର କ�ୋଣ ଅନୁକ�ୋଣର ବଶିଷି୍ଟ ପ୍ରଫେସରମାନେ 
ଶକି୍ଷାବ୍ୟବସ୍ଥାର ସଲୁଭତା ଓ ସଗୁମତାପାଇଁ ଏହ ିପୁସ୍ତକଗୁଡ଼ିକ ଲେଖିଛନ୍ତି। AICTE ନଶି୍ଚିତ ଯେ ସମଦୃ୍ଧ 
ବଷିୟବସ୍ତୁ ସହତି ଏହ ିପୁସ୍ତକଗୁଡ଼ିକ ବ�ୈଷୟିକ ଶକି୍ଷାର ବଦି୍ୟାର୍ଥୀମାନଙ୍କୁ  ସହଜରେ ଗୁଣାତ୍ମକ ଜ୍ଞାନ ପ୍ରଦାନରେ 
ସହାୟକ ହେବ। 
ଇଞ୍ଜିନୟିରଂି ବଷିୟଗୁଡ଼ିକୁ ଅଧିକ ପ୍ରାଞ୍ଜଳ କରବିାରେ ପ୍ରୟାସ କରଥିିବା ମଳୂ ଲେଖକ, ସଂଯ�ୋଜକ ଏବଂ 
ଅନୁବାଦକଙ୍କ କଠନି ପରଶି୍ରମକୁ AICTE ପ୍ରଶଂସା କରୁଛ।ି





(v)

ଅନୁବାଦକଙ୍କ କଲମରୁ... 
 ଜାତୀୟ ଶକି୍ଷାନୀତ ି୨୦୨୦ରେ ଭାରତୀୟ ଭାଷାରେ ଶକି୍ଷାଦାନକୁ ଗୁରୁତ୍ୱ ଦଆିଯାଇ ସମସ୍ତ ଇଞ୍ଜିନୟିରଂି ପୁସ୍ତକକୁ 

ଭାରତୀୟ ଭାଷାରେ ଅନୁବାଦ କରବିାପାଇଁ ଅଖିଳ ଭାରତୀୟ ବ�ୈଷୟିକ ଶକି୍ଷା ପରଷିଦ ଅଭିନବ ଉଦ୍ୟମ ଆରମ୍ଭ କରଛି।ି 
ଓଡଆି ଭାଷାରେ ଇଞ୍ଜିନୟିରଂି ପାଠ୍ୟକ୍ରମ ପ୍ରସ୍ତୁତ ହେଉଥିବାରୁ ଅଖିଳ ଭାରତୀୟ ବ�ୈଷୟିକ ଶକି୍ଷା ପରଷିଦର ଅଧ୍ୟକ୍ଷ 
ପ୍ରଫେସର ଅନଲି ଡ.ି ସହସ୍ରବୁଧେ, ଉପାଧ୍ୟକ୍ଷ ପ୍ରଫେସର ଏମ୍. ପି. ପୁନଆି, ସଦସ୍ୟ-ସଚବି ପ୍ରଫେସର ରାଜୀବ କୁମାର, 
ମଖୁ୍ୟ ସମନ୍ୱୟ ଅଧିକାରୀ ବୁଦ୍ଧ ଚନ୍ଦ୍ରଶେଖର, ପ୍ରାକ୍ତନ ନରି୍ଦ୍ଦେଶକ କର୍ଣ୍ଣେଲ ବ ିଭେଙ୍କଟ, ବର୍ତ୍ତମାନର ନରି୍ଦ୍ଦେଶକ ଡକ୍ଟର 
ଅମିତ କୁମାର ଶ୍ରୀବାସ୍ତବ ଏବଂ ଓଡଆି ଅଧ୍ୟୟନ ଓ ଗବେଷଣା ସଂସ୍ଥାର ଅଧ୍ୟକ୍ଷ ଆମ୍ବାସଡର ଅବସର ବେଉରଆି, 
ଉପାଧ୍ୟକ୍ଷ ନଟବର ଶତପଥୀ (ଶକି୍ଷା ଓ ଗବେଷଣା), ଉପାଧ୍ୟକ୍ଷ ଡକ୍ଟର ସପି୍ରା ମଲ୍ଲିକ (ପରଚିାଳନା), ନରି୍ଦ୍ଦେଶକ ପ୍ରଫେସର 
ବ୍ରଜେନ୍ଦ୍ର ପ୍ରସାଦ ଦାସ ଏବଂ ସଦସ୍ୟ ସଚବି ଡକ୍ଟର ସବୁ୍ରତ କୁମାର ପଷୃ୍ଟିଙ୍କୁ  ମୁଁ କୃତଜ୍ଞତା ଜଣାଉଅଛ।ି 
କଛିବିର୍ଷ ପୂର୍ବର ବ�ୈଷୟିକ ଶକି୍ଷାକୁ ଭାରତୀୟ ଭାଷାରେ ପ୍ରଚଳନ ହେବା କଥାକୁ କଛି ି ବ�ୈଷୟିକ ବୁଦ୍ଧିଜୀବୀ ହସ ି
ଉଡାଉଥିଲେ। ଆଧୁନକି ଶଳି୍ପ ସଭ୍ୟତା ୟୁର�ୋପରୁ ଭାରତକୁ ଆସଥିିବାରୁ ଇଂରାଜୀ ବ୍ୟତୀତ ଆଧୁନକି ଏସୟି ଦେଶ ଚୀନ, 
ଜାପାନ, କ�ୋରଆିର ଆଦ ିବକିଶତି ଦେଶମାନଙ୍କରେ ତାଙ୍କ ନଜି ଭାଷାରେ ବ�ୈଷୟିକ ଶକି୍ଷାର ବକିଶତି ହ�ୋଇଥିବା ଯୁକ୍ତି 
ମଧ୍ୟ ଗ୍ରହଣୀୟ ନ ଥିଲା। କନି୍ତୁ  ନୂଆ ଶକି୍ଷାନୀତ ିପ୍ରଚଳନଦ୍ୱାରା ଭାରତୀୟ ଭାଷାରେ ଶକି୍ଷାପ୍ରାପ୍ତ ଛାତ୍ରଛାତ୍ରୀଙ୍କ ସବୁଧିାପାଇଁ 
ବ�ୈଷୟିକ ଶକି୍ଷାକୁ ନଜି ଭାଷାରେ ପଢ଼ିବାର ସଯୁ�ୋଗ ପ୍ରଦାନ କରାଗଲା। ତେଣୁ AICTE ଦ୍ୱାରା ପ୍ରସ୍ତୁତ ନମନୁା ପୁସ୍ତକକୁ 
ଓଡଆି ସମେତ ଅନ୍ୟାନ୍ୟ ବାର ଗ�ୋଟ ିଭାରତୀୟ ଭାଷାରେ ଅନୁବାଦ କରାଯାଉଛ।ି ଯେଉଁମାନେ ବଶି୍ୱାସ କରୁଥିଲେ 
ଯେ, ମାତୃଭାଷା ଓଡଆିରେ ବ�ୈଷୟିକ ଶକି୍ଷା ଦଆିଯାଇ ପାରବିନାହିଁ, ସେମାନଙ୍କ ସମସ୍ତ ଅପପ୍ରଚାରକୁ ଧୁଳସିାତ କର ି
ମାନ୍ୟବର କେନ୍ଦ୍ର ଶକି୍ଷାମନ୍ତ୍ରୀ ମାନନୀୟ ଶ୍ରୀଯୁକ୍ତ ଧର୍ମେନ୍ଦ୍ର ପ୍ରଧାନ ମହ�ୋଦୟଙ୍କ ପ୍ରଚେଷ୍ଟାକ୍ରମେ ଓଡ଼ଆିମାନଙ୍କର ସ୍ୱପ୍ନ 
ସାକାର ହେବାକୁ ଯାଉଛ ି। ଏହାର ଶ୍ରେୟ ଓଡଆି ଅଧ୍ୟୟନ ଓ ଗବେଷଣା ସଂସ୍ଥା(IOSR) ଏବଂ ଏହାର ସଦସ୍ୟ ସଚବି 
ଡକ୍ଟର ସବୁ୍ରତ କୁମାର ପୃଷ୍ଟି ପାଇବାପାଇଁ ହକଦାର।
ପୂର୍ବର IOSR ସହତି କ�ୌଣସ ିସମ୍ପର୍କ କମି୍ବା ଯ�ୋଗାଯ�ୋଗ ନ ଥିଲେ ମଧ୍ୟ ଇଂଜନିଅିରଂି ଶକି୍ଷାର ମଳୂଦୂଆ ରୂପେ ପରଗିଣିତ 
“କଳନ ଏବଂ ର�ୈଖିକ ବୀଜଗଣିତ” ବଷିୟର ଅନୁବାଦ କରବିା ଗୁରୁଦାୟିତ୍ୱ ପ୍ରଦାନ କରଥିିବାରୁ IOSR ନକିଟରେ 
କୃତଜ୍ଞ। ଉକ୍ତ ପୁସ୍ତକର ବଷିୟ ସମୀକ୍ଷକ ପ୍ର. ବଷି୍ଣୁପ୍ରସନ୍ନ ଆଚାର୍ଯ୍ୟ ଓ ଏହାର ଭାଷା ସମୀକ୍ଷକ ଡକ୍ଟର ଲ�ୋକନାଥ ସେଠୀ 
ମଳୂଲେଖାର ଏହ ିଅନୁବାଦ କାର୍ଯ୍ୟକୁ ସମୀକ୍ଷା କର ିଲେଖାର ଗୁଣାତ୍ମକ ମାନ ବୃଦ୍ଧି କରରିେ ସାହାଯ୍ୟ କରଥିିବାରୁ ମୁଁ 
ଉଭୟଙ୍କ ନକିଟରେ ମଧ୍ୟ କୃତଜ୍ଞ।
ଏହ ିପୁସ୍ତକକୁ ଓଡଆିରେ ଅନୁବାଦ କରବିାରେ ଆମକୁ ଅନେକ ବାଧାବଘି୍ନର ସମ୍ମୁଖୀନ ହେବାକୁ ପଡଛି-ି ବଶିେଷତଃ ଓଡଆି 
ପ୍ରତଶିବ୍ଦ ପାଇବାରେ ପୁସ୍ତକଟ ିଇଂଜନିଅିରଂି ପାଠ୍ୟକ୍ରମର ସମସ୍ତ ବଭିାଗର ଛାତ୍ରଛାତ୍ରୀମାନଙ୍କର ଉଦ୍ଦିଷ୍ଟ ହ�ୋଇଥିବାରୁ, 
ସମସ୍ତଙ୍କ ବୁଝବିା ଭଳ ିଭାଷାର ସରଳତା ଉପରେ ଧ୍ୟାନ ଦେବାକୁ ପଡଛି ି। ଅନେକ ସ୍ଥାନରେ ଅନଚି୍ଛା ସତ୍ତ୍ୱେ ମଳୂରଚନାରେ 
ଥିବା ଇଂରାଜୀ ଶବ୍ଦ ବ୍ୟବହାର କରାଯାଇଛ ି। ଏଥିରେ ଆମ୍ଭେ କେତେ ଦୂର ସଫଳ ହ�ୋଇଛୁ- ତାହା ଛାତ୍ରଛାତ୍ରୀ, ଅଭିଭାବକ 
ଓ ଶକି୍ଷକବୃନ୍ଦ ବଚିାର କରବିେ । ଏହ ିପୁସ୍ତକର ଉନ୍ନତପିାଇଁ ବ�ୈଷୟିକ ଜ୍ଞାନ ସମ୍ପନ୍ନ ବୁଦ୍ଧିଜୀବୀମାନଙ୍କଠାରୁ ସମାଲ�ୋଚନା 
ଏବଂ ମତାମତ ସାଦରେ ଗ୍ରହଣୀୟ । 

କଶି�ୋର କୁମାର ମିଶ୍ର



(vi)



(vii)

କୃତଜ୍ଞତା

ଇଞ୍ଜିନୟିରଂି ଏବଂ ଟେକ୍ନୋଲ�ୋଜ ି ବଦି୍ୟାର୍ଥୀମାନଙ୍କ ଉଦ୍ଦେଶ୍ୟରେ ବ�ୈଷୟିକ ପୁସ୍ତକ ପ୍ରକାଶନପାଇଁ ଅଖିଳ 
ଭାରତୀୟ ବ�ୈଷୟିକ ଶକି୍ଷା ପରଷିଦ(AICTE)ର କର୍ତ୍ତୃ ପକ୍ଷ, ବଶିେଷ କର ିଅଧ୍ୟକ୍ଷ ପ୍ରଫେସର ଅନଲି ଡ ିସହସ୍ରବୁଧେ, 
ଉପାଧ୍ୟକ୍ଷ ପ୍ରଫେସର ମହାବୀର ପ୍ରସାଦ ପୁନଆି, ସଦସ୍ୟ-ସଚବି ପ୍ରଫେସର ରାଜୀବ କୁମାର, ଏବଂ ଅଧ୍ୟାପକ ବକିାଶ 
ସେଲର ନରି୍ଦ୍ଦେଶକ କର୍ଣ୍ଣେଲ ବ ି ଭେଙ୍କଟଙ୍କ ନକିଟରେ ଲେଖକ ଗଭୀର କୃତଜ୍ଞ । ଯନ୍ତ୍ର ଏବଂ ପ୍ରଦ୍ୟୋଗିକ 
ଛାତ୍ରଛାତ୍ରୀମାନଙ୍କପାଇଁ ‘ଗଣିତ‘ ଏବଂ ଅନ୍ୟାନ୍ୟ ବ�ୈଷୟିକ ପୁସ୍ତକ ପ୍ରକାଶନ ଯ�ୋଜନା ଏବଂ କାର୍ଯ୍ୟକାରୀ କରଥିିବା 
ଯ�ୋଗଁୁ ମଳୂ ଲେଖକଙ୍କ ନକିଟରେ ଲେଖକ ତାଙ୍କର ମଲୂ୍ୟବାନ ଅବଦାନପାଇଁ ଗଭୀର କୃତଜ୍ଞତା ପ୍ରକାଶ କରୁଛ।ି ଏହାକୁ 
ଛାତ୍ରମାନଙ୍କପାଇଁ ସହଜ କରବିା ଏବଂ କଳାତ୍ମକ ଢଙ୍ଗରେ ଏକ ଉତ୍ତମ ରୂପ ଦେବାପାଇଁ ପୁସ୍ତକର ସମୀକ୍ଷକଙ୍କ ମଲୂ୍ୟବାନ 
ଅବଦାନକୁ ଆନ୍ତରକିତାର ସହ ସ୍ୱୀକାର କରୁଛ ି। 

ମ�ୋପାଇଁ ଅତ୍ୟନ୍ତ ଗର୍ବର ବଷିୟ ଯେ ଜାତୀୟ ନୀତ ି- 2020ର ନରି୍ଦ୍ଦେଶାବଳୀ ଅନୁଯାୟୀ ଏଆଇସଟିଇିର ମଡେଲ 
ପାଠ୍ୟକ୍ରମ ଏବଂ ଶକି୍ଷା ଉପରେ ଏହ ିପୁସ୍ତକ ପ୍ରସ୍ତୁତ କରାଯାଇଛ ି। ଭାରତୀୟ ଭାଷାରେ ଶକି୍ଷାକୁ ପ୍ରୋତ୍ସାହତି କରବିାପାଇଁ 
ଏହ ି ପୁସ୍ତକକୁ ନରି୍ଦ୍ଧାରତି ଭାଷାରେ ମଧ୍ୟ ଅନୁବାଦ କରାଯାଉଛ ି । ଏହ ି ପୁସ୍ତକକୁ ଓଡଆ ଭାଷାରେ ଅନୁବାଦ କରଥିିବା 
ଡକ୍ଟର କଶି�ୋର କୁମାର ମିଶ୍ର ବଷିୟ ସମୀକ୍ଷା ପାଇଁ ଡକ୍ଟର ବଷି୍ଣୁ  ପ୍ରସନ୍ନ ଆଚାର୍ଯ୍ୟ ଏବଂ ଭାଷା ସମୀକ୍ଷା ପାଇଁ ଡକ୍ଟର 
ଲ�ୋକନାଥ ସେଠୀ କୃତଜ୍ଞତା ପ୍ରକାଶ କରୁଛ ି। ମଖୁ୍ୟ ସମନ୍ୱୟ ଅଧିକାରୀ (ସସିଓି) ଶ୍ରୀ ବୁଦ୍ଧ ଚନ୍ଦ୍ରଶେଖରଙ୍କଦ୍ୱାରା ବକିଶତି 
କୃତ୍ରିମ ବୁଦ୍ଧିମତା(ଏଆଇ) ଆଧାରତି ଅନୁବାଦ ଉପକରଣ ଅନୁବାଦ ପାଇଁ ବ୍ୟବହୃତ ହ�ୋଇଥିବାରୁ ହୃଦୟରୁ ଗଭୀର 
ସମ୍ମାନ ବ୍ୟକ୍ତ କରୁଛ ି|

ଏହ ିପୁସ୍ତକଟ ିଏଆଇସଟିଇିର ସଦସ୍ୟ, ବଶିେଷଜ୍ଞ ଏବଂ ଲେଖକଙ୍କ ବଭିିନ୍ନ ପରାମର୍ଶର ଫଳାଫଳ। ସେମାନେ 
ଆମ ଦେଶରେ ଇଞ୍ଜିନୟିରଂି ଶକି୍ଷାକୁ ଆହୁର ିବକିଶତି କରବିାକୁ ସେମାନଙ୍କର ସଚୁନି୍ତିତ ମତାମତ ରଖିଥିଲେ। ଏହ ି
କ୍ଷେତ୍ରରେ, ଯ�ୋଗଦାନକାରୀ ଏବଂ ବଭିିନ୍ନ କର୍ମୀମାନଙ୍କପାଇଁ ସ୍ୱୀକୃତ ିଦଆିଯାଇଛ ିଯାହାର ପ୍ରକାଶତି ପୁସ୍ତକ, ସମୀକ୍ଷା 
ପ୍ରବନ୍ଧ, ପତ୍ରିକା, ଫଟ�ୋଗ୍ରାଫ୍, ଟପି୍ପଣୀ, ରେଫରେନ୍ସ ଏବଂ ଅନ୍ୟାନ୍ୟ ମଲୂ୍ୟବାନ ସଚୂନା, ଯାହା ପୁସ୍ତକ ଲେଖିବା 
ସମୟରେ ଆମକୁ ସମଦୃ୍ଧ କରଥିିଲା। 

ଶେଷରେ, ଆମେ ନୂଆଦଲି୍ଲୀସ୍ଥିତ ଖାନ୍ନା ପବ୍ଲିସଂି ହାଉସର ପ୍ରକାଶକ ଶ୍ରୀ ମକୁୁଲ ସେଠଙ୍କୁ  ଆନ୍ତରକିତାର ସହ 
ଧନ୍ୟବାଦ ଜଣାଇବାକୁ ଚାହଁୁଛୁ, ଯାହାର କର୍ମୀମାନେ ପ୍ରକାଶନର ସମସ୍ତ ଦଗିରେ ସହଯ�ୋଗ କରବିାକୁ ସର୍ବଦା ପ୍ରସ୍ତୁତ 
ଥିଲେ ।

ରୀନା ଗର୍ଗ
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(ix)

ମଖୁବନ୍ଧ 

ଗଣିତ, ବ�ୈଜ୍ଞାନକି ଜ୍ଞାନ ପ୍ରାପ୍ତିପାଇଁ ଏକ ଆବଶ୍ୟକୀୟ ମାର୍ଗ, ଯାହା ମାନସକି ଦକ୍ଷତାର ନୂତନ ଆଭିମଖୁ୍ୟ ଦେଖାଇଥାଏ। 
ଇଞ୍ଜିନୟିରଂି ଗଣିତ, ତତ୍ତ୍ୱ ଏବଂ ଅଭ୍ୟାସର ଏକ ସନ୍ତୁ ଳନ ପ୍ରଦାନ କରେ। ଯାହା ବ�ୌଦ୍ଧିକ ଭାବରେ ଉତ୍ସାହପ୍ରଦ ଅଟେ। ବାସ୍ତବ 
ଦୁନଆିର ସମସ୍ୟାରେ, ଗଣିତ ପ୍ରୟ�ୋଗର କଳା ଶଖିିବା ଇଞ୍ଜିନୟିରଂି ବଦି୍ୟାର୍ଥୀମାନଙ୍କୁ  ସମସ୍ୟାର ସମାଧାନ କରବିାରେ ସାହାଯ୍ୟ 
କରେ। 

	 କଳନ ଏବଂ ର�ୈଖିକ ବୀଜଗଣିତ ମଖୁ୍ୟତଃ ଏକବଂିଶ ଶତାବ୍ଦୀର ବ.ିଟେକ୍‍ (CSE)ର ଉପସ୍ନାତକ ବଦି୍ୟାର୍ଥୀମାନଙ୍କପାଇଁ 
ଲକ୍ଷ୍ୟ ହେଉଛ,ି ଗଣିତ ବଷିୟରେ ଏକ ଭଲ ଶକି୍ଷା ପ୍ରଦାନ କରବିା। ଫଳାଫଳ ଆଧାରତି ଶକି୍ଷା(OBE) ଏବଂ ବ୍ ଲୁମ୍‍ଙ୍କ ବର୍ଗୀକରଣ 
ଉପରେ ଆଧାରତି ନୂତନ ଜାତୀୟ ଶକି୍ଷାନୀତ ି ଅନୁଯାୟୀ ଛାତ୍ର କ�ୈନ୍ଦ୍ରିକ ସ୍ୱୟଂ ଶକି୍ଷଣ କାର୍ଯ୍ୟକଳାପକୁ ଅନ୍ତର୍ଭୁ କ୍ତ କର,ି ଅଖିଳ 
ଭାରତୀୟ ବ�ୈଷୟିକ ଶକି୍ଷା ପରଷିଦ (AICTE)ର ନମନୁା ପାଠ୍ୟକ୍ରମ ଆଧାରତି ଏହ ିପୁସ୍ତକ ପ୍ରସ୍ତୁତ କରାଯାଇଛ।ି ଇଞ୍ଜିନୟିରଂି 
ଏବଂ ବଜି୍ଞାନ ବଭିାଗରେ ଗାଣିତକି ଉପକରଣଗୁଡକୁି ଅଧ୍ୟୟନ ଏବଂ ପ୍ରୟ�ୋଗ କରବିାକୁ ପାଠକମାନଙ୍କ ମଧ୍ୟରେ ଆଗ୍ରହ ସଷୃ୍ଟି 
କରବିାକୁ, ସମସ୍ତ ବଷିୟ ଏକ ବ୍ୟବସ୍ଥିତ ଢଙ୍ଗରେ ଦଆିଯାଇଛ।ି ଏହ ି ପୁସ୍ତକ ମଖୁ୍ୟତଃ, ଅଧ୍ୟାୟଗୁଡକିର ବ୍ୟବହାରକି ପ୍ରୟ�ୋଗ 
ଉପରେ ଗୁରୁତ୍ୱ ଦେଇଥାଏ ଯାହା ବଦି୍ୟାର୍ଥୀମାନଙ୍କୁ  ସମସ୍ୟା ସମାଧାନ କ�ୌଶଳ ଉପରେ ଧ୍ୟାନ ଦେବାରେ ସାହାଯ୍ୟ କରେ।

	 ଏହ ି ପୁସ୍ତକରେ 5ଟ ି ଅଧ୍ୟାୟ ଅଛ।ି ବଷିୟକୁ ଭଲଭାବରେ ବୁଝବିାପାଇଁ, ପ୍ରତ୍ୟେକ ଅଧ୍ୟାୟ ଶେଷରେ ବହୁ ସଂଖ୍ୟକ 
ଅପେକ୍ଷାକୃତ ପ୍ରତଯି�ୋଗୀ ପ୍ରଶ୍ନ, ସଂକ୍ଷିପ୍ତ ପ୍ରଶ୍ନ, ନୟି�ୋଜନ ପ୍ରଶ୍ନ (ଆସାଇନମେଣ୍ଟ), ଏକାଧିକ ପସନ୍ଦ ପ୍ରଶ୍ନ ଏବଂ ଅଧିକ ଜାଣିବା 
ଇତ୍ୟାଦ ିଦଆିଯାଇଛ।ି ବଦି୍ୟାର୍ଥୀମାନଙ୍କର ଦକ୍ଷତା ବୃଦ୍ଧି ଏବଂ ଦଳଗତ କାର୍ଯ୍ୟର ଭାବନାକୁ ବଢାଇବାପାଇଁ ପ୍ରତ୍ୟେକ ଅଧ୍ୟାୟରେ 
ବ୍ୟବହାରକି/ପ୍ରକଳ୍ପ/କାର୍ଯ୍ୟକଳାପ ମଧ୍ୟ ଦଆିଯାଇଛ।ି ବଷିୟକୁ ସ୍ପଷ୍ଟ କରବିାକୁ ଟପି୍ପଣୀ, ପର୍ଯ୍ୟବେକ୍ଷଣ ଏବଂ ମନ୍ତବ୍ୟ ମାଧ୍ୟମରେ 
ପାଠ୍ୟକୁ ଯ�ୋଡା ଯାଇଛ,ି ଯେଉଁରେ ସମ୍ଭବ ଜ୍ୟାମିତରି ସର୍ବାଧିକ ବ୍ୟବହାର ମାଧ୍ୟମରେ ବଷିୟଗୁଡକୁି ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରବିାକୁ ଏକ ପ୍ରୟାସ 
କରାଯାଇଛ।ି
ଅଧ୍ୟାୟ-1 ରେ ଅବକଳନର ପ୍ରୟ�ୋଗ, ବକ୍ରତା, ସୀମାଯୁକ୍ତ ଏବଂ ଅସଂଗତ ସମାକଳନ, ବଟିା-ଗାମା ଫଳନର ଗୁଣଧର୍ମ ଅନ୍ତର୍ଭୁ କ୍ତ।
ଅଧ୍ୟାୟ-2 ରେ ର�ୋଲଙ୍କ ପ୍ରମେୟ, ମାଧ୍ୟମାନ ଉପପାଦ୍ୟ, ଟେଲର୍‍ ଓ ମ୍ୟାକଲରନିଙ୍କ ଉପପାଦ୍ୟ, ଲ�ୋପିତାଲଙ୍କ ନୟିମ ଓ ଗରଷି୍ଠ-

ଲଘିଷ୍ଠ ଏକ ଚଳପାଇଁ, ବ୍ୟବହାର ମାଧ୍ୟମରେ ସମାଧାନ ପାଇବା।
ଅଧ୍ୟାୟ-3 ରେ ବଭିିନ୍ନ ପ୍ରକାର ମାଟ୍ରିକ୍ସ, ଡଟିର୍‍ମିନାଣ୍ଟ, ବଭିିନ୍ନ ପଦ୍ଧତଦି୍ୱାରା ର�ୈଖିକ ସମୀକରଣ ସମହୂ ସମାଧାନ, ରାଙ୍କ, କ୍ରାମରଙ୍କ 

ନୟିମ, ଗସ୍ ଅପସାରଣ ପଦ୍ଧତ,ି ଓ ଗସ୍-ଜ�ୋର୍ଡାନ ପଦ୍ଧତ,ି ଉଦାହରଣ ସହତି ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଛ।ି
ଅଧ୍ୟାୟ-4 ରେ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍, ନରି୍ଭରଶୀଳତା, ଭେକ୍ଟରର ସ୍ୱାତନ୍ତ୍ର୍ୟ, ଆଧାର, ମାତ୍ରା, ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣର ବ୍ୟୁତକ୍ରମ, ରାଙ୍କ-ନଲିଟ ି

ଉପପାଦ୍ୟ, ମାଟ୍ରିକ୍ସ ସହତି ର�ୈଖିକ ମ୍ୟାପର ମିଶ୍ରଣ ଉପରେ ଆଧାରତି ପ୍ରଶ୍ନ ଅଛ।ି
ଅଧ୍ୟାୟ-5 ରେ ଆଇଗନ୍‍ ମଲୂ୍ୟ, ଆଇଗନ୍‍ ଭେକ୍ଟର, କର୍ଣ୍ଣୀକରଣ, ଅନ୍ତର୍ଗୁଣଫଳ ସ୍ପେଶ୍, ଗ୍ରାମ-ସ୍କିମିଡ ଲାମ୍ବିକୀକରଣ ପ୍ରକ୍ରିୟା ଏବଂ 

ସମମିତ ଓ ବଷିମ ସମମିତ ମାଟ୍ରିକ୍ସ ଉପରେ ଆଧାରତି ଉପପାଦ୍ୟ ବଷିୟରେ ଆଲ�ୋଚନା କରାଯାଇଛ।ି 
ଗଣିତ ହେଉଛ ି ଏକ ବଷିୟ ଯାହା କେବଳ କଠନି ପରଶି୍ରମ ଏବଂ ଅଭ୍ୟାସଦ୍ୱାରା ଆୟତ୍ତ ହ�ୋଇପାରବି। ଗଣିତ ଶକି୍ଷଣ 

ପ୍ରକ୍ରିୟାରେ ଅଭ୍ୟାସ ହେଉଛ ିଏକମାତ୍ର ମଖୁ୍ୟ ଶବ୍ଦ। 
ମ�ୋର ଆଶା ଯେ ଏହ ିପୁସ୍ତକ ସମସ୍ତ ଇଞ୍ଜିନୟିରଂି ବଦି୍ୟାର୍ଥୀମାନଙ୍କର ଆବଶ୍ୟକତା ଏବଂ ଆଶା ପୂରଣ କରବି। ଯଦଓି ମଦୁ୍ରଣ 

ତୃଟ ିଓ ଭୁଲରୁ ରକ୍ଷା ପାଇବାପାଇଁ ପ୍ରଚେଷ୍ଟା କରାଯାଇଛ,ି ତଥାପି ସଦି୍ଧତା ଦାବ ିକରବିା କଷ୍ଟକର। ମୁଁ ଶକି୍ଷକ ଓ ବଦି୍ୟାର୍ଥୀମାନଙ୍କଠାରୁ 
ପ୍ରତ୍ୟେକ ମନ୍ତବ୍ୟ ଏବଂ ପରାମର୍ଶକୁ କୃତଜ୍ଞତାର ସହତି ଗ୍ରହଣ କରବି ିଏବଂ ସ୍ୱୀକାର କରବି,ି ଯାହା ଫଳରେ ପାଠ୍ୟ ଏବଂ ସମାଧାନ 
ହ�ୋଇଥିବା ଉଦାହରଣଗୁଡକିରେ ଉନ୍ନତ ିଆଣିବାପାଇଁ ସେଗୁଡକି ପ୍ରୟାସ କରାଯାଇ ପାରବି।

ରୀନା ଗର୍ଗ



(x)



(xi)

ଫଳାଫଳ ଆଧାରିତ ଶକି୍ଷା

ଫଳାଫଳ ଆଧାରତି ଶକି୍ଷା(outcome based education)ର କାର୍ଯ୍ୟକାରତିାପାଇଁ ପ୍ରାଥମିକ 
ଆବଶ୍ୟକତା ହେଉଛ,ି ଏକ ଫଳାଫଳ ଆଧାରତି ପାଠ୍ୟକ୍ରମ(outcome based curriculum)କୁ ବକିଶତି 
କରବିା ଏବଂ ଶକି୍ଷା ବ୍ୟବସ୍ଥାରେ ଏକ ଫଳାଫଳ ଆଧାରତି ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ(outcome based assessment) 
ଅନ୍ତର୍ଭୁ କ୍ତ କରବିା। ଫଳାଫଳ ଆଧାରତି ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ ମାଧ୍ୟମରେ ଛାତ୍ରମାନେ ନଶି୍ଚିତ ମାନକ, ନରି୍ଦ୍ଦିଷ୍ଟ ଏବଂ ପରମିାପଯ�ୋଗ୍ୟ 
ଫଳାଫଳ ହାସଲ କରଛିନ୍ତି କ ିନାହିଁ ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନକାରୀମାନେ(evaluators) ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କରବିାକୁ ସକ୍ଷମ ହେବେ। 
ଫଳାଫଳ ଆଧାରତି ଶକି୍ଷାର ଉପଯୁକ୍ତ ଅନ୍ତର୍ଭୁକ୍ତୀ କରଣ ସହତି କ�ୌଣସ ିସ୍ତରରେ ସମର୍ପଣ ନ କର,ି ସମସ୍ତ ଶକି୍ଷାର୍ଥୀଙ୍କପାଇଁ 
ସର୍ବନମି୍ନ ମାନକ ହାସଲ କରବିାକୁ ଏକ ନରି୍ଦ୍ଦିଷ୍ଟ ପ୍ରତବିଦ୍ଧତା ରହବି। ଫଳାଫଳ ଆଧାରତି ଶକି୍ଷା ସହାୟତାରେ ଚାଲୁଥିବା 
କାର୍ଯ୍ୟକ୍ରମ ଶେଷରେ, ଜଣେ ଛାତ୍ର ନମି୍ନଲିଖିତ ଫଳାଫଳରେ ପହଞ୍ଚିବାକୁ ସକ୍ଷମ ହେବ:

PO-1: ଇଞ୍ଜିନୟିରିଂ ଜ୍ଞାନ(Engineering knowledge): ଜଟଳି ଇଞ୍ଜିନୟିରଂି ସମସ୍ୟାର ସମାଧାନପାଇଁ 
ଗଣିତ, ବଜି୍ଞାନ, ଇଞ୍ଜିନୟିରଂି ମ�ୌଳକିତା ଏବଂ ଏକ ଇଞ୍ଜିନୟିରଂି ବଶିେଷତା ବଷିୟରେ ଜ୍ଞାନ ପ୍ରୟ�ୋଗ। 

PO-2: ସମସ୍ୟା ବଶି୍ଳେଷଣ(Problem analysis): ଗଣିତ, ପ୍ରାକୃତକି ବଜି୍ଞାନ ଏବଂ ଇଞ୍ଜିନୟିରଂି ବଜି୍ଞାନର 
ପ୍ରଥମ ନୀତ ିବ୍ୟବହାର କର ିପ୍ରମାଣିତ ସଦି୍ଧାନ୍ତରେ ପହଞ୍ଚିବାପାଇଁ ଚହି୍ନଟ, ସତୂ୍ରପ୍ରସ୍ତୁତ, ଅନୁସନ୍ଧାନ ସହତି 
ସମୀକ୍ଷା ଏବଂ ଜଟଳି ଇଞ୍ଜିନୟିରଂି ସମସ୍ୟାଗୁଡ଼ିକର ବଶି୍ଳେଷଣ ।

PO-3: ସମାଧାନର ପରିକଳ୍ପନା / ବକିାଶ(Design/development of solutions): ଜଟଳି ଇଞ୍ଜିନୟିରଂି 
ସମସ୍ୟାର ପରକିଳ୍ପନା ଏବଂ ସଷି୍ଟମ୍ ଉପାଦାନର ପରକିଳ୍ପନା କମି୍ବା ପ୍ରକ୍ରିୟା ଯାହା ଜନସ୍ୱାସ୍ଥ୍ୟ ଓ ନରିାପତ୍ତା 
ଏବଂ ସାଂସ୍କୃତକି, ସାମାଜକି ଏବଂ ପରବିେଶ ବଚିାର ପାଇଁ ଉପଯୁକ୍ତ ବଚିାର ସହତି ନରି୍ଦ୍ଦିଷ୍ଟ ଆବଶ୍ୟକତାପୂରଣ 
କରବିାର ପରକିଳ୍ପନା।

PO-4: ଜଟଳି ସମସ୍ୟାର ଅନୁସନ୍ଧାନ କରିବା(Conduct investigations of complex problems): 
ବଧିିମାନ୍ୟ ସଦି୍ଧାନ୍ତ ପ୍ରଦାନ କରବିା ପାଇଁ, ପରୀକ୍ଷଣର ପରକିଳ୍ପନା, ବ୍ୟାଖ୍ୟା , ଡାଟାର ବଶି୍ଳେଷଣ ଏବଂ 
ସଚୂନାର ସଂଶ୍ଲେଷଣ ସହତି ଗବେଷଣା-ଆଧାରତି ଜ୍ଞାନ ଏବଂ ଗବେଷଣା ପଦ୍ଧତରି ବ୍ୟବହାର।

PO-5: ଆଧୁନକି ଉପକରଣ ବ୍ୟବହାର(Modern tool usage): ସୀମିତତାର ବୁଝାମଣା ସହତି, ଜଟଳି 
ଇଞ୍ଜିନୟିରଂି କାର୍ଯ୍ୟକଳାପଗୁଡକୁି,  ପ୍ରାକ୍ ଉକ୍ତି ଏବଂ ପ୍ରତରୂିପାୟଣ ଅନ୍ତର୍ଭୂ କ୍ତ କର,ି ଉପଯୁକ୍ତ କ�ୌଶଳ, ଉତ୍ସ, 
ଏବଂ ଆଧୁନକି ଇଞ୍ଜିନୟିରଂି ଏବଂ ଆଇଟ ିଉପକରଣର ସଷୃ୍ଟି, ଚୟନ ଏବଂ ପ୍ରୟ�ୋଗ।

PO-6 : ଇଞ୍ଜିନୟିର ଏବଂ ସମାଜ(The engineer and society): ସାମାଜକି, ସ୍ୱାସ୍ଥ୍ୟ, ନରିାପତ୍ତା, ଆଇନଗତ 
ଏବଂ ସାଂସ୍କୃତକି ପ୍ରସଙ୍ଗ ଏବଂ ବୃତ୍ତିଗତ ବ�ୈଷୟିକ ଅଭ୍ୟାସ ପାଇଁ ପ୍ରାସଙ୍ଗିକ ଦାୟିତ୍ୱ ଆକଳନ କରବିାପାଇଁ 
ପ୍ରାସଙ୍ଗିକ ଜ୍ଞାନ ଦ୍ୱାରା ସଚୂତି ଯୁକ୍ତି ପ୍ରୟ�ୋଗ।
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PO-7:  ପରିବେଶ ଏବଂ ସ୍ଥାୟୀତ୍ୱ(Environment and sustainability): ସାମାଜକି ଏବଂ ପରବିେଶ 
ପ୍ରସଙ୍ଗରେ ବୃତ୍ତିଗତ ଇଞ୍ଜିନୟିରଂି ସମାଧାନର ପ୍ରଭାବକୁ ବୁଝବିା ସହତି ଜ୍ଞାନର ଏବଂ ନରିନ୍ତର ବକିାଶର 
ଆବଶ୍ୟକତା ପ୍ରଦର୍ଶନ।

PO-8 : ନ�ୈତକିତା(Ethics): ନ�ୈତକି ନୀତ ି ପ୍ରୟ�ୋଗ, ବୃତ୍ତିଗତ ନ�ୈତକିତା ଏବଂ ଦାୟିତ୍ୱ ତଥା ଇଞ୍ଜିନୟିରଂି 
ଅଭ୍ୟାସର ମାନଦଣ୍ଡ ପ୍ରତ ିସମର୍ପିତ ଭାବନା ଜାଗ୍ରତ।

PO-9:  ବ୍ୟକ୍ତିଗତ ଏବଂ ଦଳଗତ କାର୍ଯ୍ୟ(Individual and team work): ବବିଧି ଦଳରେ ଏବଂ ବହୁମଖୁୀ 
ପଷୃ୍ଠଭୂମିରେ ଜଣେ ବ୍ୟକ୍ତିଗତ ବା ସଦସ୍ୟ ଭାବରେ କମି୍ବା ମଖୁ୍ୟ ଭାବରେ ପ୍ରଭାବଶାଳୀ ଢଙ୍ଗରେ କାର୍ଯ୍ୟ 
କରବିା।

PO-10:  ଯ�ୋଗାଯ�ୋଗ(Communication): ଇଞ୍ଜିନୟିରଂି ଏବଂ ସମାଜ ସହତି ଜଟଳି ଇଞ୍ଜିନୟିରଂି 
କାର୍ଯ୍ୟକଳାପ ଉପରେ ପ୍ରଭାବଶାଳୀ ଭାବରେ ଯ�ୋଗାଯ�ୋଗ ବୃଦ୍ଧି, ଯେପରକି ିପ୍ରଭାବଶାଳୀ ବବୃିତ ିଲେଖିବା, 
ଦସ୍ତାବଜି ରୂପରେଖ ପ୍ରସ୍ତୁତ କରବିା ଏବଂ ବୁଝବିାରେ ସକ୍ଷମ ହେବା, ପ୍ରଭାବଶାଳୀ ଉପସ୍ଥାପନା କରବିା, ସ୍ପଷ୍ଟ 
ନରି୍ଦ୍ଦେଶାବଳୀ ଦେବା ଏବଂ ଗ୍ରହଣ କରବିା ଇତ୍ୟାଦ।ି

PO-11 : ପ୍ରକଳ୍ପ ଏବଂ ଅର୍ଥ ପରିଚାଳନା (Project management and finance): ଇଞ୍ଜିନୟିରଂି ଏବଂ 
ପରଚିାଳନା ନୀତ ିବଷିୟରେ ଜ୍ଞାନ ଏବଂ ବୁଝାମଣା ପ୍ରଦର୍ଶନ। ଏହାକୁ ନଜି କାର୍ଯ୍ୟରେ, ପ୍ରକଳ୍ପ ପରଚିାଳନା 
କରବିାରେ ଏବଂ ବହୁମଖୁୀ ପରବିେଶରେ ଏକ ଦଳର ସଦସ୍ୟା ବା ମଖୁ୍ୟ ଭାବେ ପ୍ରୟ�ୋଗ।

PO-12: ଜୀବନବ୍ୟାପୀ ଶକି୍ଷା(Life-long learning): ଆବଶ୍ୟକତା ଚହି୍ନଟ ସହତି ବ�ୈଷୟିକ ପରବିର୍ତ୍ତନର 
ବ୍ୟାପକତା ପରପି୍ରେକ୍ଷୀରେ ସ୍ୱାଧୀନଭାବେ ଜୀବନବ୍ୟାପି ଶକି୍ଷାରେ ଜଡତି ହେବାର ପ୍ରସ୍ତୁତ ି ଏବଂ ଦକ୍ଷତା 
ଅର୍ଜନ ।
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ପାଠ୍ୟକ୍ରମ ଫଳାଫଳ

ଏହ ିପାଠ୍ୟକ୍ରମ ସମାପ୍ତ ହେବାପରେ, ବଦି୍ୟାର୍ଥୀମାନେ ନମି୍ନଲିଖିତ ସକ୍ଷମ ହେବେ:
CO-1: ବକ୍ରତାର ଧାରଣାକୁ ଅବକଳନ ଓ ସମାକଳନ ଗଣିତରେ ପ୍ରୟ�ୋଗ, ସଠକି ଗାଣିତକି ସୀମା ବ୍ୟବହାର କର,ି 
ବକ୍ରତା କେନ୍ଦ୍ର ଓ ଅସଂଗତ ସମାକଳନ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କରପିାରବିେ। ଏହ ିପ୍ରୟ�ୋଗଗୁଡକି ବ୍ୟତୀତ ସେମାନଙ୍କର ବୀଟା ଓ ଗାମା 
ଫଳନ ବଷିୟରେ ଏକ ମ�ୌଳକି ଭାବନା ରହବି।
CO-2: ତ୍ରିକ�ୋଣମିତୀୟ ଓ ଅବୀଜୀୟ ଫଳନ ଗୁଡକିର ଆଚରଣ ଦତ୍ତ ଅନ୍ତରାଳ ଓ ବସି୍ତାରେ ପରୀକ୍ଷା କରପିାରବିେ।
CO-3: ର�ୈଖିକ ସମୀକରଣ ସମହୂରେ ଆଧାରତି ପ୍ରଶ୍ନଗୁଡକିରେ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ଧାରଣା ପ୍ରସ୍ତୁତ କରପିାରବିେ, ବଶି୍ଲେଷଣ, 
ସମାଧାନ ଏବଂ କାର୍ଯ୍ୟକାରୀ କରପିାରବିେ ଓ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ସହତି ଜଡତି କରପିାରବିେ ।
CO-4: ଭେକ୍ଟର ଗୁଡକିର ର�ୈଖିକ ସ୍ୱାତନ୍ତ୍ର୍ୟ ଓ ର�ୈଖିକ ନରି୍ଭରଶୀଳତା ଶ୍ରେଣୀଭୁକ୍ତ କରପିାରବିେ ଏବଂ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍ର 
ରାଙ୍କ, ଆଧାର ଓ ମାତ୍ରାର ଧାରଣା ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରପିାରବିେ, ଏହା ବ୍ୟତୀତ ର�ୈଖିକ ମ୍ୟାପ ସଂଯ�ୋଗ ଏବଂ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ସହତି 
ଏହାର ସମ୍ପର୍କ ଜାଣିପାରବିେ ।
CO-5: ର�ୈଖିକ ବୀଜଗଣିତ ସାହାର୍ଯ୍ୟରେ, ଆଇଗନ୍‍ ମଲୂ୍ୟ, ଆଇଗନ୍‍ ଭେକ୍ଟର, ଆଇଗନ୍‍ ଆଧାର, କର୍ଣ୍ଣୀକରଣ ଓ 
ଲାମ୍ୱିକୀ କରଣ ଉପରେ ଆଧାର କର ିସଂଖ୍ୟାତ୍ମକ ପ୍ରଶ୍ନଗୁଡକିର ସମାଧାନ ପାଇଁ, ଅତ୍ୟାବଶ୍ୟକ ଉପକରଣ ପ୍ରୟ�ୋଗ 
କରପିାରବିେ । ଆଇଗନ୍‍ ମଲୂ୍ୟର ଗୁଣଧର୍ମ ଯାହା ଇଂଜନିୟିରଂି ବଭିିନ୍ନ ଶାଖାରେ ଅନେକ ଜଟଳି ପ୍ରଶ୍ନର ସମାଧାନ ପାଇଁ 
ବ୍ୟବହୃତ ହୁଏ । ଏହା ସହତି ଏକ ଭେକ୍ଟର ମାନକ, ଅର୍ଥୋନାର୍ମାଲ ଏବଂ ଲମ୍ୱୀୟ ଭେକ୍ଟର ବଷିୟରେ ସଚେତନ 
ହ�ୋଇପାରବିେ ।

ପାଠ୍ୟକ୍ରମ 
ଫଳାଫଳ 
(COs)

ପ୍ରୋଗ୍ରାମ୍ ଫଳାଫଳ ସହତି ଆଶା କରାଯାଉଥିବା ମ୍ୟାପିଂ (PO)
(1- ଦୁର୍ବଳ ସହସମ୍ବନ୍ଧ; 2- ମଧ୍ୟମ  ସହସମ୍ବନ୍ଧ; 3- ଦୃଢ ସହସମ୍ବନ୍ଧ)

PO-1 PO-2 PO-3 PO-4 PO-5 PO-6 PO-7 PO-8 PO-9 PO-10 PO-11 PO-12

CO-1 3 2 2 1 1 - 2 - - - - -

CO-2 3 2 2 2 - - - - - - - 1

CO-3 3 3 3 2 2 2 - - 1 1 - 1

CO-4 3 2 1 1 1 1 - - - - - -

CO-5 3 2 2 2 2 1 - - - - 1 -
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ସଂକ୍ଷେପଣ ଓ ପ୍ରତୀକ

ପ୍ରତୀକ ଏବଂ ସତୂ୍ରଗୁଡକି

1- ସଂଖ୍ୟା ପ୍ରଣାଳୀ
N	 &	 ଗଣନା ସଂଖ୍ୟାର ସେଟ୍
Z	 &	 ପୂର୍ଣ୍ଣ ସଂଖ୍ୟାର ସେଟ୍
Q	 &	 ପରମିେୟ ସଂଖ୍ୟାର ସେଟ୍
I	 &	 ଅପରମିେୟ ସଂଖ୍ୟାର ସେଟ୍
R	 &	 ବାସ୍ତବ ସଂଖ୍ୟାର ସେଟ୍
C	 &	 ସମ୍ମିଶ୍ର ସଂଖ୍ୟାର ସେଟ୍
Rn	 & 	n&ଟପଲ୍ ସେଟ୍

2- ଗ୍ରୀକ ଅକ୍ଷର
a	 &	 ଆଲଫା
b	 &	 ବଟିା
γ	 &	 ଗାମା
G	 &	 ଗାମା ଫଳନ
d	 &	 ଡେଲ୍ଟା
D	 &	 ବଡ଼ ଡେଲ୍ଟା
e	 &	 ଏପ୍ସିଲ�ୋନ୍
i	 &	 ଆୟ�ୋଟା
q	 &	 ଥିଟା 
l	 &	 ଲାମ୍ବଡା
m	 &	 ମ୍ୟୁ
f	 &	 ଫାଇ
y	 &	 ସାଇ
h	 &	 ଇଟା
p	 &	 ପାଇ
r	 &	 ର�ୋ
k	 &	 କାପା

3- ସେଟ୍‍ରେ ସଙ୍କେତ
∈ 	 &	 ସଦସ୍ୟ ଅଟେ
 ∉	&	 ସଦସ୍ୟ ନୁହେଁSa
∪ 	 &	 ସଂଯ�ୋଗ
∩ 	 &	 ପ୍ରତଚି୍ଛେଦ
( )	 &	 ବବୃିତ ଅନ୍ତରାଳ
[ ]	 &	 ସଂବୃତ ଅନ୍ତରାଳ
⊆ 	 &	 ସବସେଟ୍
⊄ 	 &	 ଏକ ସେଟ୍ ନୁହେଁ
⊂ 	 &	 ଉପଯୁକ୍ତ ସେଟ୍
⊄ 	 &	 ଉପଯୁକ୍ତ ସେଟ୍ ନୁହେଁ
⊃ 	 &	 ସପୁରସେଟ୍
{ }	 &	 ସେଟ୍
f	 &	 ରକି୍ତ ସେଟ୍
<	 &	 ଠାରୁ ଛ�ୋଟ
>	 &	 ଠାରୁ ବଡ
≤	 &	 ଠାରୁ ଛ�ୋଟ ଏବଂ ସମାନ
≥	 &	 ଠାରୁ ବଡ଼ ଏବଂ ସମାନ

4- ଅନ୍ୟ କଛି ିଉପଯ�ୋଗୀ ପ୍ରତୀକ
~	 &	 ସମରୂପୀ
↔	 &	 ବନିମିୟ
∞∞ 	 &	 ଅନନ୍ତ
∫	 &	 ସମାକଳନ 
!	 &	 ଫେକ୍ଟୋରୟିଲ(କ୍ରମ ଗୁଣିତ)
⇒	 &	 ସଚୂତି କରେ
∀	 &	 ସମସ୍ତଙ୍କ ପାଇଁ
⇔	 &	 ଯଦ ିଏବଂ କେବଳ ଯଦି
||  ||	 &	 ମାନକ ଦ�ୈର୍ଘ୍ୟ
|  |	 &	 ମ�ୋଡୁଲସ୍/ମାପାଙ୍କ
:	 &	 କ�ୋଲ�ୋନ୍/ବଭିାଗ
;	 &	 ସେମିକ�ୋଲ�ୋନ୍/ଅଧିବଭିାଗ
	[A : B] or [A/B]&ଅଗ୍‍ମେଣ୍ଟେଡେ ମାଟ୍ରିକ୍ସ
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5-	ଦ୍ୱିଘାତ ସମୀକରଣର ମଳୂର ପ୍ରକୃତି

ଯଦ ିax2 + bx + c = 0 ହେଉଛ ିଦ୍ୱିଘାତ ସମୀକରଣ, ସେହ ି
ସମୟରେ
(a)	 ଏହାର ମଳୂ 

− ± −2 4
2

b b ac
a

 ହେଉଛ।ି

(b)	 ମଳୂମାନଙ୍କର ଯ�ୋଗଫଳ = –b/a

(c)	 ମଳୂମାନଙ୍କର ଗୁଣଫଳ = c/a 
(d)	 ଯଦ ିb2 – 4ac = 0 ⇒ ମଳୂ ସମାନ ଅଟେ
(e)	 ଯଦ ିb2 – 4ac > 0 ⇒ ମଳୂ ବାସ୍ତବ ଏବଂ ଭିନ୍ନ ଅଟେ
(f)	 ଯଦ ିb2 – 4ac < 0 ⇒ ମଳୂ ସମ୍ମିଶ୍ର ହେବ 

(g)	 ଯଦ ି b2 – 4ac ଏକ ପୂର୍ଣ୍ଣ ବର୍ଗ, ତେଣୁ, ମଳୂ ହେଉଛ ି
ପରମିେୟ A

6- ଲଗାରିଦମ୍ ର ଗୁଣଧର୍ମ 
(a)	 = =∞ >log 1 0, log 0 , 1a a a  ପାଇଁ
	 =log 1,a a

	 = =10log 2 0.6931, log 0.4343e e   

(b)	 + =log log loga a ap q pq 	 	

(c)	 − =log log loga a a
pp q
q

	  

(d)	 =log logq
a ap q p 	  

7- ଚତୁର୍ଥାଂଶରେ ତ୍ରିକ�ୋଣମିତୀୟ ଅନୁପାତର ପ୍ରକୃତି
90º

270º

180º 0º

(୨ୟ ପାଦ)
sinq ଓ cosecq, +ve 

ଅଟେa

(୩ୟ ପାଦ)
tanq ଓ cotq, +ve ଅଟେa

ସମସ୍ତ (୧ମ ପାଦ)
ସମସ୍ତ ତ୍ରିକ�ୋଣମିତୀୟ 

ଅନୁପାତ +ve

(୪ର୍ଥ ପାଦ)
cosq ଓ secq, +ve ଅଟେa

8- ତ୍ରିକ�ୋଣମିତୀୟ ଫଳନପାଇଁ ଗୁଣଫଳ ଓ ଯ�ୋଗର 
ସତୂ୍ର

(a)	 + = +sin( ) sin cos cos sinA B A B A B

(b)	 − = −sin( ) sin cos cos sinA B A B A B  

(c)	 + = −cos( ) cos cos sin sinA B A B A B  

(d)	 − = +cos( ) cos cos sin sinA B A B A B  

(e)	 tan tantan( )
1 tan tan

A BA B
A B
+

+ =
−

 

(f)	
tan tantan( )
1 tan tan

A BA B
A B
−

− =
+

 

(g)	 2

2 tansin2 2sin cos
1 tan

AA A A
A

= =
+

 

(h)	 2 2 2cos2 cos sin 1 2sinA A A A= − = −

		
2

2
2

1 tan2cos 1
1 tan

AA
A

−
= − =

+
 

(i)	 2

sin2 2 tantan2
cos2 1 tan

A AA
A A

= =
−

(j)	 3sin3 3sin 4sinA A A= −  

(k)	 3cos3 4cos 3cosA A A= −  

(l)	
3

2

3 tan tantan3
1 3tan

A AA
A

−
=

−
 

(m)	 sin sin 2sin cos
2 2

A B A BA B + −
+ =  

(n)	 sin sin 2cos sin
2 2

A B A BA B + −
− =  

(o)	 cos cos 2cos cos
2 2

A B A BA B + −
+ =  

(p)	 cos cos 2sin sin
2 2

A B B AA B + −
− =  

(q)	 [ ]1sin cos sin( ) sin( )
2

A B A B A B= + + −  

(r)	 [ ]1cos sin sin( ) sin( )
2

A B A B A B= + − −  
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(s)	 [ ]1cos cos cos( ) cos( )
2

A B A B A B= + + −  

(t)	 [ ]1sin sin cos( ) cos( )
2

A B A B A B= − − +  

(u)	 sin 0 ,x x n n Z= ⇔ = π ∈  

(v)	 sin 1 (4 1) ,
2

x x n n Zπ
= ± ⇔ = ± ∈  

(w)	 cos 0 (2 1) ,
2

x x n n Zπ
= ⇔ = + ∈  

(x)	 cos 1 2x x n= ± ⇔ = π  vkSj 

	 (2 1) ,x n n Z= + π ∈  

(y)	 0, ;axe x R a R≠ ∀ ∈ ∈

9- ଅବକଳନର ମ�ୌଳକି ସତୂ୍ର

(a)	 ( )sin cosd x x
dx

=

(b)	 ( )cos sind x x
dx

= −

(c)	 ( ) 2tan secd x x
dx

=  

(d)	 ( ) 2cot cosecd x x
dx

= −  

(e)	 ( )sec sec tand x x x
dx

=  

(f)	 ( )cosec cosec cotd x x x
dx

= −  

(g)	 ( )x xd e e
dx

=  

(h)	 ( ) logx x
e

d a a a
dx

=  

(i)	 ( ) 1log
loga

e

d x
dx x a

=  

(j)	 ( ) 1loge
d x

dx x
=  

(k)	 ( ) ( ) 1n nd ax b na ax b
dx

−
+ = +  

(l)	 ( )1

2

1sin , 1
1

d x x
dx x

− = ≠ ±
−

 

(m)	 ( )1

2

1cos , 1
1

d x x
dx x

− = − ≠ ±
−

 

(n)	 ( )1
2

1tan
1

d x
dx x

− =
+

 

(o)	 ( )1
2

1cot
1

d x
dx x

− = −
+

 

(p)	 ( )1

2

1sec , 0, 1
1

d x x
dx x x

− = ≠ ±
−

 

(q)	 ( )1

2

1cosec , 0, 1
1

d x x
dx x x

− = − ≠ ±
−

 

(r)	 ( )sinh coshd x x
dx

=  

(s)	 ( )cosh sinhd x x
dx

=

10- ସମାକଳନର ମ�ୌଳକି ସତୂ୍ର 

(a)	 sin cosx dx x c= − +∫
(b)	 cos sinx dx x c= +∫  

(c)	 tan log cos log secx dx x c x c= − + = +∫  

(d)	 cot log sinx dx x c= +∫  

(e)	 sec log(sec tan )x dx x x c= + +∫  
(f)	 ( )cosec log cosec cotx dx x x c= − +∫  
(g)	 2sec tanx dx x c= +∫  
(h)	 2cos ec cotx dx x c= − +∫  
(i)	 x xe dx e c= +∫  

(j)	 ; 0, 1
log

x
x

e

aa dx c a a
a

= + > ≠∫  

(k)	
1 logedx x c
x

= +∫  
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(l)	
1

, 1
1

n
n xx dx c n

n

+

= + ≠ −
+∫  

(m)	
1

2 2

1 tandx x c
a aa x

−= +
+∫  

(n)	 2 2

1 log
2

dx a x c
a a xa x

+ = + −−  ∫  

(o)	 2 2

1 log
2

dx x a c
a x ax a

− = + −−  ∫  

(p)	 1

2 2
sindx x c

aa x
−= +

−
∫  

(q)	 1

2 2
sinhdx x c

ax a
−= +

+
∫  

	 ( )2 2log x x a c= + + +  

(r)	
1

2 2
coshdx x c

ax a
−= +

−
∫

	  ( )2 2log x x a c= + − +

(s)	 ( )2 2sin sin cos
ax

ax ee bx dx a bx b bx
a b

= −
+∫

(t)	 ( )2 2cos cos sin
ax

ax ee bx dx a bx b bx
a b

= +
+∫  

ସଂକ୍ଷେପଣ
lim	 &	 ସୀମା 	 	

\	 &	 ତେଣୁ 

	 &	 ଯେହେତୁ 

i,e,	 &	 ଅର୍ଥାତ୍ 

fn(a)	 &	 a ରେ f ର nତମ ଅବକଳନ 

Sup.	 &	 ସପୁ୍ରୀମମ-(କ୍ଷୁଦ୍ରତମ ଉଚ୍ଚ ପରବିଦ୍ଧ) 
Inf.	 &	 ଇଂଫୀମମ-(ଗରଷି୍ଠ ନମି୍ନ ପରବିଦ୍ଧ)
Lf ′(a)	&	 x = a ରେ f ର ବାମ ପାର୍ଶ୍ୱର ଅବକଳନ
Rf ′(a)	&	 x = a ରେ f ର ଦକ୍ଷିଣ ପାର୍ଶ୍ୱର 

ଅବକଳନ
Lf (a)	 &	 x = a ରେ f ର ବାମ ପାର୍ଶ୍ୱର ସୀମା
Rf (a)	 &	 x = a ରେ f ର ଦକ୍ଷିଣ ପାର୍ଶ୍ୱର ସୀମା 
diag.	 &	 କର୍ଣ୍ଣ
L.H.S.	&	 ବାମ ପାର୍ଶ୍ୱ
R.H.S.	&	 ଦକ୍ଷିଣ ପାର୍ଶ୍ୱ
dim	 &	 ମାତ୍ରା 
adj(A)	&	 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ Aର ଆଡ୍‍ଜଏଣ୍ଟ
min.	 &	 ନ୍ୟୁନତମ
max.	 &	 ସର୍ବାଧିକ
L.C.	 &	 ର�ୈଖିକ ସଂଯ�ୋଗ 

L.D.	 &	 ର�ୈଖିକ ନରି୍ଭରଶୀଳତା
L.I.	 &	 ର�ୈଖିକ ସ୍ୱାତନ୍ତ୍ର୍ୟ



(xix)

ଚତି୍ର ସଚୂୀ

ଅଧ୍ୟାୟ 1% କଳନ ଗଣିତ &I

	 	 ପଷୃ୍ଠା ସଂଖ୍ୟା
ଚତି୍ର 1-1	 ବକ୍ରର ବଙ୍କା	 3

ଚତି୍ର 1-2 	 ଏକ ବନି୍ଦୁରେ ବକ୍ରତା	 3

ଚତି୍ର 1-3	 ବକ୍ରତାର ଗାଣିତକି ସଂଜ୍ଞା	 4

ଚତି୍ର 1-4	 ଏକ ବନି୍ଦୁରେ ବକ୍ରତାର ବଶିେଷତ୍ୱ	 4

ଚତି୍ର 1-5	 ଡେକାର୍ଟୀୟ ବକ୍ର ପାଇଁ ବକ୍ରତା ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ	 5

ଚତି୍ର 1-6	 ପ�ୋଲାର ବକ୍ର ପାଇଁ ବକ୍ରତା ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ	 6

ଚତି୍ର 1-9	 ବକ୍ରତା କେନ୍ଦ୍ର	 16

ଚତି୍ର 1-10	 କେନ୍ଦ୍ରଜ (ଇଭ�ୋଲ୍ୟୁ ଟ)	 18

ଚତି୍ର 1-11	 ଏକ ବୃତ୍ତର ପ୍ରତକିେନ୍ଦ୍ରଜ (ଇନ୍‍ଭ�ୋଲ୍ୟୁ ଟ)	 19

ଚତି୍ର 1-12	 ଏକ କାଟାନେରୀର ପ୍ରତକିେନ୍ଦ୍ରଜ (ଇନ୍‍ଭ�ୋଲ୍ୟୁ ଟ)	 19

ଚତି୍ର 1-13	 ଡେଲଟଏଡର ର ଇନ୍‍ଭ�ୋଲ୍ୟୁ ଟ	 20

ଚତି୍ର 1-14	 ପାରାବ�ୋଲାର ପ୍ରତକିେନ୍ଦ୍ରଜ (ଇନ୍‍ଭ�ୋଲ୍ୟୁ ଟ)	 20

ଚତି୍ର 1-15	 ଏଲିପ୍ସର ପ୍ରତକିେନ୍ଦ୍ରଜ (ଇନ୍‍ଭ�ୋଲ୍ୟୁ ଟ)	 20

ଚତି୍ର 1-17	 ସମକ�ୋଣୀ ତ୍ରିଭୁଜର ପରକି୍ରମଣ 	 88

ଚତି୍ର 1-18	 ବୃତ୍ତର ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ 	 88

ଚତି୍ର 1-19	 ବର୍ଗର ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ 	 88

ଚତି୍ର 1-20	 ଡେକାର୍ଟୀୟ ବକ୍ରର ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ହେତୁ ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନର ଘନଫଳ	 89

ଅଧ୍ୟାୟ 2% କଳନ ଗଣିତ&II
ଚତି୍ର 2-1	 ର�ୋଲଙ୍କ ପ୍ରମେୟ	 122

ଚତି୍ର 2-5	 ଲାଗ୍ରାଞଙ୍କ ମାଧ୍ୟମାନ ଉପପାଦ୍ୟ	 129

ଚତି୍ର 2-6	 କ�ୋଶୀଙ୍କ ମାଧ୍ୟମାନ ଉପପାଦ୍ୟ	 135

ଚତି୍ର 2-7	 ଗରଷି୍ଠ-ଲଘିଷ୍ଠ	 178

ଚତି୍ର 2-8	 ଚରମ ମଲୂ୍ୟପାଇଁ ପରୀକ୍ଷା 	 179

ଚତି୍ର 2-9	 ସ୍ଥାନୀୟ ଚରମ ମଲୂ୍ୟ	 180
ଅଧ୍ୟାୟ 3% ମାଟ୍ରିକ୍ସ 
ଚତି୍ର 3-1	 ଏକକ ମାଟ୍ରିକ୍ସର ପ୍ରୟ�ୋଗ	 187

ଚତି୍ର 3-2 	 ତ୍ରିଭୁଜର କ୍ଷେତ୍ରଫଳ	 205



(xx)

ଶକି୍ଷକମାନଙ୍କପାଇଁ ନରି୍ଦ୍ଦେଶାବଳୀ
ଫଳାଫଳ ଆଧାରତି ଶକି୍ଷା(Outcome Based Education-OBE)ର କାର୍ଯ୍ୟକାରତିାପାଇଁ ଛାତ୍ରଛାତ୍ରୀମାନଙ୍କର 
ଜ୍ଞାନ ଏବଂ ଦକ୍ଷତାର ସ୍ତରକୁ ବୃଦ୍ଧି କରାଯିବା ଉଚତି୍। ଏହାର ଉପଯୁକ୍ତ କାର୍ଯ୍ୟକାରତିାପାଇଁ ଶକି୍ଷକବୃନ୍ଦ ପ୍ରମଖୁ ଦାୟିତ୍ୱ 
ବହନ କରବିା ଆବଶ୍ୟକ। ଏହ ିOBE ପ୍ରଣାଳୀରେ ଶକି୍ଷକମାନଙ୍କର ଦାୟିତ୍ୱ ମଧ୍ୟରୁ ନମି୍ନରେ କଛି ିବର୍ଣ୍ଣନା କରାଯାଇଅଛ:ି
•	ସମସ୍ତ ଛାତ୍ରଛାତ୍ରୀଙ୍କ ସର୍ବୋତ୍ତମ ସବୁଧିାପାଇଁ ସୀମିତ ପ୍ରତବିନ୍ଧକ ମଧ୍ୟରେ ସେମାନେ ସମୟର ଉପଯ�ୋଗ କରବିା 

ଉଚତି୍।
•	ସେମାନେ ଛାତ୍ରଛାତ୍ରୀମାନଙ୍କର ଅନ୍ୟ କ�ୌଣସ ିସମ୍ଭାବ୍ୟ ଅଯ�ୋଗ୍ୟତାକୁ ବଚିାରକୁ ନେଇ ଭେଦଭାବ ନ କର ିକେବଳ 

ନରି୍ଦ୍ଦିଷ୍ଟ ମାନଦଣ୍ଡ ଉପରେ ଆକଳନ କରବିା ଉଚତି୍।
•	ସେମାନେ ଅନୁଷ୍ଠାନ ଛାଡବିା ପୂର୍ବର ଛାତ୍ରଛାତ୍ରୀମାନଙ୍କ ଶକି୍ଷଣ ଦକ୍ଷତାକୁ ଏକ ନରି୍ଦ୍ଦିଷ୍ଟ ସ୍ତରକୁ ବୃଦ୍ଧି କରବିାକୁ ଚେଷ୍ଟା 

କରବିା ଉଚତି୍।
•	ସମସ୍ତ ଛାତ୍ରଛାତ୍ରୀମାନେ ସେମାନଙ୍କର ଶକି୍ଷା ସମାପ୍ତ କରବିା ପରେ ଗୁଣାତ୍ମକ ଜ୍ଞାନ ଏବଂ ଦକ୍ଷତା ବୃଦ୍ଧି କରପିାରୁଥିବାର 

ସେମାନେ ନଶି୍ଚିତ ହେବା ଆବଶ୍ୟକ।
•	ସେମାନେ ସର୍ବଦା ଛାତ୍ରଛାତ୍ରୀମାନଙ୍କୁ  ସେମାନଙ୍କର ଚରମ କାର୍ଯ୍ୟଦକ୍ଷତା କ୍ଷମତାକୁ ବକିଶତି କରବିାରେ ଉତ୍ସାହତି 

କରବିା ଉଚତି୍।
•	ନୂତନ ଆଭିମଖୁ୍ୟକୁ ଏକତ୍ର କରବିାପାଇଁ ସେମାନେ ଗ�ୋଷ୍ଠୀ କାର୍ଯ୍ୟ ଏବଂ ଦଳ କାର୍ଯ୍ୟକୁ ସଗୁମ ଏବଂ ଉତ୍ସାହତି କରବିା 

ଉଚତି୍।  
•	ସେମାନେ ବ୍ ଲୁମଙ୍କ ଟ୍ୟାକ୍ସୋନ�ୋମିକୁ ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନର ପ୍ରତ୍ୟେକ କ୍ଷେତ୍ରରେ ଅନୁସରଣ କରବିା ଉଚତି୍।
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1.	ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ:
ବ୍ ଲୁମଙ୍କ ବର୍ଗୀକରଣ(Bloom’s Taxonomy)

ସ୍ତର ଶକି୍ଷକ ପରୀକ୍ଷା କରିବା 
ଉଚତି

ଛାତ୍ରଛାତ୍ରୀ  ସକ୍ଷମ 
ହେବା ଉଚତି

ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନର 
ସମ୍ଭାବ୍ୟ ମ�ୋଡ୍

ସୃଷ୍ଟି କରିବା Creating

 ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କରିବା 
Evaluating

 ବଶି୍ଳେଷଣ କରିବା 
Analyzing

ଆବେଦନ କରିବା 
Applying

ବୁଝାମଣା
Understanding

 ସ୍ମରଣ କରିବା 
Remembering

ଛାତ୍ରଛାତ୍ରୀମାନଙ୍କର ସଷୃ୍ଟି 
କରବିାର ଦକ୍ଷତା

ଡଜିାଇନ୍ କମି୍ୱା ସଷୃ୍ଟି 
କରବିା

କ୍ଷୁଦ୍ର ପ୍ରକଳ୍ପ

ଛାତ୍ରଛାତ୍ରୀମାନଙ୍କର  ଯଥାର୍ଥତା 
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•		ବଦି୍ୟାର୍ଥୀମାନେ OBEର ପ୍ରତ୍ୟେକ ସ୍ତରରେ ସେମାନଙ୍କର ଦକ୍ଷତା ବଷିୟରେ ଭଲ ଭାବରେ ଅବଗତ ହେବା ଉଚତି୍।
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	 	 1-1-6	 ଇନଭ�ୋଲ୍ୟୁ ଟ� 19

	 	 1-1-7	 ଏନ୍‍ଭଲପ୍‍	 � 21

	 1-2	 ସୀମାଯୁକ୍ତ ଓ ଅସଂଗତ ସମାକଳଜର ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ� 39

	 	 1-2-1	 ସୀମାଯୁକ୍ତ ସମାକଳଜ� 39

	 	 1-2-2	 ସମାକଳନ ଗଣିତର ପ୍ରଥମ ମ�ୌଳକି ଉପପାଦ୍ୟ� 41

	 	 1-2-3	 ସମାକଳନ ଗଣିତର ଦ୍ୱିତୀୟ ମ�ୌଳକି ଉପପାଦ୍ୟ� 42

	 	 1-2-4	 ସୀମାଯୁକ୍ତ ସମାକଳର ଗୁଣଧର୍ମ � 44



(xxiii)

	 	 1-2-5	 ଅସଂଗତ ସମାକଳଜ� 50

	 	 1-2-6	 ଅସଂଗତ ସମାକଳର ପ୍ରକାର� 50

	 	 1-2-7	  ( )
b

a
f x dx∫ , x = a ରେ ଅଭିସରଣ ପାଇଁ ତୁଳନାତ୍ମକ ପରୀକ୍ଷା� 56

	 	 1-2-8	  ଗୁରୁତ୍ୱପୂର୍ଣ୍ଣ ଉପପାଦ୍ୟ� 57

	 	 1-2-9	 	 ରେ ଅଭିସରଣ ପାଇଁ ତୁଳନାତ୍ମକ ପରୀକ୍ଷା� 61

	 	 1-2-10	 ଗୁରୁତ୍ୱପୂର୍ଣ୍ଣ ଉପପାଦ୍ୟ� 62

	 	 1-2-11	 ପରମ ଅଭିସରଣ	 � 64

	 1-3	 ବଟିା , ଗାମା ଫଳନ ଏବଂ ସେମାନଙ୍କ ଗୁଣଧର୍ମ	� 67

	 	 1-3-1	 ଗାମା ଫଳନ 	 � 67

	 	 1-3-2	 ବିଟା ଫଳନ	 � 71

	 	 1-3-3	 ବଟିା ଏବଂ ଗାମା ଫଳନ ମଧ୍ୟରେ ସମ୍ପର୍କ	 � 74

	 	 1-3-4	 ଅନୂରପ ସତୂ୍ର	 � 80

	 1-4	 ସୀମାଯୁକ୍ତ ସମାକଳଜର ପ୍ରୟ�ୋଗ କର ିଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ପଷୃ୍ଠତଳର କ୍ଷେତ୍ରଫଳ ଓ ଘନଫଳ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କରବିା� 88

	 	 1-4-1	 ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ଘନର ଘନଫଳ� 89

	 	 1-4-2	 ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ଘନର ପଷୃ୍ଠ ତଳର କ୍ଷେତ୍ରଫଳ� 90

 	 	 ଆକର୍ଷଣୀୟ ତଥ୍ୟ� 100

	 	 ଭିଡଓି ସଂଯ�ୋଗ� 100

	 	 ବାସ୍ତବ ଜୀବନରେ ପ୍ରୟ�ୋଗ 	 100

	 	 ସାରାଂଶ� 108

	 	 ପ୍ରକଳ୍ପ / ବ୍ୟବହାରକି/ କାର୍ଯ୍ୟକଳାପ	 � 113

		  ଅଧିକ ଜାଣନ୍ତୁ	  114

	 	 ସହାୟକ ଏବଂ ପରାମର୍ଶ ମଳୂକ ପଠନ � 115

2- କଳନ ଗଣିତ-୨������������������������������������������������������������������������������������������������������� 117–206

	 	 	 ଅଧ୍ୟାୟ ବ�ୈଶଷି୍ଟ୍ୟ� 117

	 	 	 ଯୁକ୍ତି ଯୁକ୍ତତା� 117

	 	 	 ପ୍ରାକ୍-ଆବଶ୍ୟକତା� 118

	 	 	 ଅଧ୍ୟାୟ ଫଳାଫଳ ସହତି ପାଠ୍ୟକ୍ରମ ଫଳାଫଳର ମ୍ୟାପିଙ୍ଗ 	 118

			   ଇତହିାସ� 119

	 2-1	 ର�ୋଲଙ୍କ ପ୍ରମେୟ	� 119

	 	 2-1-1	 ର�ୋଲଙ୍କର ପ୍ରମେୟ ଜ୍ୟାମିତତିକି ବ୍ୟାଖ୍ୟା� 122

	 	 2-1-2	 ଲାଗ୍ରାଞ୍ଜଙ୍କ ମାଧ୍ୟ୍ୟମାନ ଉପପାଦ୍ୟ� 128

∞



(xxiv)

	 	 2-1-3	 ଲାଗ୍ରାଞ୍ଜଙ୍କ ମାଧ୍ୟ୍ୟମାନ ଉପପାଦ୍ୟର ଜ୍ୟାମିତକି ବ୍ୟାଖ୍ୟା   	 129

	 	 2-1-4	 କ�ୋଶୀଙ୍କ ମାଧ୍ୟମାନ ଇପପାଦ୍ୟ	 � 134

	 	 2-1-5	 କ�ୋଶୀଙ୍କ ମାଧ୍ୟମାନ ଉପପାଦ୍ୟର ଜ୍ୟାମିତକି ବ୍ୟାଖ୍ୟା	 	 � 135

	 2-2	 ଟେଲରଙ୍କ ଉପପାଦ୍ୟ 	 � 140

	 	 2-2-1	 ଲାଗ୍ରାଞ୍ଜଙ୍କ ଅବଶେଷ ରୂପ ସହତି ଟେଲରଙ୍କ ଉପପାଦ୍ୟ	 � 140

	 	 2-2-2	 ମ୍ୟାକଲରନିଙ୍କ ଉପପାଦ୍ୟ ସହତି ଲାଗ୍ରାଞଙ୍କ ଅବଶେଷ ରୂପ � 141

	 	 2-2-3	 ଟେଲରଙ୍କ ଉପପାଦ୍ୟ ସହତି କ�ୋଶୀଙ୍କ ଅବଶେଷ ରୂପ	 � 142

	 	 2-2-4	 ମ୍ୟାକଲରନି୍‍ଙ୍କ ଉପପାଦ୍ୟ ସହତି କ�ୋଶୀଙ୍କ ଅବଶେଷ ରୂପ 	 � 144

	 2-3	 ଅନରି୍ଣ୍ଣେୟ ରୂପ ଏବଂ ଲ�ୋପିତାଲଙ୍କ ନୟିମ	 � 151

	 	 2-3-1	 ଅନରି୍ଣ୍ଣେୟ ରୂପ 
0
0   ର ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ ପାଇଁ ଲ�ୋପିତାଲଙ୍କ ନୟିମ (ପ୍ରକାର-1)� 152

	 	 2-3-2	 ଅନରି୍ଣ୍ଣେୟ ରୂପ 
∞
∞

 ର ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ ପାଇଁ, ଲ�ୋପିତାଲଙ୍କ ନୟିମ (ପ୍ରକାର-2)� 160

	 	 2-3-3	 ଅନରି୍ଣ୍ଣେୟ ରୂପ 0 × ∞ ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ ପାଇଁ, ଲ�ୋପିତାଲଙ୍କ ନୟିମ (ପ୍ରକାର-3)� 161

	 	 2-3-4	 ଅନରି୍ଣ୍ଣେୟ ରୂପ ∞ – ∞ର ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ ପାଇଁ ଲ�ୋପିତାଲଙ୍କ ନୟିମ (ପ୍ରକାର-4)� 163

	 	 2-3-5	 ଅନରି୍ଣ୍ଣେୟ ରୂପ 00 ର ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ ପାଇଁ ଲ�ୋପିତାଲଙ୍କ ନୟିମ(ପ୍ରକାର-5)	 � 167

	 	 2-3-6	 ଅନରି୍ଣ୍ଣେୟ ରୂପ 1∞ ର ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ ପାଇଁ ଲ�ୋପିତାଲଙ୍କ ନୟିମ (ପ୍ରକାର-6)	 � 169

	 	 2-3-7	 ଅନରି୍ଣ୍ଣେୟ ରୂପ ∞0 ର ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ ପାଇଁ ଲ�ୋପିତାଲଙ୍କ ନୟିମ (ପ୍ରକାର-7)� 171

	 2-4	 ଗରଷି୍ଠ ଓ ଲଘିଷ୍ଠ� 178

	 	 2-4-1	 ଗରଷି୍ଠ ଓ ଲଘିଷ୍ଠ ପାଇଁ ସର୍ତ୍ତ	 � 178

	 	 2-4-2	 ଚରମମାନ (ଗରଷି୍ଠ କମି୍ୱା ଲଘିଷ୍ଠ) ପାଇଁ ପ୍ରଥମ ଅବକଳଜ ପରୀକ୍ଷା	 � 179

	 	 2-4-3	 ଚରମ ମାନ ପାଇଁ ଦ୍ୱିତୀୟ ଅବକଳଜ ପରୀକ୍ଷା (ଗରଷି୍ଠ କମି୍ୱା ଲଘିଷ୍ଠ) 	 � 183

	 	 ବାସ୍ତବ ଜୀବନରେ ପ୍ରୟ�ୋଗ	� 192

	 	 ସାରାଂଶ� 199

	 	 ପ୍ରକଳ୍ପ/ବ୍ୟବହାରକି/କାର୍ଯ୍ୟକଳାପ� 201

	 	 ଅଧିକ ଜାଣନ୍ତୁ � 205

	 	 ସହାୟକ ଏବଂ ପରାମର୍ଶମଳୂକ ପଠନ� 206

3- ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ................................................................................................................  207–320

	 	 ଅଧ୍ୟାୟ ବ�ୈଶଷି୍ଟ୍ୟ� 207

	 	 ଯୁକ୍ତିଯୁକ୍ତତା� 207

	 	 ପ୍ରାକ୍-ଆବଶ୍ୟକତା	� 207

	 	 ଅଧ୍ୟାୟ ଫଳାଫଳ
	 	 ଅଧ୍ୟାୟ ଫଳାଫଳ ସହତି ପାଠ୍ୟକ୍ରମ ଫଳାଫଳର ମ୍ୟାପିଙ୍ଗ  	 � 207



(xxv)

	 	 ଇତହିାସ								                        	 209
	 	 ଉପକ୍ରମ		 209

	 3-1	 ସଂଜ୍ଞା� 210

	 	 3-1-1	 ବଭିିନ୍ନ ପ୍ରକାରର ମାଟ୍ରିକ୍ସ� 211

	 	 3-1-2	 ମାଟ୍ରିକ୍ସ ରେ ପ୍ରକ୍ରିୟା� 217

	 3-2	 ଭେକ୍ଟର � 221

	 	 3-2-1	 ଭେକ୍ଟର ରେ ପ୍ରକ୍ରିୟା	� 222

	 3-3	 ପ୍ରାଥମିକ ପ୍ରକ୍ରିୟା (ରୂପାନ୍ତରଣ) 	 � 224

	 	 3-3-1	 ପ୍ରାଥମିକ ମାଟ୍ରିକ୍ସ	 	 � 224

	 3-4	 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ଇକେଲନ୍ ରୂପ 	� 225

	 	 3-4-1	 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ଧାଡ ିଇକେଲନ୍ ରୂପ	 � 225

	 	 3-4-2	 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ଧାଡ ିହ୍ରାସକରଣ ଇକେଲନ୍ ରୂପ	 � 225

	 	 3-4-3	 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ସ୍ତମ୍ଭ- ହ୍ରାସକରଣ ଇକେଲନ୍ ରୂପ	 � 225

	 	 3-4-4	 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ସ୍ତମ୍ଭ ସମାନୀୟ ଇକେଲନ୍ ରୂପ	 � 225

	 3-5	 ଡଟିର୍‍ମିନାଣ୍ଟ	 � 226

	 	 3-5-1	 ଦ୍ୱିତୀୟ ଅର୍ଡରର ଡଟିର୍‍ମିନାଣ୍ଟର ବ୍ୟାଖ୍ୟା	 � 226

	 	 3-5-2	 ତୃତୀୟ ଅର୍ଡର ଡଟିର୍‍ମିନାଣ୍ଟର ସଂପ୍ରସାରଣ� 227

	 	 3-5-3	 ଡଟିର୍‍ମିନାଣ୍ଟର ଗୁଣଧର୍ମ	 � 230

	 	 3-5-4	 ଡଟିର୍‍ମିନାଣ୍ଟର ର ପ୍ରୟ�ୋଗ	 � 237

	 	 3-5-5	 ମାଇନର ଏବଂ କ�ୋ- ଫାକ୍ଟର	� 241

	 	 3-5-6	 ବର୍ଗ ମାଟ୍ରିକ୍ସର ଆଡ୍‍ଜଏଣ୍ଟ 	 � 242

	 3-6	 ମାଟ୍ରିକ୍ସର ରାଙ୍କରାଙ୍କ	 � 250

	 	 3-6-1	 ମାଟ୍ରିକ୍ସର ରାଙ୍କରାଙ୍କ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କରବିାପଇଁ ଅନ୍ୟ ଏକ ଉପାୟ	 � 251

	 3-7	 ମାଟ୍ରିକ୍ସର ନର୍ମାଲ ରୂପ (କାନନକିାଲ ରୂପ) 	 � 256

	 	 3-7-1	 P ଓ Q କୁ ଗଣନା ଯେଉଁଠାରେ � 262

	 3-8	 ର�ୈଖିକ ସମୀକରଣ ସମହୂ	   269
	 	 3-8-1	 ର�ୈଖିକ ସମୀକରଣର ପ୍ରକାର	� 270

	 	 	 3-8-1-2	 ସମଘାତୀ ସମୀକରଣ	 � 280

	 3-9	 ଡଟିର୍‍ମିନାଣ୍ଟ ଦ୍ୱାରା ର�ୈଖିକ ସମୀକରଣ ସମହୂ ସମାଧାନ 	 � 285

	 	 3-9-1	 କ୍ରାମଙ୍କର ନୟିମ	 � 285

	 	 3-9-2	 ଗସ୍ ଅପସାରଣ ପଦ୍ଧତ ି(ର�ୈଖିକ ସମୀକରଣ ସମହୂ ସମାଧାନ)	 � 289

	 	 3-9-3	 ଗସ୍-ଜ�ୋର୍ଡାନ ପଦ୍ଧତ ି(ର�ୈଖିକ ସମୀକରଣ ସମହୂ ସମାଧାନ)	 � 294



(xxvi)

	 	 3-9-4	 ଗସ୍ ଅପସାରଣ ପଦ୍ଧତ ିଦ୍ୱାରା ମାଟ୍ରିକ୍ସର ନରି୍ଣ୍ଣୟ	 � 299

	 	 3-9-5	 ଗସ୍-ଜ�ୋର୍ଡାନ ପଦ୍ଧତଦି୍ୱାରା ମାଟ୍ରିକ୍ସର ବ୍ୟୁତକ୍ରମ ନରି୍ଣ୍ଣୟ	 � 303

	 	 ବାସ୍ତବ ଜୀବନରେ ପ୍ରୟ�ୋଗ� 306

	 	 ସାରାଂଶ� 315

	 	 ପ୍ରକଳ୍ପ/ବ୍ୟବହାରକି/କାର୍ଯ୍ୟକଳାପ� 315

	 	 ଅଧିକ ଜାଣନ୍ତୁ � 319

		  ସହାୟକ ଏବଂ ପରାମର୍ଶ ମଳୂକ ପଠନ� 320

4- ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍ I� 321–395

	 	 ଅଧ୍ୟାୟ ବ�ୈଶଷି୍ଟ୍ୟ	 � 321

	 	 ପ୍ରାକ୍-ଆବଶ୍ୟକତା	� 321

	 	 ଅଧ୍ୟାୟ ଫଳାଫଳ (UOs)	 	 	 	 	 	 	  	        322

	 	 ପାଠ୍ୟକ୍ରମ ଫଳାଫଳ ସହତି ଅଧ୍ୟାୟ ଫଳାଫଳର ମ୍ୟାପିଙ୍ଗ� 322

	 	 ଇତହିାସ	   322
	 4-1	 ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍	 � 323

	 	 4-1-1	 Rn ରେ ଭେକ୍ଟର	 � 323

	 	 4-1-2	 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସରେ ଭେକ୍ଟର	 � 324

	 	 4-1-3	 ସର୍ବାଧିକ n ଘାତ ପଲିନ�ୋମିଆଲରେ ଭେକ୍ଟର	 � 324

	 4-2	 ଭେକ୍ଟର ର ର�ୈଖିକ ନରି୍ଭରଶୀଳତା ଏବଂ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ରତା� 330

	 4-3	 ଭେକ୍ଟରଗୁଡକିର ର�ୈଖିକ ସଂଯ�ୋଗ	 � 335

	 	 4-3-1	 ର�ୈଖିକ ବସି୍ତୃତ	ି � 340

	 	 4-3-2	 ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍ର ଆଧାର	 � 342

	 	 4-3-3	 ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍ର ମାତ୍ରା	 � 343

	 4-4	 ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ	 � 350

	 4-5	 ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ସହତି ଜଡତି ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ	 � 357

	 	 4-5-1	 କ୍ରମିତ ଆଧାର ଭିତ୍ତିରେ ଏକ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣର ମାଟ୍ରିକ୍ସ	� 357

	 4-6	  ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣର ସଂଯ�ୋଗ (ଗୁଣଫଳ)� 365

	 	 4-6-1	 ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ (ଅପରେଟ)ର ବ୍ୟୁତକ୍ରମ 	 � 367

	 4-7	 ଶୂନ ସ୍ପେଶ୍ କମି୍ବା ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣର କର୍ଣ୍ଣେଲ	� 371

	 4-8	 ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣର ବ୍ୟାପ୍ତି କମି୍ବା ପ୍ରତବିମି୍ବ 	 � 371

	 4-9	 ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣର ରାଙ୍କ ଓ ନଲିଟ ି(ଶୂନ୍ୟତା)	 � 371

	 	 4-9-1	 ସଲିଭେଷ୍ଟରଙ୍କ ନୟିମ/ରାଙ୍କ-ନଲିଟ ିଉପପାଦ୍ୟ� 371



(xxvii)

	 	 ସାରାଂଶ � 388

	 	 ଅଧିକ ଜାଣନ୍ତୁ	    393
		  ସହାୟକ ଏବଂ ପରାମର୍ଶ ମଳୂକ ପଠନ� 395

5- ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍-II������������������������������������������������������������������������������������������������������ 396-462 

	 	 ଅଧ୍ୟାୟ ବ�ୈଶଷି୍ଟ୍ୟ	 � 396

	 	 ଯୁକ୍ତି ଯୁକ୍ତତା	 � 396

	 	 ପ୍ରାକ୍-ଆବଶ୍ୟକତା	� 396

	 	 ଅଧ୍ୟାୟ ଫଳାଫଳ (UOs)	   397
	 	 ଅଧ୍ୟାୟ ଫଳାଫଳ ସହତି ପାଠ୍ୟକ୍ରମ ଫଳାଫଳର ମ୍ୟାପିଙ୍ଗ� 397

	 	 ଇତହିାସ	   398
	 5-1	 ର�ୈଖିକ ଅପରେଟର ର ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ଓ ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର	 � 398

	 5-2	 ମାଟ୍ରିକ୍ସର ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ଓ ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର	 � 398

	 	 5-2-1	 ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟର ଗୁଣଧର୍ମ	 � 400

	 	 5-2-2	 ଆଇଗନ ସ୍ପେଶ୍	 � 401

	 	 5-2-3	 ଆଇଗନ ଆଧାର	 � 401

	 5-3	 ସମମିତ ଓ ବଷିମ ସମମିତ ମାଟ୍ରିକ୍ସ ସମ୍ୱନ୍ଧୀୟ ଉପପାଦ୍ୟ	 � 418

	 5-4	 ଲମ୍ୱୀୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ� 423

	 	 5-4-1	 ଲମ୍ୱୀୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଗୁଣଧର୍ମ	 � 423

	 5-5	 ର�ୈଖିକ ଅପରେଟରର କର୍ଣ୍ଣୀକରଣ� 429

	 	 5.5.1 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ର କର୍ଣ୍ଣୀକରଣ	   429
	 5-6 	 ଅନ୍ତର୍ଗୁଣଫଳ ସ୍ପେଶ୍	 � 436

	 	 5-6-1	 ଅନ୍ତର୍ଗୁଣଫଳ ସ୍ପେଶ୍‍ର ଗୁଣଧର୍ମ 	 � 437

	 	 5-6-2	 ଭେକ୍ଟରର ଦ�ୈର୍ଘ୍ୟ (ନର୍ମ)	 � 438

	 	 5-6-3	 ଲମ୍ୱୀୟ ଭେକ୍ଟର	 � 442

	 	 5-6-4	 ଆର୍ଥୋନର୍ମାଲ ଭେକ୍ଟର 	 � 442

	 5-7	 ଗ୍ରାମ-ସ୍କିମିଡ ଲାମ୍ବିକୀକରଣ ପ୍ରକ୍ରିୟା � 444

	 	 ବାସ୍ତବ ଜୀବନର ପ୍ରୟ�ୋଗ� 451

	 	 ସାରାଂଶ� 457

	 	 ପ୍ରକଳ୍ପ/ବ୍ୟବହାରକି/କାର୍ଯ୍ୟକଳାପ	 461

	 	 ଅଧିକ ଜାଣନ୍ତୁ 	 462

	 	 ସହାୟକ ଏବଂ ପରାମର୍ଶ ମଳୂକ ପଠନ� 462
CO ଓ PO ପ୍ରାପ୍ତି ସାରଣୀ� 463
ଅନୁକ୍ରମଣିକା� 464
ପରିଭାଷା� 465-466



(xxviii)



ଅଧ୍ୟାୟ ବ�ୈଶଷି୍ଟ୍ୟ:
ଏହ ିଅଧ୍ୟାୟରେ ବକ୍ରତା, ବକ୍ରତା ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ, ବକ୍ରତା କେନ୍ଦ୍ର, ବୃତ୍ତର ବକ୍ରତା, ଇଭୋଲ୍ୟୁଟ, ଇନଭୋଲ୍ୟୁଟ, ଏନ୍‍ଭଲପ, 
ସୀମାଯୁକ୍ତ ଓ ଅସଙ୍ଗତ ସମାକଳଜ, ବଟିା ଓ ଗାମା ଫଳନ ଏବଂ ଏହାର ଗୁଣଧର୍ମ, ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ଦ୍ୱାରା ସଷୃ୍ଟି ହେଉଥିବା ପଷୃ୍ଠର 
କ୍ଷେତ୍ରଫଳ ଏବଂ ଘନଫଳ ଜାଣିବା ନମିିତ୍ତ ସୀମାଯୁକ୍ତ ସମାକଳନର ପ୍ରୟ�ୋଗ ବଷିୟରେ ବସି୍ତୃତ ଭାବରେ ଆଲ�ୋଚନା  
କରାଯାଇଛ ି। ଉପର�ୋକ୍ତ ସମସ୍ତ ବଷିୟ ବସ୍ତୁ ଗୁଡକିୁ ଅନେକ ଉଦାହରଣ ମାଧ୍ୟମରେ ଆଲ�ୋଚ଼ନା କରାଯାଇଛ,ି ଯେପର ି
ଭାବେ ବଦି୍ୟାର୍ଥୀ ମାନେ ସମସ୍ତ ସଦି୍ଧାନ୍ତର ପ୍ରୟ�ୋଗକୁ ସ୍ପଷ୍ଟ ଭାବରେ ବୁଝପିାରବିେ । ବଦି୍ୟାର୍ଥୀଙ୍କ ପାଇଁ ଯେଉଁରେ 
ଆବଶ୍ୟକତା ଅଛ ିବଷିୟବସ୍ତୁକୁ ଦୃଷ୍ଟିଗ�ୋଚର କରବିା ପାଇଁ ଚ଼ତି୍ରଗୁଡକିୁ ଅନ୍ତର୍ଭୁକ୍ତ କରାଯାଇଛ ି।

ଯୁକ୍ତିଯୁକ୍ତତା:
ଇନଭୋଲ୍ୟୁଟ (ପ୍ରତକିେନ୍ଦ୍ରଜ) ଓ ଇଭୋଲ୍ୟୁଟ (କେନ୍ଦ୍ରଜ) ଅବକଳନ ଜ୍ୟାମିତରି ଏକ ଅଂଶ, ଯାହାକ ି ବଜି୍ଞାନ, କୃତ୍ରିମ 
ବୁଦ୍ଧିମତା (artificial intelligence) ଏବଂ ଯନ୍ତ୍ରମାନବ ଶାସ୍ତ୍ର (Robotics)ରେ କାମ କରୁ ଥିବା ବଦି୍ୟାର୍ଥୀମାନଙ୍କ ପାଇଁ 
ଏକ ମହତ୍ତ୍ୱପୂର୍ଣ୍ଣ ଧାରଣା । ଏହାର ଅନେକ ପ୍ରୟ�ୋଗ ଦ�ୈନନ୍ଦିନ ଜୀବନ ଶ�ୈଳୀରେ ପରଲିକ୍ଷିତ ।

ବୃତ୍ତର ଇନଭୋଲ୍ୟୁଟର ଅନେକ ମହତ୍ୱପୂର୍ଣ୍ଣ ପ୍ରୟ�ୋଗର ମଧ୍ୟରୁ  ଗାଡ଼ରି ଗିଅର ନକ୍ସା ଅଙ୍କନ ହେଉଛ ିଅନ୍ୟତମ 
ଅଟେ । ଏହାର ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ଅଂଶରେ ନରି୍ମିତ ଗିଅର ଦନ୍ତଟ ିଇନଭୋଲ୍ୟୁଟ ଆକାର ପର ିହ�ୋଇଥାଏ ।

ଇନଭୋଲ୍ୟୁଟର ମଳୂ ପ୍ରୟ�ୋଗ ଦ�ୋଳନ ଘଡ଼ି ଓ ଖେଳନା ନରି୍ମାଣରେ ହ�ୋଇଥାଏ଼, ଯେଉଁରେ ଏକ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ଚାବ ିଏକ 
ସ୍ପ୍ରିଙ୍ଗକୁ ବୃତ୍ତୀୟ ଇନଭୋଲ୍ୟୁଟ ପଥରେ ଗତ ିଦେବାପାଇଁ ବ୍ୟବହୃତ ହୁଏ।

ଆମେ ସୀମାଯୁକ୍ତ ସମାକଳନକୁ ଉପଯ�ୋଗ କର ିଯେତେବେଳେ ଜଳଭଣ୍ଡାର ପୂର୍ଣ୍ଣ ଥାଏ, ବନ୍ଧ ଉପରେ ପଡୁଥିବା 
ଟାପର କଳନା କରଥିାଉ, ଏବଂ ଆମେ ମଧ୍ୟ ଯାଞ୍ଚ କରୁ  ଯେ ପରବିର୍ତ୍ତିତ ଜଳସ୍ତର, ଶକ୍ତିକୁ କପିର ିପ୍ରଭାବତି କରେ ।

ସୀମାଯୁକ୍ତ ସମାକଳଜ ଏକ ଶକ୍ତିଶାଳୀ ସାଧନ ଯାହା ସାହାଯ୍ୟରେ ଆମେ ପଷୃ୍ଠ ତଳର କ୍ଷେତ୍ରଫଳ ଓ ଘନଫଳ, 
ବସ୍ତୁତ୍ୱ ଓ ଆୟତନ,ବୃଦ୍ଧି ଓ କ୍ଷୟ ଆଦକିୁ ବୁଝବିାରେ ସମର୍ଥ ହେଉ ।

ଅସଙ୍ଗତ ସମାକଳଜକୁ ବ୍ୟବହାର କର ିଆମେ ସୀମାବଦ୍ଧ ବକ୍ରଗୁଡକିର କ୍ଷେତ୍ରଫଳ ଓ ଘନଫଳ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କରଥିାଉ ।
ଗାମା ଫଳନର ଉପଯ�ୋଗ ଗାମା ବଣ୍ଟନରେ କରାଯାଇଥାଏ, ଯାହାକୁ ସମୟ ଆଧାରତି ଘଟଣା ନରି୍ଦ୍ଧାରତି 

କରବିାପାଇଁ ବ୍ୟବହାର କରାଯାଏ, ଯଥା ଇଲେଟ୍ରୋନକି ଉପାଦାନର ଜୀବନ ଅବଧି ।

1 କଳନ ଗଣିତ 1 (Calculus-1)
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ପ୍ରାକ୍‍-ଆବଶ୍ୟକତା 
1.	 ସମାକଳନ ଓ ଅବକଳନର ମ�ୌଳକି ଜ୍ଞାନ ।
2.	 ବଭିିନ୍ନ ପ୍ରକାରର ବକ୍ର, ଯଥା ବୃତ୍ତ, ଏଲିପ୍ସ, ହାଇପରବ�ୋଲା ଇତ୍ୟାଦରିେ ଜ୍ଞାନ ।
3.	 କ୍ରମ ଗୁଣିତ ବଷିୟରେ ଧାରଣା ।
4.	 ସମାକଳନକୁ ବ୍ୟବହାର କର ିଦୁଇ କମି୍ବା ଅଧିକ ବକ୍ର ଦ୍ୱାରା ସୀମାବଦ୍ଧ କ୍ଷେତ୍ରର କ୍ଷେତ୍ରଫଳ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କରବିା ।	

ଅଧ୍ୟାୟ ଫଳାଫଳ

ଏହ ିଅଧ୍ୟାୟକୁ ସଂପୂର୍ଣ୍ଣ ଅଧ୍ୟୟନ କଲାପରେ, ବଦି୍ୟାର୍ଥୀମାନେ ନମି୍ନଲିଖିତରେ ସକ୍ଷମ ହେବେ ।
U1-01:	 ବକ୍ରତା ଏବଂ ବକ୍ରତା ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ ଉପରେ ଧାରଣାକୁ ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରପିାରବିେ, ବକ୍ରତା କେନ୍ଦ୍ର ସାହାଯ୍ୟରେ 

ବକ୍ରର ଇନଭୋଲ୍ୟୁଟକୁ ନରି୍ଣ୍ଣୟ  କରପିାରବିେ ।
 U1-02:	ସମାକଳଜ ପରୀକ୍ଷଣକୁ ବଭିିନ୍ନ ଫଳନ ପାଇଁ ପ୍ରୟ�ୋଗକର ିସେମାନଙ୍କର ଅଭିସରଣ ଓ ଅପସରଣ ପ୍ରକୃତ ି

ବଷିୟରେ ଜ୍ଞାନ ପାଇପାରବିେ ।
U1-03:	 ବଟିା-ଗାମା ଫଳନର ଧାରଣା ସହତି ପରଚି଼ତି ହେଲାପରେ ଏହାର ପ୍ରୟ�ୋଗ କର ିବଭିିନ୍ନ ସମାକଳଜର 

ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କରପିାରବିେ ।
U1-04:	ଡେକାର୍ଟୀ ୟ, ପାରାମିଟରୀୟ ଏବଂ ଧ୍ରୁବୀୟ ବକ୍ର ପାଇଁ ପଷୃ୍ଠ କ୍ଷେତ୍ରଫଳ ଏବଂ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ଦ୍ୱାରା ସଷୃ୍ଟିହେଉଥିବା 

ଘନାକତ ିବସ୍ତୁର ଘନଫଳ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କରପିାରବିେ ।

ଅଧ୍ୟାୟ ଫଳାଫଳ (UOs) ସହ ପାଠ୍ୟକ୍ରମ ଫଳାଫଳ (COs)ର ମ୍ୟାପିଂ

ଅଧ୍ୟାୟ 1ର  
ଫଳାଫଳ  
(COs)

ପାଠ୍ୟକ୍ରକ ଫଳାଫଳ (COs) ସହତି ଆଶା କରାଯାଉଥିବା ମ୍ୟାପିଂ
(1- ଦୁର୍ବଳ  ସହସମ୍ବନ୍ଧ; 2-ମଧ୍ୟମ ସହସମ୍ବନ୍ଧ; 3-ଦୃଢ ସହସମ୍ବନ୍ଧ)

CO-1 CO-2 CO-3 CO-4 CO-5

U1-01 3 1 - - 1

U1-02 2 3 - - -

U1-03 3 - - - -

U1-04 2 - - - 1
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ଇତହିାସ: 
ଆପ�ୋଲ�ୋନୟିସ (ଖ୍ରୀଷ୍ଟପୂର୍ବ 262-190)ରେ ପର�ୋକ୍ଷ ଭାବରେ କ�ୋନକି 
ସେକସନର ବକ୍ରତା ‘ଗଣନା’ କରଥିିଲେ, ଯେତେବେଳେ ପୁସ୍ତକ (କ�ୋନକିା 
V) ରେ ଅଭିଲମ୍ବ ଅଙ୍କନ କରବିା ପ୍ରଶ୍ନଗୁଡକିର ସମାଧାନ କରୁ ଥିଲେ, କନି୍ତୁ  
ସେ ଏହାକୁ ବକ୍ରର ଗୁଣ ଭାବରେ ଚ଼ନି୍ତା କରନିଥିଲେ । ତାଙ୍କର ‘ଗଣନା’ 
କେବଳ ଛେଦର ସଷୃ୍ଟି ପାଇଁ ଥିଲା । ଡେକାଟେଙ୍କ ପୂର୍ବରୁ  ନକି�ୋଲେ 
ଓରେସ୍ମେ (ଖ୍ରୀ 1320-1382) ସର୍ବପ୍ରଥମେ ବକ୍ରତାକୁ ଲକ୍ଷ୍ୟ କରଥିିଲେ, 
ଯେତେବେଳେ ସେ ସ୍ଥାନାଙ୍କର ବ୍ୟବହାର କରଥିିଲେ । ସେ ଏହାକୁ ବକ୍ରର 
ବଙ୍କାଇବାର ସ୍ଥାନୀୟମାପ ହସିାବରେ ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରଥିିଲେ, ଏବଂ ଲାଟନି 
ଭାଷାରେ ‘କରଭଟାସ’ (Curvitas)  ବ�ୋଲି ନାମ ଦେଇଥିଲେ । ପରେ 
ସେ ପ୍ରସ୍ତାବ ରଖିଥିଲେ ଯେ ବୃତ୍ତ ପାଇଁ ଏହା ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧର ବ୍ୟୁତକ୍ରମ ଭାବରେ 
ବ୍ୟବହାର କରାଯାଇ ପାରବି, ଯାହା ଆମର ଆଧୁନକି ପ୍ରଚ଼ଳତିରୀତ ିଅଟେ । 

ଏକ ବନି୍ଦୁରେ ନକିଟତମ ବୃତ୍ତକୁ ବଚି଼ାର କର ିସାଧାରଣ ବକ୍ରଗୁଡକି ପାଇଁ ବକ୍ରତାକୁ କପିର ିବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯିବ, 
ତାହା କେପଲର(Kepler) ଅସ୍ପଷ୍ଟ ଭାବରେ ପରାମର୍ଶ ଦେଇଥିଲେ, ଯାହାକୁ 1680 ମସହିାରେ ଲେବନିଜି୍(Leibnitz) 
ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ବୃତ୍ତ ବ�ୋଲି ନାମକରଣ କରଥିିଲେ । କନି୍ତୁ  ହାଇଜେନ୍‌(Huygens) ସର୍ବପ୍ରଥମେ ସାଧାରଣ ବକ୍ରଗୁଡ଼ିକ ପାଇଁ 
ବକ୍ରତା ଗଣନା କରବିାର ଏକ ଉପାୟ ପାଇଥିଲେ, ଏବଂ ନ୍ୟୁଟନ୍‌(Newton) ଏହ ିଧାରଣାର ଆଧୁନକି ରୂପ ପ୍ରଦାନ 
କରଥିିଲେ ।

1.1 ବକ୍ରତ। (Curvature) 
ଚତି୍ର 1.1 ରେ ଦର୍ଶ।ଯାଇଛ ି ଯେ ବକ୍ରରେଖ। AMNB, N ବନି୍ଦୁ  ତୁଳନ।ରେ M ବନି୍ଦୁଠ।ରେ 
ଅଧିକ ତୀବ୍ର ଭାବରେ ବକ୍ର ହ�ୋଇଛ ି। ଏକ ନରି୍ଦ୍ଦିଷ୍ଟ ବନି୍ଦୁରେ ବକ୍ରରେଖାର ବକ୍ର ପ୍ରବୃତ୍ତିକୁ ସେହ ି
ବନି୍ଦୁରେ ବକ୍ରରେଖାର ବକ୍ରତା କୁହାଯାଏ । ତେଣୁ N ବନି୍ଦୁ  ଅପେକ୍ଷା M ବନି୍ଦୁରେ ବକ୍ରତା ଅଧିକ । 
ଏହା ଏକ ବନି୍ଦୁରେ ବଙ୍କା ହେବାର ତୀକ୍ଷ୍ଣତାର ଏକ ନରି୍ଦ୍ଦିଷ୍ଟ ସାଂଖ୍ୟାତ୍ମକ ମାପକୁ ଦର୍ଶାଇବ ।

ଚତି୍ର 1.2, ମନେକର P ଓ Q ଏକ ବକ୍ରରେଖାର ଦୁଇଟ ିପାଖାପାଖି ବନି୍ଦୁ  । 
ଚାପ PQ ଏହାର ଜ୍ୟା ଆଡକୁ ଅବତଳ ଅଟେ । ମନେକର P ଓ Q ପ୍ରତ ିଲମ୍ବ N 
ରେ ପରସ୍ପରକୁ ଛେଦ କରୁ ଛ ି।

ଯେତେବେଳେ Q→ P, N ଏକ ନରି୍ଦ୍ଦିଷ୍ଟ ସ୍ଥିତ ିC କୁ ଚାଲିଯାଏ, ତାହାକୁ ବକ୍ରର 
P ବନି୍ଦୁରେ ବକ୍ରତା କେନ୍ଦ୍ର କୁହାଯାଏ। CP ଦୂରତାକୁ P ବନି୍ଦୁରେ ବକ୍ରରେଖାର ବକ୍ରତା 
ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ କୁହାଯାଏ ଏବଂ ଏହାକୁ r (Rho)(ର�ୋ) ଦ୍ୱାରା ସଚୂତି କରାଯାଏ । ଯେଉଁ 
ବୃତ୍ତର କେନ୍ଦ୍ର C ଏବଂ ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ CP, ତାହାକୁ P ବନି୍ଦୁରେ ବକ୍ରତା ବୃତ୍ତ କୁହାଯାଏ । P 

‘‘ମୁଁ ବଶି୍ୱାସ କରେ ଯେ ଆମେ ନଶି୍ଚିତ 
ଭାବରେ କଛି ିଜାଣିନାହୁଁ, ବ�ୋଧେହୁଏ 
ସବୁକଛି’ି’� – ଖ୍ରୀଷ୍ଟିଆନ ହାଇଜେନ୍‌
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ଚତି୍ର 1.2
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ବନି୍ଦୁ  ଦେଇ ଅଙ୍କିତ ବୃତ୍ତର ଜ୍ୟାକୁ ବକ୍ରତା ଜ୍ୟା  କୁହାଯାଏ । ବକ୍ରତା ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧର ବ୍ୟୁତକ୍ରମ ବକ୍ରରେଖାର P ବନି୍ଦୁରେ ବକ୍ରତା 
(Curvature) କୁହାଯାଏ । ଏହା K(କାପା) ଦ୍ୱାରା ସଚୂତି କରାଯାଏ ।

1.1.1 ବକ୍ରତାର ଗାଣିତକି ସଂଜ୍ଞା (Mathematical definition of a curvature) 
ମନେକର AB ଏକ ବକ୍ର ଏବଂ ଏହ ିବକ୍ର ଉପରେ P, Q ଦୁଇଟ ିପାଖାପାଖି 
ବନି୍ଦୁ  । ମନେକର ଚାପ AP = s ଏବଂ ଚାପ AQ = s + ds । ବକ୍ର ଉପରେ 
ଏକ ନରି୍ଦ୍ଦିଷ୍ଟ ବନି୍ଦୁ  A ଠାରୁ  ଚାପର ଦ�ୈର୍ଘ୍ୟ ମାପକରାଯାଇଛ ି। ମନେକର P ଓ 
Q ବନି୍ଦୁରେ ସ୍ପର୍ଶରେଖା x-ଅକ୍ଷ ସହତି y ଏବଂ y+dy କ�ୋଣ ସଷୃ୍ଟି କରୁ ଛ ି।
ଏରେ

i.	 ସ୍ପର୍ଶରେଖାର ମିଳନ ବନି୍ଦୁ , ଚାପ PQ ର ଗତ ିପଥରେ ସ୍ପର୍ଶକର dy 
କ�ୋଣର ଘରୂ୍ଣ୍ଣନକୁ ସମଦୁାୟ ବକ୍ରତା କୁହାଯାଏ । 

ii.	 ଅନୁପାତ, dy/ds କୁ ହାରାହାର ିବକ୍ରତା କୁହାଯାଏ। 

iii.	ଯେତେବେଳେ  Q → P ହାରାହାର ିବକ୍ରତାର ସୀମାନ୍ତ ମାନକୁ ବକ୍ରରେଖାର P ବନି୍ଦୁରେ ବକ୍ରତା କୁହାଯାଏ । 

ତେଣୁ P ବନି୍ଦୁରେ ବକ୍ରତା(κ)   ଅଟେ।

iv.	 ବକ୍ରରେଖାର P ବନି୍ଦୁରେ ବକ୍ରତାର ବ୍ୟୁତକ୍ରମକୁ ବକ୍ରତା ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ କୁହାଯାଏ । ଯେଉଁରେ ବକ୍ରତାର ମଲୂ୍ୟ ଶୁନ 
ହ�ୋଇ ନଥିବ । ଏହାକୁ r ଦ୍ୱାରା ସଚୂତି କରାଯାଏ । r = d

ds1
�� ��=

ମନ୍ତବ୍ୟ:	 (1) ଏକ ସରଳରେଖା  କେବେ ବଙ୍କା ହ�ୋଇନଥାଏ ଏହା ସର୍ବଦା ସଧିା।

	     (ଯେହେତୁ y ଏକ ନରି୍ଣ୍ଣୟ ରାଶ ି ds
d��  = 0) ତେଣୁ ସରଳରେଖାର ବକ୍ରତା ହେଉଛ ିଶୂନ ।

	 (2) ବୃତ୍ତର ବକ୍ରତା ନରି୍ଣ୍ଣୟ ଏବଂ ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧର ବ୍ୟୁତକ୍ରମ ସହତି ସମାନ ।

1.1.2 ବକ୍ରତା ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ (Radius of Curvature) 
ଯେକ�ୌଣସ ି ବନି୍ଦୁରେ ବକ୍ରତାର ବ୍ୟୁତକ୍ରମକୁ ସେହ ି ବନି୍ଦୁରେ ବକ୍ରତା ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ 
କୁହାଯାଏ । ବକ୍ରତା ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧକୁ ସ୍ପଷ୍ଟ ଭାବରେ ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରବିା ପାଇଁ ଯେକ�ୌଣସ ି
ବନି୍ଦୁରେ ବକ୍ରତା ଶୂନ୍ୟ ହେବା ଉଚତି୍ ନୁହେଁ । ଏହାକୁ r ଦ୍ୱାରା ସଚୂତି କରାଯାଇଥାଏ । 
	ତେ ଣୁ P  ବନି୍ଦୁରେ r = d

ds1
�� ��=

Y

O X

ψ + δψ

δs

B

Q

PsA

ψ

δψ

ଚତି୍ର 1.3

ଚତି୍ର 1.4
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ଚତି୍ରରେ ପରିପ୍ରକାଶ
ବକ୍ର CD ପାଇଁ, P ବନି୍ଦୁରେ ଯଦ ି r ବକ୍ରତା ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ ହୁଏ ଏବଂ P ବନି୍ଦୁରେ ଏକ ଲମ୍ବ ଅଙ୍କନ କରାଯାଏ ତେବେ 
O'P ଦୂରତା ବକ୍ରତା ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ ସହତି ସମାନ ।

A. ଡେକାର୍ଟୀୟ ବକ୍ର ପାଇଁ ବକ୍ରତା ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ
ଏରେ r ନରି୍ଣ୍ଣୟ କରାଯିବ ଯେତେବେଳେ ବକ୍ରର ସମୀକରଣ ଡେକାର୍ଟୀୟ ସ୍ଥାନାଙ୍କରେ ଦଆିଯାଇଥାଏ । ମନେକର y = 
f (x) ଏକ ଡେକାର୍ଟୀୟ ବକ୍ର ।  P (x, y) ବନି୍ଦୁରେ ସ୍ପର୍ଶରେଖା X-ଅକ୍ଷ ଦଗିରେ y କ�ୋଣ ସଷୃ୍ଟି କରୁ ଛ ି।
ତେଣୁ ଆମେ ପାଇବା।

	 sin y = ds
dy , cos y	 = ds

dx  ଏବଂ tan y = dx
dy

	 \  y = tan–1 (y1), ଯେଉଁରେ y1 = dx
dy

	 x ଭିତ୍ତିକ ଅବକଳନ କଲେ, ଆମେ ପାଉ, 

			    

ବର୍ତ୍ତମାନ		

		 = 

    

ତେଣୁ,	 		

	 	 , ଯେଉଁରେ y2 ≠ 0

B. ପାରାମିଟରୀୟ ବକ୍ର ପାଇଁ ବକ୍ରତା ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ (Radius of Curvature for Parametric curve)

ଯେତେବେଳେ ବକ୍ରର ସମୀକରଣ x = f(t), y = φ(t) ρର ମଲୂ୍ୟ ନ‌ିର୍ଣ୍ଣୟ କରାଯିବ। ଏରେ x = f(t), y = φ (t), 
ଯେଉଁରେ t ହେଉଛ ିପ‌ାରାମିଟର।

ଆମେ ଜାଣୁ,	 x'	= dt
dx , y' = dt

dy

ଚତି୍ର 1.5 

22
1

1 .
1

d y
dx y
ψ

=
+

2

2 2

d yy
dx

 
= 

 


2
2

1

1 . .cos
1

yd d ds
dx ds dx y
ψ ψ

= = = ψ
ρ +

2
2 2

1 1

1.
1 1

y
y y

=
+ +

( )2 2 2
1

1 1 1 1cos
sec 1 tan 11 / ydy dx

 
 ψ = = = =
 ψ + ψ ++ 


( )
2

3/22
1

1

1

y

y
=

ρ +

3/22
1

2

1 y
y

 + ρ =
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ଏବଂ		

ତେଣୁ,		  	 ...(1)

      ସମୀକରଣ 1କୁ x ଭିତ୍ତିକ ଅବକଳନ କଲେ,

ଆମେ ପାଉ,		  		

	 	  ରେ ମାନ ବ୍ୟବହାର କରବିା ପରେ ଆମେ ପାଇବା

		

C.  ଧ୍ରୃବୀୟ(polar) ବକ୍ର ପାଇଁ ବକ୍ରତା ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ
ବକ୍ର r = f(q) କମି୍ବା f(r, q)=0 ପାଇଁ r ନରି୍ଣ୍ଣୟ କରବିା ।
ମନେକର P(r, q) ବନି୍ଦୁରେ, ସ୍ପର୍ଶ ରେଖା OP ସହ φ କ�ୋଣ ଉତ୍ପନ୍ନ କଲେ ଆମେ ପାଉ

	 tanf =	 rdθ
dr

] sinf = r d
ds
θ  ଏବଂ cosf = ds

dr � ...(1)

	 ପୁନର୍ବାର ଯଦ ିP(r, q) ବନି୍ଦୁରେ ସ୍ପର୍ଶରେଖା OX-ଅକ୍ଷ ସହ y
	କ�ୋ ଣ ଉତ୍ପନ୍ନ କରେ, ତେବେ
	 y =	 q + f

	 d
ds
ψ =	 ds

d��+ ds
d��

	 =	 ds
d��+ .d

d
ds
d

�
� �

	 =	 � ...(2) 

	 ସମୀକରଣ (1), ରୁ

	 tan f =	 rdθ
dr

=
d
dr
r

��

	 ଏବଂ	 tan f =	 r
r1

 ଯେ ଉଁରେ  r1 = dr
dθ

ଚତି୍ର 1.6 

2 2

2 2,d x d yx y
dt dt

= =′′ ′′

1

dy
dy ydty dxdx x

dt

′= = =
′

2 2 .x y y x dty
dxx

−′ ′′ ′ ′′=
′ 3

x y y x
x
−′ ′′ ′ ′′=
′

1dt
dx x

 = ′ 


3/22
1

2

1 y
y

 + ρ =

( )3/22 2x y
x y y x

+′ ′
ρ =

−′ ′′ ′ ′′

1d d
ds d

θ φ = + θ 
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	 q ଭିତ୍ତିକ ଅବକଳନ କଲେ, ଆମେ ପାଉ,

	

⇒	

	

	�   tan� �
�

�
�

�

�
�

r
r1

	�  ...(3)

	 ପୁନର୍ବାର: ସମୀକରଣ(1), ରୁ  rd
ds
θ  =	  sin f = cosec

1
��

⇒	

	 ସମୀକରଣ (2), (3), (4) ରୁ , ଆମେ ପାଉ� ...(4)

	

	�

⇒	

କେତେକ ସମାହତି ଉଦାହରଣ

ଉଦାହରଣ 1.1. ନମି୍ନଲିଖିତ ବକ୍ରର ବକ୍ରତା ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ ଦତ୍ତ ବନି୍ଦୁରେ  ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର:

	 (a) y = 4 sin x – sin 2x, ବନି୍ଦୁ  x = π
2

	 (b) x y+  = 1 ବନି୍ଦୁ  1
4
1
4
,�

�
�

�
�
�

	 ସମାଧାନ: (a)  ଦତ୍ତ: y = 4 sin x – sin 2x� ...(1)

	 ସମୀକରଣ (1)କୁ ‘x‘ ‌ଭତ୍ତିକ ଅବକଳନ କଲେ,
			   dy

dx
 = 4 cos x – 2 cos 2x

2 1 1 2
2

1

.
sec .

r r r rd
d r

−φ
φ =

θ

2
1 2

2 2
1

1.
sec

r r rd
d r

−φ
=

θ φ
2

1 2
2 2

1

1.
1 tan

r r r
r
−

=
+ φ

2 2
1 2 1

2 2 2
1 1

.
r r r r

r r r
−

=
+

2
1 2

2 2
1

r r r
r r

−=
+

2
1 2

2 22 2
11

1 . 1 r r rd
ds r rr r

 −ψ
= + ++  

2 2 2
1

1 1 1.
1 cot

d
ds r r r
θ
= =

+ f +

( )
2 2

1 2
3/22 2

1

21 r r r r

r r

+ −
=

ρ +

( )3/22 2
1

2 2
1 22

r rds
d r r r r

+
ρ= =

ψ + −

1 ds
d

 
= ρ ψ 


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	 ଏବଂ		  d y

dx

2

2  =	 – 4 sin x + 4 sin 2x

	 ଆମେ ଜାଣୁ,	 ρ =	
1

1 4 2 2

4

2 3 2

2

2

2 3 2� �
�
�

�
�
�

�

�
�
�

�

�
�
�

�
� ��� ��
�

dy
dx

d y

dx

x x

/

/
( cos cos )

siin sinx x� 4 2

			     (ଋଣାତ୍ମକ ଚହି୍ନକୁ ଗ୍ରହଣ ନ କର)ି

			   = 5
4

3 2/
   (ଉତ୍ତର)

	 (b)  ଦତ୍ତ: x y+  =1    						�       ... (1)

	 ସମୀକରଣ (1)କୁ ‘x’ ଭିତ୍ତିକ ଅବକଳନ କଲେ,

		  1

2 2x y

dy

dx
�

�  =	 0

	 ⇒	  dy
dx

 =	 –
1

1
x

y

y

x
= −

	 =	 – 1 ବନି୍ଦୁ  1
4
1
4
,�

�
�

�
�
�  ରେ

ସେହପିର ିଭାବେ, ଆମେ ପାଉ	 d y

dx

2

2  =	
x

y

dy
dx

y
x

x

. .
1

2

1

2
�

�

�
��

�

�
��

			   =	
x

y

y

x

y

x

x

y

x

x

2 2
1
2 2

�
�

�
��

�

�
�� �

�

�
�
�

�

�
�
�
�

� �
�

�
�
�

�

�
�
�

			   =	 – 
x y

x x

��

�
�
�

�

�
�
�
�
� ��
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

2

1
2

1
2

2
1
4
1
2

. .
  ବନି୍ଦୁ  

1
4
1
4
,



  ରେ

			   =	 –4

( ) ( )

3/22

3/2

2

1 4cos 2cos
2 1 4

44sin 4sin
2

π

 π + − π  
  +  ρ = =

π −− + π
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ଆମେ ଜାଣୁ,	 ρ =	
1

1 1

4
2
4

2 3 2

2

2

3 2 3 2
+ 

















= −
+

=

dy
dx

d y

dx

/

/ /( )  = 1

2
 (ଉତ୍ତର)

ଉଦାହରଣ 1.2. ବକ୍ର y = log x, x > 0 ପାଇଁ । ρ । ର ନ୍ୟୁନତମ ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।
ସମାଧାନ: ମନେକର:	 y = log x� ...(1)

ସମୀକରଣ (1)କୁ ‘x’ ଭିତ୍ତିକ ଅବକଳନ କଲେ, ଆମେ ପାଉ

	 dy

dx
 =	 1

x
 ଏବଂ d y

dx x

2

2 2

1
� �

ଆମେ ଜାଣୁ 	 ρ =	
1 1

1

1
1
2 3 2

2

2

3 2

2

��� �� �
��

�
�

�
�
�

�

y

y
x

x

/
/

	 =	 – ( )/x

x

2 3 21+

ମନେକର	  । ρ । =	 f (x) = ( )/x

x

2 3 21+

f (x) ର ନ୍ୟୁନତମ ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଦ୍ଦାରଣ ପାଇଁ, ଆମକୁ  f ' (x) ନରି୍ଣ୍ଣୟ କରବିାକୁ ହେବ ।

	 f' (x) =	
x x x x

x

. ( ) ( )/ /3
2

1 2 12 1 2 2 3 2

2

� � �

	 =	 3 1 12 2 2 3 2

2

x x x

x

� � �( )/

	 =	 x x x

x

x x

x

2 2 2

2

2 2

2

1 3 1 1 2 1� � �
�

� �( ) ( )

f' (x) = 0, ରୁ  ଆମେ ପାଉଛୁ x = ± 1

2

ଏବଂ 	 x = 1

2
 ହେଲେ  f "(x) ର ମଲୂ୍ୟ ଧନାତ୍ମକ ଅଟେ ।

ତେଣୁ 	  | ρ | ର ମଲୂ୍ୟ ନ୍ୟୁନତମ ଯେତେବେଳେ x = 1

2
� (\ x > 0)
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	  । ρ ।min =	
( )/

/

x

x x

2 3 2

1

2

3 2

1

1
2

1

1

2

��

�
�

�

�
� �

��
�
�

�
�
�

�

	 =	 3
2

2
3 3
2

3 2
�
�
�

�
�
� �
/

  ρ  ର ନ୍ୟୁନତମ ମଲୂ୍ୟ 3 3
2

  (ଉତ୍ତର)

ଉଦାହରଣ 1.3. ଆୟତୀୟ ହାଇପରବ�ୋଲା xy = c2 ର (x,y) ବନି୍ଦୁରେ ବକ୍ରତା ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।

ସଙ୍କେତ y = c
x

2
, ନଆିଯାଉ		 ଉତ୍ତର:  । ନଜିେ ଚେଷ୍ଟା କର।

ଉଦାହରଣ 1.4. ବକ୍ରର ଦୁଇ ଶାଖା x = 1 – t2, y = t – t3 ର ବକ୍ରତା ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ ମଳୂବନି୍ଦୁରେ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ।
ସମାଧାନ: ମଳୂବନି୍ଦୁ  (0, 0) ରେ ‘t‘ର  ଦୁଇଟ ିସାଧାରଣ ମଲୂ୍ୟ ହେଉଛ ି1 ଏବଂ -1 ।

[∴ x = 1 – t2, 0 = 1 – t2 ⇒ t2 = 1 ⇒ t = ±1]
ତେଣୁ, ବକ୍ରର ଦୁଇଟ ିଶାଖା ପାଇଁ, t ର ମଲୂ୍ୟ 1 ଏବଂ -1
ଦତ୍ତ: 2 31 ,x t y t t= − = − 						    
ଉପର�ୋକ୍ତକୁ ‘t’ ଭିତ୍ତିକ ଅବକଳନ କଲେ, ଆମେ ପାଉ

		        	       
21 3 ,dy t

dt
= −

 
2dx t

dt
= −

∴		        	       

21 3 1 3
2 2 2

dy t t
dx t t

−
= − = − +

				    ... (1)
ପୁନଶ୍ଚ ସମୀକରଣ (1) କୁ ‘x’ ଭିତ୍ତିକ ଅବକଳନ କଲେ, ଆମେ ପାଉ

	            	    	      

2 2

2 2

1 3
1 3 22.

2 22
d y dt t

dx tdx t

 +    = + =  − 

		         	              3

1 3
44 tt

= − −
 

ଆମେ ପାଉ	               
ଏବଂ 		            		    

( )3/22 2

22

x y

c

+

1

1 3 1
2 2t

dy
dx =

  = − + = 
 

2

2
1

1 3 1
4 4t

d y
dx

=

 
= − − = − 

 
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ସେହପିର,ି 	 1

1 3 1
2 2t

dy
dx = −

  = − = − 
  	             	  

ଏବଂ	
2

2
1

1 3 1
4 4t

d y
dx

= −

 
= + = 

 
	       		

ତେଣୁ 		    ( ) ( )

3/22

3/2

21

2

1
1 1

2 2
1t

dy
dx

d y
dx

=

  +  
  +  ρ = = = −

− 	    

ଏବଂ			    ( ) ( )

3/22

3/2

21

2

1
1 1

2 2
1t

dy
dx

d y
dx

= −

  +  
  +  ρ = = = 		 )ରତ୍ତଉ(

ଉଦାହରଣ 1.5. ପ୍ରମାଣ କର ଯେ କ୍ୟାଟେନାରୀ cosh xy c
c

 =  
 

ପାଇଁ ବକ୍ରତା ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ, ବକ୍ର ଏବଂ x-ଅକ୍ଷ ମଧ୍ୟରେ 

ଅଭିଲମ୍ବର ଛେଦାଂଶ ସହତି ସମାନ ଏବଂ କ�ୋଟରି ବର୍ଗ ରୂପରେ ଏହାର ମଲୂ୍ୟ ପରବିର୍ତ୍ତିତ ହ�ୋଇଥାଏ । 

ସମାଧାନ: ନଜିେ ଚେଷ୍ଟା କର।

ଉଦାହରଣ 1.6. ଯଦ ିପାରାବ�ୋଲା 2 4y ax=  ର ନାଭୀୟ ଜ୍ୟାର ପ୍ରାନ୍ତରେ ଦୁଇଟ ିବକ୍ରତା ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ ρ1 ଓ ρ2, ତେବେ 
ପ୍ରମାଣ କର ଯେ  ( ) 2/32/3 2/3

1 2 2a −− −ρ + ρ = . 

ସମାଧାନ: ପାରାବ�ୋଲାର ସମୀକରଣ ହେଉଛ ି 2 4y ax= , ଏହାର ପାରାମିଟରୀୟ ସମୀକରଣ ହେଉଛ ି 2 , 2x at y at= =  

ଯଦ ି ( )2
1 1, 2a t a t ଓ ( )2

2 2, 2a t a t ପାରାବ�ୋଲାର ନାଭୀୟ ଜ୍ୟା ର ଦୁଇଟ ିପ୍ରାନ୍ତ ବନି୍ଦୁ  ଅଟନ୍ତି, ତେବେ ଆମେ ଜାଣୁ ଯେ
			   1 2 1t t = −  
		  2 , 2x at y at= = ପାଇଁ

ଏଥିରୁ  ଆମେ ପାଉ,	
2 ,dx at

dt
=

 
2dy a

dt
=

\			 
1dy

dx t
=

 

ଏବଂ 	            	             

2

2 2 3

1 1.
2

d y dt
dxdx t at

= − = −

ଚତି୍ର 1.7 
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ଆମେ ଜାଣୁ, 		    

3/22 3/2

2

2

32

11 1

1
2

dy
dx t
d y

atdx

    +   +      ρ = =
−

  	      		  ( )3/222 1a t= − +

	 \	            	 ( ) ( )1

3/22 2
1 1, 2 2 1a t a t a tρ = − +

	 ଏବଂ 	            	 ( ) ( )3/22 2
2 2 2, 2 2 1a t a t a tρ = − +

	 \	            	 ( ) ( )1 2

2/3 2/33/2 3/22/3 2/3 2 2
1 2 2 1 2 1a t a t

− −
− −    ρ +ρ = + + +      

		      	
( ) ( ) ( )( )

1

1 1 2

2 2
2/3 2/3 2

2 2 2 2
2

1 11 12 2
1 1 1 1

t t
a a

t t t t
− −

   + + +
 = + = 

+ + + +     

			   ( )
( )

( )
2 2

2/3 2/31 2
22 2

1 2

2
2 2

1 1
t t

a a
t t

− − + +
= = 

+ + − +  
	 [ ]1 2 1t t = −  ପ୍ରମାଣିତ

ଉଦାହରଣ 1.7. ଦର୍ଶାଅ ଯେ ଏଲିପ୍ସିସ 
2 2

2 2 1x y
a b

+ = ର ଦୀର୍ଘ ଅକ୍ଷର ପ୍ରାନ୍ତରେ ବକ୍ରତା ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ  ଏବଂ ଅର୍ଦ୍ଧ- ନାଭଲମ୍ବ 
ସମାନ। 
ସମାଧାନ: ଏଲିପ୍ସର ପାରାମିଟରୀୟ ସମୀକରଣ, cos , sinx a t y b t= =  ଅଟେ,
ଏବଂ ଦୀର୍ଘ ଅକ୍ଷର ପ୍ରାନ୍ତବନି୍ଦୁ  (± a, 0) ଅଟନ୍ତି।
ଏହାକୁ ‘t‘ ଭିତ୍ତିକ ଅବକଳନ କଲେ,

			 
sin ,dx a t

dt
= −

 
cosdy b t

dt
=

	 \		
cotdy b

dx a
= −

	 ଏବଂ 	              

2
2 2

2

1cos cosec
sin

d y b dt bec t t
a dx a a tdx

= = ×
−

			     
3

2 cosecb t
a

= −

	 ବକ୍ରତା ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ, 	   

3/22 3/22 2

2 2

2
3

22

cos1 1
sin

cosec

dy b t
dx a t

bd y t
adx

    + +         ρ = =
−
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			        ( )3/22 2 2 21 sin cosa t b t
ab

= +  (ଋଣାତ୍ମକ ଚହି୍ନକୁ ଗ୍ରହଣ ନକର)ି

       ( ) ( )3/22 2 2 21, 0 sin 0 cos 0a a b
ab

ρ = +

	     
2b

a
= (ଏଲିପ୍ସର ଅର୍ଦ୍ଧ ନାଭଲମ୍ବ)	 (ଉତ୍ତର)

ଉଦାହରଣ 1.8. ବକ୍ର ( )2 2logx c s s c= + + , 2 2y s c= +   ପାଇଁ ବକ୍ରତା ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର । 

ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ:  ( )2 2 2 2log ,x c s s c y s c= + + = + � ...(1)

ସମୀକରଣ 1 କୁ ‘s‘ ଭିତ୍ତିକ ଅବକଳନ କଲେ,

			 
2 2 2 2 2 2

21
2

dx c s c
ds s s c s c s c

 
=  +  =

 + + + + 

ଏବଂ 			 
2 2 2 2

2
2

dy s s
ds s c s c

= =
+ +

\			 

dy
dy sds

dxdx c
ds

= =

							       ... (1)

ଆମେ ଜାଣୁ                      
tan dy

dx
ψ =

		   	    tans c= ψ 		  [ସମୀକରଣ (1) ରୁ ]

\  ବକ୍ରତା ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ,          2secds c
d

= ψ
ψ

			         ( )21 tanc= + ψ

			         

2

21 sc
c

 
= + 

 

			         

2 2c s
c
+

=
			    (ଉତ୍ତର) 

ଉଦାହରଣ 1.9. ପ୍ରମାଣ କର ଯେ ବକ୍ର 2 2 sin 2r a= θରେ ବକ୍ରତା ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ ଭେକ୍ଟର ସହତି ପରବିର୍ତ୍ତିତ ହ�ୋଇଥାଏ। 
ସମାଧାନ: ନଜିେ ସମାଧାନ କର ।  
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ଉଦାହରଣ 1.10. ଯଦ ିକାଡୟଡ୍‍ ( )1 cosr a= − θ ର ମଳୂବନି୍ଦୁ  ଦେଇ ଯେକ�ୌଣସ ିଜ୍ୟା ର ପ୍ରାନ୍ତ ବନି୍ଦୁରେ ଦୁଇଟ ିବକ୍ରତା 

ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ r1 ଏବଂ r2 ଅଛ।ି ତେବେ ଦର୍ଶାଅ ଯେ 
2

2 2
1 2

16
9
a

ρ +ρ = . 

ସମାଧାନ: ଚତି୍ର (1.8)ରେ କାଡୟଡ୍‍ ( )1 cosr a= − θ  (1) ଦର୍ଶାଯାଇଛ।ି
ଯଦ ିP1 (r1, q) ହୁଏ ତେବେ P2 (r2, p + q) ହେବ କାରଣ P1 ଏବଂ P2 ମଳୂବନି୍ଦୁ  ଦେଇ ଜ୍ୟାର ଦୁଇଟ ିପ୍ରାନ୍ତ ବନି୍ଦୁ  ।

	 ଏରେ,	   	   1 sindr r a
d

= = θ
θ

 

	 ଏବଂ 		
2

22 cosd r r a
d

= = θ
θ  

	ତେ ଣୁ,	   	
( )3/22 2

1
2 2

1 22

r r

r r r r

+
ρ =

+ −

			 

( )
( ) ( )

3/222 2 2

22 2 2 2

1 cos sin

1 cos 2 sin 1 cos cos

a a

a a a

 − θ + θ =
− θ + θ− − θ θ

			 
( )

( ) ( )
3/23

1/2
2

1 cos 2 2
2 2 1 cos

33 1 cos
a a

a
− θ

= = − θ
− θ

\		             
( )1/2

1
2 2 1 cos

3
aρ = − θ

		  [P1 (r1, q) ବନି୍ଦୁରେ] 

ଏବଂ 		            
( )( )1/2

2
2 2 1 cos

3
aρ = − θ+ π

	 [P2 (r2, p + q) ବନି୍ଦୁରେ] 

			 
( )1/22 2 1 cos

3
a= + θ

\		
( )

2 2
2 2
1 2

8 161 cos 1 cos
9 9
a a

ρ +ρ = − θ+ + θ =
	

		
2

2 2
1 2

16
9
a

ρ +ρ = 				    (ପ୍ରମାଣିତ)

ଚତି୍ର 1.8 
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ପ୍ରଶ୍ନମାଳା 1.1

ନମି୍ନଲିଖିତ ବକ୍ରଗୁଡକିର ଦତ୍ତ ବନି୍ଦୁ  ରେ ବକ୍ରତା ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର: 

1.	 x y a+ = , ବନି୍ଦୁ   ,
4 4
a a 

 
 

 ରେ

2. 3 3 3 ,x y axy+ =  ବନି୍ଦୁ  3 3,
2 2
a a 

 
 

 ରେ

3. 	 ( )2
2 a a x

y
x
−

= , ବନି୍ଦୁ   ( ), 0a ରେ [ ସଂକେତ: ବକ୍ରତାର ସମୀକରଣ ହେଉଛ ି
2

2 2

ax
y a

=
+

]

4.  	 ( )2 2 2x y a x y= +  ବନି୍ଦୁ  ( )2 , 2a a− ରେ

5.  	 ବକ୍ର xy e=  ର y-ଅକ୍ଷର ଛେଦ ବନି୍ଦୁରେ ବକ୍ରତା ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର । 

6.  	କାଟେ ନାର ି cosh xy c
c

 =  
 

ର ଯେକ�ୌଣସ ିବନି୍ଦୁ  (0, c)ରେ ବକ୍ରତା ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର । 

7.  	 ଦର୍ଶାଅ ଯେ ପାରାବ�ୋଲା 2 4y ax=  ପାଇଁ, ρ2∝ (SP)3 ଯେଉଁରେ ρ ହେଉଛ ିପାରାବ�ୋଲାର P ବନି୍ଦୁରେ 
ବକ୍ରତା ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ ଏବଂ S ପାରାବ�ୋଲାର ନାଭ।

8.  	 ସାଇକ୍ଲଇଡ୍‌ ( ) ( )sin , 1 cosx a y a= θ− θ = − θ  ଉପରେ ଦୁଇଟ ିବନି୍ଦୁ  P ଓ Q ରେ ସ୍ପର୍ଶକ ପରସ୍ପର ପ୍ରତ ିଲମ୍ବ 
ଅଟନ୍ତି। ଯଦ ିρ1, ρ2 ସେହ ିବନି୍ଦୁରେ ବକ୍ରତା ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ ଅଟନ୍ତି ଦର୍ଶାଅ ଯେ 2 2 2

1 2 16 aρ +ρ =

9.	 ପ୍ରମାଣ କର ଯେ ଆଷ୍ଟ୍ରୋଏଡ୍ 2/3 2/3 2/3x y a+ = ର ଯେକ�ୌଣସ ିବନି୍ଦୁରେ ବକ୍ରତା ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ ମଳୂ ବନି୍ଦୁଠାରୁ  
ସେହ ିବନି୍ଦୁରେ ସ୍ପର୍ଶକର ଅଭିଲମ୍ବର ତନି ିଗୁଣ ଅଟେ ।

10. 	ପ୍ରମାଣ କର ଯେ ଏଲିପ୍ସ 
2 2

2 2 1x y
a b

+ =  ପାଇଁ  
2 2

3

a b
P

ρ = ଯେଉଁରେ P ହେଉଛ ିକେନ୍ଦ୍ର ବନି୍ଦୁରୁ  (x, y) ରେ 
ସ୍ପର୍ଶକ ପ୍ରତ ିଅଭି ଲମ୍ବ । 

11.	 ପାରାବ�ୋଲା y2 = 8x ଉପରେ ବନି୍ଦୁଗୁଡକିୁ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ଯେଉଁରେ ବକ୍ରତା ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ 137
16  ଅଟେ । 

12.	 ଦର୍ଶାଅ ଯେ ବକ୍ର; ( ) ( )cos 1 sin , sin 1 cos ,x a y a= θ + θ = θ + θ  ପାଇଁ  ବକ୍ରତା ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ, 4
π

θ = − ରେ a 
ଅଟେ ।

ନମି୍ନଲିଖିତ ବକ୍ରଗୁଡକି ପାଇଁ ବକ୍ରତା ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର:
13.	 cosr a n= θ 		
14.   sinm mr a m= θ

15.	 2 2cos 2r aθ =

16.	 ଦର୍ଶାଅ ଯେ ବକ୍ର cosr a n= θ  ପାଇଁ  ଯେକ�ୌଣସ ିବନି୍ଦୁରେ ବକ୍ରତା ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ ହେଉଛ ି 21
a
n+

, ଯେଉଁରେ r 
= a ଅଟେ। 
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17. 	ଦର୍ଶାଅ ଯେ ବକ୍ର 
2 2

1cosr a a
a r

−−  θ = −  
 

 ପାଇଁ ବକ୍ରତା ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ ହେଉଛ ି 2 2r a−  ।

18.	 ଦର୍ଶାଅ ଯେ ଲେମିନସି୍କେଟ 2 2 cos 2r a= θ  ପାଇଁ ବକ୍ରତା ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ ହେଉଛ ି 2
3

a
,
 ଏହ ିବନ୍ଦୁରେ ଯେଉଁରେ 

ସ୍ପର୍ଶକ x-ଅକ୍ଷ ସହତି ସମାନ୍ତରାଳ ଅଟେ। 

ଉତ୍ତର ମାଳା 
1. 

2
a 		  2. 3

8 2
a 		 3. 

2
a 		  4. 2 		  5. 2 2 		 6.  c 	

11. 9 , 3
8

 
 
 

 ଏବଂ 9 , 3
8

 − 
 

	 13. ( )3/22 2 2 2 2

2 2 2 2 22

r a n r n

r r n a n

+ −

− +
		  14. 

( ) 11

m

m

a
m r −+

		 15. 
3

2

r
a

	

1.1.3 ବକ୍ରତା କେନ୍ଦ୍ର, (Centre of Curvature) ବକ୍ରତା ବୃତ୍ତ (Circle of Curvature) 

1.1.3.1 ବକ୍ରତା କେନ୍ଦ୍ର (Centre of Curvature)
ବକ୍ର ଉପରସି୍ଥ ବନି୍ଦୁ  Pରେ C କେନ୍ଦ୍ର ଓ P ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ ବଶିଷି୍ଟ ବୃତ୍ତର କେନ୍ଦ୍ର ହେଲେ, C ବନି୍ଦୁକୁ P ବନି୍ଦୁରେ ବକ୍ରର ବକ୍ରତା 
କେନ୍ଦ୍ର କୁହାଯାଏ।

1.1.3.2 ବକ୍ରତା ବୃତ୍ତ (Circle of Curvature)
ଯଦ ିC ହେଉଛ ିବକ୍ରତା କେନ୍ଦ୍ର, ତେବେ କେନ୍ଦ୍ର ‘C’ ଓ ବକ୍ରତା ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ ρ ଥିବା P ବନି୍ଦୁ  ଦେଇ ଯାଉଥିବା ବୃତ୍ତକୁୁ ବକ୍ରତା 
ବୃତ୍ତ କୁହାଯାଏ। ମନେକର ρ ବକ୍ରତା ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ ‘ρ’ ଏବଂ ବକ୍ରତା କେନ୍ଦ୍ରର ସ୍ଥାନାଙ୍କ ( ),x y , ତେବେ ବକ୍ରତା ବୃତ୍ତର 
ସମୀକରଣ ( ) ( )2 2 2x x y y− + − = ρ । 

1.1.4	  ବକ୍ରତା କେନ୍ଦ୍ରର ସ୍ଥାନାଙ୍କ
ମନେକରାଯାଉ ବକ୍ରତା କେନ୍ଦ୍ର Cର ସ୍ଥାନାଙ୍କ ( ),x y  । ଏହା ବକ୍ର ପ୍ରତ ି P(x, y) ବନି୍ଦୁରେ ଲମ୍ବ ଉପରେ ଅବସ୍ଥିତ ଓ 
PC = ρ ଅଟେ।
ଚତି୍ର 1.9 ରୁ  ଆମେ ଦେଖୁ, 
		  x OL OM LM= = −

		     OM PQ= − 		  ( )LM PQ=

ବର୍ତ୍ତମାନ	          OM x=  
ଏବଂ 	            sin sinPQ PC= ψ = ρ ψ   	  
∴	               sinx x= −ρ ψ 			  ... (1) ଚତି୍ର 1.9 

Y

C �

Q P(x, y)

O T L M X

�

�
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ସେହଭିଳ,ି           y CL CQ QL= = + CQ PM= + ( )QL PM=

ଏବଂ	            cos cosCQ PC= ψ = ρ ψ  ଏବଂ  PM y=

∴	               cosy y= +ρ ψ � ... (2)

ଯେହେତୁ    1tan dy y
dx

ψ = =

∴	    sin tan cosψ = ψ ψ

 
2

tan tan
sec 1 tan

ψ ψ
= =

ψ + ψ
ଏବଂ 1

2
1

sin
1

y

y
ψ =

+

            1

2
11

yx x
y

= −ρ
+

ସମୀକରଣ (1) ଏବଂ (2) ରେ sin y ଏବଂ cos y ର  ମାନ ବ୍ୟବହାର କଲାପରେ, ଆମେ ପାଉ

1

2
11

yx x
y

= −ρ
+

 ଏବଂ 
2
11

y y
y

ρ
= +

+

କନି୍ତୁ  ଆମେ ଜାଣୁ ଯେ,       ( )3/22
1

2

1 y

y

+
ρ =

ତେଣୁ	              ( )21
1

2

1yx x y
y

= − +  				    ... (3)

           ( )2
1

2

1 1y y y
y

= + + 				    ... (4)

ହେଉଛ ିଉଦ୍ଦିଷ୍ଟ ବକ୍ରତା କେନ୍ଦ୍ରର ସ୍ଥାନାଙ୍କ ।

ଇତହିାସ: 

ହାଇଜେନ୍‌ସ (ଡଚ ଗଣିତଜ୍ଞ) ବକ୍ରତା କେନ୍ଦ୍ରର ସଞ୍ଚାରପଥକୁ ବକ୍ରର ଇଭୋଲ୍ୟୁଟ ବୋଲି ନାମକରଣ କରଥିିଲେ ଏବଂ 
ଦର୍ଶାଇଥିଲେ ଏହା ବ୍ୟବହାର କର ିକପିର ିଏକ ଆଦର୍ଶ ପେଣ୍ଡୁ ଲମ୍ ନରି୍ମାଣ କରାଯାଏ,  ଯାହାର ଅବଧି ଏହାର ପରମିାପ 
ଉପରେ ନରି୍ଭର କରେନାହିଁ । ଏହ ିନରି୍ମାଣ ତଥ୍ୟ ଉପରେ ଆଧାରତି ଯେ ସାଇକ୍ଲୋଏଡର ଇଭୋଲ୍ୟୁଟ ସହତି ସର୍ବସମ 
ଅଟେ ।
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1.1.5 କେନ୍ଦ୍ରଜ (ଇଭୋଲ୍ୟୁଟ )

ବକ୍ରର ପ୍ରତ୍ୟେକ ବନି୍ଦୁରେ ସେହ ିବକ୍ରର ବକ୍ରତା ନରିୁ ପଣ କରପିାରବିା । ଏହ ିବନି୍ଦୁଗୁଡକିରେ ଲମ୍ବ ଅଙ୍କନ କର ିପ୍ରତ୍ୟେକ 
ବନି୍ଦୁ  ସହତି ସସୁଙ୍ଗତ ବକ୍ରତା କେନ୍ଦ୍ର ପାଇପାରବିା । ଯେହେତୁ ବକ୍ରତା ଗ�ୋଟଏି ବନି୍ଦୁରୁ  ଅନ୍ୟ ବନି୍ଦୁରେ ଭିନ୍ନ ହ�ୋଇଥାଏ 
ତେଣୁ ବକ୍ରତା କେନ୍ଦ୍ରମଧ୍ୟ ଭିନ୍ନ ଅଟେ । କ�ୌଣସ ିଏକ ଦଆିଯାଇଥିବା ବକ୍ରର ଏହପିର ିସମସ୍ତ ବକ୍ରତା କେନ୍ଦ୍ର ସମଦୁାୟ 
ଅନ୍ୟ ଏକ ବକ୍ରକୁ ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରେ ଏବଂ ଏହାକୁ ବକ୍ରର ଇଭୋଲ୍ୟୁଟ କୁହାଯାଏ ।

କ�ୌଣସ ି ଏକ ଦଆିଯାଇଥିବା ବକ୍ରର, ବକ୍ରତା କେନ୍ଦ୍ରର ସଞ୍ଚାରପଥକୁ ସେହ ି ବକ୍ରର ଇଭୋଲ୍ୟୁଟ କୁହାଯାଏ । 
ଏକ ବକ୍ର ଉପରେ ଏକ ଚ଼ର ବନି୍ଦୁ  Pର ବକ୍ରତା କେନ୍ଦ୍ରର ସଞ୍ଚାରପଥକୁ ବକ୍ରର ଇଭୋଲ୍ୟୁଟ କୁହାଯାଏ। ବକ୍ରଟ ିନଜିର 
ଇଭୋଲ୍ୟୁଟର ଇନଭୋଲ୍ୟୁଟ । 

ଏରେ, ବକ୍ରର ବଭିିନ୍ନ ବନି୍ଦୁ  ପାଇଁ ଆମେ ବଭିିନ୍ନ ବକ୍ରତା କେନ୍ଦ୍ର ପାଇଥାଉ । ଏହ ିସମସ୍ତ ବକ୍ରତା କେନ୍ଦ୍ରର ସଞ୍ଚାରପଥକୁ 
ଇଭୋଲ୍ୟୁଟ କୁହାଯାଏ। ଏକ ବାହ୍ୟ ବକ୍ର ଯାହା ଏହ ିସମସ୍ତ ବକ୍ରତା କେନ୍ଦ୍ର ଦେଇ ଗତ ିକରେ ତାହାକୁ ଇଭୋଲ୍ୟୁଟ 
କୁହାଯାଏ। ଏରେ ଇଭୋଲ୍ୟୁଟ ଏକ ବକ୍ର ସମୀକରଣ ଛଡ଼ା ଅନ୍ୟ କଛି ିନୁହେଁ ।

ଇଭୋଲ୍ୟୁଟ କୁ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କରିବା ପାଇଁ ନମି୍ନଲିଖିତ ନମନୁା ଗୁଡକି ବଦି୍ୟମାନ।
ଯଦ ି ବକ୍ରର ସମୀକରଣ ଦଆିଯାଇଥାଏ ଏବଂ ଯଦ ି ଆମକୁ ପ୍ରମାଣ କରବିାକୁ ହେବ L.H.S = R.H.S., ତେବେ 
ନମି୍ନଲିଖିତ ସ�ୋପାନଗୁଡକି ଅନୁସରଣ କରାଯିବା ଉଚତି୍:

1.	 ପ୍ରଥମେ ବକ୍ରତା କେନ୍ଦ୍ର ( ),C x y  ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର, ଯେଉଁରେ ( )21
1

2

1yx x y
y

= − + , ( )2
1

2

1 1y y y
y

= + + , ଏବଂ 

ତା‘ପରେ L.H.S ନରିୁ ପଣ ପାଇଁ ‘x‘ ଯାଗାରେ x ଏବଂ ‘y‘ ଯାଗାରେ y  ପ୍ରତସି୍ଥାପିତ କର। ସେହପିର ିଭାବରେ  

R.H.S. ନରି୍ଣ୍ଣୟ କରାଯାଉ ଏବଂ ତା‘ପରେ ଦର୍ଶାଅ ଯେ L.H.S = R.H.S.

2.	 ଯଦ ିଏକ ବକ୍ର ଦଆିଯାଇଛ ିଏବଂ ଆମକୁ ଦଆିଯାଇଥିବା ବକ୍ର ପ୍ରତ ିଇଭୋଲ୍ୟୁଟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କରବାକୁ ପଡ଼େ ତେବେ 
ନମି୍ନ ଲିଖିତ ପଦକ୍ଷେପକୁ ଅନୁସରଣ କରବିାକୁ ପଡ଼ିବ। ପ୍ରଥମେ ବକ୍ରତା କେନ୍ଦ୍ର ( ),C x y ନରି୍ଣ୍ଣୟ କରାଯାଉ ଏବଂ 
ତା ପରେ ‘x‘ ଯାଗାରେ x ଏବଂ y ଯାଗାରେ y  ଦତ୍ତ ବକ୍ରରେ ପନୁଃ ସ୍ଥାପନ କଲେ, ଇଭୋଲୟ୍ୁଟ ମଳିେ। 

3. 	 ଯଦ ି ଏକ ବକ୍ର ଦଆିଯାଇଛ ି ଯାହାକ ି ପାରାମିଟରୀୟ 
ରୂପରେ ଅଛ,ି ତେବେ ପ୍ରଥମେ ବକ୍ରତା କେନ୍ଦ୍ର ନରି୍ଣ୍ଣୟ 
କରାଯାଉ, ଯାହାକ ି ପାରାମିଟର ଉପରେ ରହବି, 
ତା’ପରେ x  ଏବଂ y କୁ  ବ୍ୟବହାର କର ିପାରାମିଟର 
ବଲୁିପ୍ତ କଲେ ଆମେ ଇଭୋଲ୍ୟୁଟ ପାଇପାରବିା । 
ଚତି୍ର 1.10 ରେ ଇଭୋଲ୍ୟୁଟ ଏବଂ ବକ୍ରତା କେନ୍ଦ୍ର ଚତି୍ର 
ଦ୍ୱାରା ପ୍ରଦର୍ଶତ।

C

P

ଚତି୍ର 1.10 ରେ ଇଭୋଲ୍ୟୁଟ ଏବଂ ବକ୍ରତା କେନ୍ଦ୍ର
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1.1.6 ପ୍ରତ ିକେନ୍ଦ୍ରଜ (ଇନଭୋଲ୍ୟୁଟ )

ଏକ କାଳ୍ପନକି ଫିତାର ନରିବଚ୍ଛିନ୍ନ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ଦ୍ୱାରା ସଷୃ୍ଟିହେଉଥିବା ବକ୍ରକୁ ଅବକଳନ ଜ୍ୟାମିତରିେ ଇନଭୋଲ୍ୟୁଟ କୁହାଯାଏ। 
ଇନଭୋଲ୍ୟୁଟ ଫିତାର ମକୁ୍ତ ପ୍ରାନ୍ତ ବନି୍ଦୁର ସଞ୍ଚାର ପଥ।  

ଅଧିକ ସ୍ପଷ୍ଟୀକରଣ ପାଇଁ: ଏକ ବକ୍ରର ଇନଭୋଲ୍ୟୁଟର ଇଭୋଲ୍ୟୁଟ, ମଳୂ ବକ୍ର ସହତି ସର୍ନ୍ଦଭତ ହ�ୋଇଥାଏ । 
ଅନ୍ୟ ଶବ୍ଦରେ ଏକ ବକ୍ରର ବକ୍ରତା କେନ୍ଦ୍ରର ସଞ୍ଚାର ପଥକୁ ଇଭୋଲ୍ୟୁଟ କୁହାଯାଏ ଏବଂ ସଷୃ୍ଟି ହେଉଥିବା ବକ୍ର ଏହାର 
ଇଭୋଲ୍ୟୁଟର ଇନଭୋଲ୍ୟୁଟ।

ମନ୍ତବ୍ୟ: ଏହା ଜ୍ୟାମିତରି ଏକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଶାଖା ଯାହାକୁ ବକ୍ରର ଅବକଳନ ଜ୍ୟାମିତ ିକୁହାଯାଏ। ଏହା ୟୁକ୍ଲିଡୀୟ ପଷୃ୍ଠରେ 
ଅବସ୍ଥିତ ମସଣୃ ବକ୍ର ବଷିୟରେ ଏବଂ ସମାକଳନ ଓ ଅବକଳନର ବଭିିନ୍ନ ପଦ୍ଧତରି ପ୍ରୟୋଗର ପରପି୍ରକାଶ କରଥିାଏ। 
କଛି ିଅନ୍ୟ ବକ୍ର ସମ୍ପର୍କିତ ଆକୃତକିୁ  ଇନଭ�ୋଲ୍ୟୁଟ  କୁହାଯାଏ। ଏହା 1673 ମସହିାରେ କ୍ରିଷ୍ଟିନ ହାଇଜେନଙ୍କ ଦ୍ୱାରା 
ଆବଷି୍କୃତ ହୋଇଥିଲା।

1.1.6.1 ବକ୍ରର ଇନଭୋଲ୍ୟୁଟ
ଏରେ ଆମେ ନମି୍ନରେ ଦେଖାଯାଉଥିବା ବଭିିନ୍ନ ବକ୍ରର ଇନଭୋଲ୍ୟୁଟ ଦେଖିବା: 

	y ବୃତ୍ତର ଇନଭୋଲ୍ୟୁଟ 
	y କାଟେନାରୀର ଇନଭୋଲ୍ୟୁଟ 
	y ତ୍ରିକ�ୋଣୀୟ ବକ୍ରର ଇନଭୋଲ୍ୟୁଟ 
	y ପାରାବ�ୋଲାର ଇନଭୋଲ୍ୟୁଟ 
	y ଏଲିପ୍ସର  ଇନଭୋଲ୍ୟୁଟ

1. 	ବ ତ୍ତର ଇଭୋଲ୍ୟୁଟ  
	  ଏହା ଆର୍କମିଡସି୍ ସ୍ପାଇରାଲ ସଦୃଶ।
2. 	 କାଟେନାରୀର ଇନଭୋଲ୍ୟୁଟ : ଏହା ଏକ ତ୍ରିକ�ୋଣୀୟ ବକ୍ର 

ଅଟେ। ଏହାର ଦୁଇ ପ୍ରାନ୍ତରେ ଝୁଲୁଥିବା ତାର ପର ିଓ ଏହା 
U ଆକାରର ଏକ ଝୁଲୁଥିବା ଚେନ ଯାହା ପାରାବ�ୋଲା ପର ି
ଦେଖାଯାଏ। ଟ୍ରାକ୍ଟ୍ରିକ୍ସ  (Tractix), ହେଉଛ ି କାଟେନାରୀର 
ଶୀର୍ଷ ବନି୍ଦୁରେ ଇନଭୋଲ୍ୟୁଟ।

3. 	ଡ ଼େଲଟଏଡ଼ର ଇନଭୋଲ୍ୟୁଟ : ଏହା ଏକ ତୃତୀୟ ଦନ୍ତାଗ୍ର 
(tricasid) ବକ୍ର ଯାହାର ତନିୋଟ ିଦନ୍ତାଗ୍ର ଅଛ।ି ଏହା ଗ୍ରୀକ୍‍ 
ଅକ୍ଷର ଡେଲଟା ପର ିଦେଖାଯାଏ।

ଚତି୍ର 1.11 ବୃତ୍ତର ଇନଭ�ୋଲ୍ୟୁଟ

ଚତି୍ର 1.12 କାଟେନାରୀର ଇନଭଲ୍ୟୁଟ

Tractrix

Catenary

ଟ୍ରାକ୍ଟ୍ରିକ୍ସ  
କାଟାନେରୀ
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Deltoidଡେଲଟ�ୋଇଡ୍

ଚତି୍ର 1.13 ଡେଲଟ�ୋଇଡ୍‍ର ଇନଭୋଲ୍ୟୁଟ

4. ପାରାବ�ୋଲାର ଇନଭୋଲ୍ୟୁଟ :

Parabola

Semicubical

Parabola

ପାରାବ�ୋଲା ଅର୍ଦ୍ଧ-
ଘନ ପାରାବ�ୋଲା

ଚତି୍ର 1.14 ପାରାବ�ୋଲାର ଇନଭୋଲ୍ୟୁଟ

5. ଏଲିପ୍ସର ଇନଭୋଲ୍ୟୁଟ : 

Ellipse Evolute

Ellipse

ଉପବୃତ୍ତର 
ଇଭ�ୋଲ୍ୟୁଟ

ଉପବୃତ୍ତ

ଚତି୍ର 1.15 ଏଲିପ୍ସର  ଇନଭୋଲ୍ୟୁଟ
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ନମି୍ନଲିଖିତ ସମୀକରଣଗୁଡକି ଦଆିଯାଇଥିବା ଇନଭୋଲ୍ୟୁଟ କୁ ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରିବାକୁ ବ୍ୟବହୃତ ହୁଏ:
	y ବୃତ୍ତ ଇନଭୋଲ୍ୟୁଟ
	y କାଟେନାରୀ ଇନଭୋଲ୍ୟୁଟ 
	y ଡ଼େଲଟଏଡ଼ ଇନଭୋଲ୍ୟୁଟ
	y ପାରାବ�ୋଲା ଇନଭୋଲ୍ୟୁଟ
	y ଏଲିପ୍ସ ଇନଭୋଲ୍ୟୁଟ

ବୃତ୍ତ ଇନଭୋଲ୍ୟୁଟ : ( ) ( )cos sin , sin cosx r t t t y r t t t= + = − , ଯେଉଁରେ  , r = ବୃତ୍ତର ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ, t  = 
ରାଡଆିନରେ ପ୍ରକାଶତି ଏକ କ�ୋଣର ପାରାମିଟର 
କାଟେନାରୀ ଇନଭୋଲ୍ୟୁଟ: tanh , sechx t t y t= − =  ଯେଉଁରେ  t ଏକ ପାରାମିଟର।
ଡ଼େଲଟଏଡ଼ ଇନଭୋଲ୍ୟୁଟ : 2 cos cos 2 , 2 sin sin 2x r t r t y r t r t= + = −  ଯେଉଁରେ, r = ଡ଼େଲଟଏଡ ସଷୃ୍ଟି 
କରୁ ଥିବା ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ବୃତ୍ତର ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ ।
ପାରାବ�ୋଲା ଇନଭୋଲ୍ୟୁଟ : 3 2x a y=

1.1.7 ଏନ୍‍ଭଲପ୍

ଏକ ବକ୍ର ଯାହା କ ିଦଆିଯାଇଥିବା ବକ୍ରସମହୂର  ପ୍ରତ୍ୟେକ ସଦସ୍ୟଙ୍କୁ  ସ୍ପର୍ଶ କରେ, ତାହାକୁ ବକ୍ରସମହୂର, ଏନ୍‍ଭଲପ୍‍ 
କୁହାଯାଏ ।
ଦତ୍ତ ବକ୍ରସମହୂ ପାଇଁ ଏନ୍‍ଭଲପ୍‍ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କରବିାର ପକ୍ରିୟା; ବକ୍ର ସମହୂର ଏକ ପାରାମିଟରୀୟ ଏନ୍‍ଭଲପ୍‍ ।
ପରିସ୍ଥିତ-ି 1: ଏକ ପାରାମିଟର ଥିବା ବକ୍ରସମହୂର ଏନ୍‍ଭଲପ୍‍
ମନେକର y = f (x,α) ଦତ୍ତ ବକ୍ର ଯେଉଁରେ ‘α’ ଏକ ପାରାମିଟର। 

ସ�ୋପାନ 1: 	 ଦତ୍ତ ସମୀକରଣକୁ ପାରାମଟିର α ଭତି୍ତିକ ଆଂଶକି ଅବକଳନ କର ି‘α’ ର ମଲୂ୍ୟ ନରିୁପଣ କର।
ସ�ୋପାନ 2: 	ଦତ୍ତ ବକ୍ରସମୂହରେ ‘α’ ର ମୂଲ୍ୟକୁ ସ୍ଥାପନ କଲେ, ଆମେ ଏନ୍‍ଭଲପ୍‍ ପାଉ।
ବଶିେଷ ସ୍ଥିତ:ି	�ଯଦ ି ଦତ୍ତ ବକ୍ରଟ ି ପାରାମିଟରୀୟ ଦ୍ୱିଘାତ ସମୀକରଣ ହୋଇଥାଏ, ଅର୍ଥାତ୍ 2 0A B Cα + α + =  

ତେବେ ଏନ୍‍ଭଲପ୍‍  ହେଉଛ ିପ୍ରଭେଦକ B2 – 4AC = 0 ।

ପରିସ୍ଥିତ-ି 2: ଦୁଇଟ ିପାରାମିଟରୀୟ ଥିବା ବକ୍ର-ସମହୂର  ଏନ୍‍ଭଲପ୍‍ ।

ମନେକର y = f (x, α , β) ଦତ୍ତ ବକ୍ରସମହୂ ଯେଉଁରେ ପାରାମିଟରଦ୍ୱୟ a ଓ b ମଧ୍ୟରେ ସମ୍ପର୍କ ହେଉଛ ି g (a, b) 
= 0

ସ�ୋପାନ 1:	� ମନେକର α ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଚ଼ଳ ଏବଂ β, α ଉପରେ ନରି୍ଭର କରେ ଏବଂ y = f (x, α , β) = 0, 
g(α, β) = 0,  କୁ a ଭିତ୍ତିକ ଆଂଶକି ଅବକଳନ କର।
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ସ�ୋପାନ 2:	� ପ୍ରଥମ ସ�ୋପାନରୁ  ମିଳଥିିବା ସମୀକରଣ g(α, β) = 0 ରୁ  ପାରାମିଟରଦ୍ୱୟକୁ ଅପସାରଣ କଲେ 
ଆମେ ଆବଶ୍ୟକ ଏନଭଲପ ପାଉ।

କେତେକ ସମାହତି ଉଦାହରଣ

ଉଦାହରଣ 1.11. ଦର୍ଶାଅ ଯେ ବକ୍ର x y a+ = ର ବକ୍ରତା କେନ୍ଦ୍ର ଏବଂ ବକ୍ରତା ବୃତ୍ତ ସମୀକରଣ, ,
4 4
a a 

    
ବନି୍ଦୁରେ,  ଅଟେ।

ସମାଧାନ : ଏରେ, ବକ୍ରର ସମୀକରଣ ହେଉଛ ି
			                  	 x y a+ = 				    .. (i)

ସମୀକରଣ (i) କୁ x ଭିତ୍ତିକ ଅବକଳନ କଲେ
				    1/2 1/2

1
1 1 0
2 2

x y y− −+ = 				    ... (ii)

ପୁନର୍ବାର x ଭିତ୍ତିକ ଅବକଳନ କଲେ, 

		    3/2 3/2 1/2
1 1 2

1 1 1. 0
4 4 2

x y y y y y− − −− − + = 		  		  ... (iii)	  

ସମୀକରଣ  (ii) ରେ  ,
4 4
a a 

    ବନି୍ଦୁରେ

				     1
1 2 1 2. . 0
2 2

y
a a
+ =

	 ⇒	  1 1y = −

ସମୀକରଣ (iii) ରେ, ବନି୍ଦୁ  ,
4 4
a a 

    ରେ, ଆମେ ପାଉ

  	      ( )2
2

1 4 2 1 4 2 1 2. . . . 1 . 0
4 4 2

y
a aa a a

− − − + =

	 ⇒	 2
4 1 0y

a a a
− + =

	 ⇒	  2
4y
a

=        

ବର୍ତ୍ତମାନ ρ (ଦତ୍ତ ବନି୍ଦୁରେ) 
( )

3/2 3/22
1

2

1 1 1
4 /

y
y a

 + + = =    2 2
4 2
a a = =  

2 2 23 3
4 4 2

ax a y a   − + − =   
   
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ମନେକର ,
4 4
a a 

    ବନି୍ଦୁରେ ବକ୍ରତା କେନ୍ଦ୍ର ( ),x y ତେବେ,

				    ( )2
1 1

2

1y y
x x

y

+
= −

				        ( )1 1
4 4 /
a

a
 + 

= − − 
 

   3
4 2 4
a a a= + =

ସେହପିର	ି	     	
2
1

2

1 yy y
y
+

= +

				        1 1
4 4 /
a

a
+

= +

				        3
4 2 4
a a a= + =

∴   ବକ୍ରତାରେ ବୃତ୍ତର ସମୀକରଣ .

	           			  ( ) ( )2 2 2x x y y− + − = ρ

 		         	
2 2 23 3

4 4 2
ax a y a   − + − =   

    		  (ଉତ୍ତର) 

ଉଦାହରଣ 1.12. ଦର୍ଶାଅ ଯେ ଟ୍ରାକ୍ଟ୍ରିକ୍ସ  cos log tan , sin
2
tx c t c y c t = + = 

 
 ପାଇ ଁଇଭୋଲ୍ୟୁଟର ସମୀକରଣ 

ହେଉଛ ିକାଟେନାରୀ

			 
cosh xy c

c
 =  
 

ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ ବକ୍ରର ସମୀକରଣ ହେଉଛି
			   cos log tan , sin

2
tx c t c y c t = + = 

 
‘t’ ଭିତ୍ତିକ ଅବକଳନ କଲେ ଆମେ, ପାଉ,

		              

21sin . sec
2 2tan

2

dx c tc t
tdt

 = − +     
 
   

			 
2

cos
12sin .

sin 2cos
2 2

tc
c t

t t

 
 
 = − +
   
   
   
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sin sin
sin2sin cos

2 2

c cc t c t
t t t

= − + = − +
   
   
   

            
( )2 21 sin cos

sin sin

c tdx c t
dt t t

−
= =

	 ଏବଂ 	             
cosdy c t

dt
=

	 ଏହ ିପର ି	 1
/
/

dy dy dty
dx dx dt

= =

			    
2

sincos . tan
cos

tc t t
c t

= =

	 ଏବଂ		

2
2

2 2 sec .d y dty t
dxdx

= =

			 
2 2 4

1 sin sin.
cos cos cos

t t
t c t c t

= =

ମନେକର ( ),x y  ଦତ୍ତ ବକ୍ରର ଯେ କ�ୌଣସ ିବନି୍ଦୁରେ ବକ୍ରତା କେନ୍ଦ୍ର 

	ତେବେ 		  ( )2
1 1

2

1y y
x x

y

+
= −

			 

4

2

cos sin 1cos log tan . .
2 sin cos cos
t t tc t c c

t t t
 = + − 
 

			 
cos log tan cos

2
tc t c c t = + − 

 

	 କମି୍ୱା	             log tan
2
tx c  =  

 
					     	 ... (i)

	 ଏବଂ		
2
1

2

1 yy y
y
+

= +

		            

2
2

4

1 tansin .sec
sin
cos

tc t t
t

c t

+
= +

		            

4
2cossin .sec

sin
c tc t t

t
= +

		            

2cossin
sin

c tc t
t

= +
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( )2 2sin cos

sin

c t t

t

+
=

	               sin
cy

t
=

	 	
2 2sin cos 1t t + =  � ... (ii)

( ),x y ର ସଞ୍ଚାର ପଥ ହେଉଛ ିଦତ୍ତ ବକ୍ରର ଇଭୋଲ୍ୟୁଟ । ସମୀକରଣ (i) ଏବଂ (ii) ରୁ  t ଅପସାରଣ କଲେ

	 ସମୀକରଣ (i)ରୁ , 	log tan
2
t x

c
  = 
 

	 ⇒		  /tan
2

x ct e  = 
 

						      ... (iii)

	 ସମୀକରଣ (ii) ରୁ  ,  ( )
( )

21 tan / 21
sin 2 tan / 2

ty
c t t

+
= =

               ( ) ( )1 1 tan / 2
2 tan / 2

y t
c t

 
= + 

  

   1
2

x x
c ce e

− 
= + 

 
� [(iii) ରୁ ]

              
cosh xy c

c
 =  
 

x  କୁ x, y କୁ y ପରବିର୍ତ୍ତନ ପରେ ବନି୍ଦୁ  (x, y) ରେ ସଞ୍ଚାର ପଥ  ହେଉଛ ି

            cosh xy c
c

 =  
 

	�  (ଉତ୍ତର) 

ଯାହାକ ିଇଭୋଲ୍ୟୁଟର ସମୀକରଣ ଅଟେ।

ଉଦାହରଣ 1.13  ବକ୍ର x2/3 + y2/3 = a2/3 ର ଯେକ�ୌଣସ ିବନି୍ଦୁରେ ବକ୍ରତା କେନ୍ଦ୍ରର ସ୍ଥାନାଙ୍କ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ଏବଂ ବକ୍ରତା 
ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ ଓ ଇଭୋଲ୍ୟୁଟର ସମୀକରଣର ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।
ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ ବକ୍ରର ପାରାମିଟରୀୟ ସମୀକରଣ ହେଉଛି

		    
3cosx a t=     		    

3siny a t= 			   ... (1)
ସମୀକରଣ (1)କୁ ‘t’ ଭିତ୍ତିକ ଅବକଳନ କଲେ,

	 	 23 cos sindx a t t
dt

= −   ଓ	 23 sin cosdy a t t
dt

=

	 ∴	  	
2

1 2

/ 3 sin cos tan
/ 3 cos sin

dy dy dt a t ty t
dx dx dt a t t

= = = − = −



26 | ଗଣନା ଏବଂ ର�ୈଖିକ ବୀଜଗଣିତ

	 ଏବଂ 		  ( )
2

2 2 tand y d dy dy t
dx dx dxdx

 = = = − 
 

		       
2

2
2 4

sec 1sec
3 cos sin 3 sin cos

dt tt
dx a t t a t t

−
= − = =

−

∴	   ବକ୍ରତା ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ 	(ρ) 
3/22

1

2

1 y
y

 + =

			   ( )3/22 41 tan 3 sin cost a t t= + ×

			   ( )
4

3/22

3 sin cos 3 sin cos
cos

a t t a t t
t

= =

ବର୍ତ୍ତମାନ ‘t’ ରେ ବକ୍ରତା କେନ୍ଦ୍ରର ସ୍ଥାନାଙ୍କ ( ),x y  ନରି୍ଣ୍ଣୟ କରବିା।

ଆମର ଅଛ,ି
		            sinx x= −ρ ψ

		               
( )2

1 1

2

1y y
x

y

+
= −

		               ( )2 4tan 1 tan 3 sin cosx t t a t t= + + ×

		               
3 2cos 3 sin cosa t x a t t= + + 	

3cosx a t =  	 � ... (2)

	ସେ ହପିର ି	
2
1

2

1 yy y
y
+

= +

		              

2

4

1 tan
1

3 sin cos

ty

a t t

+
= +

		              ( )( )2 41 tan 3 sin cosy t a t t= + +

		              
23 sin cosy a t t= +

       	  
3 2sin 3 sin cosy a t a t t= + 	 	 3siny a t =  		  ... (3)

ସମୀକରଣ (1), (2) ଏବଂ (3) ରୁ  x,  y ଏବଂ t କୁ ଅପସାରଣ କଲେ 

			     ( )3 3 2 2cos sin 3sin cos 3cos sinx y a t t t t t t+ = + + +

			   ( )3cos sina t t= +

	 ⇒		  ( ) ( )2/3 22/3 cos sinx y a t t+ = + 					     ... (4)
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ସେହପିର ି        ( ) ( )2/3 22/3 cos sinx y a t t− = − 					     ... (5)

ସମୀକରଣ (4) ଏବଂ (5)କୁ ଯ�ୋଗ କଲେ,  

   ( ) ( ) ( )2/3 2/3 2/3 2 2 2 2cos sin 2cos sin cos sin 2cos sinx y x y a t t t t t t t t+ + − = + + + + −

		            ( )2/3 2/31 1 2a a= + =

ତେଣୁ, ( ),x y ର ସଞ୍ଚାର ପଥ ଅର୍ଥାତ୍ ଇଭୋଲ୍ୟୁଟର ସମୀକରଣ ହେଉଛ:ି	 ( ) ( )2/3 2/3 2/32x y x y a+ + − =

ଏବଂ ବକ୍ରତା କେନ୍ଦ୍ରର ସ୍ଥାନାଙ୍କ ( ),x y  ହେଉଛ ି ( )3 2 3 2cos 3 sin cos , sin 3 sin cosa t x a t t a t a t t+ + + 	

ଉଦାହରଣ 1.14. ଦତ୍ତ ଆୟତାକାର ହାଇପରବ�ୋଲା xy= a2 (x = at , y = a/t) ପାଇ,ଁ 

i.	 ବକ୍ରତା ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ (ρ) ନିର୍ଣ୍ଣୟ କର।

ii.	 ବକ୍ରତା କେନ୍ଦ୍ରର ସ୍ଥାନାଙ୍କ ( ),x y  ନିର୍ଣ୍ଣୟ କର।
iii.	 ଦର୍ଶାଅ ଯେ ଦତ୍ତ ବକ୍ରର ଇଭୋଲ୍ୟୁଟ ( ) ( ) ( )2/3 2/3 2/34x y x y a+ − − =  

ସମାଧାନ: (i). ବକ୍ରତା ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ ନରି୍ଣ୍ଣୟ ପାଇଁ

	 ଆମର ଅଛ	ି 2x y a=  କମି୍ବା  
2ay

x
=  

	 ∴	   	  
2

1 2

dy ay
dx x

= = −  ଏବଂ 
2 2

2 2 3

2d y ay
dx x

= =

	 ଏହପିର,ି 	  

			 
� (ଉତ୍ତର) 

	 (ii) ବକ୍ରତା କେନ୍ଦ୍ରର ସ୍ଥାନାଙ୍କ ନରି୍ଣ୍ଣୟ ପାଇଁ, ଆମେ ଜାଣିଛେ

			 
( )2

1 1

2

1y y
x x

y

+
= −   ଏବଂ  

2
1

2

1 yy y
y
+

= +

⇒	

2 4

2 4

2 3

1

2 /

a a
x x

x x
a x

 −
+ 

 = −

⇒	
4 4

32
x ax

x
+

= +

3/24

3/22 4
1

2 3
2

11

2 /

a
y x
y a x

 
+  +   ρ = =

3/23 4 4

2 42
x x a
a x

 +
ρ =  

 
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⇒	
4 4 4

3

2
2

x x a
x

+ +
=

⇒	
4 4 4 2 2

3 3

3 3
2 2

x a x x y
x x
+ +

= = 		
2x y a = 

⇒	 23
2 2

yx x
x

= +

ସେହଭିଳ	ି	               2
1

2

1 yy y
y
+

= +  

			      

4

4 44

2 3 2

1

2 / 2

a
x axy y

a x a x

+ +
= + = +

			      

4 2 2

22
x x yy

x y
+

= +
		

2x y a = 

              

2 2 2 2 23 3
2 2 2 2

x y x y y xy y
y y y
+ +

= + = = +

ଏହପିର,ି ବକ୍ରତା କେନ୍ଦ୍ରର ସ୍ଥାନାଙ୍କ ହେଉଛି

		        	 ( )
2 23 3, ,

2 2 2 2
x y y xx y

x y
 

= + + 
 

	 	 (ଉତ୍ତର) 

(iii). ପୁନର୍ବାର ଦତ୍ତ ବକ୍ରର ଇଭୋଲ୍ୟୁଟର ସମୀକରଣ ( ) ( ) ( )2/3 2/3 2/34x y x y a+ − − =  ଦର୍ଶାଇବା ପାଇଁ , 

		          	
3 3 2 21 3 3

2
x y x y x y xy

xy
 + = + + + 

		        	
( ) ( )3 3

2

1 1
2 2

x y x y
xy a

= + = +
		

2x y a = 

⇒	 ( )
( )

( )2/3 2
2/32

1

2
x y x y

a
+ = +

ସେହପିର,ି 	    	 ( )
( )

( )2/3 2
2/32

1

2
x y x y

a
− = −

ତେଣୁ, ଆମର ଅଛ ି

    			 
( ) ( )

( )
( ) ( )2/3 2/3 2 2

2/32

1

2
x y x y x y x y

a
 + − − = + − − 

    ( )
( )

( )
( ) ( )2/32

2/3 2/32 2

1 14 4 4
2 2

x y a a
a a

= = =
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	ତେ ଣୁ: ( ),x y ର ସଞ୍ଚାର ପଥ ହେଉଛ,ି          ( ) ( ) ( )2/3 2/3 2/34x y x y a+ + − =

ଉଦାହରଣ 1.15. ନମି୍ନଲିଖିତ ବକ୍ରଗୁଡକି ପାଇଁ ବକ୍ରତା କେନ୍ଦ୍ର ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।

(i)	 y = x3 – 6x2 + 3x + 1,ର (1, –1) ବନି୍ଦୁରେ

(ii)	 ପାରାବ�ୋଲା y2 = 4ax, (x, y) ବନି୍ଦୁରେ ଏବଂ ଦତ୍ତ ବକ୍ରର ଇଭୋଲ୍ୟୁଟର ସମୀକରଣ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ।

(iii)	 ଏଲିପ୍ସ 
2 2

2 2 1x y
a b

+ = , ର (x, y) ବନି୍ଦୁରେ ଏବଂ ଏହାର ଇଭୋଲ୍ୟୁଟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ।

ସମାଧାନ : (i)  ଦତ୍ତ ବକ୍ର ହେଉଛ ି 3 26 3 1y x x x= − + +  

	 ତେଣୁ		  2
1 3 12 3dyy x x

dx
= = − +

			   ( )1 1, 1 6y − = −

	 ଏବଂ 		
2

2 2 6 12d yy x
dx

= = −

		     	 ( )2 1, 1 6y − = −

	ତେ ଣୁ		  ( )2
1 1

2

1y y
x x

y

+
= −

		       	

	ସେ ହପିର ି           ( )22
1

2

1 61 431
6 6

yy y
y

+ −+
= + = − + = −

−

	ତେ ଣୁ, ବକ୍ରତା କେନ୍ଦ୍ର ( ) ( ), 36, 43 / 6x y = − −  ଅଟେ।
(ii)	 ଦତ୍ତ ପାରାବ�ୋଲାର ସମୀକରଣ ହେଉଛ,ି 2 4y ax=  ତେଣୁ y 2 a x=

		   	
1

12 .
2

dy ay a
dx xx

= = =

	 ଏବଂ		
2

3/2
2 2

1
2

d yy a x
dx

−= = − 	

	ତେ ଣୁ, 		  ( )2
1 1

2

1y y
x x

y

+
= −

			    
( )

3/2

1
2

1
2

a a
x xx x x a

a x−

 + 
 = − = + +

−
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			               3 2x a= + � ... (1)

	 ଏବଂ 		          
2
1

3/22

11
1
2

a
y xy y y

y a x−

++
= + = +

			              
( )

1/2

2
2

x a
a x

a x−

+
= −

		
2y a x = 

		

			              3/222 1 x aa x x
a a
− = − = − 

 
		�   ... (2)

	ତେ ଣୁ, ଦତ୍ତ ବକ୍ରର ବକ୍ରତା କେନ୍ଦ୍ର ( )
3/22, 3 2 , xx y x a
a

 
= + − 
 

 ଅଟେ। 

	 ସମୀକରଣରୁ  (1), ରୁ  ଆମେପାଉ	      2
3

x ax −
=

	 ଏହ ିମଲୂ୍ୟକୁ ସମୀକରଣ(2)ରେ ସ୍ଥାପନା କଲେ, ଆମେ ପାଉ 

			 

3/222
3

x a

y
a

− 
 
 = −

		             

3
2 24

3
x aa y − =  

 

	କ ମି୍ୱା      	 ( )3227 4 2a y x a= − 			    
	ତେ ଣୁ, ବକ୍ରତା କେନ୍ଦ୍ର ( ),x y ର ସଞ୍ଚାର ପଥ ( )3227 4 2a y x a= − , ଯାହା ଆବଶ୍ୟକ ଇଭୋଲ୍ୟୁଟ ଅଟେ।

	 (iii) ଦତ୍ତ ଏଲିପ୍ସର ସମୀକରଣ	
2 2

2 2 1x y
a b

+ =

			   ତେଣୁ	   	
2

1 2

dy b xy
dx a y

= = −  

ଏବଂ		
2 4

2 2 2 3

d y by
dx a y

= = −

ତେଣୁ, ବକ୍ରତା କେନ୍ଦ୍ର(x,y),	   ( )2
1 1

2

1y y
x x

y

+
= −

			    

( )

2 4 2

2 4 2
4 2 4 2

4 4 2

2 3

1b x b x
a y a y xx x a y b x

b a b
a y

 
− + 

 = − = − +
−

( ) ( )26 1 6
1 36

6

 − + − = − = −
−

y

x

a

b
– b

b

a
a –

a0

b

ଚତି୍ର 1.16
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( )2 2 2 2 4 2

4 2

xx a b a x b x
a b

 = − − + 

                     	            2 2

4

a bx x
a
−

= 		�   ... (1)

	ସେ ହପିର,ି 	
2
1

2

1 yy y
y
+

= +

			 

( )

4 2

4 2
4 2 4 2

4 2 4

2 3

1 b x
ya yy y a y b x

b a b
a y

+
= + = − +

−

			 
( )4 2 2 2 2 2

2 4

yy a y a b b y
a b

 = − + − 

		             

2 2
3

4

b ay y
b
−

=
				�     ... (2)

ସମୀକରଣ (1) ରୁ ,ଆମେ ପାଉ 	
1/34

2 2

x ax
a b

 
=  − 

 

ଏବଂ ସମୀକରଣ (2) ରୁ , ଆମେ ପାଉ	 
1/34

2 2

y by
b a

 
=  − 

ଏହ ିମଲୂ୍ୟକୁ ଏଲିପ୍ସିର ସମୀକରଣରେ ପ୍ରତସି୍ଥାପନ କଲେ,

ଆମେ ପାଉ 		
2/3 2/34 4

2 2 2 2 2 2

1 1 1x a y b
a a b b b a

   
+ =   − −   

			   ( ) ( ) ( )2/32/3 2/3 2 2a x b y a b+ = −

ତେଣୁ, ବକ୍ରତା କେନ୍ଦ୍ର ( ),x y  ର ସଞ୍ଚାର ପଥ ହେଉଛ ି

			              ( ) ( ) ( )2/32/3 2/3 2 2a x b y a b+ = − 	  
ଯାହା ଦତ୍ତ ଏଲିପ୍ସ ପାଇଁ ଆବଶ୍ୟକ ଇଭଲ୍ୟଟ ଅଟେ।

ଉଦାହରଣ 1.16 ସରଳ ରେଖା 2 2 2y mx a m b= + +  ସମହୂର ଏନଭଲପ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର। ଯେଉଁରେ m ଏକ 
ପାରାମିଟର । 

ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ ବକ୍ର ସମହୂର ସମୀକରଣ ହେଉଛି

			      
2 2 2y mx a m b= + +

1/34

2 2

x ax
a b

 
=  − 

1/34

2 2

x ax
a b

 
=  − 
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⇒
	    

2 2 2y mx a m b− = +

⇒
	 ( )2 2 2 2y mx a m b− = +

⇒
	   

2 2 2 2 2 22y m x mxy a m b+ − = +

⇒
	    ( ) ( )2 2 2 2 22 0m x a mxy y b− − + − = 	

m ଭିତ୍ତିକ ଆଂଶକି ଅବକଳନ କଲେ,

            ( )2 2 2 0m x a xy− − =

⇒
	 2 2

x ym
x a

=
−

‘m‘ ର ଏହ ିମଲୂ୍ୟକୁ ଦତ୍ତ ବକ୍ର ସମୀକରଣରେ ପ୍ରତସି୍ଥାପନା କଲେ, ଆମେ ପାଉ

	   		    ( ) ( )2 2 2 2 22 0m x a mxy y b− − + − =

⇒ 
      

( ) ( )
2

2 2 2 2
2 2 2 22 0x y x yx a xy y b

x a x a
   − − + − =   − −   

⇒
	

2 2 2 2
2 2

2 2 2 2

2 0x y x y y b
x a x a

− + − =
− −

⇒
       

2 2
2 2

2 2 0x y y b
x a

− + − =
−

⇒ 
       

2 2
2 2

2 2

x y y b
x a

= −
−

⇒
        ( )( )2 2 2 2 2 2x y x a y b= − −

⇒
        

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2x y x y x b a y a b= − − +

⇒
	

2 2 2 2 2 2x b a y a b+ =

⇒ 
        

2 2

2 2 1x y
a b

+ = 	 (ଉତ୍ତର) 

∴ ସରଳରେଖା ସମହୂର ଏନଭଲପ ହେଉଛ ିଏଲିପ୍ସ ।

ଉଦାହରଣ 1.17. ସରଳରେଖା ସମହୂ py m x a m= +  ର ଏନଭଲପ ନରି୍ଣ୍ଣୟ  କର, ଯେଉଁରେ ‘m‘ ଏକ ପାରାମିଟର 
ଏବଂ ‘a‘,‘ p‘ ଧ୍ରୃବକ ।
ସମାଧାନ : ଦତ୍ତ ଅଛ ି		

py m x a m= + � ... (1)
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ସମୀକରଣ (1)କୁ ପାରାମିଟର ‘m’ ଭିତ୍ତିକ  ଅବକଳନ କଲେ,
	 ଆମେ ପାଉ		

10 px p a m −= +

⇒
	

1
1pxm

p a

− 
= − 
  � ... (2)

ସମୀକରଣ (2)କୁ ଉପଯ�ୋଗ କର,ି ସମୀକରଣ (1)ରୁ  ‘m’ ଅପସାରଣ କଲେ

	                

1
1 1

p
p px xy x a

p a p a

− −   
= − + −   
     

			           
1 1 1

p
p p px xy x a

p a p a
− − −   
= − + −   
   

 ( ) ( )1 2p pp pa p y x a x− −= − + − 	 (ଉତ୍ତର) 

ଯାହାକ ିଦତ୍ତ ସରଳରେଖା ସମହୂର ଉବ୍ଦିଷ୍ଟ ଏନଭଲପର ସମୀକରଣ ଅଟେ।
ଦୁଇଟ ିପାରାମିଟର ଥିବା ବକ୍ର ସମହୂର ଏନଭଲପ ଉପରେ ଆଧାରିତ ପ୍ରଶ୍ନ 
ଉଦାହରଣ 1.18 ସରଳରେଖା 1ax by+ =  ସମହୂର ଏନଭଲପ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର, ଯେଉଁରେ ପାରାମିଟର a ଏବଂ b ମଧ୍ୟରେ 
ସମ୍ପର୍କ ହେଉଛ ି 1ab =

ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ ଅଛ	ି  	 1ax by+ = � ... (1)

		  ଏବଂ 		  1ab = � ... (2)

ସମୀକରଣ (1) କୁ ‘a’ ଭିତ୍ତିକ ଅବକଳନ କଲେ (‘a’ କୁ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଚ଼ଳ ଭାବେ ଗ୍ରହଣକର ିଏବଂ ‘b’, କୁ ‘a’ ଉପରେ 
ନରି୍ଭରଶୀଳ)

	             		    
0dbx y

da
+ =

	 ⇒	  db x
da y

= − � ... (3)

ସମୀକରଣ (2) କୁ a ଭିତ୍ତିକ ଅବକଳନ କଲେ

	               		
0dbb a

da
+ =

	 ⇒	 db b
da a

= − � ... (4)

  ସମୀକରଣରୁ  (3) ଏବଂ (4)ରୁ

		           
x b
y a
=
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⇒
	 1 1

a x b y
=

⇒
	

1
1 1 2 2

a x b y ax by+
= = =

		

⇒
	

1 1,
2 2

a b
x y

= =

ସମୀକରଣ (5)କୁ ସମୀକରଣ (2)ରେ ଉପଯ�ୋଗ କଲେ, ଆମେ ପାଉ 

	 		     
1 1 1

2 2x y
   =  

  

⇒	     4 1x y = 			 
ଏହା ଆବଶ୍ୟକ ଏନ୍‍ଭଲପ               		   (ଉତ୍ତର) 

ଉଦାହରଣ 1.19. 1x y
a b
+ = ବକ୍ର ସମହୂର ଏନଭଲପ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର। ଯେଉଁରେ ପାରାମିଟର a ଏବଂ b ମଧ୍ୟରେ 

ସମ୍ପର୍କ ହେଉଛ ି 1a b+ =   

ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ ଅଛ।ି 	        	 1x y
a b
+ = � ... (1)

		  ଏବଂ 		  1a b+ = � ... (2)
ସମୀକରଣ (1) କୁ a ଭିତ୍ତିକ ଅବକଳନ କଲେ  

	           			  3/2 3/2 0
2 2

yx db
daa b

− =

⇒		  db x b b
da y a a

= − � ... (3)

ସମୀକରଣ (2) ରୁ  a ଭିତ୍ତିକ ଅବକଳନ କଲେ

	   	 		
1 1 0

2 2
db
daa b

+ =

	
⇒

	
db b
da a

= −
� ... (4)

ସମୀକରଣରୁ  (3) ଏବଂ (4) ରୁ  ଆମେ ପାଉ
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1x b

ay
=

⇒
	

x y
a b
a b
=

⇒
	

1
1

x y x y
a b a b
a b a b

+
= = =

+ 	
[ସମୀକରଣରୁ  (1) ଏବଂ (2) ]

⇒	 ,a x b y= =

ସମୀକରଣ (5)କୁ  ସମୀକରଣ (2)ରେ ଉପଯ�ୋଗ କଲେ, ଆମେ ଏନଭଲପଟ ିପାଉ 
1/4 1/4 1x y+ = 	

	  

ଉଦାହରଣ 1.20 ସରଳରେଖା ସମହୂ 1x y
a b
+ = ର ଏନଭଲପ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର। ଯେଉଁରେ ପାରାମିଟର a ଓ b ମଧ୍ୟରେ 

ସମ୍ପର୍କ ହେଉଛ ିa + b = c. 
ସମାଧାନ : ଦତ୍ତ ସରଳ ରେଖା ସମହୂର ସମୀକରଣ ହେଉଛ	ି        1x y

a b
+ = 	�  ... (1)

		  ଏବଂ 		  a b c+ = 						   
		  ⇒		  b c a= − � ... (2)
 ସମୀକରଣ(2)କୁ ସମୀକରଣ (1)ରେ ଉପଯ�ୋଗ କଲେ 

		  ଆମେ ପାଉ	 1x y
a c a
+ =

− � ... (3)

ସମୀକରଣ(3) କୁ ଆଂଶକି ଭାବେ a ଭିତ୍ତିକ ଅବକଳନ କଲେ

( )2 2 0x y
a c a

− + =
−

  ( )2 2

x y
a c a

=
−

 
( )2

2

c a y
xa

−
=

c a y
a x
−

=

                  	
1

x yc y
a x x

+
= + =
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c xa
x y

=
+

ବର୍ତ୍ତମାନ a ମଲୂ୍ୟକୁ ସମୀକରଣ (2)ରେ ଉପଯ�ୋଗ କଲେ 

		
c xb c
x y

= −
+

		    
c x c y c x c y

x y x y
+ −

= =
+ +

a ଏବଂ b ମଲୂ୍ୟକୁ ସମୀକରଣ (1)ରେ ଉପଯ�ୋଗ କଲେ, ଆମେ ପାଉ

 

1x y
c yc x

x y x y

+ =
   
      + +   

  

( ) ( )
1

x x y y x y

c x c y

+ +
+ =

  
( ) x yx y c

x y

 
+ + =  

 

  ( )( )x y x y c+ + =

  ( )2
x y c+ =

 x y c+ =

ଏହା ହେଉଛ ିଆବଶ୍ୟକ ଏନଭଲପ। 

ଇଭୋଲ୍ୟୁଟ  ଉପରେ ଆଧାରିତ ପ୍ରଶ୍ନ ଯେଉଁରେ ବକ୍ରର ଲମ୍ବ ସମହୂର ଏନଭଲପ ରୂପରେ ଜଣା    

ଉଦାହରଣ 1.21. ବକ୍ରର ଇଭୋଲ୍ୟୁଟକୁ ଏନଭଲପ ପ୍ରତ ିଲମ୍ବ ଭାବରେ ବବିେଚ଼ନା କର,ି ବକ୍ର cos sinx = θ+ θ θ ,
sin cosy = θ− θ θର ଇଭୋଲ୍ୟୁଟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।

ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ ଅଛ ି	  cos sin , sin cosx y= θ+ θ θ = θ− θ θ

ତେଣୁ 		  sin cos sin cosdx
d

= − θ+ θ θ+ θ = θ θ
θ

 ଏବଂ ( )cos sin cos sindy
d

= θ− θ − θ − θ = θ θ
θ

	 ∴	 sin tan
cos

dy
dy d

dxdx
d

θ θθ= = = θ
θ θ

θ
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ହାଇପରବ�ୋଲା ପ୍ରତ ିଲମ୍ବର ସମୀକରଣ ହେଉଛି

   	     	
( )( ) ( )( )1sin cos cos sin

tan
y x− θ− θ θ = − − θ+ θ θ

θ

    	     	
( )( ) ( )( )cossin cos cos sin

sin
y xθ
− θ− θ θ = − − θ+ θ θ

θ

    		
2 2sin sin sin cos cos cos sin cosy xθ− θ+ θ θ θ = − θ+ θ+ θ θ θ

	            sin cos 1y xθ+ θ = � ... (1)
ସମୀକରଣ (1) କୁ ପାରାମିଟର θ ଭିତ୍ତିକ ଅବକଳନ କଲେ,
	            cos sin 0y xθ− θ = � ... (2)
ସମୀକରଣ (1) xcosθ - ସମୀକରଣ (2) xsin θ� ….(3)

⇒ 	 cosx = θ

ସେହପିର ିସମୀକରଣ (1) xsin θ + ସମୀକରଣ (2) xcosθ  
		       	 siny = θ � …(4)

ସମୀକରଣ (3) ଏବଂ (4) ରୁ  ‘θ‘ ଅପସାରଣ କଲେ ଆମେ ଆବଶ୍ୟକ ଇଭୋଲ୍ୟୁଟ ପାଉ 2 2 1x y+ = ,

ଉଦାହରଣ 1.22 ବକ୍ରର  ଇଭ�ୋଲ୍ୟୁଟକୁ ଏନଭଲପ ପ୍ରତ ିଲମ୍ବ ଭାବରେ ବବିେଚ଼ନା କର,ି ହାଇପରବ�ୋଲା 
2 2

2 2 1x y
a b

− = ର  ଇଭୋଲ୍ୟୁଟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।

ସମାଧାନ: ନଜିେ ଚେଷ୍ଟା କ‌ର।

ପ୍ରଶ୍ନମାଳା 1.2

1.	 ବକ୍ର y = tanx ପାଇଁ x = π/4 ବନି୍ଦୁରେ ବକ୍ରତା ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ ଏବଂ ବକ୍ରତା କେନ୍ଦ୍ର ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।	

2.  	 ହାଇପରବ�ୋଲା 
2 2

2 2 1x y
a b

− =  ପାଇଁ ବକ୍ରତା କେନ୍ଦ୍ର ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ଏବଂ ଏହାର ଇଭୋଲ୍ୟୁଟ ମଧ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।  

3.  	 ଦର୍ଶାଅ ଯେ ସାଇକ୍ଲୋଇଡ୍ ( ) ( )sin , 1 cosx a y a= θ− θ = − θ ର ଇଭୋଲ୍ୟୁଟ ହେଉଛ ି ଅନ୍ୟ ଏକ ସମ 
ସାଇକ୍ଲୋଇଡ୍ ।

4.  	 ଦର୍ଶାଅ ଯେ ବକ୍ର ( ) ( )cos sin , sin cosx a y a= θ+ θ θ = θ− θ θ ର  ଇଭୋଲ୍ୟୁଟ ହେଉଛି 2 2 2x y a+ =  
5.  	 ବକ୍ର sin cosx y aθ− θ = θ ର ଏନଭଲପ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର, ଯେଉଁରେ θ ଏକ ପାରାମିଟର ।
6.  	 ବକ୍ର 2 2sec cosecx y aθ+ θ =  ର ଏନଭଲପ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର, ଯେଉଁରେ θ ଏକ ପାରାମିଟର ।	
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7.  	 1x y
a b
+ = ସରଳ ରେଖା ସମହୂର ଏନଭଲପ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର, ଯେଉଁରେ ପାରାମିଟର a ଓ b ମଧ୍ୟରେ ସମ୍ପର୍କ 

ହେଉଛ,ି 2 3 5a b c=  । 
8.  	କ େନ୍ଦ୍ର ଏଲିପ୍ସ 

2 2

2 2 1x y
a b

+ =  ଉପରେ ଅବସ୍ଥିତ ଥିବା ବୃତ୍ତ ସମହୂର ଏନଭଲପ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର, ଏବଂ ଯାହା ନଜିର 
କେନ୍ଦ୍ରଗାମୀ।

9.  	  
2 2

2 2 1x y
a b

+ =  ଏଲିପ୍ସ ସମହୂର ଏନଭଲପର ସମୀକରଣ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର, ଯେଉଁରେ ପାରାମିଟର ‘a’ ଏବଂ ‘b’ 

ମଧ୍ୟରେ ସମ୍ପର୍କ ହେଉଛ ି
2 2

2 2 1a b
l m

+ = , l ଏବଂ m ହେଉଛ ିଅଣ-ଶୂନ୍ୟ ଧ୍ରୃବକ ।

ଉତ୍ତରମାଳା
1. 5 5 10 9, ,

4 4 4
π− 

 
 

2.  ସଙ୍କେତ: sec , tanx a y b= θ = θ ଏବଂ ବକ୍ରତା କେନ୍ଦ୍ର ( )3 2 22 2

3 3

sin
,

cos cos

a ba b
a

 − θ ++ 
 θ θ 

ଏବଂ ଇଭୋଲ୍ୟୁଟ 

( ) ( ) ( )2/32/3 2/3 2 2a x b y a b− = + ।
5.  ( ) ( )sin cos , sin cosx a y a= θ+ θ = θ− θ θ ।

6. x2+y2-2ax-2ay+a2=0

7 .  2 3 5712
3125

x y c= 		  8. ( ) ( )22 2 2 2 2 24x y a x b y+ = + 		  9. 1x y
l m
+ =

ଆକର୍ଷଣୀୟ ତଥ୍ୟ: କ’ଣ ତୁମେ ମାନେ କେବେ ଏପର ିମେସନି୍ କମି୍ବା ଖେଳନା ଦେଖିଛ ଯେଉଁଥିରେ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନକାରୀ ଚାବ ି

ଅଛ,ି ଯେପର ିକ ିଏକ ମାଙ୍କଡ଼ ବଜାଉଥିବା ଯନ୍ତ୍ର ? ଏହାର ଭିତରର ସର୍ପିଳ ସ୍ପ୍ରିଙ୍ଗ୍  ଏକ ‘’ବୃତ୍ତାକାର ଇନଭୋଲ୍ୟୁଟ’’ରେ 

ଗତ ିକରଥିାଏ। 

ଭିଡଓି ସଂଯ�ୋଜକ  (ଉତ୍ସ: NPTEL)                                                            

                                                                                                

ICTର ବ୍ୟବହାର 
http://kmr.csc.kth.se/wp/research/math-rehab/learning-object-repository/geometry-2/
metric-geometry/euclidean-geometry/geometry/plane-curves/evolutes/

ବକ୍ରତା ଏବଂ ଇନଭୋଲ୍ୟୁଟ
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ବାସ୍ତବ ଜୀବନରେ ପ୍ରୟ�ୋଗ 
	y ସେଗୁଡ଼ିକ ଯାନ୍ତ୍ରିକ ଶଳି୍ପରେ ବଶିେଷ ଭାବରେ ଦାନ୍ତ ଶଳି୍ପରେ ବ୍ୟବହୃତ ହୁଏ, ଯେଉଁରେ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ଯନ୍ତ୍ର ଏବଂ 

ଗିଅର୍‍ର ଦାନ୍ତ ଯଥା ସମ୍ଭବ କମ୍ପନକୁ କମ କରବିାକୁ ତଆିର ିକରାଯାଏ ।
	y ସ୍କ୍ରୋଲ୍ ଏବଂ ଗ୍ୟାସ୍ କମ୍ପ୍ରେସର୍ ହେଉଛ ିଦୁଇଟ ିଯନ୍ତ୍ର ଯାହା ତରଳ ପଦାର୍ଥକୁ ପମ୍ପ କରବିା, ସଙ୍କୋଚନ କରବିା 

କମି୍ବା ଚାପିବାପାଇଁ ବ୍ୟବହୃତ ହୁଏ । ଏରେ ଆକୃତରି ଏହ ିଧାରଣାର ଏକ ପ୍ରୟ�ୋଗ ଅଛ,ି ଯାହା ନଶି୍ଚିତ 
କରଯେ କ ିସେମାନେ ଦକ୍ଷ ଏବଂ କମ ଧ୍ୱନ ିସଷୃ୍ଟି କରନ୍ତି ।

	y ରାସ୍ତାର ବକ୍ରତା ପରକିଳ୍ପନା କରବିା ସମୟରେ ସଡ଼କ ସୁରକ୍ଷାକୁ ବଚିାରକୁ ନଆିଯିବା ଆବଶ୍ୟକ, ଏବଂ 
ଘର୍ଷଣ ଚକ୍ର ସମାନ ଆକାର ଉପରେ ମଧ୍ୟ ବଚିାର କରାଯିବା ଆବଶ୍ୟକ ଅଟେ । ବକ୍ରତାର ଧାରଣା ସେହ ି
ସମୟରେ କାର୍ଯ୍ୟକାରୀ ହୁଏ । 

1.2 ସୀମାଯୁକ୍ତ ଓ ଅଂସଗତ ସମାକଳଜର ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ 

1.2.1 ସୀମାଯୁକ୍ତ ସମାକଳଜ (Definite Integral) 
ଏକ ସୀମାଯୁକ୍ତ ସମାକଳଜକୁ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1lim ... ( 1)

b

a n
f x dx b a f a f a h f a n h

n→ ∞
= −  + + + + + −  ∫   ଦ୍ୱାରା ପରପି୍ରକାଶ କରାଯାଏ। ଯେଉଁରେ ‘a’ କୁ ଅଧଃସୀମା (Lower limit) 

ଓ ‘b’ କୁ  ଉର୍ଦ୍ଦସୀମା (Upper limit) କୁହାଯାଏ । ସୀମାଯୁକ୍ତ ସମାକଳଜକୁ ଗୋଟଏି ଯ�ୋଗଫଳର ସୀମା ରୂପରେ 
ପ୍ରସ୍ତୁତ କରାଯାଏ। କମି୍ବା ଏହାର ଅନ୍ତରାଳ [a, b] ରେ ପ୍ରତ-ିଅବକଳଜ (Antiderivative) ଯଦ ିF ଅଟେ, ତେବେ 
ଏହାର ମଲୂ୍ୟ b ରେ F ର ମଲୂ୍ୟ ଏବଂ ଆରମ୍ଭ ବନି୍ଦୁ  a ରେ F ର ମଲୂ୍ୟର ବୟିୋଗର ଫଳ F(b) – F(a) ।  ସୀମାଯୁକ୍ତ 
ସମାକଳଜର ମଲୂ୍ୟ ଅନନ୍ୟ ଅଟେ ।

1.2.1.1 ଯ�ୋଗଫଳର ସୀମା ରୂପରେ ସୀମାଯୁକ୍ତ ସମାକଳଜର ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ  
ମନେକର f ହେଉଛ ିଆବଦ୍ଧ ଅନ୍ତରାଳ [a, b] ରେ ବ୍ୟାଖ୍ୟା ହ�ୋଇଥିବା ଏକ ନରିବଚ୍ଛିନ୍ନ ଫଳନ ଅଟେ। ମନେକର, ଫଳନ 
ଦ୍ୱାରା ନଅିଯାଇଥିବା ସମସ୍ତ ମଲୂ୍ୟ ଅଣ-ଋଣାତ୍ମକ ଅଟେ, ତେଣୁ ଫଳନର ରେଖାଚତି୍ର x-ଅକ୍ଷ ଉପରେ ଏକ ବକ୍ର ଅଟେ ।

ସୀମାଯୁକ୍ତ ସମାକଳଜ
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1lim ... ( 1)
b

a n
f x dx b a f a f a h f a n h

n→ ∞
= −  + + + + + −  ∫  

ହେଉଛ ିବକ୍ର y = f (x), ଏବଂ କ�ୋଟ ି(ordinate) x = a, x = b ଏବଂ x-ଅକ୍ଷ 
ଦ୍ୱାରା ଆବଦ୍ଧ ହ�ୋଇଥିବା କ୍ଷେତ୍ରର କ୍ଷେତ୍ରଫଳ। 

ଯେତେବେଳେ ଆମେ ଏହ ିକ୍ଷେତ୍ରର କ୍ଷେତ୍ରଫଳ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କରବିା, ତାହା ହେବ

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1lim ... ( 1)
b

a n
f x dx b a f a f a h f a n h

n→ ∞
= −  + + + + + −  ∫  

ଯେଉଁରେ 

0b ah
n
−

= → ତା’ପରେ n →∞

ଉପର�ୋକ୍ତ ସତୂ୍ରକୁ ଯ�ୋଗଫଳର ସୀମାରପରେ ସୀମାଯୁକ୍ତ ସମାକଳଜର ସଂଜ୍ଞା ବ�ୋଲି କୁହାଯାଏ ।
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କେତେକ ସମାହତି ଉଦାହରଣ

ଉଦାହରଣ 1.23. କୁ ଯ�ୋଗଫଳର ସୀମା ରୂପେ ନିର୍ଣ୍ଣୟ କର।
ସମାଧାନ: ସୀମାଯୁକ୍ତ ସମାକଳଜର ସଂଜ୍ଞାରୁ  ଆମେ ଜାଣୁ ଯେ 
		           

	ଯେ ଉଁରେ b ah
n
−

=

	ତେ ଣୁ, 		    ( )2 2

0
1x dx+∫ = ( ) ( )2 11 2 42 lim 0 ...

n

n
f f f f

n n n n→∞

 −    + + + +     
      

			               = ( )22 2

2 2 2

2 21 2 42 lim 1 1 1 ... 1
n

n
n n n n→∞

  −   
  + + + + + + +            

			               = ( ) ( )( )22 2
2

1 12 lim 1 1 ... 1 2 4 ... 2 2
n

n times

n
n n→∞

 
 + + + + + + + −
  


			               = ( )( )
2

22 2
2

1 22 lim 1 2 ... 1
n

n n
n n→∞

 
+ + + + − 

 

			               = ( )( )
2

1 2 11 42 lim
6n

n n n
n

n n→∞

− − 
+ 

 

			             = ( )( )1 2 11 22 lim
3n

n n
n

n n→∞

− − 
+ 

 

			             = 1 2 1 12 lim 1 1 2
3n n n n→∞

   + − −      
				  

                                         = ( )( )2 4 142 1 1 2 2 1
3 3 3

   + = + =      
 (ଉତ୍ତର)

ଉଦାହରଣ 1.24 .  କୁ ଯ�ୋଗଫଳର ସୀମା ରୂପେ ମୂଲ୍ୟାଙ୍କନ କର। 
ସମାଧାନ: ସଂଜ୍ଞାରୁ  ଆମେ ଜାଣୁ ଯେ  		                                                           π

	 ଜ୍ୟାମିତକି ଗୁଣ�ୋତ୍ତର ଶ୍ରେଣୀର n- ପଦ ମାନଙ୍କର ଯ�ୋଗଫଳ ଉପଯ�ୋଗ କର,ି ଯେଉଁରେ, 2/1, na r e= =

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1lim ... ( 1)
b

a n
f x dx b a f a f a h f a n h

n→∞
= − + + + + + −  ∫

( ) ( )2 2 2 /0 2/ 4/

0

12 0 lim ... n nx n n

n
e dx e e e e

n
−

→ ∞
 = − + + + + ∫

( )
b

a
f x dx∫

( )
b

a
f x dx∫

[ ]( ) ( )2 2 2 /0 2/ 4/

0

12 0 lim ... n nx n n

n
e dx e e e e

n
−

→ ∞
 = − + + + + ∫
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( )2
2

2/

2 1
1

1lim . 2
2 /

n

n

e
e

e
n→∞

−
= = −

 −
 
  		  		

	 କଳନ ଗଣିତର ମ�ୌଳକି ଉପପାଦ୍ୟ 

1.2.2 ସମାକଳନ ଗଣିତର ପ୍ରଥମ ମ�ୌଳକି ଉପପାଦ୍ୟ 
ଯଦ ିf (x) ଅନ୍ତରାଳ [a, b] ରେ ବ୍ୟାଖ୍ୟା ହ�ୋଇଛ ିତେବେ f (x) ର ସୀମାଯୁକ୍ତ ସମାକଳଜର ସଂଜ୍ଞା ହେଉଛ ି

	ଯେ ଉଁରେ ( ) ( )d F x f x
dx

=

ଉପରେ ବର୍ଣ୍ଣିତ ସୀମାଯୁକ୍ତ ସମାକଳଜର ସଂଜ୍ଞା ହେଉଛ ିବକ୍ର y = f (x), x-ଅକ୍ଷ ଏବଂ x = a ଓ x = b ଦୁଇଟ ି କ�ୋଟ ି
ଦ୍ୱାରା ଆବଦ୍ଧ କ୍ଷେତ୍ରର କ୍ଷେତ୍ରଫଳକୁ ସଚୂାଏ ।

କେତେକ ସମାହତି ଉଦାହରଣ

ଉଦାହରଣ 1.25. 
2 2

0
x dx∫ ର ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କର।

ସମାଧାନ : ଦତ୍ତ ଅଛ ି ( )2 332 2

0
0

2
0

3 3
xx dx

  
= = −  

    
∫  

8
3

=

ଉଦାହରଣ 1.26. 
2

0
cos x dx

π

∫  ର ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କର।

ସମାଧାନ : ଦତ୍ତ,  [ ]
2 2

00
cos sinx dx x

π π= −∫

		            [ ] [ ]sin 2 sin 0 0 0 0= − π+ = − + =

2

2

20

1 12 lim
1

n
n

x

n
n

ee dx
n

e
→∞

 
− =  
−  

∫

2

2/

1 12 lim
1nn

e
n e→∞

 −
=  − 

0

1lim 1
h

h

e
h→

 −
= 

 


( ) ( ) ( ) ( )
b b

aa
f x dx F x F b F a= = −  ∫
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ଉଦାହରଣ 1.27.  ର ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କର। 

ସମାଧାନ : ଦତ୍ତ, 	        		  ( )
323

2
2

1
2
xx dx x

 
+ = + 

 ∫

				  

2 23 23 2
2 2

    
= + − +        

				  

9 43 2
2 2

    = + − +        

				  

9 6 4 4
2 2

 + +    = −        

				  
15 8 7
2 2 2

 = − =  

1.2.3 ସମାକଳନ ଗଣିତର ଦ୍ୱିତୀୟ ମ�ୌଳକି ଉପପାଦ୍ୟ 
କଳନ ଗଣିତର ଦ୍ୱିତୀୟ ମ�ୌଳକି ଉପପାଦ୍ୟ ଜଣାଇଥାଏ ଯଦ ିf (x) ଅନ୍ତରାଳ [a, b] ରେ ନରିବଚ୍ଛିନ୍ନ ଅଟେ ଏବଂ F, 
[a, b] ଉପରେ f (x)ର ଅନରି୍ଦ୍ଧିଷ୍ଟ ସମାକଳଜ (Indefinite Integral) ଅଟେ, ତେବେ
					     ( ) ( )F x f x′ =

	 ଗାଣିତକି ରୂପରେ, ଯଦ ି	             ( ) ( )
x

a
F x f t dt= ∫

	ତେବେ	   			   ( ) ( )F x f x′ =

ମନ୍ତବ୍ୟ: ଯେହେତୁ ପ୍ରତଅିବକଳଜ (antiderivate) ଏବଂ ଅବକଳଜ ( derivate) ପରସ୍ପର ବପିରୀତ ଅଟନ୍ତି, ଯଦ ି
ଫଳନର ପ୍ରତଅିବକଳଜ ପ୍ରାପ୍ତ ହୁଏ, ତେବେ ମଳୂ ଫଳନ ମଧ୍ୟପ୍ରାପ୍ତ ହେବ

ଉଦାହରଣ 1.28 ସମାକଳନ ଗଣିତର ଦ୍ୱିତୀୟ ମ�ୌଳକି ଉପପାଦ୍ୟକୁ ବ୍ୟବହାର କର ିଦତ୍ତ ପ୍ରଶ୍ନକୁ ସମାଧାନ କର ।

			   ( ) ( )
3

2

0

x
F x t t dt= +∫

ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ,		  ( ) ( )
3

2

0

x
F x t t dt= +∫

		             
( ) ( )

3
3 2

3

0

0
3 2

x
t t F x F

 
= + = − 

 

		             
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 2 3 23 3 0 0
3 2 3 2

x x
F x

   
 = − − −     

( )2 2

0
1x dx+∫
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( )

9 6

3 2
x xF x = −

			   ( ) 8 53 3F x x x= −

		             
( ) ( ) ( )( )22 3 33F x x x x′ = +

3x2 ହେଉଛ ିଉର୍ଦ୍ଧସୀମା x3 ର ଅବକଳଜ ଏବଂ ( ) ( )( )23 3x x+ ର ମଲୂ୍ୟ (t2 + t) ସହତି ସମାନ ଅଟେ ।
ଏଥିରେ ଆମେ ପାଇ ପାରବିା ଯେ F(x)ର ଅବକଳଜ, f (x) ର ସମାକଳଜ ଅଟେ। ଫଳନ f (x) ର ସମତୁଲ୍ୟ ଅଟେ  F(x)
ଉଦାହରଣ 1.29  ( ) ( )

2
1/2

0
7

x
F x t dt= +∫ କୁ ସମାକଳନ ଗଣିତର ଦ୍ୱିତୀୟ ମ�ୌଳକି ଉପପାଦ୍ୟ ବ୍ୟବହାର କର ି

ସମାଧାନ କର । 

ସମାଧାନ : ଦତ୍ତ,	 ( ) ( )
2

1/2

0
7

x
F x t dt= +∫ 	

			             

( )
2

3/2

0

2 7
3

x
t +

=  
  

			             ( ) ( )0F x F= −

               
( )

( ) ( )
3/2 3/222 7 2 0 7

3 3

x
F x

   + +   = −
  
  

               ( )
( ) ( )

3/2 3/222 7 2 7
3 3

x
F x

+
= −

              ( ) ( )1/222 7F x x x′ = +

2x ହେଉଛ ିଉର୍ଦ୍ଧସୀମା x2 ର ଅବକଳଜ ଏବଂ ( )1/22 7x + ର ମଲୂ୍ୟ  ( )1/27t +  ସହତି ସମାନ ଅଟେ।
ଉଦାହରଣ 1.30 ( ) ( )2

3
3 30

x
F x t dt

−
= −∫  କୁ ସମାକଳନ ଗଣିତର ଦ୍ୱିତୀୟ ମ�ୌଳକି ଉପପାଦ୍ୟ ବ୍ୟବହାର କର ି

ସମାଧାନ କର। 
ସମାଧାନ : ଦତ୍ତ ଅଛ ି 		  ( ) ( )2

3
3 30

x
F x t dt

−
= −∫

			             ( ) ( )3
3

30 3
x

t t F x F
−

 = − = − − 

               	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 330 3 30 3F x x x   = − − − − −   

             	 ( ) 1/2
1/2

3 15
2

F x x
x

= −′
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              	 ( ) ( )1 3 30
2

F x x
x

= −′

1
2 x

 ହେଉଛ ିଉର୍ଦ୍ଧସୀମା x  ର ଅବକଳଜ ଏବଂ (3x – 30) ର ମଲୂ୍ୟ (3t2 – 30) ସହତି ସମାନ ।
1.2.4	 ସୀମାଯୁକ୍ତ ସମାକଳନର ଗୁଣଧର୍ମ
ଏରେ ଆମେ ସୀମାଯୁକ୍ତ ସମାକଳନର ଗୁଣଧର୍ମର ଆଲୋଚନା କରବିା ଯାହା ସେଗୁଡକି ନରି୍ଣ୍ଣୟ କରବିାରେ ଉପଯ�ୋଗୀ।

.	1 ଯଦ ିf1(x) ଏବଂ f2(x) ଅନ୍ତରାଳ [a, b] ରେ ନରିବଚ୍ଛିନ୍ନ ଓ ପରବିଦ୍ଧ ଫଳନ ଓ k1 ଏବଂ k2 ଦୁଇଟ ିନରି୍ଣ୍ଣୟାଙ୍କ, 
ତେବେ 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2

b b b

a a a
k f x k f x dx k f x dx k f x dx + = + ∫ ∫ ∫

ଏହାକୁ ର�ୈଖିକତା ଗୁଣ କୁହାଯାଏ ।

2.	 ( ) ( )
b b

a a
f x dx f t dt=∫ ∫

ଉଭୟ ପକ୍ଷ ( ) ( )F b F a−  ସହତି ସମାନ ସଚୂତି କରେ ଯେ ସମାକଳନରେ ଚଳ ପ୍ରତରୂିପୀ ଅଟେ। 

.	3 ( ) ( )
b a

a b
f x dx f x dx= −∫ ∫

ଏରେ ( ) ( ) ( ) ( )F b F a F a F b− = − −  

.	4 ( ) ( ) ( )
b c b

a a c
f x dx f x dx f x dx= +∫ ∫ ∫

ଏରେ, ‘c’ a < c < b ରେ ବ୍ୟାଖ୍ୟା ହ�ୋଇଛି

R.H.S. = ( ) ( ) ( ) ( )F c F a F b F c− + − ଯାହା ( ) ( )F b F a−  ସହତି ସମାନ।

5.	 ( ) ( )
0

a a

a
f x dx f a x dx= −∫ ∫

ଏହାକୁ ଅପରବିର୍ତ୍ତନଶୀଳ ଗୁଣ କୁହାଯାଏ ଏବଂ ଏହାକୁ ପ୍ରମାଣ କରବିା ପାଇଁ ଆମେ ନେବା, 
a – x = t dx dt⇒− =  
∴	 	 ( ) ( ) ( )

0

0 0

a a

a
f a x dx f t dt f t dt− = − =∫ ∫ ∫ 		�   [ଗୁଣଧର୍ମ (3) ଦ୍ୱାରା]

	 ( )
0

a
f x dx= ∫ 				�     [ଗୁଣଧର୍ମ (2) ଦ୍ୱାରା]

6.	 ( ) ( )
0

2
a a

a
f x dx f x dx

−
=∫ ∫ ଯଦ ିf (x) ଯୁଗ୍ମ ଫଳନ ଅର୍ଥାତ୍   ( ) ( )f x f x− =

     0= 	,	 ଯଦ ିf (x) ଅଯୁଗ୍ମ ଫଳନ ଅର୍ଥାତ୍ ( ) ( )f x f x− = −

      ପ୍ରମାଣ:   	 ( ) ( ) ( )
0

0

a a

a a
f x dx f x dx f x dx

− −
= +∫ ∫ ∫ � (i)



ଗଣନା 1  |  45

       x = –t କୁ ଦକ୍ଷିଣ ଏବଂ ପ୍ରଥମ ସମାକଳଜରେ ଲେଖିଲେ, 

		  ( ) ( ) ( )
0 0

0

a

a a
f x dx f t dt f t dt

−
= − − =∫ ∫ ∫ 	�  [ଗୁଣଧର୍ମ (3) ଦ୍ୱାରା]

			        		�   [ଗୁଣଧର୍ମ (2) ଦ୍ୱାରା]
       ସମୀକରଣ (1) ରେ ପ୍ରତସି୍ଥାପିତ କଲେ ଆମେ ପାଉ
		  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0

a a a a

a
f x dx f x dx f x dx f x f x dx

−
= − + =  + −  ∫ ∫ ∫ ∫

		

ଯଦ ିf (–x) = f (x)

ଯଦ ିf (–x) = – f (x)

( )
0

2 ,

0 ,

a
f x dx= 



∫

	 x4, cos x ଇତ୍ୟାଦ ିଫଳନରେ ଯେହେତୁ  f (–x) = f (x), ତେଣୁ ଫଳନକୁ ଯୁଗ୍ମ ଫଳନ କୁହାଯାଏ ।
	 x3, sin x ଇତ୍ୟାଦି ଫଳନରେ ଯେହେତୁ  f (–x) = – f (x), ତେଣୁ ଫଳନକୁ ଅଯୁଗ୍ମ ଫଳନ କୁହାଯାଏ।

7.	
( ) ( )2

0 0
2 ,

a a
f x dx f x dx=∫ ∫ ଯଦ ି ( ) ( )2f a x f x− =

      0,= 		   ଯଦ ି ( ) ( )2f a x f x− = −

	 ଏହ ିଗୁଣଧର୍ମକୁ(6) ଧର୍ମ ପର ିସମାନ ପକ୍ରିୟାରେ ପ୍ରମାଣ କରାଯାଇ ପାରବି । 

କେତେକ ସମାହତି ଉଦାହରଣ

ଉଦାହରଣ 1.31. /2

0
log sin x dx

π

∫  ର ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କର । 

ସମାଧାନ : ଦତ୍ତ	    	
/2

0
log sinI x dx

π
= ∫ 						      ... (1)

		  ତେଣୁ	 / 2

0
log cos x dx

π

∫ [ଗୁଣଧର୍ମ (5) ଦ୍ୱାରା]	 ... (2)

ସମୀକରଣ (1) ଏବଂ (2) କୁ ଯ�ୋଗ କରବିା ପରେ, ଆମେ ପାଇବା, 

		      ( )/2

0
2 logsin log cosI x x dx

π
= +∫

			   ( ){ }/2

0
log 2sin cos log 2x x dx

π
= −∫

			   /2

0

1logsin 2 log 2
2

x dx
π

= − π∫
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			   , ଯେଉଁରେ 
2
ux =

			   			   [ଗୁଣଧର୍ମ (7) ଦ୍ୱାରା]

		       12 log 2
2

I I= − π 					     [ସମୀକରଣରୁ  (1)]

ତେଣୁ 		        1 log 2
2

I = − π

∴	     

ଉଦାହରଣ 1.32.  ର ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କର । 
ସମାଧାନ : ମନେକର	

			   		   	 [ଗୁଣ (5) ଦ୍ୱାରା]

			 
			 

		          
			 

 

			 

			 

			 

କମି୍ବା           		        ( )2
2

I π
= π−

ତେଣୁ        

ଉଦାହରଣ 1.33. 20

sin
1 cos

x xI dx
x

π
=

+∫ ର ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କର ।

/ 2

0

1logsin log 2
2

x dx
π

= − π∫

0

tan
sec tan

x x dx
x x

π

+∫

0

tan
sec tan

x xI dx
x x

π
=

+∫

( ) ( )
( ) ( )0

tan
sec tan

x x
dx

x x
π π − π−

=
π− + π−∫

( )
0

tan
sec tan

x x
dx

x x
π − π −

=
− −∫

0

tan
sec tan

x dx I
x x

π
= π −

+∫

0

tan2
sec tan

xI dx
x x

π
= π

+∫

( )
2 20

tan sec tan
sec tan

x x x
dx

x x
π +

= π
−∫

2

0

sec tan tan
1

x x x dx
π −

= π∫
( )2

0
sec tan sec 1x x x dx

π
= π − +∫

[ ] ( )0
sec tan 2x x x π= π − + = π π−

0

1 1logsin log 2
2 2

u du
π

= − π∫
/ 2

0

1logsin log 2
2

u du
π

= − π∫
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ସମାଧାନ : ଦତ୍ତ 20

sin
1 cos

x xI dx
x

π
=

+∫

		  ( )
( )20

sin
1 cos

x x
I dx

x
π π −

=
+ π−∫ 	 ( ) ( )sin sin , cos cosx x x xπ− = π− = −   	 [ଗୁଣ (5) ଦ୍ୱାରା]

‘I’ର ଦୁଇଟ ିମଲୂ୍ୟକୁ ଯ�ୋଗ କରବିା ପରେ ଆମେ ପାଇବା  			 

		            ( )
20

sin
2

1 cos
x x x

I dx
x

π π − +
=

+∫ 	

			    20

sin
1 cos

x dx
x

π
= π

+∫

			    ( )1

0
tan cos x

π− = − π  

			    1
4 4

π = − π − π− 
 

		             
222

4
I π
=

		               
2

4
I π
=

ତେଣୁ 	      
2

20

sin
41 cos

x x dx
x

π π
=

+∫
ଉଦାହରଣ 1.34. ଦର୍ଶାଅ ଯେ 

ସମାଧାନ : ମନେକର 	  / 2 3 4

0
cos 2 sin 4I x x dx

π
= ∫

2x t= ରଖିବା ପରେ, ଆମେ ପାଇବା 

			   3 4

0

1 cos .sin 2
2

I t t dt
π

= ∫  

			    4 3 4 4

0

1 2 .cos .sin .cos
2

t t t dt
π

= ∫

			    4 7

0
8 sin .cos 0t t dt

π
= =∫ 			   [ଗୁଣ (7) ଦ୍ୱାରା]

ଉଦାହରଣ 1.35. ( )1 1 2

0
cot 1 x x dx− − +∫  ର ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କର ।

ସମାଧାନ : ଦତ୍ତ ସମାକଳନକୁ ଏହି ପ୍ରକାର ଲେଖାଯାଇ ପାରିବ। 
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		             1 1
20

1tan
1

I dx
x x

−  =  − + ∫

			   ( )
1 1

0

1tan
1 1

dx
x x

−  
=   + − 
∫

 

			 

			 
			   	

କନି୍ତୁ  	  	 [ଗୁଣ (5) ଦ୍ୱାରା]
∴		              	

‘1’ କୁ ଦ୍ୱିତୀୟ ଫଳନ ଭାବରେ ଗ୍ରହଣ କର,ି ଖଣ୍ଡଶଃ ସମାକଳନ (Integrating by parts) କଲେ, ଆମେ ପାଉ	
		              
		                

			 
( ) 12

0
2.1. log 1

4
xπ  = − + 

		                log 2
2
π

= −

ତେଣୁ		

( )
1 1

0

1tan
1 1

dx
x x

−  
=   + − 
∫

( )
( )

1 1

0

1
tan

1 1
x x

dx
x x

−  − − =  
+ −  

∫

( )
1 1 1

0
tan tan 1x x dx− − = − − ∫

( )
1 11 1

0 0
tan tan 1x dx x dx− −= − −∫ ∫

( ) ( )
1 1 11 1 1

0 0 0
tan 1 tan 1 1 tanx dx x dx x dx− − −− = − − = −∫ ∫ ∫

111
20 0

2 tan . 2
1

xI x x dx
x

− = −  +∫

( )1 1 2

0
cot 1 log 2

2
x x dx− π

− + = −∫
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ପ୍ରଶ୍ନମାଳା 1.3

1. ଦତ୍ତ ସୀମାଯୁକ୍ତ ସମାକଳଜକୁ, ଯ�ୋଗଫଳର ସୀମା ରୂପରେ ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କର।

	 i.    			   ii. ( )
5

0
1x dx+∫       

	 iii.  3 2

2
x dx∫ 			   iv.   ( )4 2

1
x x dx−∫  

	 v. 1

1

xe dx
−∫   

2. 	 ସୀମାଯୁକ୍ତ ସମାକଳଜକର ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କର ।

	 i. ( )
1

1
1x dx

−
+∫ 	ii. ( )2 3 2

1
4 5 6 9x x x dx− + +∫  	 iii. / 2

0
cos 2x dx

π

∫  
		

iv.   / 4

0
tan x dx

π

∫ 		  v. 1

0 21
dx

x−
∫    		  vi. 3

22 1
dx

x −∫  

	 vii. 3

22 1
x dx

x +∫  
          

viii. 21

0

xx e dx∫ 		  ix. ( )2 32sec 2x x dx+ + 			 

x. 1

0
sin

4
x xx e dxπ + 

 ∫    

3.	 ( )
0

log 1 cos x dx
π

+∫  
ର ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କର ।

4.    ( )1

20

log 1
1

x
dx

x
+

+∫ ର ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କର ।

5. 	
2/2

0

sin
sin cos

x dx
x x

π

+∫
 
ର ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କର ।

6. 	 ଦର୍ଶାଅ ଯେ ( ) ( )
0 0

sin sin
2

x f x dx f x dx
π ππ

=∫ ∫

7.	 6 7

0
sin cosx x dx

π

∫  
ର ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କର ।

b

a
x dx∫
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ଉତ୍ତରମାଳା

	 1.  i.    
2

a 	 ii.   35
2

		 iii.  19
3

		 iv.   27
2

	 v.     1e
e

−

	 2. i.  2		  ii.  64
3

		  iii. 0		  iv. 1 log 2
2

	 v.    
2
π 	

	 vi.  1 3log
2 2

 
 
 

	 vii. 1 log 2
2

	 viii. 	 ix. 
4

2
1024 2
π π

+ + 	 x.    4 2 21+ −
π π

	 3. log 2−π 		  4. log 2
8
π 		  5. ( )1 log 1 2

2
+ 	 7. 0

1.2.5	 ଅସଂଗତ ସମାକଳଜ
ସମାକଳଜ ( )

b

a
f x dx∫  କୁ ଏକ ଅସଂଗତ ସମାକଳଜ କୁହାଯାଏ, ଯଦ ି

i.  	 ସମାକଳଜ ଅନ୍ତରାଳ [a, b] ସସୀମ ନୁହେଁ ଅର୍ଥାତ୍  ‘a’ କମି୍ବା ‘b’ କମି୍ବା ଉଭୟେ ‘a’ ଏବଂ ‘b’ ଦ୍ୱୟ ଅସୀମ 
ଅଟନ୍ତି ।

ii.    	 ସମାକଲ୍ୟ f (x) ଅନ୍ତରାଳ [a, b] ରେ ସୀମାବଦ୍ଧ ନୁହେଁ ।
iii.	 ଅନ୍ତରାଳ [a, b] ସସୀମ ନୁହେଁ କମି୍ବା f (x) ଏହା ମଧ୍ୟରେ ପରବିଦ୍ଧ ନୁହେଁ ।

1.2.6	ଅସଂଗତ ସମାକଳଜର ପ୍ରକାର
ଅସଂଗତ ସମାକଳଜ ତନି ିପ୍ରକାର ଅଟେ। ଯାହା ନମି୍ନ ପ୍ରକାରରେ ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଛ:ି
a.  ପ୍ରଥମ ପ୍ରକାରର ଅସଂଗତ ସମାକଳଜ  

ସୀମାଯୁକ୍ତ ସମାକଳଜ ( )
b

a
f x dx∫ କୁ ପ୍ରଥମ ପ୍ରକାରର ଏକ ଅସଂଗତ ସମାକଳଜ କୁହାଯାଏ ଯଦ ି‘a’ କମି୍ବା ‘b’  

ଅଥବା ଦୁଇଟ ିଯାକ ଅସୀମ ବା ଅନନ୍ତ କନି୍ତୁ  f (x) ପରବିଦ୍ଧ ଅଟେ। 
ଉଦାହରଣ ସ୍ୱରୂପ 0 2

1
, xdx e dx

x
∞

−∞∫ ∫ , ହେଉଛନ୍ତି ପ୍ରଥମ ପ୍ରକାରର ଅସଂଗତ ସମାକଳଜ ।

ଏହ ିପରପି୍ରେକ୍ଷିରେ, ଆମେ ବାଖ୍ୟା କରୁ  ଯେ, 
i.	 ( ) ( ) ( )lim ,

t

a at
f x dx f x dx t a

∞

→ ∞
= >∫ ∫

	� ଅସଂଗତ ସମାକଳଜ ( )
a

f x dx
∞

∫  
ଅଭିସାରୀ ହେବ ଯଦ ିଡାହାଣ ପାର୍ଶ୍ୱର ସୀମାର ଅସ୍ତିତ୍ୱ ରହବି ଏବଂ ଏହା 

ସସୀମ ହେବ । ଅନ୍ୟଥା ଏହା ଅପସାରୀ ହେବ ଯଦ ିସୀମା + ∞ କମି୍ବା – ∞, 
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ii.	  ( ) ( ) ( )lim ,
b b

tt
f x dx f x dx t b

−∞ → ∞
= <∫ ∫

	� ଅସଂଗତ ସମାକଳଜ ( )
b

f x dx
−∞∫  ଅଭିସାରୀ ହେବ ଯଦ ିଡାହାଣ ପାର୍ଶ୍ୱର ସୀମାର ଅସ୍ତିତ୍ୱ ରହବି ଏବଂ ଏହା 

ସସୀମ ହେବ । ଅନ୍ୟଥା ଏହା ଅପସରୀ ହେବ ଯଦ ିସୀମା + ∞ କମି୍ବା - ∞ ହେବ

iii.	 ( ) ( ) ( )
c

c
f x dx f x dx f x dx

∞ ∞

−∞ −∞
= +∫ ∫ ∫  (ପ୍ରତ୍ୟେକ c ପାଇ)ଁ

                               ( ) ( )2

11 2

lim lim
c t

t ct t
f x dx f x dx

→ −∞ → ∞
= +∫ ∫ 		 [ ]1 2t c t< <

ଅସଂଗତ ସମାକଳଜ ( )
b

f x dx
−∞∫  ଅଭିସାରୀ ହେବ ଯଦ ିଡାହାଣ ପାର୍ଶ୍ୱ ସୀମାର ଅସ୍ତିତ୍ୱ ସସୀମ ଭାବେ ରହବି ଏବଂ 

ଯଦ ିସୀମା ହେବ + ∞ କମି୍ବା – ∞, ତେବେ ଏହା ଅପସାରୀ ହେବ।

କେତେକ ସମାହତି ଉଦାହରଣ

ଉଦାହରଣ 1.36 . ଅସଂଗତ ସମାକଳଜ 
1

dx
x

∞

∫  ର ଅଭିସରଣ ପରୀକ୍ଷା କର ।

ସମାଧାନ : ଏରେ,         
1 1

lim
t

t

dx dx
x x

∞

→ ∞
=∫ ∫

     	 1/2

1
lim

t

t
x dx−

→ ∞
= ∫

	
1

lim 2
t

t
x

→ ∞
 =  

	 lim 2 2
t

t
→ ∞

 = − = ∞ 

ତେଣୁ, ଦତ୍ତ ଅସଂଗତ ସମାକଳଜ ଅପସାରୀ ଅଟେ ।

ଉଦାହରଣ 1.37. ଅସଂଗତ ସମାକଳଜ 0 xe dx−

−∞∫  ର ଅଭିସରଣ ପରୀକ୍ଷାକର

ସମାଧାନ : ଏରେ           0 0
limx x

tt
e dx e dx− −

−∞ → ∞
=∫ ∫

			 
0

lim
1

x

t
t

e−

→ ∞

 
=  − 

			   ( )lim 1 t

t
e−

→ ∞
 = − − 

			   1 e∞= − + = ∞

ତେଣୁ, ଦତ୍ତ ଅସଂଗତ ସମାକଳଜ ଅପସାରୀ ଅଟେ ।
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ଉଦାହରଣ 1.38. ଅସଂଗତ ସମାକଳଜ 21
dx

x
∞

−∞ +∫  ର ଅଭିସରଣ ପାଇଁ ପରୀକ୍ଷା କର।  

ସମାଧାନ : ଏରେ     
0

2 2 201 1 1
dx dx dx

x x x
∞ ∞

−∞ −∞
= +

+ + +∫ ∫ ∫

			 
2

11 2

0

2 20
lim lim

1 1
t

tt t

dx dx
x x→ −∞ → ∞

= +
+ +∫ ∫  

			   2

11 2

01 1
0

lim tan lim tan
t

tt t
x x− −

→ −∞ → ∞
   = +   

			 
2

1 2

1 1
1 2 0

lim 0 tan lim tan 0
t

t t
t t− −

→ −∞ → ∞
   = − + −   

			 
( ) ( )1 1tan tan

2 2
− − π π   = − −∞ + ∞ = + = π   

ତେଣୁ, ଦତ୍ତ ଅସଂଗତ ସମାକଳଜ ଅଭିସାରୀ ଅଟେ ।

b. ଦ୍ୱିତୀୟ ପ୍ରକାରର ଅସଂଗତ ସମାକଳଜ
ସମାକଳଜ ( )b

a
f x dx∫ କୁ ଦ୍ୱିତୀୟ ପ୍ରକାର ଅସଂଗତ ସମାକଳଜ କୁହାଯିବ ଯଦ ି‘a’ ଏବଂ ‘b’ ଉଭୟ ସସୀମ କନି୍ତୁ  f (x) 

ପରବିଦ୍ଧ ନୁହେଁ (ଅର୍ଥାତ୍ f (x) ରେ ଅସୀମ ବଚି୍ଛିନ୍ନତାର ଏକ କମି୍ବା ଅଧିକ ବନି୍ଦୁ  ଅଛ)ି।
ଉଦାହରଣ ସ୍ୱରୂପ ( )( )

1 4

0 1
,

1 4
dx dx
x x x− −∫ ∫ , ଦ୍ୱିତୀୟ ପ୍ରକାରର ଅସଂଗତ ସମାକଳଜ। 

ଏରେ ଆମେ ଏହ ିପ୍ରକାରରେ ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରୁ ।
i.	 ( ) ( )

0
lim ,

b b

a a
f x dx f x dx

+ + εε →
=∫ ∫  ଯଦ ି x = a, f (x)ର ଅସୀମ ବଚି୍ଛିନ୍ନତାର ଏକମାତ୍ର ବନି୍ଦୁ  ଅଟେ। 

ଦକ୍ଷିଣ ପାର୍ଶ୍ୱର ସୀମାର ଅସ୍ତିତ୍ୱ ଥିଲେ ଏବଂ ଏହା ସସୀମ ହେଲେ ଏହା ଅଭିସାରୀ ହେବ ଅନ୍ୟଥା ଏହା 
ଅପସାରୀ ହେବ।

ii.	 ( ) ( )
0

lim ,
b b

a a
f x dx f x dx

+

− ε

ε →
=∫ ∫  ଯଦ ି x = b, f (x)ର ଅସୀମ ବଚି୍ଛିନ୍ନତାର ଏକମାତ୍ର ବନି୍ଦୁ  ଅଟେ।  

ଦକ୍ଷିଣ ପାର୍ଶ୍ୱର ସୀମାର ଅସ୍ତିତ୍ୱ ଥିଲେ ଏବଂ ଏହା ସସୀମ ହେଲେ, ଏହା ଅଭିସାରୀ ହେବ ଅନ୍ୟଥା ଏହା 
ଅପସାରୀ ହେବ।

iii.	 ଯଦ ିf (x) କ�ୌଣସ ିବନି୍ଦୁ  ‘c’ ରେ a < c < b ଅସୀମ ହ�ୋଇଯାଏ, ତେବେ
( ) ( ) ( )1

21 20 0
lim lim

b c b

a a c
f x dx f x dx f x dx

+ +

− ε

+ εε → ε →
= +∫ ∫ ∫

ସାଧାରଣତଃ ଯଦ ିc1, c2, c3, .., cn [a, b] ଅନ୍ତରାଳରେ f (x) ଅସୀମ ବଚି୍ଛିନ୍ନତାର କଛି ିସୀମିତ ସଂଖ୍ୟକ 
ବନି୍ଦୁ  ଯେଉଁରେ 1 2 3 1... ,n na c c c c c b−< < < < < < , ତେବେ 

( ) ( ) ( ) ( )1 2

1

...
n

b c c b

a a c c
f x dx f x dx f x dx f x dx= + + +∫ ∫ ∫ ∫  

ଦକ୍ଷିଣ ପାର୍ଶ୍ୱର ସୀମାର ଅସ୍ତିତ୍ୱ ସସୀମ ରହବି ତେବେ ଏହ ି ଅସଂଗତ ସମାକଳଜ ଅଭିସାରୀ ହେବ ଅନ୍ୟଥା ଏହା 
ଅପସାରୀ ହେବ। 
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କେତେକ ସମାହତି ଉଦାହରଣ

ଉଦାହରଣ 1.39. ସମାକଳଜ 1

0

dx
x∫ ର ଅଭିସରଣ ପରୀକ୍ଷା କର ।

ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ ସମାକଳଜ ଦ୍ୱିତୀୟ ପ୍ରକାରର ଅଟେ ଏବଂ 0(ଶୂନ) ଏକ ଅସୀମ ବଚି୍ଛିନ୍ନତାର ବନି୍ଦୁ  ।

	 ତେଣୁ
 	  

1 1 1/2

0 00
limdx x dx

x +

−

+ εε →
=∫ ∫

	
1

0
lim 2 x

+ εε →
 =     

( ) ( )
0

lim 2 1 2 1 0 2
+ε →

= − ε = − =  ସସୀମ

ତେଣୁ, ଦତ୍ତ ସମାକଳଜ ଅଭିସାରୀ ଅଟେ, ଏବଂ ଏହାର ସସୀମ ମଲୂ୍ୟ 2 ।
ଉଦାହରଣ 1.40. ସମାକଳଜ 

1

20 3 2
dx

x x− +∫ ର ଅଭିସରଣର ପରୀକ୍ଷା କର। 

ସମାଧାନ:  ଦତ୍ତ ସମାକଳଜ ଦ୍ୱିତୀୟ ପ୍ରକାରର ଅଟେ ଏବଂ x = 1, f (x)ର ବଚି୍ଛିନ୍ନତାର ଏକମାତ୍ର ବନି୍ଦୁ  ଅଟେ।

ତେଣୁ, ସଂଜ୍ଞା ଅନୁସାରେ,   

		          
1 1

2 20 00
lim

3 2 3 2
dx dx

x x x x+

− ε

ε →
=

− + − +∫ ∫

				    ( )( )
1

00
lim

1 2
dx

x x+

− ε

ε →
=

− −∫
  
  

				  
1

00

1 1lim
1 2x x+

− ε

ε →

 = − − − ∫

				    ( ) ( ) 1

00
lim log 1 log 2x x

+

− ε

ε →
= − − + −  

				    ( )
0

lim log log 1 log 2
+ε →

= − ε+ +ε −  

				    0

1lim log log 2
+ε →

 +ε  = −   ε 

				    0

1lim log 1 log 2
+ε →

  = + −   ε 

				    ( )log 1 log 2= +∞ − = ∞

ତେଣୁ, ଦତ୍ତ ସମାକଳଜ ଅପସାରୀ ଅଟେ ।



54 | ଗଣନା ଏବଂ ର�ୈଖିକ ବୀଜଗଣିତ

ଉଦାହରଣ 1.41. ସମାକଳଜ 1

21

dx
x−∫  ର ଅଭିସରଣ ପରୀକ୍ଷା କର। 

ସମାଧାନ : ଦତ୍ତ ସମାକଳଜ ଦ୍ୱିତୀୟ ପ୍ରକାରର ଅଟେ, ଏବଂ ଅନ୍ତରାଳ [-1, 1] ରେ x = 0, f (x)ର ବଚି୍ଛିନ୍ନତାର 

ଏକମାତ୍ର ବନି୍ଦୁ  ଅଟେ ।

ତେଣୁ, ସଂଜ୍ଞା ଅନୁସାରେ,   		  1 0 1

2 2 21 1 0

dx dx dx
x x x− −

= +∫ ∫ ∫

				  
1

21 2

0 1

2 21 00 0
lim limdx dx

x x+ +

− ε

− + εε → ε →
= +∫ ∫

				  

1

1 2
2

12 1 2 1

0 0
1

lim lim
1 1

x x
+ +

− ε− + − +

ε → ε →
− ε

   
= +   − −   

				    1

21 2

11 1
10 0

lim limx x
+ +

− ε− −
− εε → ε →

   = − + −   

				  
1 20 01 2

1 1lim 1 lim 1
+ +ε → ε →

   
= − + − +   ε ε   

				  
1 1= ∞ − − +∞ = ∞

ତେଣୁ, ଦଆିଯାଇଥିବା ସମାକଳଜ ଅପସାରୀ ଅଟେ ।

b.	 ତୃତୀୟ ପ୍ରକାରର ଅସଂଗତ ସମାକଳଜ (ମିଶ୍ରିତ ପ୍ରକାର)

ସୀମାଯୁକ୍ତ ସମାକଳଜ  ( )b

a
f x dx∫  ତୃତୀୟ ପ୍ରକାରର ଅସଂଗତ ସମାକଳଜ ଅଟେ, ଯଦ ି‘a’ କମି୍ବା ‘b’ ଅଥବା 

ଉଭୟ ଅସୀମ ଅଟନ୍ତି ଏବଂ f (x) ମଧ୍ୟ ଅପରବିଦ୍ଧ ଅଟେ।

        	 ଉଦାହରଣ ସ୍ୱରୂପ 
0

,
1

xe dxdx
xx

−∞ ∞

−∞ −∫ ∫ , ତୃତୀୟ ପ୍ରକାରର ଅସଂଗତ ସମାକଳଜ ଅଟେ ।
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ପ୍ରଶ୍ନମାଳା 1.4

1.	 ନମି୍ନଲିଖିତ ଅସଂଗତ ସମାକଳଜ ଗୁଡ଼ିକର ଅଭିସରଣ ପରୀକ୍ଷା କର ଏବଂ ଯଦ ିଅଭିସାରୀ ଅଟେ ତେବେ 
ଏହାର ନାମ ଓ ପ୍ରକାର ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର। 

i.    2 log
dx

x x
∞

∫ 		  ii.   21a

x dx
x

∞

+∫ 		 iii.  
0

2 2 2

dx
p q x−∞ +∫ 	  iv.  22 1

dx
x x

∞

−∫

v.   
1

21

tan x dx
x

−∞

∫ 	 vi.   
0

cos x dx
∞

∫
2.	 ନମି୍ନଲିଖିତ ଅସଂଗତ ସମାକଳଜ ଗୁଡ଼ିକର ଅଭିସରଣ ପରୀକ୍ଷା କର ଏବଂ ଯଦ ିଅଭିସାରୀ ଅଟେ ତେବେ 

ଏହାର ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର। 

i.    
2

1 1
x dx
x−∫ 		 ii.   

2

21 1
dx

x x −∫ 		 iii.  
/2

0

cos
1 sin

x dx
x

π

−∫ 	 iv. ( )
4

0 4
dx

x x−∫
v.   

0 sin
dx

x
π

∫ 		  vi.  1

0
log x dx∫

ଉତ୍ତରମାଳା 

1.	 i.   ଅପସାରୀ	 ii.  ଅପସାରୀ	 iii.  ଅଭିସାରୀ, 
2 pq
π 	 iv. ଅଭିସାରୀ;

4
π

   
v.  ଅଭିସାରୀ;

1 log 2
4 2
π
+ 	 vi. ଅପସାରୀ

2.	 i.   ଅଭିସାରୀ; 8
3

	ii.  ଅଭିସାରୀ; 	 iii.  ଅଭିସାରୀ; 2	 iv. ଅପସାରୀ 	 v.   ଅପସାରୀ   	

vi.  ଅଭିସାରୀ; –1
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1.2.7	ସମାକଳଜ ( )b

a
f x dx∫ , x = a ରେ ଅଭିସରଣ ପାଇ ଁତୁଳନାତ୍ମକ ପରୀକ୍ଷା  

1.2.7.1 ତୁଳନାତ୍ମକ ପରୀକ୍ଷା-I

କଥନ: ଯଦ ିf ଏବଂ g ଦୁଇ ଗୋଟ ିଧନାତ୍ମକ ଫଳନ ଯେପର ିf (x) ≤ g (x), x∈(a, b] ଏବଂ a ଏକମାତ୍ର ଅସୀମ 

ବଚି୍ଛିନ୍ନତା ବନି୍ଦୁ , ତେବେ 

i.	
b

a
g dx∫  ଅଭିସାରୀ  ⇒  

b

a
f dx∫  ଅଭିସାରୀ

ii.	
b

a
f dx∫  ଅପସାରୀ  ⇒  

b

a
g dx∫  ଅପସାରୀ

ପ୍ରମାଣ:   ଯେହେତୁ ( ) ( )0 , ( , ]f x g x x a b< ≤ ∀ ∈

	 ∴	 ,
b b

a a
f dx g dx

+ ε + ε
≤∫ ∫  0 b a< ε < −  ପାଇ	ଁ			    ... (1)

i.   �ମନେକର x = a ରେ, b

a
g dx∫  ଅଭିସାରୀ ଅଟେ, ତେବେ କ�ୌଣସ ିଧନାତ୍ମକ ସଂଖ୍ୟା M ଅଛ ିଯେପରକି,ି 

		  ,
b

a
g dx M

+ ε
<∫  0 b a< ε < −  ପାଇ	ଁ			    ... (2)

	 ସମୀକରଣ (1) ଏବଂ (2) ରୁ  ଆମେ ପାଉ।
		  ,

b

a
f dx M

+ ε
<∫  

 0 b a< ε < −  ପାଇଁ
	ତେ ଣୁ x = a  ରେ b

a
f dx∫ ଅଭିସାରୀ ଅଟେ। 

ii.	 ମନେକର x = a ରେ, b

a
f dx∫  ଅପସାରୀ, b

a
f dx

+ ε∫  ଉର୍ଦ୍ଧ ଅପରବିଦ୍ଧ ସମୀକରଣ (1) ରୁ , b

a
g dx

+ ε∫  ଉର୍ଦ୍ଧ 
ଅପରବିଦ୍ଧ । 

 	 (1) ଅନୁଯାୟୀ b

a
g dx∫ ମଧ୍ୟ ଉର୍ଦ୍ଧ ଅପରବିଦ୍ଧ। 

1.2.7.2 ତୁଳନାତ୍ମକ ପରୀକ୍ଷା  II

କଥନ: ଯଦ ିଅନ୍ତରାଳ (a, b] ରେ f ଏବଂ g ଦୁଇଟ ିଧନାତ୍ମକ ଫଳନ ଏବଂ ‘a’ ହେଉଛ ିଏକମାତ୍ର ଅସୀମ ବଚି୍ଛିନ୍ନତା 
ବନି୍ଦୁ , ଯେପରକିି

			 
( )
( )lim 0

x a

f x
l

g x+→
= ≠

ତେବେ b

a
f dx∫  ଏବଂ b

a
g dx∫   ସମାକଳଜ ଦ୍ୱୟ ‘a’ ରେ ଅଭିସାରୀ କମି୍ବା ଅପସାରୀ ହେବେ ।

ପ୍ରମାଣ: ଯେହେତୁ ଅନ୍ତରାଳ (a, b] ରେ, f ଏବଂ g ଦୁଇଟ ିଧନାତ୍ମକ ଫଳନ ଅଟନ୍ତି, ତେବେ ( )
( )

0, ( , ]
f x

x a b
g x

> ∀ ∈
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ତେଣୁ 	 ( )
( )lim 0

x a

f x
l

g x+→
= ≥

କନି୍ତୁ  l ¹ 0 (ଦତ୍ତ ଅଛ)ି ତେବେ l > 0

ବର୍ତ୍ତମାନ ଏକ ଧନାତ୍ମକ ସଂଖ୍ୟା ε ନଅି ଯେପରକି ିl – ε > 0

ଯେହେତୁ 	 ( )
( )lim

x a

f x
l

g x+→
=  

þ	 a ବନି୍ଦୁର ଏକ ପ୍ରତବିେଶ ଅନ୍ତରାଳ (a < c < d) ଅଛ ିଯେପରକିି

þ
	

( )
( )

, ( , ]
f x

l x a c
g x

− < ε ∀ ∈

⇒	 ( )
( )

, ( , ]
f x

l x a c
g x

− ε < − < ε ∀ ∈

⇒	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , ( , ]l g x f x l g x x a c−ε < < + ε ∀ ∈

ପରିସ୍ଥିତ ିI: ମନେକର b

a
f dx∫ , a ରେ ଅଭିସରତି ଅଟେ । 

⇒	 c

a
f dx∫ , a ରେ ଅଭିସରତି ଅଟେ ।	 [ a < c < b ଏବଂ b

c
f dx∫  ସଂଗତ ସମାକଳଜ ଅଟେ ]

⇒	 (l –ε) c

a
g dx∫ , a ରେ ଅଭିସରତି ଅଟେ ।	 [ତୁଳନାତ୍ମକ ପରୀକ୍ଷା I ଦ୍ୱାରା]  

⇒	 b

a
g dx∫ , a ରେ ଅଭିସରତି ଅଟେ । 	

ପରିସ୍ଥିତ ିII: ମନେକର ( )
b

a
f x dx∫ , a ରେ ଅପସରତି

⇒	 ( )c

a
f x dx∫ , a ରେ ଅପସରତି ଅଟେ । [ a < c < b ଏବଂ b

c
f dx∫  ସଙ୍ଗତ ସମାକଳଜ ଅଟେ]

⇒	  (l  + ε) c

a
g dx∫ , a ରେ ଅପସରତି ଅଟେ ।	 [ତୁଳନାତ୍ମକ ପରୀକ୍ଷା I ଦ୍ୱାରା]  

⇒	 b

a
g dx∫ , a ରେ ଅପସରତି ଅଟେ । 

ସେହପିର ିଏହା ପ୍ରମାଣିତ ହ�ୋଇପାରେ ଯେ ଯଦି b

a
g dx∫  ‘a’ ରେ ଅଭିସରତି ହୁଏ ତେବେ, b

a
f dx∫  ‘a’ ରେ ଅଭିସରତି 

ହେବ ଏବଂ ଯଦ ି b

a
g dx∫  ‘a’ ରେ ଅପସରତି ହୁଏ ତେବେ b

a
f dx∫  ‘a’ ରେ ଅପସରତି ହେବ ।

(ପ୍ରମାଣିତ)

1.2.8 ଗୁରୁତ୍ୱପୂର୍ଣ୍ଣ ଉପପାଦ୍ୟ 

i.	 ଅସଂଗତ ସମାକଳଜ 
( )

b

na

dx
x a−∫  ଅଭିସାରୀ ହେବ ଯଦ ିଏବଂ କେବଳ ଯଦ ିn < 1
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ii.	 ଅସଂଗତ ସମାକଳଜ ( )
b

na

dx
b x−∫  ଅଭିସାରୀ ହେବ ଯଦ ିଏବଂ କେବଳ ଯଦ ିn < 1

ପ୍ରମାଣ:  

i. 	 ଦତ୍ତ ସମାକଳଜ ( )
b

na

dx
x a−∫ , ଏକ ସଙ୍ଗତ ସମାକଳଜ ଅଟେ, n ≤ 0 ପାଇ ଁଏହା ଅଭିସାରୀ ଅଟେ , ଯଦ ିn 

> 0, ତେବେ ଏହା ଏକ ଅସଙ୍ଗତ ସମାକଳଜ ହେବ ଏବଂ ‘a’ ଅସୀମ ବଚି୍ଛିନ୍ନତାର ଏକମାତ୍ର ବନି୍ଦୁ  ହେବ।  
ପରିସ୍ଥିତ ିI:	 ଯଦ ିn ≠ 1

	             
( ) ( )0

lim , 0
b b

n na a

dx dx b a
x a x a+ + εε →

= < ε < −
− −∫ ∫

			   ( ) 1

0
lim

1

bn

a

x a
n+

− +

ε →
+ ε

 −
=  

− +  

			 
( ) 1 10

1 1 1lim
1 n nn b a+ − −ε →

 
= − 

− ε−  

			   ( )( ) 1

1 , if 1
1

, if 1

n n
n b a

n

−

 <= − −
 ∞ >

∴	 ( )
b

na

dx
x a−∫ , 0 < n < 1 ପାଇଁ ଅଭିସାରୀ ଅଟେ ଏବଂ n > 1.ପାଇଁ ଅପସାରୀ ଅଟେ।

ପରିସ୍ଥିତ ିII: 	 ଯଦ ିn = 1

	             ( ) 0
lim

b b b

na a a

dx dx dx
x a x ax a + + εε →

= =
− −−∫ ∫ ∫

			   0
lim log

b

a
x a

+ + εε →
=  −  

			 
( )

0
lim log logb a

+ε →
= − − ε  

			   0
lim log b a

+ε →

− = = ∞ ε 

∴ 	 ( )
b

na

dx
x a−∫ , n = 1 ପାଇଁ ଅପସାରୀ ଅଟେ।
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ତେଣୁ ( )
b

na

dx
x a−∫ , n < 1 ପାଇଁ ଅଭିସାରୀ ଅଟେ ଏବଂ  n ≥ 1 ପାଇଁ ଅପସାରୀ ଅଟେ।

ii.  ଦତ୍ତ ସମାକଳଜ ( )
b

na

dx
b x−∫ , n ≤ 0 ପାଇଁ ଏକ ସଙ୍ଗତ ସମାକଳଜ ଅଟେ, ଓ ଏହା ଅଭିସାରୀ ଅଟେ। ଯଦ ି

n > 0, ତେବେ ଏହା ଏକ ଅସଙ୍ଗତ ସମାକଳଜ ହେବ ଏବଂ ‘b’ ଅସୀମ ବଚି୍ଛିନ୍ନତାର ଏକମାତ୍ର ବନି୍ଦୁ  ହେବ।
ପରିସ୍ଥିତ ିI: ଯଦ ିn ≠ 1

	             ( ) ( )0
lim

b b

n na a

dx dx
b x b x+

− ε

ε →
=

− −∫ ∫

			 

( )
( )

1

0
lim

1

bn

a

b x
n+

− ε− +

ε →

 −
=  

− − +  

			 
( ) 1

0

1lim
1

bn

a
b x

n+

− ε− +

ε →
 = − −

			 
( )11

0

1lim
1

nn b a
n+

−−

ε →
 = ε − − −

			   ( )( ) 1

1
1 1

1 n

if n

if n
n b a −

∞ >
=  < − −

∴	 ( )
b

na

dx
b x−∫ , 0 < n < 1 ପାଇଁ ଅଭିସାରୀ ଅଟେ ଏବଂ n > 1. ପାଇଁ ଅପସାରୀ ଅଟେ ।

ପରିସ୍ଥିତ ିII: ଯଦ ିn = 1

	 ( )
b b

na a

dx dx
b xb x

=
−−∫ ∫ 0

lim
a

dx
b x

−ε

ε →
=

−∫

			   0
lim log

b

a
b x

+

− ε

ε →
= − −  

			 
( )

0
lim log log b a

+ε →
= − ε+ −  

			 
( )

0
lim log log b a

+ε →
= − ε+ −   		

			   0
lim log b a

+ε →

− = = ∞  ε

∴ 	 ( )
b

na

dx
b x−∫ , n = 1 ପାଇଁ ଅପସାରୀ ଅଟେ ।

ସସୀମ
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ତେଣୁ 	
( )

b

na

dx
b x−∫ , n < 1 ପାଇଁ ଅଭିସାରୀ ଅଟେ ତଥା  n ≥ 1 ପାଇଁ ଅପସାରୀ ଅଟେ ।  

ମନ୍ତବ୍ୟ: 1

0

1
n dx

x∫ , n < 1 ପାଇଁ ଅଭିସାରୀ ଅଟେ ଏବଂ n ≥ 1 ପାଇଁ ଅପସାରୀ ଅଟେ ।  

କେତେକ ସମାହତି ଉଦାହରଣ

ଉଦାହରଣ 1.42  ସମାକଳଜ
( )

1

1/2 20 1
dx

x x+∫ ର ଅଭିସରଣ ପରୀକ୍ଷା କର ।  

ସମାଧାନ :  ମନେକର 
( )

1

1/2 20 1
dxI

x x
=

+∫

ଏରେ ( ) ( )1/2 2

1
1

f x
x x

=
+

 
ଏବଂ x = 0, ବନି୍ଦୁ,  f (x)ର ଅସୀମ ବଚି୍ଛିନ୍ନତାର ଏକମାତ୍ର ବନି୍ଦୁ ଅଟେ । f (x) > 0, x ∈ (0, 1]

ମନେକର ( ) 1/2

1g x
x

=

ବର୍ତ୍ତମାନ 	
( )
( ) 20 0

1lim lim 1 0
1x x

f x
g x x+ +→ →

= = ≠
+ 	�  [ଯାହାକ ିସୀମିତ ଏବଂ ଅଣଶୂନ୍ୟ]

∴	 ତୁଳନାତ୍ମକ ପରୀକ୍ଷା  ଦ୍ୱାରା 

ସମାକଳଜ ( )
1

0
f x dx∫ ଏବଂ ( )

1

0
g x dx∫ ଏକତ୍ର ଅଭିସାରୀ କମି୍ବା ଅପସାରୀ ହେବେ । 

କନି୍ତୁ , ସମାକଳଜ ( )
1 1

1/20 0

dxg x dx
x

=∫ ∫
 
, x = 0 ପାଇ ଁଅଭିସାରୀ ଅଟେ		

1 1
2

n = <  


\	 ( ) ( )
1 1

1/2 20 0 1
dxf x dx

x x
=

+∫ ∫  ଅଭିସାରୀ ଅଟେ । 

ଉଦାହରଣ 1.43  ସମାକଳଜ 
/2

3/20

sin x dx
x

π

∫  ର ଅଭିସରଣ ବଷିୟରେ ଆଲ�ୋଚ଼ନା କର । 

ସମାଧାନ:   ମନେକର /2

3/20

sin xI dx
x

π
= ∫

( ) 3/2

sin xf x
x

=  ଏବଂ f (x)ର x = 0 ଅସୀମ ବଚି୍ଛିନ୍ନତାର ଏକମାତ୍ର ବନି୍ଦୁ  ଅଟେ ଓ  f (x) > 0, x ∈ [0, π/2]

ମନେକର ( ) 1/2

1g x
x

=



ଗଣନା 1  |  61

ବର୍ତ୍ତମାନ 	 ( )
( )0 0

sinlim lim 1 0
x x

f x x
g x x+ +→ →

= = ≠
 
[ଯାହା ସୀମିତ ଏବଂ ଅଣଶୂନ୍ୟ ଅଟେ]

∴ ତୁଳନାତ୍ମକ ପରୀକ୍ଷା  ଦ୍ୱାରା ( )
/ 2

0
g x dx

π

∫  
ଏବଂ / 2

0

dx
x

π

∫
 
ଏକତ୍ର ଅଭିସାରୀ କିମ୍ବା ଅପସାରୀ ହେବେ।

କନି୍ତୁ , ସମାକଳଜ ( )
1 1

1/20 0

dxg x dx
x

=∫ ∫  ଅଭିସାରୀ ଅଟେ।				 
1 1
2

n = <  


∴	 ( )
/ 2 /2

3/20 0

sin xf x dx dx
x

π π
=∫ ∫ , ଅଭିସାରୀ ଅଟେ।

1.2.9	∞ରେ ଅଭିସରଣ ପାଇଁ ତୁଳନାତ୍ମକ ପରୀକ୍ଷା
1.2.9.1  ତୁଳନାତ୍ମକ ପରୀକ୍ଷା I 
କଥନ: ଯଦ ିf ଏବଂ g  ଦୁଇ ଧନାତ୍ମକ ଫଳନ ଓ f (x) ≤ g (x), (ସମସ୍ତ x  ≥ a ପାଇ)ଁ ତେବେ

i.	
a

f dx
∞

∫  ଅଭିସାରୀ ଯଦ ି 
a

g dx
∞

∫  ଅଭିସାରୀ। 

ii.	
a

g dx
∞

∫  ଅପସାରୀ ଯଦ ି
a

g dx
∞

∫  ଅପସାରୀ। 

ପ୍ରମାଣ: ଏରେ  f ଏବଂ g ଦୁଇଟ ିଧନାତ୍ମକ ଫଳନ ଓ f (x) ≤ g (x), ସମସ୍ତ x ∈[a,t] ପାଇଁ

\	 ( ) ( )
t t

a a
f x dx g x dx≤∫ ∫ 						�       ... (1)

i.    ମନେକର b

a
g dx∫  ଅଭିସାରୀ ଅଟେ, ତେବେ ଏକ ଧନାତ୍ମକ ସଂଖ୍ୟା M ଏପର ିଭାବରେ ବଦି୍ୟମାନ ଯେପର ିକି

		  ( ) ,
t

a
g x M t a< ∀ ≥∫ 		�   ... (2)

	 ସମୀକରଣ (1) ଏବଂ (2)ରୁ , ଆମେ ପାଉ     ( ) ,
t

a
f x M t a< ∀ ≥∫

	ତେ ଣୁ ( )
b

a
f x dx∫   ଅଭିସାରୀ ଅଟେ । 

ii.    ମନେକର ( )
b

a
f x dx∫  ଅପସାରୀ ଅଟେ । 

	�  ( )t

a
f x dx∫ ଉର୍ଦ୍ଧ ପରବିଦ୍ଧ ନୁହେଁ ତେଣୁ ସମୀକରଣ (1) ଦ୍ୱାରା, ( )t

a
g x dx∫  ମଧ୍ୟ ଉର୍ଦ୍ଧ ପରବିଦ୍ଧ ହେବ ନାହିଁ 

ତେଣୁ ( )
a

g x dx
∞

∫  ଅପସାରୀ ଅଟେ । 
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1.2.9.2  ତୁଳନାତ୍ମକ ପରୀକ୍ଷା II 

ଯଦ ିf ଏବଂ g, ଅନ୍ତରାଳ [a,∞) ରେ ଦୁଇଟ ିଧନାତ୍ମକ ଫଳନ ଯେପରକିି

(i) ( )
( )

lim
x

f x
l

g x→∞
= 		  [ଯେଉଁରେ l ସୀମିତ ଏବଂ ଅଣଶୂନ୍ୟ]

ତେବେ ଦୁଇଟ ିସମାକଳଜ ( )
a

f x dx
∞

∫  ଏବଂ ( )
a

g x dx
∞

∫  ଏକତ୍ର ଅଭିସାରୀ କମି୍ବା ଅପସାରୀ ହେବ ।

ପ୍ରମାଣ: 	ଯେହେତୁ ( )
( )

0,
f x

x a
g x

> ∀ ≥ ଏବଂ l ≠ 0	 [ f (x) ଏବଂ g(x) ଧନାତ୍ମକ ଫଳନ ଅଟେ ]

	 \	 l > 0
	 ମନେକର ε > 0 ଯେପର ିକ ିl – ε > 0

	ଯେହେ ତୁ	
( )
( )

lim
x

f x
l

g x→∞
= , ତା’ପରେ ଏକ ସଂଖ୍ୟା kର ଅସ୍ତିତ୍ୱ ଅଛ ିଯେପରକିି

( )
( ) ,

f x
l x k

g x
− < ε ∀ ≥

⇒	

⇒	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,l g x f x l g x x k a−ε < < + ε ∀ ≥ >

ତୁଳନାତ୍ମକ ପରୀକ୍ଷା I ଦ୍ୱାରା, ଯଦ ି ( )
a

f x dx
∞

∫ ଅଭିସାରୀ ଅଟେ ତେବେ ( )
a

g x dx
∞

∫  ମଧ୍ୟ ଅଭିସାରୀ ହେବ ତଥା ଯଦ ି

( )
a

g x dx
∞

∫  ଅଭିସାରୀ ଅଟେ ତେବେ ( )
a

f x dx
∞

∫ ମଧ୍ୟ ଅଭିସାରୀ ହେବ । 

ଏହ ିପ୍ରକାର ଏରେ ଗ�ୋଟଏିର ଅଭିସାରୀ ହେବାର ଅର୍ଥ ହେଉଛ ିଅନ୍ୟଟରି ଅଭିସାରୀ ହେବ ।

ତେଣୁ, ଦୁଇଟ ିସମାକଳଜ ( )
a

f x dx
∞

∫ ଏବଂ ( )
a

g x dx
∞

∫  ଏକା ସାଙ୍ଗେ ଅଭିସାରୀ କମି୍ବା ଅପସାରୀ ହେବ ।

1.2.10 ଗୁରୁତ୍ୱପୂର୍ଣ୍ଣ ଉପପାଦ୍ୟ
ବବୃିତ୍ତି: ଅସଙ୍ଗତ ସମାକଳଜ na

dx
x

∞

∫  (a > 0) ଅଭିସାରୀ ହେବ ଯଦ ିଏବଂ କେବଳ ଯଦ ିn > 1 ଓ n ≤ 1 ପାଇଁ 
ଅପସାରୀ ହେବ।

ପ୍ରମାଣ:  		      	 lim
t

n na at

dx dx
x x

∞

→∞
=∫ ∫

			 
1

lim ,
1

tn

t
a

x
n

− +

→∞

 
=  − + 

 ଯଦ ିn  ≠ 1 
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1 1

lim ,
1 1

n n

t

x a
n n

− −

→∞

 
= − − − 

  ଯଦ ିn  ≠ 1

			 

(ଯାହା ସୀମିତ ଅଟେ), ଯଦ ିn > 1

ଯଦ ିn < 1 

1

,
1

,

na
n

−
−= −

 ∞

ଯଦ ିn = 1, ଆମେ ପାଉ

		      lim
t

na a at

dx dx dx
x xx

∞ ∞

→∞
= =∫ ∫ ∫

		                
[ ]lim log t

at
x

→∞
=

		                
[ ]lim log log

t
t a

→∞
= −

		                log log a= ∞ − = ∞

ତେଣୁ na

dx
x

∞

∫  ଅଭିସାରୀ ଅଟେ ଯଦ ିଏବଂ କେବଳ ଯଦ ିn > 1 ଓ n ≤ 1 ପାଇଁ ଅପସାରୀ ଅଟେ ।  

ମନ୍ତବ୍ୟ: 1
na

dx
x

∞

∫ , n > 1 ପାଇଁ ଅଭିସାରୀ (a >  0) ଓ n ≤ 1 ପାଇଁ ଅପସାରୀ ଅଟେ ।  

କେତେକ ସମାହତି ଉଦାହରଣ

ଉଦାହରଣ 1.44  ସମାକଳଜ 
( )

3

51 1
x dx
x

∞

+∫ ର ଅଭିସରଣ ପରୀକ୍ଷା କର ।

ସମାଧାନ:   ମନେକର ( )

3

51 1
xI dx

x

∞
=

+∫

ଏରେ 			   ( )
( )

3 3

5 5
51 11

x xf x
x x

x

= =
+  + 

 

⇒			   ( ) 5
2

1
11

f x
x

x

=
 + 
 

ପୁନଶ୍ଚ ମନେକର		  ( ) 2

1g x
x

=

ତେଣୁ 		
( )
( ) 5

1lim 1 0
11

x

f x
g x

x

→∞
= = ≠
 + 
 

,
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\ ତୁଳନାତ୍ମକ ପରୀକ୍ଷା ଦ୍ୱାରା ସମାକଳଜ ( )
1

f x dx
∞

∫  ଏବଂ ( )
1

g x dx
∞

∫  ଏକା ସାଙ୍ଗେ ଅଭିସାରୀ କମିବ୍ା ଅପସାରୀ ହେବ। 

	କ ନି୍ତୁ , ସମାକଳଜ    ( ) 21 1

dxg x dx
x

∞ ∞
=∫ ∫ 	 ଅଭିସାରୀ ଅଟେ ।		  [ ]2 1n = >

∴	 ସମାକଳଜ  
( )

3

51 1
x dx
x

∞

+∫  ଅଭିସାରୀ ଅଟେ । 

ଉଦାହରଣ 1.45 ଅସଙ୍ଗତ ସମାକଳଜ 
1

n xx e dx
∞ −∫ ର ଅଭିସରଣ ବଷିୟରେ ଆଲ�ୋଚନା କର । 

ସମାଧାନ: ମନେକର 	
1

n xI x e dx
∞ −= ∫

ଏରେ 		  	 ( ) n xf x x e−=

ମନେକର		  ( ) 2

1g x
x

=

ତା’ପରେ 		
( )
( )

2

lim lim 0,
n

xx x

f x x n
g x e

+

→ ∞ → ∞
= = ∀ 		

ବର୍ତ୍ତମାନ  	                  ( ) 21 1

dxg x dx
x

∞ ∞
=∫ ∫   ଅଭିସାରୀ ଅଟେ ।		  [ ]2 1n = >

∴ ତୁଳନାତ୍ମକ ପରୀକ୍ଷା ଦ୍ୱାରା ସମାକଳଜ
1

n xx e dx
∞ −∫ ମଧ୍ୟ ଅଭିସାରୀ ହେବ । 

1.2.11 ପରମ ଅଭିସରଣ (Absolute Convergence)	
କ�ୌଣସ ିଅସଙ୍ଗତ ସମାକଳଜ ( )

b

a
f x dx∫ କୁ ପରମ ଅଭିସାରୀ ସମାକଳଜ କୁହାଯିବ ଯଦ ିସମାକଳଜ

b

a
f dx∫ ଅଭିସାରୀ 

ଅଟେ।

ଉଦାହରଣ 1.46 ସମାକଳଜ ( )1

0

sin 1/ x
dx

x∫ ର ପରମ ଅଭିସରଣ ପରୀକ୍ଷା କର । 

ସମାଧାନ:   ମନେକର     ( )1

0

sin 1/ x
I dx

x
= ∫   

ଏରେ 		  ( ) ( )sin 1/ x
f x

x
=    

‘0’ର ପ୍ରତବିେଶରେ ଫଳନର ସମାନ ଚହି୍ନ ବଶିଷି୍ଟ ନୁହେଁ ଏବଂ ‘0’ ଅନ୍ତରାଳ [0,1]ରେ f ର ଅସୀମ ବଚି୍ଛିନ୍ନତାର ଏକ 
ବନି୍ଦୁ  ଅଟେ ।   

ତେବେ 	 ( ) ( ) ( )
( )

sin 1/sin 1/ 1xx
f x g x

x x x
= = ≤ = 		

1sin 1
x

 
≤  



କନି୍ତୁ  		  ( )1 1

0 0

dxg x dx
x

=∫ ∫ , x = 0 ରେ ଅଭିସାରୀ ଅଟେ ।	 1 1
2

n = <  


∴	 ସମାକଳଜ 1

0
f∫ , x = 0 ରେ ଅଭିସାରୀ ଅଟେ ।

ତେଣୁ, ଦତ୍ତ ସମାକଳଜ ( )1

0

sin 1/ x
dx

x∫  ପରମ ଅଭିସାରୀ ଅଟେ ।
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ପ୍ରଶ୍ନମାଳା 1.5
1.	 ନମି୍ନଲିଖିତ ସମାକଳଜଗୁଡ଼ିକର ଅଭିସରଣ ବଷିୟରେ ଆଲ�ୋଚନା କର:

i.    
( )

1

1/3 20 1
dx

x x+∫ 	 ii.   
1

0 1

nx dx
x+∫ 	 iii.  

( )
1

50 3 21

dx

x x+
∫ 	

2.	 1

0 2

log
1

x dx
x−

∫  ର ଅଭିସରଣ ପରୀକ୍ଷା କର।

3.	 ନମି୍ନଲିଖିତ ସମାକଳଜଗୁଡ଼ିକର ଅଭିସରଣ ପରୀକ୍ଷା କର:

i.    ( )
1

1/31/20 1
dx

x x−∫ 	 ii.   
1

0

log x dx
x∫

 
	 iii.  

2

1 log
x dx
x∫  	 iv. / 4

0 sin
dx

x
π

∫
4.	 ନମି୍ନଲିଖିତ ସମାକଳଗୁଡ଼ିକର ଅଭିସରଣ ପରୀକ୍ଷା କର:

i.    
2

20

sin x dx
x

∞

∫ 		  ii.  21

log x dx
x

∞

∫  	 iii.  
( )1 1 n

dx
x x

∞

+∫ 	 iv. 
( )1 2
dx

x x
∞

+∫

v.  2

0

xe dx
∞ −∫   [ସଙ୍କେତ: 2 2 ,xe x x R> ∀ ∈ ]

ଉତ୍ତରମାଳା
1.	 i.   ଅଭିସାରୀ	 ii.  ଅଭିସାରୀ ଯଦ ିn > –1 		 iii.  ଅପସାରୀ 	
2.	 ଅଭିସାରୀ 
3.	 i. ଅଭିସାରୀ	 ii.  ଅଭିସାରୀ	 iii. ଅଭିସାରୀ	 iv. ଅଭିସାରୀ 
4.	 i. ଅଭିସାରୀ	 ii.  ଅଭିସାରୀ	 iii. ଅଭିସାରୀ, ଯଦ ିn > ½     iv. ଅଭିସାରୀ	 v.   ଅଭିସାରୀ

ଆକର୍ଷଣୀୟ ତଥ୍ୟ 

	y ଏହ ି ଧାରଣାର ଉପଯ�ୋଗ ଔଷଧୀୟ ଅନୁସଂଧାନରେ, ପ୍ଲାଜମା ଔଷଧର ସାନ୍ଧ୍ରତା ନରି୍ଣ୍ଣୟ କରବିା ପାଇଁ 
ବ୍ୟବହାର କରାଯାଏ। ଅର୍ଥାତ୍‌ (କ�ୋଉ ଔଷଧର ଅଧିକତମ ସାନ୍ଧ୍ରତା ଅଛ ିଏବଂ ଏହା କେବେ ହେବ )।

	y ଯେକ�ୌଣସ ିଔଷଧର ‘R’-ମଲୂ୍ୟ, ଯାହା କ ିଦୁଇଟ ିଭିନ୍ନ ଭିନ୍ନ ପରମିାଣର ଅନୁପାତର ଗଣନା କରଥିାଏ । ଏହ ି
ଧାରଣା ବ୍ୟବହାର କର ିମାପ କରାଯାଏ।

	y ସମାକଳଜର ବ୍ୟବହାର କର ିଇଞ୍ଜିନୟିର ମାନେ କ�ୌଣସ ିବସ୍ତୁର ‘ବସ୍ତୁତ୍ୱ କେନ୍ଦ୍ର’ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କରଥିାନ୍ତି ।
	y କଳନ ଗଣିତରେ ଏକ ଆକର୍ଷଣୀୟ ସଂଯ�ୋଗ ହେଉଛ ି କ ି ଅବକଳଜ ଓ ସମାକଳଜ ବ୍ୟୁତକ୍ରମ ପ୍ରକ୍ରିୟା। 

ସେମାନେ ପରସ୍ପର ବପିରୀତ ଅଟନ୍ତି ଏବଂ ସେମାନେ କଳନ ଗଣିତର ମ�ୌଳକି ଉପପାଦ୍ୟ’’ର ବ୍ୟବହାର 
କର ିସଂଯ�ୋଜତି ହୁଅନ୍ତି଼ ।
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ଭିଡଓି ସଂଯୋଗ

ବଟିା ଓ ଗାମା ଫଳନ ଅସଙ୍ଗତ ସମାକଳଜ -1 ଅସଙ୍ଗତ ସମାକଳଜ -2

ବାସ୍ତବ ଜୀବନରେ ପ୍ରୟୋଗ

•	 ପରସିଂଖ୍ୟାନ ଏବଂ ସମ୍ଭାବ୍ୟତାରେ ବ୍ୟବହାର
•	 କ୍ୱାଣ୍ଟମ୍ ପଦାର୍ଥ ବଜି୍ଞାନ ଏବଂ ଅର୍ଥଶାସ୍ତ୍ରରେ (ଯାହା ସମ୍ଭାବ୍ୟତା ବଣ୍ଟନର ଆଧାରତି) ବ୍ୟବହୃତ ହୁଏ।
•	 ଏହା ମଧ୍ୟ ହାରାହାର ିପରବିର୍ତ୍ତନ, ଘନଫଳ, ତ୍ରୁଟ ିଆକଳନ ଏବଂ ପଷୃ୍ଠ କ୍ଷେତ୍ରଫଳ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କରବିା ପାଇଁ ବ୍ୟବହାର 

କରାଯାଏ ।
•	 ଗତଜି ଉର୍ଜାର ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ ପାଉଁ ମଧ୍ୟ ଏହ ିଧାରଣା ବ୍ୟବହାର କରାଯାଏ ।

ଇତହିାସ 
ଗାଣିତକି ବଶି୍ଳେଷଣରେ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଫଳନ ପ୍ରାୟତଃ ଥାଏ । ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଫଳନରେ, ଗାମା  ଫଳନ ବ୍ୟାପକ ରୂପରେ ବ୍ୟବହୃତ 
ହୁଏ । ଗାମା ଫଳନ Γ(x)କୁ ବଜି୍ଞାନରେ ସଦାସର୍ବଦା ପ୍ରସଦି୍ଧ କ୍ରମଗୁଣିତ ପ୍ରତୀକ x! ରୂପରେ  ବ୍ୟବହୃତ କରାଯାଏ । 
ଏହାକୁ ପ୍ରଥମେ ପ୍ରସଦି୍ଧ ଗଣିତଜ୍ଞ ଏଲ୍ ଅଏଲର (L. Euler) (1729) ମସହିାରେ ପ୍ରସ୍ତୁତ କରଥିିଲେ। ବଟିା ଫଳନର 
‌ଆଲୋଚନା ସର୍ବପ୍ରଥମେ ଅଏଲର ଏବଂ ଲିଜେଣ୍ଡରକରଥିିଲେ ଏବଂ ଜ୍ୟାକ୍ ବନିେଟଙ୍କ ଦ୍ୱାରା ନାମିତ ହ�ୋଇଥିଲା ।
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1.3 	 ଗାମା ଓ ବଟିା ଫଳନ ଏବଂ ସେମାନଙ୍କର ଗୁଣଧର୍ମ

1.3.1	 ଗାମା ଫଳନ (Gamma Function)

n > 0 ପାଇ,ଁ ଅସଙ୍ଗତ ସମାକଳଜ 1

0

x ne x dx
∞ − −∫ କୁ ଗାମା ଫଳନ (Gamma Function) ରୂପରେ ବ୍ୟାଖ୍ୟା 

କରାଯାଏ ଏବଂ ଏହା ( )nΓ ଦ୍ୱାରା ଚହି୍ନି ତ ଓ ଗାମା n ଭାବେ ପଢାଯାଏ । ଏହାକୁ ଦ୍ୱିତୀୟ ପ୍ରକାରର ଅଏଲ୍‍ରଆିନ୍‍ 

ସମାକଳଜ (Eulerian Integral) ମଧ୍ୟ କୁହାଯାଏ । 
		  ( ) 1

0
, 0x nn e x dx n

∞ − −Γ = >∫ 		�   ... (1)

ଗାମାଫଳକ ସୀମାଯୁକ୍ତଅବକଳଜ‌ର ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ ପାଇଁ ଗୁରୁ ତ୍ୱପୂର୍ଣ୍ଣ ଭୂମିକା ଗ୍ରହଣ କରେ ।
1.3.1.1 ଗାମା ଫଳନର ଗୁଣଧର୍ମ

a.	 ଦର୍ଶାଅ ଯେ Γ(n + 1) = n Γ(n) 

	 ଆମେ ଜାଣୁ ଯେ, 		  ( ) ( )1 1

0 0
1 nx x nn e x dx e x dx

∞ ∞+ −− −Γ + = =∫ ∫ 	�  [ସମୀକରଣ (1) ରୁ  ]
			   1

0 0

x n x ne x n e x dx
∞∞− − − = − +  ∫

			   0 ( )n n= + Γ

	ତେ ଣୁ 		   ( )1 ( )n n nΓ + = Γ 		�  ... (2)

b.	 ଦର୍ଶାଅ ଯେ ( ) ( )1 !n nΓ = − , ଯେଉଁରେ n ଧନାତ୍ମକ ପୂର୍ଣ୍ଣସଂଖ୍ୟା 
	 ଆମେ ଜାଣୁ ଯେ         ( ) ( ) ( )1 1n n nΓ = − Γ − 				    [ସମୀକରଣ (2ରୁ ]
			   ( )( ) ( )1 2 2n n n= − − Γ − � [ସମୀକରଣ (2ରୁ ]
			   ( )( )( ) ( )1 2 3 ... 3.2 2n n n= − − − Γ � [ସମୀକରଣ (2)ର ବାରମ୍ବାର ବ୍ୟବହାର ଦ୍ୱାରା]
			   ( )( )( ) ( )1 2 3 ... 3.2.1 1n n n= − − − Γ

			   ( ) ( ) ( )
0

1 ! 1 1 ! xn n e dx
∞ −= − Γ = − ∫ � [ସମୀକରଣ (1) ରୁ  ]

			�    ( ) ( ) ( ) ( )
0

1 ! 1 ! 0 1 1 !xn e n n
∞− = − − = − + = −  , ଯେଉଁରେ n ଧନାତ୍ମକ ପୂର୍ଣ୍ଣ  ସଂଖ୍ୟା

ମନ୍ତବ୍ୟ 1: ସତୂ୍ର Γ(n + 1) = n Γ(n) କୁ ଗାମା ଫଳନର ପୁନରାବୃତ୍ତି ସମ୍ପର୍କ କୁହାଯାଏ ।

ମନ୍ତବ୍ୟ 2: ଧ୍ୟାନ ଦିଅ ଯେ Γ Γ(1) = 1,  ଗୁଣଧର୍ମ (b)ରୁ  ନିର୍ଣ୍ଣୟ କରିପାରିବ।

c.	 ଦର୍ଶାଅ ଯେ 	 1
2

 Γ = π  

	 ପ୍ରମାଣ: ସମୀକରଣ (1)ରେ, 1
2

n =  ଲେଖିଲେ, ଆମେ ପାଉ 

		     	
1 1 1/22

0 0

1
2

x xe x dx e x dx
−∞ ∞− − − Γ = = 

  ∫ ∫
 
	�  ... (3)
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2x v= ରଖିବା ପରେ ⇒ 2dx vdv=

	 ଏବଂ ଆମେ ପାଉ  2

0

1 2
2

ve dv
∞ − Γ = 

  ∫ 				�     ... (4)

	 ସମୀକରଣ (4)ରେ, v କୁ u ରେ ପରବିର୍ତ୍ତନ କରବିା ପରେ

			   2

0

1 2
2

ue du
∞ − Γ =   ∫ 			�    ... (5)

	 ସମୀକରଣ (4) ଏବଂ (5)କୁ ଗୁଣନ କଲେ ଆମେ ପାଉ,

		             ( )2 2
2

0 0

1 4
2

u ve du dv
∞ ∞ − +  Γ =    
∫ ∫    

	 ମନେକର 		  u = rcosθ, v = r sinθ 

	ତେ ଣୁ 			   u2 + v2 = r2 ଏବଂ 1tan v
u

−  θ =  
 

ଏବଂ du dv= rdrdθ 
	  0 ≤ r ≤ ∞ ଏବଂ 0 ≤ θ ≤  π/2

∴	 2
2

/2

0 0

1 4
2

re r dr d
π ∞ −  Γ = θ    
∫ ∫

 
π   2/2 /2

0 0
0

14 2 1.
2

re d d
∞

π π− = − θ = θ = π  ∫ ∫

	ତେ ଣୁ 	 	      1
2

 Γ = π 
 

					     ... (6)

d.	 ଦର୍ଶାଅ ଯେ ( )0Γ = ∞

	 ପ୍ରମାଣ: ସମୀକରଣ (2)ରୁ , 	 ( ) ( )1n
n

n
Γ +

Γ =  

	 ଯଦ ିn®0 = ତେବେ	 ( ) ( )0 1 10 lim lim
n nn n→∞ →∞

Γ +
Γ = = = ∞

	ତେ ଣୁ 			   ( )0Γ = ∞  

	 ପୁନର୍ବାର ଧ୍ୟାନ ଦଅିଯେ Γ (–1), Γ (–2), Γ (–3) ଆଦ ିସଂଜ୍ଞାହୀନ ।
	ତେ ଣୁ ଗାମା ଫଳନ n > 0 ପାଇଁ ନରିବଚ୍ଛିନ୍ନ ଏବଂ n = 0, –1, –2, ... ପାଇଁ ବଚି୍ଛିନ୍ନ।

	ତେ ଣୁ, n = 0 ଓ ୠଣାତ୍ମକ ପୂର୍ଣ୍ଣା ସଂଖ୍ୟା ବ୍ୟତୀତ Γ(n) ସମସ୍ତ n ପାଇଁ ସଂଜ୍ଞାକତ ଅଟେ।

e.	 ଦର୍ଶାଅ ଯେ ( ) ( ) ( ) ( )
11

0
1 1 1 logn n nmn m x x dx+Γ + = + − ∫

	ଯେ ଉଁରେ n ଏକ ଧନାତ୍ମକ ପୂର୍ଣ୍ଣା ସଂଖ୍ୟା ଏବଂ m > –1   

	 ପ୍ରମାଣ: ଏରେ ( )1

0
log nmx x dx∫ କୁ ବଚିାର କର ।

	 ମନେକର yx e−= ତେବେ ydx e dy x dy−= − = −

	 ∴ 		  ( ) ( ) ( ) ( )1 1

0 0 0
log 1n n n m ym m y y nx x dx e y e dy y e dy

∞ ∞ − +− −= − = −∫ ∫ ∫
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	 ମନେକର ( )1m y u+ = ତେଣୁ    
1

dudy
m

=
+

	 ∴		    ( ) ( )
( ) ( )

1

0 0
log 1 .

11

n
n nm u

n

u dux x dx e
mm

∞ −= −
++∫ ∫

			     
( )

( )
( )1 1

1 0

1

1

n
nu

n e u du
m

∞ + −−
+

−
=

+ ∫

		
( ) ( )

( )
( )

1

10

1
log 1

1

n
nm

nx x dx n
m +

−
= Γ +

+∫
			   [ସମୀକରଣ (1)ରୁ ]

	ତେ ଣୁ 		                   ( ) ( ) ( ) ( )
11

0
1 1 1 logn n nmn m x x dx+Γ + = + − ∫

	ଯେ ଉଁରେ n ଏକ ଧନାତ୍ମକ ପୂର୍ଣ୍ଣା ସଂଖ୍ୟା ଏବଂ m > –1

	 ଗୁରୁ ତ୍ୱପୂର୍ଣ୍ଣ ସତୂ୍ର: /2

0

1 1
2 2sin cos ; , 1

22
2

m n

m n

d m n
m n

π

+ +   Γ Γ      
θ θ θ = >−

+ + Γ  

∫

କେତେକ ସମାହତି ଉଦାହରଣ

ଉଦାହରଣ 1.47 1/4

0

xx e dx
∞ −∫ ର ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର । 

ସମାଧାନ: 	 ମନେକର      1/4

0

xI x e dx
∞ −= ∫

		  x u= ରଖିବା ପରେ, 2 2x u dx u du⇒ = ⇒ =

∴ 		  ( )1/42 3/2

0 0
2 2u uI e u u du e u du

∞ ∞− −= =∫ ∫

		
5 1
2

0

52 2
2

ue u du
∞ −−  = = Γ  ∫

		
3 3 3 1 12. . 2. .
2 2 2 2 2

   = Γ = Γ       			   ( )1n n nΓ + = Γ  

		
3
2

= π 	 (ଉତ୍ତର)				    1
2

  Γ = π    


ଉଦାହରଣ 1.48 2 21

0

n h xx e dx
∞ − −∫  

ର ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ।

ସମାଧାନ:	 ମନେକର 	 2 21

0

n h xI x e dx
∞ − −= ∫

		  2 2h x y=  ଲେଖିବା ପରେ, 2 2h x dx dy=
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 2

1 1
2 2

dy dydx
h x h y

= =

∴ 	       		    

1

0

1
2

n

y y dyI e
h h y

−
∞ −

 
=  

 ∫

			      
2

2
0

1
2

n
y

n e y dy
h

−∞ −= ∫

		  	
1

2

0

1
2

n
y

n e y dy
h

−∞ −= ∫ 		

			      1
22 n

n
h

 = Γ 
 

	 (ଉତ୍ତର)			  [ଗାମା ଫଳନ ସଂଜ୍ଞା]

ଉଦାହରଣ 1.49  6 2

0

xx e dx
∞ −∫ ର ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ।

ସମାଧାନ:   	 ମନେକର      6 2

0

xI x e dx
∞ −= ∫

		  2x y= ରଖିବା ପରେ,  
2
dydx =

∴			   ( )
6

7 1
7 70 0

1 1 7
2 2 2 2

y yy dyI e e y dy
∞ ∞− − − = = = Γ 

 ∫ ∫
			   ( )7

1 7
2

I = Γ 			    [ଗାମା ଫଳନ ସଂଜ୍ଞା]

			     ( )7

1 456!
82

= = 	 (ଉତ୍ତର)		 ( )1 !, 0n n nΓ + = >  

ଉଦାହରଣ 1.50  ପ୍ରମାଣ କର ଯେ ( )2 22 1
2

ax x a

a
e dx e

∞ −
= π∫  

 

ସମାଧାନ:   ମନେକର ( ) ( )2 2 2 22 2ax x a x ax a

a a
I e dx e dx

∞ ∞− − − +
= =∫ ∫ 			 

				    x a y− =  ରଖିବା ପରେ, dx dy⇒ =

∴		            		 2 2

0

a yI e e dy
∞ −= ∫ 	�  ... (1)

ବର୍ତ୍ତମାନ ଗାମା ଫଳନର ସଂଜ୍ଞାକୁ ବ୍ୟବହାର କର,ି ଆମେ ପାଉ, 

		     		
( ) 1

0
, 0u nn e u du n

∞ − −Γ = >∫
				    1

2
n =  ଲେଖିବା ପରେ, ଆମେ ପାଇବା

		    		  1/2

0

1
2

ue u du
∞ − − Γ = 

  ∫
			   ବର୍ତ୍ତମାନ 2u y= ରଖିବା ପରେ 2du y dy⇒ =
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( )2 1/22

0

1 . 2
2

ye y y dy
∞ −− Γ =   ∫

	 ⇒	 	       		  2

0
2 ye dy

∞ −π = ∫ 		  1
2

  Γ = π    
 � ... (2)

	 ⇒			            2

0 2
ye dy

∞ − π
=∫

ସମୀକରଣ(2)କୁ ବ୍ୟବହାର କଲେ ସମୀକରଣ (1) ହେବ, 

		           
2 21.

2 2
a aI e eπ

= = π 	 (ପ୍ରମାଣିତ)					   

ଉଦାହରଣ 1.51  ( )3/2

0
1 xx e dx

∞ − −−∫ ର ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ।

ସମାଧାନ: 	 ମନେକର	 ( )3/2

0
1 xI x e dx

∞ − −= −∫ 		  [ସଂଜ୍ଞାରୁ ]	

				  
( )

1/2 1/2

0

0

1
1 1

2 2

x xx xe e dx

∞

− −∞− −

 
 
 = − −

− −    
        

∫

				    1/2

0
0 2 xe x dx

∞ − −= + ∫

				  
1 1
2

0

12 2
2

xe x dx
∞ −−  = = Γ  ∫

				    2= π 	 (ଉତ୍ତର)				    	
1.3.2	 ବଟିା ଫଳନ (Beta Function) 
	 ବଟିା ଫଳନକୁ B(m, n)ରେ ପରପି୍ରକାଶ କରାଯାଏ ଏବଂ ନମି୍ନ ପ୍ରକାରରେ ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଏ, 

			   ( ) ( )
1 11

0
, 1 nmB m n x x dx−−= −∫ 					     ... (1)

	�ଯେ ଉଁରେ m, n ଧନାତ୍ମକ ପୂର୍ଣ୍ଣ ସଂଖ୍ୟା, କମି୍ବା ଭଗ୍ନାଂଶ ଅଟେ । ଏହାକୁ ପ୍ରଥମ ପ୍ରକାରର ଅୟଲରଆିନ୍ 
ସମାକଳଜ ମଧ୍ୟ କୁହାଯାଏ ।

1.3.2.1 ବଟିା ଫଳନର ଗୁଣଧର୍ମ 
i.	 ଦର୍ଶାଅ ଯେ      ( ) ( ), ,B m n B n m= 				    [ସମମିତ ି]

	 ଆମେ ଜାଣୁ ଯେ	  ( ) ( )
1 11

0
, 1 nmB m n x x dx−−= −∫

			   ( ) ( )
1 11

0
1 1 1

nmx x dx
−−= − − −  ∫ 	 ( ) ( )

0 0

a a
f x dx f a x dx = −  ∫ ∫ 	 		
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		  ( ) ( )
1 11 11 1

0 0
1 1m mn nx x dx x x dx− −− −= − = −∫ ∫

			   ( ),B n m=

	ତେ ଣୁ 		  ( ) ( ), ,B m n B n m=

ii.	 ଦର୍ଶାଅ ଯେ  ( ) ( )11 1

0
,

a nm m nx a x dx a B m n−− + −− =∫
ସମୀକରଣ (1) ରୁ , ଆମେ ପାଉ 	 ( ) ( )1 11

0
1 ,nmx x dx B m n−− − =∫

			   yx
a

=  ଲେଖିବା ପରେ, ⇒
dydx
a

=  ଏବଂ 0 y a≤ ≤

	 ( )
1 1

0
1 ,

m n
a y y dy B m n

a a a

− −
   − =   
   ∫

⇒			   ( ) ( )11
1 0

1 ,
a nm

m n y a y dy B m n
a

−−
+ − − =∫

⇒		             ( ) ( )11 1

0
,

a nm m nx a x dy a B m n−− + −− =∫

iii.	 ଦର୍ଶାଅ ଯେ       	  ( )
( )

1 11

0
,

1

m n

m n

x xB m n dx
x

− −

+

+
=

+∫

	 ଆମେ ଜାଣୁ 		  ( ) ( )
1 11

0
, 1 nmB m n x x dx−−= −∫

				    1
1

x
y

=
+  ଲେଖିବା ପରେ ଆମେ ପାଉ  ( )21

dydx
y

= −
+  ଏବଂ yର ମଲୂ୍ୟ

				    ¥ ରୁ  0 ପର୍ଯ୍ୟନ୍ତ ପରବିର୍ତ୍ତିତ ହୁଏ

	 ∴		  	 ( )
( )

1 1
0

2

1 1, 1
1 1 1

m n
dyB m n

y y y

− −

∞

    
= − −    +  + +    

∫

				    ( )
( ) ( ) ( )

1

1 1 20

1, . .
1 1 1

n

m n

y dyB m n
y y y

−∞

− −=
+ + +∫

					     ( )
( )

1

0
,

1

n

m n

yB m n dy
y

−∞

+=
+∫ � ... (1)

	 (ଏହ ିସମାକଳଜରେ m ଏବଂ n ଫଳନର ସମଞ୍ଜସ ଆଧାରରେ ପରବିର୍ତ୍ତନ କରାଯାଇପାରବି)

	 ପୁନର୍ବାର, ସମୀକରଣ (1)କୁ ଏହ ିଭାବରେ ଲେଖାଯାଇପାରବି,

( )
( ) ( )

1 11

0 1
,

1 1

n n

m n m n

y yB m n dy dy
y y

− −∞

+ += +
+ +∫ ∫ � ... (2)

       �ଦକ୍ଷିଣ ପାର୍ଶ୍ୱର ଦ୍ୱିତୀୟ ସମାକଳଜକୁ ସମାଧାନ କରବିା ପାଇ,ଁ 1y
x

= ଲେଖିଲା ପରେ ଆମେ ପାଉ 

2

1dy dx
x

= − ଏବଂ x ର ମଲୂ୍ୟ 1ରୁ  0କୁ ପରବିର୍ତ୍ତିତ ହୋଇଥାଏ।
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( ) ( ) ( )

11 10 1

21 1 0

1 1
1 1 1

nn m n m

m n m n m n

y x xdy dx dx
x xy x x

−− + −∞

+ + +
   = − =      + + +∫ ∫ ∫ 		�   ... (3)

	 ସମୀକରଣ (3) କୁ ଉପଯ�ୋଗ କଲେ, (2) ହେବ  	

			 
( )

( ) ( )

1 11 1

0 0
,

1 1

n m

m n m n

y xB m n dy dx
y x

− −

+ += +
+ +∫ ∫

			 

( ) ( )

1 11 1

0 01 1

n m

m n m n

x xdy dx
x x

− −

+ += +
+ +∫ ∫

 �
( ) ( )

0 0

a a
f x dx f y dy =  ∫ ∫

        	ତେ ଣୁ 		  ( )
( )

1 11

0
,

1

m n

m n

x xB m n dx
x

− −

+

+
=

+∫

iv.	 ଦର୍ଶାଅ ଯେ 	 ( )
/ 2 2 1 2 1

0
, 2 sin cosm nB m n d

π − −= θ θ θ∫  

	 ଆମେ ଜାଣୁ 		  ( ) ( )
1 11

0
, 1 nmB m n x x dx−−= −∫

	 2sinx = θ  ଲେଖିବାପରେ	  ⇒     2sin cosdx d= θ θ θ  ଏବଂ  0
2
π

≤ θ ≤  

	 ∴	 	 	 ( ) ( ) ( )/ 2 1 12 2

0
, sin 1 sin 2sin cos

m n
B m n d

π − −
= θ − θ θ θ θ∫

       	 /2 2 1 2 1

0
2 sin cosm n d

π − −= θ θ θ∫
	ତେ ଣୁ 			   ( )

/ 2 2 1 2 1

0
, 2 sin cosm nB m n d

π − −= θ θ θ∫
	 ନରି୍ଦ୍ଦିଷ୍ଟ ପରିସ୍ଥିତ:ି 

	 ଉପର�ୋକ୍ତ ଅଭିବ୍ୟକ୍ତିରେ   1 1,
2 2

m n= = ଲେଖିବା ପରେ, 

			 
/2

0

1 1, 2 1. 2.
2 2 2

B d
π π  = θ = = π   ∫

v.	 ଦର୍ଶାଅ ଯେ   		  ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1,
bm n m n

a
a b B m n x b a x dx+ − − −− = − −∫ 	

	 ଆମେ ଜାଣୁ 		  ( ) ( )
1 11

0
, 1 nmB m n y y dy−−= −∫

	 x by
a b
−

=
−

ଲେଖିବା ପରେ,    ⇒    
dxdy

a b
=

−
 ଏବଂ b y a≤ ≤

	 ∴			   ( )
1 1

, 1
m n

a

b

x b x b dxB m n
a b a b a b

− −− −   = −   − − −   ∫  

				  
( )

( ) ( )1 1
1

1 a m n
m n b

x b a x dx
a b

− −

+ −= − −
− ∫
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	 ∴			   ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 ,
a m n m n

b
x b a x dx a b B m n− − + −− − = −∫

	ତେ ଣୁ 	 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 ,
a m n m n

b
x b a x dx a b B m n− − + −− − = −∫

1.3.3 ବଟିା ଏବଂ ଗାମା ଫଳନ ମଧ୍ୟରେ ସମ୍ପର୍କ 
	 ପ୍ରମାଣ କର ଯେ ( ) ( ) ( )

( )
, , 0, 0

m n
B m n m n

m n
Γ Γ

= > >
Γ +

	ପ୍ର ମାଣ:  ଆମେ ଜାଣୁ ଯେ

				  
( ) 1

0

z y n
n

n
e y dy

z
∞ − −Γ

= ∫ 				�     ... (1)

	କ ମି୍ବା 			   ( ) 1

0

n z y nn z e y dy
∞ − −Γ = ∫ 			�    ... (2)

	ସେ ହଭିଳ ି 	               ( ) 1

0

m z y mm z e y dy
∞ − −Γ = ∫ 		  	�  ... (3)

ସମୀକରଣ(2) ର ଉଭୟ ପାର୍ଶ୍ୱରେ 1.z me z− −  ଗୁଣନ କରବିା ପରେ, ଆମେ ପାଉ 

				    ( ) 1 1 1

0
.z m m n z y n zn e z z e y e dy

∞− − + − − − −Γ = ∫
    	 ( )11 1

0

y zm n nz e y dy
∞ − ++ − −= ∫

	 z ଭିତ୍ତିକ ଉଭୟ ପାର୍ଶ୍ୱକୁ ‘0’ ରୁ  ∞ ପର୍ଯ୍ୟନ୍ତ ସମାକଳନ କଲେ, ଆମେ ପାଉ, 

		   	    ( ) ( )11 1 1

0 0 0
. y zz m m n nn e z dz z e dz y dy

∞ ∞ ∞ − +− − + − − Γ =   ∫ ∫ ∫  

		      	 ( ) ( ) ( )
( )

1

0 1
n

m n

m n
n m y dy

y

∞ −
+

Γ +
Γ Γ =

+∫ 		  [ଧର୍ମ (1) ଏବଂ (3) ରୁ ]

  	 ( ) ( ) ( )
( )

1

0 1

n

m n

ym n m n dy
y

−∞

+Γ Γ = Γ +
+∫

		     	 ( ) ( ). ,m n B m n= Γ +  [1.3.2 ର (1) ର (iii) ରୁ ]

	ତେ ଣୁ		  ( ) ( ) ( )
( )

,
m n

B m n
m n

Γ Γ
=

Γ +

ଅନୁସଦି୍ଧାନ୍ତ (i), ପ୍ରମାଣ କର ଯେ   ( ) ( )1 , 0 1
sin

n n n
n
π

Γ Γ − = < <
π

ପ୍ରମାଣ:  ଆମେ ଜାଣୁ ଯେ
			 

( ) ( )
( ) ( )

( )

1

0
,

1

n

m n

m n yB m n dy
m n y

−∞

+

Γ Γ
= =

Γ + +∫
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	 ମନେକର  	 1m n+ =  ତେଣୁ 1m n= −

∴		       	

⇒	      		
( ) ( )1

sin
n n

n
π

Γ − Γ =
π 		

	ଯେ ଉଁରେ 0 1n< <

ଅନୁସଦି୍ଧାନ୍ତ (ii), ପ୍ରମାଣ କର ଯେ 1
2

 Γ = π 
 

ପ୍ରମାଣ:  ଆମେ ଜାଣୁ ଯେ ( ) ( )1
sin

n n
n
π

Γ − Γ =
π

		  1
2

n =  ଲେଖିବା ପରେ, ଆମେ ପାଉ,

∴	      
1 1.
2 2 sin

2

π   Γ Γ =    π   
      

⇒		   
2

1
2

  Γ = π    

⇒		     1
2

 Γ = π  

ଅନୁସଦି୍ଧାନ୍ତ (iii), ପ୍ରମାଣ କର ଯେ 

	    
/ 2

0

1 1
2 2cos sin , 1, 1

22
2

m n

m n

d m n
m n

π

+ +   Γ Γ   
   θ θ θ = > − > −

+ + Γ 
 

∫

ପ୍ରମାଣ:  ଆମେ ଜାଣୁ ଯେ / 2

0
cos sinm nI d

π
= θ θ θ∫      

		  2sin xθ = ଲେଖିବା ପରେ, 
⇒		  2sin cos d dxθ θ θ =

⇒		
2 1

dxd
x x

θ =
−

ଏବଂ ଯେତେବେଳେ 0, 0xθ = = ଏବଂ , 1
2

xπ
θ= = 	

∴			         ( )
1

22
0

1 .
2 1

nm dxI x x
x x

= −
−∫

			            ( )
1 11

2 2
0

1 . 1
2

n m

x x dx
− −

= −∫
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			            ( )
1 111 12 2

0

1 1
2

n m

x x dx
+ +− −= −∫  

			            
1 1 1,
2 2 2

n mB + + =   

			            
1 1 1,
2 2 2

m nB + + =    		
( ) ( ), ,B n m B m n=  

			            

1 1
2 2

22
2

m n

m n

+ +   Γ Γ      
=

+ + Γ   		

( ) ( ) ( )
( )

,
m n

B m n
m n

 Γ Γ
= 

Γ +  


ତେଣୁ 	      /2

0

1 1
2 2cos sin , 1, 1

22
2

m n

m n

d m n
m n

π

+ +   Γ Γ      
θ θ θ = >− >−

+ + Γ  

∫

କେତେକ ସମାହତି ଉଦାହରଣ

ଉଦାହରଣ 1.52   ସମାକଳଜ ( )51 4

0
1x x dx−∫ ର ମୂଲ୍ୟ ନିର୍ଣ୍ଣୟ କର। 

ସମାଧାନ:	 ମନେକର      x y= 	 ⇒   2x y= 	 ⇒  2dx y dy=

∴		  ଦତ୍ତ ସମାକଳଜ = 

		  ( ) ( )1 15 6 18 10 1

0 0
1 .2 2 1y y y dy y y dy−−− = −∫ ∫

		  ( ) ( ) ( )
( )

10 6 2.9!5! 12 10, 6 2
16 15! 15015

B
Γ Γ

= = = =
Γ  (ଉତ୍ତର)

ଉଦାହରଣ 1.53  ର ମୂଲ୍ୟ ନିର୍ଣ୍ଣୟ କର।

ସମାଧାନ: ମନେକର  3x y=  ⇒   1/3x y= 	 ⇒  
2/31

3
dx y dy−=

	 ∴	 ଦତ୍ତ ସମାକଳଜ ( ) ( )
1 11/2 1/23 2/3

0 0

11 1 .
3

x dx y y
− − −− = −∫ ∫

			            ( )
1 111 13 2

0

1 1
3

y y dy
− −= −∫

			   	
1 1

1 1 1 1 3 2,
53 3 2 3
6

B

   Γ Γ        = =     Γ 
 

	            (ଉତ୍ତର)
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ଉଦାହରଣ 1.54   ସମାକଳଜ ( )1

0
1

nm py y dy−∫  କୁ ବଟିା ଫଳନରେ ପ୍ରକାଶ କର ଏବଂ ସମାକଳଜ ( )1 105 3

0
1y y dy−∫  

ର ମୂଲ୍ୟ ନିର୍ଣ୍ଣୟ କର। 

ସମାଧାନ:   ମନେକର py z=      ⇒ 1/ py z=   ⇒  
1 11 pdy z dz

p

−
=

		  ∴	  ( ) ( )
1 11 1

0 0

11 1 .
m

n nm p p py y dy z z z dz
p

−
− = −∫ ∫

			   ( )
1 11 1 1

0

1 1 11 , 1
m

np mz z dz B n
p p p

+
− + −  +

= − = + 
 

∫
ସମୀକରଣରେ (1)ରେ, 5, 3, 10m p n= = = ଲେଖିବା ପରେ, ଆମେ ପାଉ,

		      
( ) ( )1 105 3

0

11 2, 11
3

y y dy B− =∫ 	

    
( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2 11 1. 1 111 1 .
3 13 3 12.11. 11
Γ Γ Γ Γ

= =
Γ Γ

    
1

3 12 11
=

× × 			   ( ) ( )1n n nΓ + = Γ  

    
1

396
= 		   	 (ଉତ୍ତର)  

ଉଦାହରଣ 1.55   
( )

( )

8 6

240

1

1

x x
dx

x

∞ −

+∫  ର ମୂଲ୍ୟ ନିର୍ଣ୍ଣୟ କର। 

ସମାଧାନ:   ମନେକର 		  ( )
( ) ( ) ( )

8 6 8 14

24 24 240 0 0

1

1 1 1

x x x xI dx dx dx
x x x

∞ ∞ ∞−
= = −

+ + +∫ ∫ ∫

	              		   ( ) ( )

9 1 15 1

9 15 15 90 01 1
x xdx dx
x x

− −∞ ∞

+ += −
+ +∫ ∫   

      				    ( ) ( )9, 15 15, 9B B= − 			 

				    0= 			   ( ) ( ), ,B m n B n m=  

ଉଦାହରଣ 1.56  ପ୍ରମାଣ କର ଯେ ।  

2

1
2 2/2

0

1
4sin1

2 4
d

−
π

  Γ    θ  − θ =   π∫  

ସମାଧାନ:   ମନେକର 

1
2 2/2 /2

20 0

sin1 2
2 2 sin

dI d
−

π π θ θ
= − θ =   − θ∫ ∫

			   /2

20
2

1 cos
dπ θ

=
+ θ∫
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			   cos tθ = ଲେଖିବା ପରେ, 
2

sin
1
dtd dt d

t
⇒ − θ = ⇒ θ = −

−
∴	       	

0 1

1 02 2 4
2 2

1 . 1 1
dt dtI

t t t
= − =

+ − −
∫ ∫ 	

	 ପୁନର୍ବାର 2 sint = θ  ଲେଖିବା ପରେ, 2 cost dt d⇒ = θ θ

	       
/2 /2 1/2 0

20 0

cos 12 sin cos
22 sin . 1 sin

dI d
π π −θ θ

= = θ θ
θ − θ∫ ∫

		

2
11 1 .
41 14 2

3 1 32 2 22 .
4 4 4

      Γ πΓ Γ             = =
     Γ Γ Γ          

		  	 ... (1)

	ଯେହେ ତୁ	 1 3 1 1. . 1 2
4 4 4 4 sin

4

π       Γ Γ = Γ Γ − = = π        π       
	 ସମୀକରଣ(1)ରୁ  ଆମେ ପାଉ 

                    
2 2

1 1.
4 41

2 2 2 4
I

      Γ π Γ            = =
π π

	 ପ୍ରମାଣିତ

ଉଦାହରଣ 1.57  60 1
x dx
x

∞

+∫  ର ମୂଲ୍ୟ ନିର୍ଣ୍ଣୟ କର।

ସମାଧାନ:   ମନେକର	  60 1
xI dx
x

∞
=

+∫
6x y= ଲେଖିବା ପରେ, 	 1/6 5/61

6
x y dx y dy−⇒ = ⇒ =

∴		    ( )
1/6 2/3

5/6

0 0

1 1.
1 6 6 1
y yI y dy dy

y y

−∞ ∞−= =
+ +∫ ∫

		       ( )

1 1
3

1 20
3 3

1 1 1 2,
6 6 3 31

y dy B
y

−
∞

+

 = =  
 +

∫

		       
( )

1 2 1 11
1 13 3 3 3

1 26 6 1
3 3

       Γ Γ Γ Γ −       
       = =

Γ Γ + 
 

		      

1
6 sin

3

π
=

π

			   ( ) ( ) ( )1 , 1 1
sin

n n
n
π Γ Γ − = Γ = π 



		     3 3
π

=
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ଉଦାହରଣ 1.58  ପ୍ରମାଣ କର ଯେ ।   / 2 /2

0 0
sin

sin
dd

π π θ
θ θ × = π

θ∫ ∫
ସମାଧାନ:   ଆମେ ଜାଣୁ ଯେ  

     
/ 2 0

0

1 1
2 2sin cos

22
2

n

n

d
n

π

+   Γ Γ   
   θ θ θ =

+ Γ 
 

∫ � ... (1)

	 ବର୍ତ୍ତମାନ, ମନେକର        
/ 2 /2

0 0
sin

sin
dI d

π π θ
= θ θ ×

θ∫ ∫       

		
/ 2 /21/2 0 1/2 0

0 0
sin cos sin cosd d

π π −= θ θ θ × θ θ θ∫ ∫

		

3 1 1 1
4 2 4 2

5 32 2
4 4

       Γ Γ Γ Γ       
       = ×

   Γ Γ   
   

	

		

1 1
4 4
5 1 14 4.
4 4 4

   πΓ πΓ   
   = = = π
   Γ Γ   
   

	 � [ସମୀକରଣ (1) ରୁ ]

		  ( ) ( )1n n nΓ + = Γ                  ପ୍ରମାଣିତ 

ଉଦାହରଣ 1.59  ପ୍ରମାଣ କର ଯେ   ( )
2

30 4

5 2
1281

x dx
x

∞
=

+
∫

π

ସମାଧାନ :  tanx = θ ଲେଖିବା ପରେ, 21 . sec
2 tan

dx d⇒ = θ θ
θ

∴	      ( )
( )

( )

1/2 2
2 /2

340 0 2

1tan . tan sec
2

1 1 tan

x dx d
x

−

∞ π
θ θ θ

= θ
+ + θ

∫ ∫

                

		

		  ( )

3 9
1 1 4 4.
2 2 3

   Γ Γ   
   =
Γ

		            

		            1 1 3 5 1 1. . . .
4 2! 4 4 4 4

   = Γ Γ   
   

		        5 1 1 5 5 21 .
128 4 4 128 128sin

4

π π   = Γ Γ − = =    π   
     	 ପ୍ରମାଣିତ	
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ଉଦାହରଣ 1.60  1/3

0

xe dx
∞ −∫ ର ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର । 

ସମାଧାନ :    1/3x y=  ଲେଖିବା ପରେ, 3 23x y dx y dy⇒ = ⇒ =

∴	        
1/3 2

0 0
.3x ye dx e y dy

∞ ∞− −=∫ ∫
		        ( )3 1

0
3 3 3 3.2! 6ye y dy

∞ − −= = Γ = =∫   	 (ଉତ୍ତର)

1.3.4  ଅନୁରୂପ ସତୂ୍ର (Duplication Formula) 

	 ଦର୍ଶାଅ ଯେ : ( ) ( )2 1

1 2 ,
2 2 pp p p−

π Γ Γ + = Γ 
 

 p > 0 

	ପ୍ର ମାଣ:  ଆମେ ଜାଣୁ ଯେ

		  	 / 2

0

1 1
2 2sin cos

22
2

m n

m n

d
m n

π

+ +   Γ Γ   
   θ θ θ =

+ + Γ 
 

∫ � ... (1)

ସମୀକରଣ(1) ରେ n  = m ପ୍ରତସି୍ଥାପନା କଲେ, ଆମେ ପାଉ,

		   ( ) ( )

2

/2

0

1
2

sin cos
2 1

m

m

d
m

π

 +  Γ     = θ θ θ
Γ + ∫

	
( ) ( )

/ 2 /2

0 0

1 12sin cos sin 2
2 2

m m
m md d

π π
= θ θ θ = θ θ∫ ∫ 	

ପୁନର୍ବାର ମନେକର 2 ,
2

dd f
θ = f ⇒ θ = ବର୍ତ୍ତମାନ ଆମେ ପାଇବା

			 
( )

2

0

1
2 1 sin

2 1 22
m

m

m
d

m
π

 +  Γ   f   = f
Γ + ∫

			 
/ 2 0

0

1 sin cos
22

m
m

dπ f
= f f∫ 	

( ) ( ) ( ) ( )
2

0 0
2 , 2

a a
f x dx f x dx f a x f x = − =  ∫ ∫

�

			   	
1 1

1 2 2
22 2

2

m

m

m

+   Γ Γ   
   =

+ Γ 
 

	 [ସମୀକରଣ (1) ରୁ ]

⇒			   	 ( )

1
12

21 2
2

m

m

mm

+ Γ  π  =
+Γ +  Γ 

 
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	 ମନେକର 1 2 1,
2

m p m p+
= ⇒ = − 	ଯେ ଉଁରେ p > 0

∴	

( )
( ) 2 1

1
2 12 2

2

p

p
pp −

Γ π
=

+Γ  Γ 
  	         	  

⇒		  ( ) ( )2 1

1 2 ,
2 2 pp p p−

π Γ Γ + = Γ 
 

	 	      ଯେଉଁରେ p > 0

	 ଏହା ଅନୁରପ ସତୂ୍ର ଅଟେ।
ଅନୁସଦି୍ଧାନ୍ତ (i)  ପ୍ରମାଣ କର ଯେ m ର ସମସ୍ତ ବାସ୍ତବ ମଲୂ୍ୟ ପାଇଁ

		
( )1 22 1

2 2
m m m m+ +   Γ Γ = π Γ +   

    	  
ପ୍ରମାଣ: ଅନୁରପ ସତୂ୍ରରେ  2p – 1 = m,   ପ୍ରତସି୍ଥାପନା କଲେ, ଆମେ ପାଉ

		       	
( )1 2 1

2 2 2m

m m m+ + π   Γ Γ = Γ +   
   

⇒		  	 ( )1 22 1
2 2

m m m m+ +   Γ Γ = π Γ +   
   

	 	 (ପ୍ରମାଣିତ)

ଅନୁସଦି୍ଧାନ୍ତ (ii)  ପ୍ରମାଣ କର ଯେ 

		
( )2 !1 ,

2 2 . !m

m
m

m
 Γ + = π 
 

	  ଯେଉଁରେ m>0

ପ୍ରମାଣ: ଆମେ ଜାଣୁ 

	
( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )2 2 1 ! 2 . 2 1 ! 2 !
1 ! 2 . 1 ! 2. !

m m m m m
m m m m m

Γ − −
= = =

Γ − − 		 	�  ... (1)

ଅନୁରପ ସତୂ୍ର ବ୍ୟବହାର କରବିା ପରେ, ଆମେ ପାଉ,

		          

( )
( )2 1

21
2 2 m

m
m

m−

Γπ Γ + =  Γ    	

		              ( )
2 1

2 !
2. !2 m

m
m−

π
= 			   [ସମୀକରଣ (1) ରୁ ]

		             		 ( )2 !
2 . !m

m
m

= π
	 (ପ୍ରମାଣିତ)
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କେତେକ ସମାହିତି ଉଦାହରଣ

ଉଦାହରଣ 1.61  ପ୍ରମାଣ କର ଯେ	 ( ) 1 2 1, 2 ,
2

nB n n B n−  =  
 

 

ସମାଧାନ:   ଆମେ ଜାଣୁ ଯେ 	
( ) ( ) ( )

( )

1 1
1 2 2,

1 12
2 2

n n n
B n

n n n

   Γ Γ Γ Γ Γ        = =      Γ + Γ Γ +      

				  
( ) ( )
( ) 1 22 2 n

n n
n −

Γ Γ π
=

πΓ 		  [ଅନୁରପ ସତୂ୍ରରୁ ]

				  
( )
1 2

,
2 n

B n n
−= 	

	 ⇒		   	 ( ) 1 2 1, 2 ,
2

nB n n B n−  =  
 

ଉଦାହରଣ 1.62  ପ୍ରମାଣ କର ଯେ	
2

1/3

1 3 1
6 32

    Γ = Γ       π  
 

ସମାଧାନ : ଅନୁରପ ସତୂ୍ରରୁ  ଆମେ ଜାଣୁ ଯେ

		      		  ( ) ( )2 1

1 2
2 2 pm m m−

π Γ Γ + = Γ 
 

1
6

m= ନେଲେ ଆମେ ପାଇବା,	
2/3

1
1 2 3
6 3 2−

 π Γ     Γ Γ =      
						    

	  2/3

1
1 3

26 2
3

−

 π Γ   Γ =    Γ    � ... (1)
ଆମେ ମଧ୍ୟ ଜାଣୁ, 

		        ( ) ( )1
sin

n n
n
π

Γ Γ − =
π

1
3

n=  ନେଲେ, ଆମେ ପାଇବା 

		        

1 2 2
3 3 3sin

3

π π   Γ Γ = =    π   

∴		  2 2
13 3
3

π Γ =     Γ 
 

   � ... (2)
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(2) ର ମଲୂ୍ୟ(1) ରେ ପ୍ରତସି୍ଥାପନା କଲେ, 

		
2

2/3 1/3

1 13
1 3 13 3.
6 2 32 2−

   π Γ Γ           Γ = = Γ    π π    
	 )ପ୍ରମାଣିତ)

ଉଦାହରଣ 1.63   ବଟିା-ଗାମା ଫଳନର ବ୍ୟବହାର କର ିପ୍ରମାଣ କର ଯେ 2cos 1
2

x dx
∞

−∞

π  =  ∫  

ସମାଧାନ : ମନେକର 2 2

0
cos 2 cos

2 2
I x dx x dx

∞ ∞

−∞

π π   = =   
   ∫ ∫ 	

2

2
x yπ

= ପ୍ରତସି୍ଥାପନ କଲେ 1/22x y⇒ =
π

  

⇒	         1/21 2
2

dx y dy− 
=   π 

∴	           I = 1/2 1/2

0 0

1 2 22. . cos cos
2

y y dy y y dy
∞ ∞− −=

π π∫ ∫  

		  = 1/2

0

2 i yy e dy
∞ − −

π ∫ ର ବାସ୍ତବ ଅଂଶ  		  cos sinie i− θ = θ− θ 

		  = 
1 1
2

0

2 i yy e dy
−∞ −

π ∫  ର ବାସ୍ତବ ଅଂଶ  

		  = 
/2

1
2 2

ie π

 Γ  
π

 ର ବାସ୍ତବ ଅଂଶ  			   ( )1

0

k x n
n

n
e x dx

k
∞ − − Γ 

= 
 
∫

		  = 1/2

2

cos sin
2 2

i

π
π π π + 
 

	ର ବାସ୍ତବ ଅଂଶ  	 / 2ii e π = 

		  = 
1/2

2 cos sin
2 2

i
−π π + 

   
ର ବାସ୍ତବ ଅଂଶ  

		  = 
1/2

2 cos sin
2 2

i
−π π + 

   
ର ବାସ୍ତବ ଅଂଶ  		  [ ଡ-ି ମ�ୋଭରଙ୍କ ଉପପାଦ୍ୟ ଦ୍ୱାରା]

		  = 12 cos 2 . 1
4 2
π
= = 	(ପ୍ରମାଣିତ)

ଉଦାହରଣ 1.64   ବଟିା-ଗାମା ଫଳନକୁ ବ୍ୟବହାର କର ି ( )2 2

0
cos x dx

∞
λ∫  

ର ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ।

ସମାଧାନ : ମନେକର 	 ( )2 2

0
cosI x dx

∞
= λ∫

	 2x z= ରଖିଲା ପରେ,

⇒	             
1
21

2
dx z dz

−
=   
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∴	           I = ( )
1 1 12 22 2

0 0

1 1cos cos
2 2

z z dz z z dz
− −∞ ∞

λ = λ∫ ∫

		  = 2
1 1
2

0

1
2

i zz e dz
∞ − − λ∫ ର ବାସ୍ତବ ଅଂଶ  

		  = 
( )1/22

1
1 2
2 i

 Γ 
 

λ
 

ର ବାସ୍ତବ ଅଂଶ  			 
( )1

0

k x n
n

n
e x dx

k
∞ − − Γ 

= 
 
∫

		  = 
( )1/2/2

1
1 2
2 ie π

 Γ 
 

λ
 

ର ବାସ୍ତବ ଅଂଶ  			   /2ii e π = 

		  = 
1/2

cos sin
2 2 2

i
−π π π + λ    

ର ବାସ୍ତବ ଅଂଶ  

		  = cos sin
2 4 4

iπ π π − λ    
ର ବାସ୍ତବ ଅଂଶ 		  [ଡ଼ି- ମ�ୋଭରଙ୍କ ଉପପାଦ୍ୟ]

		  = 1cos
2 4 2 2
π π π

=
λ λ

	 ପ୍ରମାଣିତ

ଉଦାହରଣ 1.65    ବଟିା-ଗାମା ଫଳନ ବ୍ୟବହାର କର ି ( )
1

0
log y dyΓ∫  

ର ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର। 

ସମାଧାନ : ମନେକର   I  = ( )
1

0
log y dyΓ∫  			   ... (1)

କମି୍ବା		  I = ( )
1

0
log 1 y dyΓ −∫ 				    ... (2)

ସମୀକରଣ (1) ଏବଂ (2)କୁ ଯୋଗକଲେ 

	            2I = ( ) ( )
1

0
log log 1y y dyΓ + Γ −  ∫

		  = ( ) ( )
1

0
log 1y y dyΓ Γ −  ∫

		  = 1

0
log

sin
dy

y
 π
 π 

∫ 			   ( ) ( )1
sin

n n
n
π Γ Γ − = π 



		  = [ ]
1

0
log logsin y dyπ− π∫

		  = [ ]10 0

1log logsin .y z dz
π

π −
π∫ 		  [ଦ୍ୱିତୀୟ ସମାକଳଜରେ y zπ = ଲେଖିବା ପରେ]

		  = / 2

0

2log logsin z dz
π

π−
π ∫ 	 ( ) ( ) ( ) ( )

2

0 0
2 , 2

a a
f x dx f x dx f a x f x = − =  ∫ ∫

		  = 2log log 2
2
π π − − π  

			   /2

0
log sin log 2

2
x dx

π π = −  ∫
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		  = log log 2 log 2π+ = π 			   [ଉଦାହରଣ 1.31 ରୁ ]  

	            
1 log 2
2

I = π

ଉଦାହରଣ 1.66 ପ୍ରମାଣ କର ଯେ 33 3 1 sec ,
2 2 4

m m m m     Γ − Γ + = − π π          
ଯେତେବେଳେ 1 2 1m− < <  

ସମାଧାନ :     L.H.S.  = 3 3
2 2

m m   Γ − Γ +      

			   = 1 1 1 1.
2 2 2 2

m m m m          − Γ − + Γ +                    

			   = 2 21 1 1 1 1 2 1 2. 1
4 2 2 4 2 2

m mm m m m − −           − Γ − Γ + = − Γ Γ −                      

			   = 2 21 1
1 24 4sin sin

2 2

m m
m m

 
 π π    − = −      − π    π −π        

			   = 2 21 1 sec
4 cos 4

m m m
m

π   − = − π π      π
	 (ପ୍ରମାଣିତ)

ଉଦାହରଣ 1.67    ଦର୍ଶାଅ ଯେ /2

0
tan sec , 1 1

2 2
n nd n

π π π
θ θ = − < <∫

	 ସମାଧାନ:   ମନେକର I  = /2 /2

0 0
tan sin cosn n nd d

π π −θ θ = θ θ θ∫ ∫

			   = 
( )

1 1
1 1 12 2 1

2 1 2 2 2

n n
n n

+ −   Γ Γ    + +       = Γ Γ −   Γ    

			   = 1 1 1
12 2 2 cossin sin

22 2 2
nn n

π π π
= =

π+ π π   π +   
   

 

			   = sec
2 2

nπ π 	 (ପ୍ରମାଣିତ)	
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ପ୍ରଶ୍ନମାଳା 1.6

1.	 ନମି୍ନଲିଖିତ ସମାକଳଜ ଗୁଡ଼ିକର ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।

a. 3

0

xx e dx
∞ −∫ 				   b.  ( ) 1/33

0
8 x dx

∞ −
−∫

c.  2 41/2 2

0 0

x xe x dx x e dx
∞ ∞− − −∫ ∫ 		  d.  6 2

0

xx e dx
∞ −∫

e.  
0

pte dt
t

−∞

∫ 				    f.  
60 1

x dx
x

∞

+∫  

g.  3

20 3
dt
t t−∫ 				    h.  1

0 log
dt

t−∫

2.	 ପ୍ରମାଣ କର ଯେ ( ) ( )
( )

1

10

1 . !
log ,

1

n
nm

n

n
t t dt

m +

−
=

+∫ ଯେଉଁରେ n ଧନାତ୍ମକ ପୂର୍ଣ୍ଣାଙ୍କ ଅଟେ ଏବଂ m > – 1  

3.	 ପ୍ରମାଣ କର ଯେ ( )
( )1

0

,m

m n n m

B m nt dt
a ba bt

−∞

+ =
+∫  ଯେଉଁରେ m, n, a ଏବଂ b ଧନାତ୍ମକ ପୂର୍ଣ୍ଣାଙ୍କ ଅଟେ। 

4.	 ପ୍ରମାଣ କର ଯେ 
( )

2

0

3
4sin

2 25 3cos n d
π

  Γ  θ   θ =
π+ θ∫

5.	 ସମାକଳଜ ଗୁଡ଼ିକର ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଦ୍ଧାରଣ କର।

i  ( )
1

1/0 1
nn

dx

x−
∫ 	 ii.  ( )1

0
1

pm mx x dx−∫ 	 iii. ( )
1

1/20 1 n

dt

t−
∫ 	 iv. 

0

nm a xx e dx
∞ −∫

6.	 ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର i.  5
2

 Γ −  
	 ii. 15

2
 Γ − 
 

7.	 ନମି୍ନଲିଖିତ ସମାକଳଜ ଗୁଡ଼ିକର ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।

i.   1 4

0
1 x dx−∫  

	 ii. ( )( )
11

0 1 1

m

m

x
ax x

−

+ −∫ dx	 iii. /2 /22 1

0 0
sin sinqx dx dx

π π +×∫ ∫

8.	 ଦର୍ଶାଅ ଯେ ( )

12
21.3.5... 2 1

m m
m

 Γ + 
 − =
π

9.	 ପ୍ରମାଣ କର ଯେ / 2

0

1 1 3cot
2 4 4

d
π    θ θ = Γ Γ   

   ∫

10.	ପ୍ରମାଣ କର ଯେ ( )/2

0

1 1 3 3tan sec
2 4 4 4

d
π      θ + θ θ = Γ Γ + π Γ          ∫
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ଉତ୍ତରମାଳା

1.	 a.  
3
π 			  b. 2

3 3
π 			  c.  

4 2
π  		  d.  45

8

	 e. , 0p
p
π

> 		  f.  
3 3
π 			  g.  π	 		  h.  π

5.	 i.  sin
n n
π π 		  ii.  

( ) 11

11

mp
n

mn p
n

+ Γ + Γ 
 

+ Γ + + 
 

	 iii. 
1

1 1
2

n

n

 π Γ 
 

 πΓ + 
 

	 iv.  ( )1 /

1 1
m n

m
nn a +

+ Γ 
 

6.	 i.  8
15

− π 		  ii.  82
1.3.5.7...15

π

7.	 i.  ( ) 2
1/ 4

6 2

Γ  
π

		  ii.  
( )

1 .
sin1 m ma
π
π+

		  iii. 
( )2 1q
π
+

ଆକର୍ଷଣୀୟ ତଥ୍ୟ 
ଫେନମାନ (Feynman) ଚତି୍ରରୁ  (ଯେଉଁଥିରେ ଉପ-ପରମାଣୁ କଣିକାଗୁଡକିର ସଚ଼ତି୍ର ପ୍ରସ୍ତୁତକିରଣ ହୁଏ), 
ମ୍ୟାକ୍ସୱେଲ-ବ�ୋଲଜମାନ (Maxcwell-Boltzman) ପରସିଂଖ୍ୟାନ ଏବଂ ବତିରଣ (ଅଣୁର ଗତ ି ନରି୍ଣ୍ଣୟ 
କରବିା ପାଇଁ ପଦାର୍ଥ ବଜି୍ଞାନ, ରସାୟନ ବଜି୍ଞାନ ଏବଂ ପରସିଂଖ୍ୟାନ ଯାନ୍ତ୍ରିକରେ ବ୍ୟବହାର କରାଯାଏ), ଏହ ି
କାର୍ଯ୍ୟଗୁଡକିରେ କଛି ିବାସ୍ତବକି ପ୍ରୟ�ୋଗକୁ ଅନ୍ତର୍ଭୁକ୍ତ କରାଯାଇଥାଏ।

ଭିଡଓି ସଂଯ�ୋଗ (ଉତ୍ସ: NPTEL) 

ବଟିା ଏବଂ ଗାମା ଫଳନ
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ICTର ବ୍ୟବହାର 
https://youtu.be/9_m36W3cK74

https://youtu.be/3Co68ALYRTI

ବାସ୍ତବ ଜୀବନରେ  ପ୍ରୟ�ୋଗ  
	y ଶକ୍ତିଶାଳୀ ପରମାଣୁ ବାହନିୀରେ ଏହାର ଅନେକ ପ୍ରୟ�ୋଗ ଅଛ ି।
	y ଯେତେବେଳେ ଆମେ ସମୟ ପରଚିାଳନା ସମସ୍ୟାର ସମାଧାନ କରୁ , ସେତେବେଳେ ବଟିା ବଣ୍ଟନର 

ବ୍ୟବହାର ହୁଏ।
	y ଗାମା ଫଳନ ସମୟ-ଆଧାରତି ଘଟଣାଗୁଡକିର ସମାଧାନ କରବା ପାଇଁ ବ୍ୟବହୃତ ହୁଏ, ଯେପରକି ି

ଯେକ�ୌଣସ ିବସ୍ତୁର ଜୀବନ କାଳ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କରବିା ।
	y ପ୍ୟାକଂି ସମସ୍ୟାରେ ଯେପର,ି ଏକ ଘନକୁ ଏକ ଗ�ୋଲକରେ କମି୍ବା ଏକ ଗ�ୋଲକକୁ ଘନରେ ସଠକି ଭାବରେ 

ରଖାଯାଇ ପାରବି ସେଥିରେ ବ୍ୟବହୃତ ହୁଏ।

1.4	� ସୀମାଯୁକ୍ତ ସମାକଳଜର ପ୍ରୟୋଗ କରି ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ପୃଷ୍ଠତଳର କ୍ଷେତ୍ରଫଳ ଓ ଘନଫଳ 
ନରି୍ଣ୍ଣୟ କରିବା 

ଏକ ସମତଳ କ୍ଷେତ୍ରକୁ ଏହାର ସମତଳରେ ଥିବା ସରଳରେଖା‌ର ଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ କରାଗଲେ ଏକ ପଷୃ୍ଠତଳ ସଷୃ୍ଟି 
ହୁଏ। ପଷୃ୍ଠତଳ ମଧ୍ୟରେ ଆବଦ୍ଧ ଘନକୁ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ଘନ କୁହାଯାଏ ଓ ପଷୃ୍ଠତଳକୁ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ପଷୃ୍ଠତଳ କୁହାଯାଏ ଉଦାହରଣ ସ୍ୱରୂପ  
ଚତି୍ର ମାନଙ୍କରେ କେତେ ଗୋଟ ିଘରୁ୍ଣ୍ଣନ ପଷୃ୍ଠତଳ ଓ ଘନ ପ୍ରଦର୍ଶିତ ହୋଇଛ।ି

1.	 ଯଦ ିଏ ସମକୋଣୀ ∆  କୁ ଏହାର କର୍ଣ୍ଣ ଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ କରାଯାଏ, ତେବେ ପରସ୍ପର ସହ ଯୋଡ଼ ିହୋଇ 
ଥିବା ଦୁଇଟ‌ି କନି୍‍ ରୂପକ ଘନ ସଷୃ୍ଟି ହୁଏ।

2.	 ଯଦ ିଏକ ବୃତ୍ତକୁ ଏହାର ବ୍ୟାସର ଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ କରାଯାଏ ଗୋଟଏି ଗୋଲକର ସଷୃ୍ଟି ହୁଏ।

3.	 ଯଦ ିଏକ ବର୍ଗ ଚତି୍ରକୁ ଏହାର ଯେ କୌଣସ ିବ‌ାହୁର ଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ କରାଯାଏ ଗୋଟଏି ସଲିିଣ୍ଡର ସଷୃ୍ଟି 
ହୋଇଥାଏ।

ଚତି୍ର 1.17		       	         ଚତି୍ର 1.18		            ଚତି୍ର 1.19
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ICTର ବ୍ୟବହାର 
https://youtu.be/9_m36W3cK74

https://youtu.be/3Co68ALYRTI

ବାସ୍ତବ ଜୀବନରେ  ପ୍ରୟ�ୋଗ  
	y ଶକ୍ତିଶାଳୀ ପରମାଣୁ ବାହନିୀରେ ଏହାର ଅନେକ ପ୍ରୟ�ୋଗ ଅଛ ି।
	y ଯେତେବେଳେ ଆମେ ସମୟ ପରଚିାଳନା ସମସ୍ୟାର ସମାଧାନ କରୁ , ସେତେବେଳେ ବଟିା ବଣ୍ଟନର 

ବ୍ୟବହାର ହୁଏ।
	y ଗାମା ଫଳନ ସମୟ-ଆଧାରତି ଘଟଣାଗୁଡକିର ସମାଧାନ କରବା ପାଇଁ ବ୍ୟବହୃତ ହୁଏ, ଯେପରକି ି

ଯେକ�ୌଣସ ିବସ୍ତୁର ଜୀବନ କାଳ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କରବିା ।
	y ପ୍ୟାକଂି ସମସ୍ୟାରେ ଯେପର,ି ଏକ ଘନକୁ ଏକ ଗ�ୋଲକରେ କମି୍ବା ଏକ ଗ�ୋଲକକୁ ଘନରେ ସଠକି ଭାବରେ 

ରଖାଯାଇ ପାରବି ସେଥିରେ ବ୍ୟବହୃତ ହୁଏ।

1.4	� ସୀମାଯୁକ୍ତ ସମାକଳଜର ପ୍ରୟୋଗ କରି ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ପୃଷ୍ଠତଳର କ୍ଷେତ୍ରଫଳ ଓ ଘନଫଳ 
ନରି୍ଣ୍ଣୟ କରିବା 

ଏକ ସମତଳ କ୍ଷେତ୍ରକୁ ଏହାର ସମତଳରେ ଥିବା ସରଳରେଖା‌ର ଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ କରାଗଲେ ଏକ ପଷୃ୍ଠତଳ ସଷୃ୍ଟି 
ହୁଏ। ପଷୃ୍ଠତଳ ମଧ୍ୟରେ ଆବଦ୍ଧ ଘନକୁ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ଘନ କୁହାଯାଏ ଓ ପଷୃ୍ଠତଳକୁ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ପଷୃ୍ଠତଳ କୁହାଯାଏ ଉଦାହରଣ ସ୍ୱରୂପ  
ଚତି୍ର ମାନଙ୍କରେ କେତେ ଗୋଟ ିଘରୁ୍ଣ୍ଣନ ପଷୃ୍ଠତଳ ଓ ଘନ ପ୍ରଦର୍ଶିତ ହୋଇଛ।ି

1.	 ଯଦ ିଏ ସମକୋଣୀ ∆  କୁ ଏହାର କର୍ଣ୍ଣ ଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ କରାଯାଏ, ତେବେ ପରସ୍ପର ସହ ଯୋଡ଼ ିହୋଇ 
ଥିବା ଦୁଇଟ‌ି କନି୍‍ ରୂପକ ଘନ ସଷୃ୍ଟି ହୁଏ।

2.	 ଯଦ ିଏକ ବୃତ୍ତକୁ ଏହାର ବ୍ୟାସର ଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ କରାଯାଏ ଗୋଟଏି ଗୋଲକର ସଷୃ୍ଟି ହୁଏ।

3.	 ଯଦ ିଏକ ବର୍ଗ ଚତି୍ରକୁ ଏହାର ଯେ କୌଣସ ିବ‌ାହୁର ଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ କରାଯାଏ ଗୋଟଏି ସଲିିଣ୍ଡର ସଷୃ୍ଟି 
ହୋଇଥାଏ।

1.4.1  ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ଘନର ଘନଫଳ 

1.4.1.1 କାର୍ଟେଜୀୟ ରୂପରେ ଦତ୍ତ ବକ୍ର 
1.	 x-ଅକ୍ଷ ଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ: y = f (x) ବକ୍ର, x-ଅକ୍ଷ, x = a, x = b 

କୋଟୀ ଦ୍ୱୟ ଦ୍ୱାରା xy- ସମତଳରେ ଆବଦ୍ଧ କ୍ଷେତ୍ରକୁ x-ଅକ୍ଷ ଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ 

ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ କଲେ ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନର ଘନଫଳ 2b

a
y dxπ∫ । 

2.	 y-ଅକ୍ଷ ଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ: x = f (y) ବକ୍ର, y-ଅକ୍ଷ ଓ y = a, y = b ଭୂଜ 
ଦ୍ୱୟ ଦ୍ୱାରା ଆବଦ୍ଧ xy ସମତଳରେ କ୍ଷେତ୍ରର y-ଅକ୍ଷ ଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ 
ହେତୁ ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନର ଘନଫଳ 2b

a
x dyπ∫ । 

3.	 ଯେକ�ୌଣସ ିଅକ୍ଷ ଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ: ଏକ ବକ୍ର AB, ର CD ଅକ୍ଷ ଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ହେତୁ ବକ୍ର AB, 

CD ଅକ୍ଷ ଓ CD ପ୍ରତ ିଅଙ୍କିତ ଲମ୍ବ AC ଓ BD ଦ୍ୱାରା ଆବଦ୍ଧ କ୍ଷେତ୍ର ଯେଉଁ ଘନ ଉତ୍ପନ୍ନ ହୁଏ ତାହାର ଘନ 
ଫଳ = ( ) ( )2OD

OC
PM d OMπ∫  ଯେଉଁରେ CD ଉପରସି୍ଥ  O ଏକ ନରି୍ଣ୍ଣୟ ବନି୍ଦୁ  ବକ୍ର ଉପରେ ଥିବା ବନି୍ଦୁ  P ରୁ  

CD ପ୍ରତ ିଲମ୍ବ।

1.4.1.2 ପାରାମେଟ୍ରିୟ ରୂପର ବକ୍ର:
1.	 x = f (t), ଓ y = φ(t), ବକ୍ର, x-ଅକ୍ଷ ଓ t = a, t = b ପାଇଁ କୋଟୀ ଦ୍ୱୟ ଦ୍ୱାରା ଆବଦ୍ଧ କ୍ଷେତ୍ରର x-ଅକ୍ଷ 

ଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ହେତୁ ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନର ଘନଫଳ = 2b

a

dyx dt
dt

π∫
2.	 x = f (t), ଓ y = φ(t), ବକ୍ର, y- ଅକ୍ଷ ଓ ଭୁ ଜ t = a, t = b ଦ୍ୱାରା ଆବଦ୍ଧ କ୍ଷେତ୍ରର y-ଅକ୍ଷ ଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ 

ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ହେତୁ ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନର ଘନଫଳ 2b

a

dxy dt
dt

π∫
3.	 ଦୁଇ ବକ୍ର ଅନ୍ତର୍ଗତ ଏକ କ୍ଷେତ୍ରର ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ହେତୁ ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନର ଘନଫଳ:

	 ଦୁଇଗୋଟ ିବକ୍ର y = f1(x) ଓ y = f2(x) ଓ କ�ୋଟୀ x = a, x = b ଦ୍ୱାରା ଆବଦ୍ଧ କ୍ଷେତ୍ରର  x-ଅକ୍ଷ 
ଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ହେତୁ ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନର ଘନଫଳ ( ) ( )2 2

1 2

b

a
f x f x dx π − ∫ ।

1.4.1.3 ପ�ୋଲାର ବକ୍ର ପାଇଁ
	� ଏକ ପୋଲାର ବକ୍ର r = f (θ) ଓ ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ ଭେକ୍ଟର θ = α, ଓ θ = β ଦ୍ୱାରା ଆବଦ୍ଧ କ୍ଷେତ୍ରର ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ହେତୁ 

ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନର ଘନଫଳ 
1.	 ମଳୂ ଅକ୍ଷ OX ଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ହେତୁ 32 sin

3
r d

β

α
π θ θ∫ , 

2.	 OY ଅକ୍ଷ ଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ହେତୁ 32 cos
3

r d
β

α
π θ θ∫
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1.4.2  ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ଘନର ପୃଷ୍ଠତଳର କ୍ଷେତ୍ରଫଳ 

1.4.2.1  କାର୍ଟେଜୀୟ ବକ୍ର ପାଇଁ

ବକ୍ର ରେଖା y = f(x), x-ଅକ୍ଷ ଓ କୋଟୀ x = a, x = b ଦ୍ୱାରା ଆବଦ୍ଧ କ୍ଷେତ୍ରର x-ଅକ୍ଷ ଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ 

ହେତୁ ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନର ବକ୍ର ପଷୃ୍ଠତଳର କ୍ଷେତ୍ରଫଳ 2
b

a

dsy dx
dx

π∫  
ଯେଉଁରେ 

2

1ds dy
dx dx

 = +  
 

1.4.2.2 ପାରାମେଟ୍ରିୟ ରୂପ ପାଇଁ 

x = f (t), y = f (t), ବକ୍ର, x- ଅକ୍ଷ ଓ କୋଟୀ t = a, t = b ଦ୍ୱାରା ଆବଦ୍ଧ କ୍ଷେତ୍ରର x-ଅକ୍ଷ ଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ  

ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ହେତୁ ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନର ବକ୍ର ପଷୃ୍ଠତଳର କ୍ଷେତ୍ରଫଳ = 2 ,
b

a

dsy dt
dt

π∫  ଯେଉଁରେ 
2 2ds dx dy

dt dt dt
   = +   
   

1.4.2.3 ପ�ୋଲାର ରୂପ ପାଇଁ 
r = f (θ) ବକ୍ର ଓ ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ ଭେକ୍ଟର θ = α, θ = β ଦ୍ୱାରା ଆବଦ୍ଧ କ୍ଷେତ୍ରର ମଳୂ ଅକ୍ଷ ଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ ଘୂରୂ୍ଣ୍ଣନ 

ହେତୁ ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନର ବକ୍ର ପଷୃ୍ଠତଳର କ୍ଷେତ୍ରଫଳ = 

2 dsy d
d

θ = β

θ = α
π θ

θ∫  ଯେଉଁରେ 
2

2ds drr
d d

 = +  θ θ
ଏବଂ siny r= θ

କେତେକ ସମାହତି ଉଦାହରଣ

ଉଦାହରଣ 1.68. 
2 2

2 2 1x y
a b

+ =
 
ଏଲିପ୍ସକୁ ଏହାର ଦୀର୍ଘ ଅକ୍ଷଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ କଲେ ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନବସ୍ତୁର ଘନଫଳ 

ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।

ସମାଧାନ:   ଏଲିପ୍ସର ସମୀକରଣ 
2 2

2 2 1x y
a b

+ =  

			 
2

2

y
b

= 
2 2 2

2 21 x a x
a a

−
− =

			 
2y  = ( )

2
2 2

2

b a x
a

−

ଏଲିପ୍ସ y-ଅକ୍ଷ ଭିତ୍ତିକ ସମଞ୍ଜସ ଅଟେ।
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∴ x-ଅକ୍ଷ ଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ହେତୁ ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନବସ୍ତୁର ଘନଫଳ

			         = ( )
2

2 2 2
20 0

2 2
a a by dx a x dx

a
π = π −∫ ∫

			         = ( )
2 2 3

2 2 2 2
2 20

0

42 2
3 3

a
ab b xa x dx a x ab

a a
 

π − = π − = π 
 

∫
ଉଦାହରଣ 1.69. ଲିମାକନ୍‌ r = a + b cosθ, a > bକୁ ମଳୂଅକ୍ଷ ଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ହେତୁ ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନବସ୍ତୁର 

ଘନଫଳ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।
ସମାଧାନ: ଆମେ କେବଳ ରେଖାଙ୍କିତ ଅଞ୍ଚଳକୁ ମଳୂଅକ୍ଷ ଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ କରବିା। ତେବେ ଆବଶ୍ୟକୀୟ ଘନଫଳ

	 V  = ( )2

0

2 cos sin
3

a b d
π

π + θ θ θ∫
	 cosa b t+ θ =  ରଖିବା ପରେ, sinb d dt⇒ θ θ = −

	 = 22
3

a b

a b

dtt
b

−

+

 π −  ∫  

	 = 
3 2 32 2 6 2

3 3 3 3

a b

a b

t a b b
b b

−

+

   π π − −
− = −   

   
 

	 = ( )2 24 3
9

b aπ +
�

(ଉତ୍ତର)

ଉଦାହରଣ 1.70. (a – x) y2 = (a + x) x2  ବକ୍ରର ଗୋଟଏି ଲୁପକୁ x-ଅକ୍ଷ ଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ  ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ କଲେ ଉତ୍ପନ୍ନ 
ଘନ ବସ୍ତୁର ଘନ ଫଳ ନିର୍ଣ୍ଣୟ କର। 
ସମାଧାନ: ବକ୍ରର ଆକାର ପାର୍ଶ୍ୱସ୍ଥ ଚତି୍ରରେ ପ୍ରଦର୍ଶିତ ବକ୍ରଟ ିx-ଅକ୍ଷ ଭିତ୍ତିକ ସମଞ୍ଜସ । 

∴ ଆବଶ୍ୟକ ଘନଫଳ V  = ( )
( )

0 02 2

a a

a x
y dx x dx

a x− −

+
π = π

−∫ ∫  

ମନେକର ,a x z dx dz− = = − ଯେତେବେଳେ ,x a= − ତା’ପରେ 2z a=

ଏବଂ 0x =  ତା’ପରେ z a=   

	 ∴ ( ) ( ) ( ) ( )22 2

2

2a a

a a

a a z a zV a z dz a z dz
z z

+ − −
= π − − = π −∫ ∫ 	

	 = ( )2 2 22 2
a

a

a z a z az dz
z
−

π + −∫

	 = 
32 2 2 22 2 4 2

a

a

a az a a z az dz
z

 
π + − − − + 

 ∫

	 = 
23 32 2 2 3 2 22 4 5 2 log 2 5

3

a
a

a
a

a zaz z a dz a z az a z
z

   
π + − − = π + − −   

   ∫

ଚତି୍ର 1.22

ଚତି୍ର 1.23
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	 = ( ) ( ) ( )
3 3

23 2 3 3 32
2 log 2 2 2 5 2 2 log 2 5

3 3
a aa a a a a a a a a a

      π + − − − + − −   
     

			   = 3 22 log 2
3

a  π −  
  (ଉତ୍ତର)

ଉଦାହରଣ 1.71. ସାଇକ୍ଲୋଇଡ x = a (θ – sin θ), y = a (1 – cos θ) କୁ x-ଅକ୍ଷ ଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ ଘୁରାଇଲେ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ 

କ୍ଷେତ୍ର ଦ୍ୱାରା ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନର ଘନଫଳ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର, ଯେଉଁରେ 0 ≤ θ ≤ 2π।

ସମାଧାନ: ମନେକର ବକ୍ରର ତଳେ ଥିବା ଓ x - ଅକ୍ଷ ଉପରସି୍ଥ କ୍ଷେତ୍ରକୁ x ଖଣ୍ଡରେ ବଭିକ୍ତ କରାଗଲା ଯେଉଁରେ 

ପ୍ରତ୍ୟେକ ଖଣ୍ଡ x-ଅକ୍ଷପ୍ରତ ିଲମ୍ବ ଓ y-ଅକ୍ଷ ସହ ସମାନ୍ତରର। ଯେ କୌଣସ ିଖଣ୍ଡର ଦୂରାତା y-ଅକ୍ଷଠାରୁ  x ଓ ଏହାର 

ଉଚତା y-ହେଲା ତେବେ ଘନଫଳ

	 V = 	 ( ) ( )
2 2 22 2

0 0
1 cos 1 cosy dx a a d

π π
π = π − θ − θ θ∫ ∫

		  = ( )
2 33

0
1 cosa d

π
π − θ θ∫

		  = 
3

2 3 2

0
2sin

2
a d

π θ π × θ  ∫  
		  = 23 6 3 6

0 0
8 sin 16 sin

2
a d a d

π πθ π θ = π φ φ  ∫ ∫ 	[θ = 2 φ]

		  = / 23 6

0
32 sina d

π
π f f∫ 				    ( )sin sinπ−f = f  

		  = 3 2 35 3 132 . 5
6 4 2 2

a a× × π
π = π

× ×
			   [ଲଘୁକରଣ ସତୂ୍ର ବ୍ୟବହାର କର]ି

ଉଦାହରଣ 1.72 r = a(1 + cosθ) କାର୍ଡିଅଡକୁ ମଳୂ ଅକ୍ଷ ଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ଦ୍ୱାରା ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନର ଘନଫଳ ନରି୍ଣ୍ଣୟ 

କର।
ସମାଧାନ:   ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନବସ୍ତୁର ଘନଫଳ 

		   (V)  = 3

0

2 sin
3

r d
π

π θ θ∫

		  = ( )33

0

2 1 cos sin
3

a d
π

π + θ θ θ∫

		  = ( ) ( )33

0

2 1 cos sin
3

a d
π

− π + θ − θ θ∫

		  =  ( ) ( )4 4
3 3 3

0

1 cos 1 12 2 8
3 4 3 4 3

a a a
π

   + θ +
− π = π = π   

      

 

ଚତି୍ର 1.24

ଚତି୍ର 1.25
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ଉଦାହରଣ 1.73 y2 (2a – x) = x3  ସସିଏଡ୍‍କୁ ଏହାର ଅନନ୍ତ ସ୍ପର୍ଶୀ ରେଖା ଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ କଲେ ଉତ୍ପନ୍ନ 

ଘନବସ୍ତୁର ଘନଫଳ π2a3 ବୋଲି ଦର୍ଶାଅ।

ସମାଧାନ: ଏରେ ଅନନ୍ତ ସ୍ପର୍ଶୀ ରେଖାଟ ିx = 2a

		  ଅାବଶ୍ୟକୀୟ ଘନଫଳ V  = ( )
2 2

0
2 2

a
a x dyπ −∫ � ... (1)

		  ବକ୍ରର ସମୀକରଣରୁ  

			     

3/2

2
xy
a x

=
− 	

			 

( )
( )3/2

3

2

a x xdy
dx a x

−
=

−  

			 

( )
( )3/2

3

2

a x x
dy dx

a x

−
=

−

ଯେତେବେଳେ y ଚଳ 0 ରୁ   ∞ ପର୍ଯ୍ୟନ୍ତ ବ୍ୟାପ୍ତ x ଚଳ 0 ରୁ  2a ପର୍ଯ୍ୟନ୍ତ ବ୍ୟାପ୍ତ।

			   V = ( ) ( ) ( )
( )

2 22 2
3/20 0

3
2 2 2 2

2

a a x x
a x dy a x dx

a x

π −
π − = π −

−∫ ∫

			      =  ( )
2 22 2

0 0
2 2 4 2

a a
a x ax x dx a ax x dxπ − − + π −∫ ∫

		
22 sinx a= θ  ବ୍ୟବହାର କଲେ

	     		
22 /22 2 2

0 0
2 2 4 sin cos

2
a aax x dx a a d

π
− = × θ θ θ = π∫ ∫

	 ∴		  ( )
23/22 2

2 3 2 3

0

2
4 0 2 2

3 / 2 2

a

ax x aV a a a
 − π = π + π = + π = π
 
 

ଉଦାହରଣ 1.74. y2=4ax ପାରାବୋଲାର ଶୀର୍ଷରୁ  ନାଭଲମ୍ବର ଏକ ପ୍ରାନ୍ତ ବନି୍ଦୁ  
ପର୍ଯ୍ୟନ୍ତ ଛେଦନ ସରଳରେଖା ଓ ପାରାବୋଲାର ଛେଦାଂଶ ବକ୍ର ଦ୍ୱାରା ଆବଦ୍ଧ 
କ୍ଷେତ୍ରଟ ିଉକ୍ତ ଛେଦନର ଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ହେତୁ ଉତ୍ପନ୍ନ ବସ୍ତୁର ଘନଫଳ 
ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।
ସମାଧାନ:   	 ପାରାବ�ୋଲାର ସମୀକରଣ 
		  y2 = 4ax । 
		  B ବନି୍ଦୁର ସ୍ଥାନାଙ୍କ ହେଉଛ ି(a, 2a) ଓ ଶୀର୍ଷ (0,0) ସତୁରାଂ 

 

ଚତି୍ର 1.26

ଚତି୍ର 1.27



94 | ଗଣନା ଏବଂ ର�ୈଖିକ ବୀଜଗଣିତ

OB ର ସମୀକରଣ 
		  	 ( )2 00 0

0
ay x

a
−

− = −
−

 
 
⇒	              	  2 0x y− =

ମନେକର P ବନି୍ଦୁର ସ୍ଥାନାଙ୍କ (at2, 2at) ଓ PM, ସରଳରେଖା P ବନି୍ଦୁରୁ  OB ପ୍ରତ ିଲମ୍ବ।

		   	
( )2 2 12 2

4 1 5
at tat atPM

−−
= =

+

 	 ( ) ( )2 22 20 2 0 4OP at at a t t= − + − = +

                        	
( ) ( )22 2

2 2 2 2 2 2 4 1
4

5
a t t

OM OP PM a t t
−

= − = + −

           	          
( )22 2

2 4
5

a t t
OM

+
=

              	
( )4

5
a t t

OM
+

=

∴	 ଆବଶ୍ୟକୀୟ ଘନଫଳ ( ) ( ) ( ) ( )22 2
1 12

0 0

4 1 4
5 5t

a t t a t t
V PM d OM d

=

− + 
= π = π  

 
∫ ∫

( )( ) ( )
3 3 31 12 2 5 3 2

0 0

4 4 22 1 2 4 2 6 4
5 5 5 5 15 5

a a at t t t dt t t t dtπ π π
= − + + = − + =∫ ∫

 
(ଉତ୍ତର)

ଉଦାହରଣ 1.75 ଦୀର୍ଘ ଅକ୍ଷ ଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ 
2 2

2 2 1x y
a b

+ =  ଏଲିପ୍ସର ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ହେତୁ ଉତ୍ପନ୍ନ ପଷୃ୍ଠତଳର କ୍ଷେତ୍ରଫଳ ନରି୍ଣ୍ଣୟ 
କର। 
ସମାଧାନ: ଏଲପ୍ସିର ସମୀକରଣ x2 + 4y2 = 16 

			 
2

2 2 164 16
2

xy x y −
= − ∴ =

			    4 42 2

0 0

6464 3 3
3

x dx x dxπ − = π −∫ ∫

			     22 16
xdy dx

x
= −

−

			   ( ) ( )
2 2 2

2 2

64 31 1
4 16 4 16

ds dy x x
dx dx x x

− = + = + =  − − 

ଯେଉଁ ବନି୍ଦୁରେ ଏଲିପ୍ସର x-ଅକ୍ଷକୁ ଛେଦକରେ ସେରେ y=0
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ତା’ପରେ 	 	 2 16 4x x= ⇒ = ±

ଏଲିପ୍ସର ଉପର ଅର୍ଦ୍ଧରେ x ଚଳ 0 ରୁ  4 ଯାଏଁ ବ୍ୟାପ୍ତ ଆବଶ୍ୟକୀୟ ପ୍ୃଷ୍ଠ କ୍ଷେତ୍ର ଫଳ

			   = ( )
2 24 4

20 0

16 64 32 2 4
2 4 16

ds x xy dx dx
dx x

− −
× π = π ×

−∫ ∫

			   = 4 42 2

0 0

6464 3 3
3

x dx x dxπ − = π −∫ ∫

			   = 
4

2 1

0

64 64 33 sin
2 3 3 2 8
x xx − 

π − + × 

			   = 164 32 33 2 16 sin
3 3 2

− 
π − + 
 

			   = 4 32 43 2 8 1
3 33 3 3

π π   
π × + × = π +   
   

 (ଉତ୍ତର)

ଉଦାହରଣ 1.76  ବକ୍ର y =sinx ର x-ଅକ୍ଷ ଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ହେତୁ ଉତ୍ପନ୍ନ ପଷୃ୍ଠତଳ‌ର କ୍ଷେତ୍ରଫଳ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।
ସମାଧାନ:   ବକ୍ର y = sinx ର ଏକ ଚାପ (0, π) ମାଧ୍ୟରେ ଅବସ୍ଥିତ । 

	ତେ ଣୁ 		
2

21 1 cosds dy x
dx dx

 = + = + 
  		

        ଆବଶ୍ୟକୀୟ ପଷୃ୍ଠ କ୍ଷେତ୍ରଘଳ  = 
2

0
2 1 dyy dx

dx
π  π +  

 ∫ 		

		  = 2

0
2 sin 1 cosx x dx

π
π +∫  [ t = cost ରଖିବା ପରେ ⇒ dt  = – sinxdt ] 

		  = ( )
1

21 12 2 1

1 1
1

1 12 1 2 1 2 sinh
2 2

t tt dt t dt t
− −

−
−

 +
− π + = π + = π + 

  
∫ ∫

		  = ( ){ } ( ){ } ( )1 1 12 sinh 1 2 sinh 1 2 2 sinh 1− − −   π + − − − = π +    (ଉତ୍ତର)

ଉଦାହରଣ 1.77 x = a cos3t, y = a sin3t ଅଷ୍ଟର୍‌ଏଡର x-ଅକ୍ଷ ଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ହେତୁ ଉତ୍ପନ୍ନ ପଷୃ୍ଠତଳ‌ର 
କ୍ଷେତ୍ରଫଳ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।
ସମାଧାନ: ଏରେ ଚତି୍ର 1.29 ରେ ଦର୍ଶାଯାଇଥିବା ରେଖାଙ୍କିତ କ୍ଷେତ୍ରକୁ x-ଅକ୍ଷ ଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ କରାଯାଇଅଛ।ି

		            
2 2ds dx dy

dt dt dt
   = +   
   

			        

ଚତି୍ର 1.28  
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        		               ( ) ( )2 22 23 cos sin 3 sin cosa t t a t t= − +

			   ( )2 2 2 2 29 cos sin cos sina t t t t= × +
			 

3 cos sina t t=

∴	 ପଷୃ୍ଠ କ୍ଷେତ୍ରଫଳ  =  /2 /2 3

0 0
2 2 4 sin 3 cos sindsy dt a t a t t dt

dt
π π

π = π ×∫ ∫

	 = 
/25/22 4 2 2

0
0

sin 1212 sin cos 12
5 5

ta t t dt a a
π

π  
π = π = π 

 ∫  (ଉତ୍ତର)

ଉଦାହରଣ 1.78 a ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ ଓ (0,0) କେନ୍ଦ୍ର ବଶିଷି୍ଟ ବୃତ୍ତର ପ୍ରଥମ ପାଦ ଓ ବୃତ୍ତର ପାଦର ପ୍ରାନ୍ତବନି୍ଦୁରେ ଅଙ୍କିତ, ସ୍ପର୍ଶକ 
ଦ୍ୱୟ ଦ୍ୱାରା ଆବଦ୍ଧ କ୍ଷେତ୍ରକୁ ଗୋଟଏି ସ୍ପର୍ଶକର ଚତ୍ୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ କରା ଗଲେ ଉତ୍ପନ୍ନ ପଷୃ୍ଠତଳର କ୍ଷେତ୍ରଫଳ ନରି୍ଣ୍ଣୟ 
କର।

ସମାଧାନ: ବୃତ୍ତର ସମୀକରଣ 

		            2 2 2x y a+ =  କମି୍ବା cos , sinx a t y a t= =

			   ଓ P(x, y) ପ୍ରଥମ ପାଦରେ ବୃତ୍ତ ଉପରସି୍ଥ ଯେକୌଣସ ିବନି୍ଦୁ।

			   ( )cos 1 cosPM NA a x a a t a t= = − = − = −

∴			     
2 2

2 2 2 2sin cosds dx dy a t a t a
dt dt dt

   = + = + =   
     

ପଷୃ୍ଠତଳର କ୍ଷେତ୍ରଫଳ  S	 ( )
/ 2

0
2 dsPM dt

dt
π

= π × ×∫

			             ( )
/ 22

0
2 1 cosa t dt

π
= π −∫

			           
[ ] / 22

0
2 sina t t π= π −

                                            22 1
2

a π = π −  
			           ( )2 2a= π π− (ଉତ୍ତର) 

ଉଦାହରଣ 1.79 r = a ( 1 + cosθ)କାର୍ଡ଼ୟାଡ଼କୁ ମଳୂ ଅକ୍ଷ ଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ କ‌େଲ ଉତ୍ପନ୍ନ ପଷୃ୍ଠତଳ‌ର କ୍ଷେତ୍ରଫଳ 

ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର। 

ସମାଧାନ: କାର୍ଡ଼ୟାଡ଼ଟି ମୂଳ ଅକ୍ଷଭିତ୍ତିକ ସମଞ୍ଜସ ଅଟେ ଓ ଏହାର ଉପର ଅର୍ଦ୍ଧରେ θ ଚଳ ‘0’ ରୁ π ପର୍ଯ୍ୟନ୍ତ ବ୍ୟାପ୍ତ।

ଚତି୍ର 1.29

ଚତି୍ର 1.30
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	 ପୁନଶ୍ଚ 		  ( )
2

22 2 2 21 cos sinds drr a a
d d

 = + = + θ + θ θ θ 

			   ( ) ( )22 1 cos 4cos / 2 2 cos
2

a a a θ = + θ = θ =  
 

∴ ଆବଶ୍ୟକୀୟ କ୍ଷେତ୍ରଫଳ  = 0 0
2 2 sin 2 cos

2
dsy d r a d
d

π π θ π θ = π θ × θ  θ∫ ∫ 	 [ ]cos , sinx r y r= θ = θ

			           = ( )
0

4 1 cos sin cos
2

a a d
π θ

π + θ θ θ∫

			           = 2 2

0
4 2cos 2sin cos cos

2 2 2 2
a d

π θ θ θ θ
π × × θ∫

			           = 2 4

0
16 cos sin

2 2
a d

π θ θ
π θ∫   

			           = ( )2 4

0

116 2 cos sin
2 2 2

a d
π θ θ π − − × θ 

 ∫

			           = ( )
5

2 2
2

0

cos 32 32232 0 1
5 5 5

a aa

πθ 
  π π

− π = − − = 
 
 

	 (ଉତ୍ତର)	

ଉଦାହରଣ 1.80 r = a ବୃତ୍ତର ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ହେତୁ ଉତ୍ପନ୍ନ ଗ�ୋଲକର ପୃ୍ଷ୍ଠତଳର କ୍ଷେତ୍ରଫଳ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।

ସମାଧାନ: ବୃତ୍ତର ପୋଲାର ସମୀକରଣଟ ି r = a ମନେକର ଚତି୍ରରେ ଦର୍ଶାଯାଇଥିବା ରେଖାଙ୍କିତ ଅଂଶକୁ x-ଅକ୍ଷ 
ଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ କରାଯାଇଛ।ି ତେବେ
		  2

2 2 0ds drr a a
d d

 = + = + = θ θ 

 

∴		    / 2

0
2 2 sin dsS r d

d
π

= π θ θ
θ∫

		       /2

0
4 sina a d

π
= π θ× θ∫

		       
/2 2

0
4 sina d

π
= π θ θ∫ 		       [ ] / 22

0
4 cosa π= π − θ

		       24 a= π 	 (ଉତ୍ତର)

 

ଚତି୍ର 1.31
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ପ୍ରଶ୍ନମାଳା 1.7

1.	 x-ଅକ୍ଷ ଭିତ୍ତିକର ିଏଷ୍ଟ୍ରୋଏଡ୍ x2/3 + y2/3 = a2/3 ର ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ଦ୍ୱାରା ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନବସ୍ତୁର ପଷୃ୍ଠତଳର କ୍ଷେତ୍ରଫଳ 
ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।

2.	 x-ଅକ୍ଷ ଭିତ୍ତିକର ି ସାଲକ୍ଲଏଡ଼ x = a(θ – sin θ), y = a)1 – cos θ)ର ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ଦ୍ୱାରା ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନବସ୍ତୁର 
ପଷୃ୍ଠତଳର କ୍ଷେତ୍ରଫଳ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।

.	3 ବକ୍ର  r2  = a2 cos2θ କୁ ପ୍ରାରମ୍ଭିକ ରେଖା ଭିତ୍ତିକର ିଲୁପର ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ଦ୍ୱାରା ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନବସ୍ତୁର ପଷୃ୍ଠତଳର 
କ୍ଷେତ୍ରଫଳ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।

.	4 ବକ୍ର y2(a + x) = x2(a – x) ର x-ଅକ୍ଷକୁ ଭିତ୍ତିକର ିଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ଦ୍ୱାରା ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନବସ୍ତୁର ଘନଫଳ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।

.	5 ବକ୍ର x = a cos3θ, y = a sin3θ ର θ = –π/2, θ =π/2 ପର୍ଯ୍ୟନ୍ତ ଚାପର x-ଅକ୍ଷକୁ ଭିତ୍ତିକର ିଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ଦ୍ୱାରା 
ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନବସ୍ତୁର ଘନଫଳ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।

.	6 ବକ୍ର x y a+ = , x = 0, y = 0 ଦ୍ୱାରା ଆବଦ୍ଧ କ୍ଷେତ୍ରର x-ଅକ୍ଷକୁ ଭିତ୍ତିକର ି ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ଦ୍ୱାରା ଉତ୍ପନ୍ନ 
ଘନବସ୍ତୁର ଘନଫଳ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର। 

.	7 ବକ୍ର 27ay4 = 2(x – 3a)2 ର x-ଅକ୍ଷକୁ ଭିତ୍ତିକର ିଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ଦ୍ୱାରା ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନବସ୍ତୁର ଘନଫଳ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର। 
8.	 x-ଅକ୍ଷ, y2 = 4ax ଏବଂ କ�ୋଟ ିx = 3a ଦ୍ୱାରା ଆବଦ୍ଧ କ୍ଷେତ୍ରକୁ x-ଅକ୍ଷ ଭିତ୍ତିକର ିଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ଦ୍ୱାରା ଉତ୍ପନ୍ନ 

ଘନବସ୍ତୁର ଘନଫଳ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର। 
.	9 ବକ୍ର y2 = x3, x2 = y3 ମଧ୍ୟରେ ଥିବା କ୍ଷେତ୍ରର x-ଅକ୍ଷକୁ ଭିତ୍ତିକର ିଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ଦ୍ୱାରା ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନର ଘନଫଳ 

5
28
π  ପ୍ରମାଣ କର।

.	10 ଏଲିପ୍ସ 
2 2

2 2 1x y
a b

+ = କୁ ଦୀର୍ଘ ଅକ୍ଷ ଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ଦ୍ୱାରା ଉତ୍ପନ୍ନ ଏଲିପ୍ସଏଡ଼ର ପଷୃ୍ଠ କ୍ଷେତ୍ରଫଳ ଏବଂ 

ଘନଫଳ ନିର୍ଣ୍ଣୟ କର।
11.	 ପାରାବ�ୋଲା y2 = 4axର ନାଭଲମ୍ବ (ଳାଟସରେକ୍ଟମ) ଦ୍ୱାରା କଟା ଯାଇଥିବା ଅଂଶର ଶୀର୍ଷରେ ସ୍ପର୍ଶରେଖା 

ଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ କରବିା ଦ୍ୱାରା ଉତ୍ପନ୍ନ ହେଉଥିବା ଘନର ଘନଫଳ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ।
12.	 ପାରାବ�ୋଲା y2 = 4axର ନାଭଲମ୍ବ (ଳାଟସରେକ୍ଟମ) ଦ୍ୱାରା କଟା ଯାଇଥିବା ଅଂଶର ଶୀର୍ଷରେ ସ୍ପର୍ଶରେଖା 

ଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ କରବିା ଦ୍ୱାରା ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନର ପଷୃ୍ଠ କ୍ଷେତ୍ରଫଳ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ।

13.	 ବକ୍ର r2 = a2 cos2θ ପାଇଁ ପ୍ରମାଣ କର ଯେ ଘନର ପ୍ରାରମ୍ଭିକ ରେଖା ଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ଦ୍ୱାରା ଉତ୍ପନ୍ନ 

ଘନର କ୍ଷେତ୍ରଫଳ  ( )
2

3log 2 1 2
6 2

aπ  + −   ଅଟେ।
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14.	 ବକ୍ର 8 2y x
x
+

= −  ଏବଂ x-ଅକ୍ଷ ମଧ୍ୟସ୍ଥ କ୍ଷେତ୍ର, ସରଳରେଖା x + 5 = 0 ଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ଦ୍ୱାରା ଉତ୍ପନ୍ନ 

ଘନର ଘନଫଳ  ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ।
15.	 3ay2 = x(x – a)2 ଦ୍ୱାରା ଦଆିଯାଇଥିବା ବକ୍ରର ଲୁପ୍‌ର ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ଦ୍ୱାରା ଉତ୍ପନ୍ନ ହେଉଥିବା ଘନର ପଷୃ୍ଠ 

କ୍ଷେତ୍ରଫଳ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ।

16.	 ବକ୍ର x = t2, 
3

3
ty = ର ଲୁପକୁ x-ଅକ୍ଷର ଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ଦ୍ୱାରା ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନର ଘନଫଳ ଏବଂ ପଷୃ୍ଠରେ 

କ୍ଷେତ୍ରଫଳ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ।

17.	 ‘a’ ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ ବଶିଷି୍ଟ ବୃତ୍ତର ଏକ ଚ଼ତୁର୍ଥାଂଶ ନଜିର ଜ୍ୟା ଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ କରେ। ଉତ୍ପନ୍ନ ସ୍ପିଣ୍ଡଲ (Spindle)ର 
ଘନଫଳ ( )

3

10 3
6 2

aπ
− π  ପ୍ରମାଣ କର। 

ଉତ୍ତରମାଳା

	 1. 212
5

aπ 	 2. 264
3

aπ 	 3. ( )22 2 2aπ − 	 4. 3 22 log 2
3

a  π −  
	 5.   

216
105

aπ   

	 6. 
3

12
aπ 	 7. 348 aπ 	 8. 318 aπ  	 10. 3 2 1 12 1 sina e e e− −π = − + ଏବଂ 24

3
abπ 	

	 11. 34
5

aπ  	 12. ( )2 3 2 log 2 1a  π + −   	14. 432π 	 15. 4
3
a    16. 3 , 3

4
π

π

ଆକର୍ଶଣୀୟତଥ୍ୟ:
	y ତୁମେ  ଜାଣିଛ କ,ି ବ�ୈଦ୍ୟୁତ ପରପିଥରେ, କରେଣ୍ଟ ଏବଂ ଚାର୍ଜ ମଧ୍ୟରେ ଏକ ସମ୍ପର୍କ ଅଛ,ି ଯାହା ଏହ ିଧାରଣା 

ଦ୍ୱାରା ଗଣନା କରାଯାଇପାରବି । (https://www.math24.net/integrals-electric-circuits)
	y ଇଞ୍ଜିନୟିରଂି କାର୍ଯ୍ୟ ବଭିିନ୍ନ ଶଳି୍ପରେ ଏହ ିଧାରଣାର ଜ୍ଞାନକୁ ବ୍ୟବହାର କର ିଯେ କ�ୌଣସ ିବସ୍ତୁର ଭାରକେନ୍ଦ୍ର 

ଏବଂ ଜଡ଼ତ୍ୱ ଆଘରୂ୍ଣ୍ଣ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କରାଯାଏ ।
	y ସ୍ଥପତ,ି ଯେକ�ୌଣସ ିଭବନ ନରି୍ମାଣ କରବିା ସମୟରେ ଏହ ିଧାରଣାକୁ ବ୍ୟବହାର କରନ୍ତି ।
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ଭିଡଓି ସଂଯୋଗ (ଉତ୍ସ: NPTEL)

ସୀମାଯୁକ୍ତ ସମାକଳନର ପ୍ରୟ�ୋଗ-1

ବାସ୍ତବ ଜୀବନରେ ପ୍ରୟ�ୋଗ  
	y ଏହ ିଧାରଣା ବାଣିଜ୍ୟ ଏବଂ ଅର୍ଥଶାସ୍ତ୍ର କ୍ଷେତ୍ରରେ “Lorenz curve” «ଲ�ୋରେଞ୍ଜ ବକ୍ର” ଏବଂ “Gini 

Coefficient” “ଗିନ ିଗୁଣାଙ୍କ»ର ଗଣନା କରବିା ପାଇଁ ଏବଂ ମ�ୋଟ ଲାଭରେ ବୃଦ୍ଧି କରବିା ପାଇଁ ପ୍ରୟ�ୋଗ 
କରାଯାଏ।

	y  କ�ୌଣସ ିବସ୍ତୁର ବସ୍ତୁତ୍ୱ ଏବଂ ଘନତା ଖ�ୋଜବିା ପାଇଁ ପଦାର୍ଥ ବଜି୍ଞାନରେ ପ୍ରୟ�ୋଗ କରାଯାଏ ।
	y ଏହାର ବ୍ୟବହାର ମଧ୍ୟ ହାରାହାର ିପରବିର୍ତ୍ତନ, ଘନଫଳ, ତ୍ରୁଟ ିଆକଳନ ଏବଂ ପଷୃ୍ଠତଳର କ୍ଷେତ୍ରଫଳ ନରି୍ଣ୍ଣୟ 

କରବିାରେ ହ�ୋଇଥାଏ ।
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ସମାହତି କଠନି ପ୍ରଶ୍ନମାଳା 
ଉଦାହରଣ 1  { }

10

.3/2
2x dx

−∫  
ର ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର, ଯେଉଁରେ {.}, x ର ଭଗ୍ନାଂଶ।

ସମାଧାନ:   ଆମେ ଜାଣୁ ଯେ f (x) = {2x} ଏକ ଆବର୍ତ୍ତୀ ଫଳନ ଯାହାର ଆବର୍ତ୍ତ ବା ଅବଧି ହେଉଛ ି½ । 

ତେଣୁ 		  { } { }
( )

( )10 20 1/2

.3/2 3 1/2
2 2I x dx x dx

− −
= =∫ ∫

		     1/2

0
23 2x dx= ∫ (ଯେହେତୁ {2x= 2x- [2x] ଏବଂ ଯେତେବେଳେ x∈ [0, 1/2], [2x] = 0)

		     1/22

0
23x=

23
4

= (ଉତ୍ତର)	

ମନ୍ତବ୍ୟ:  ଯଦ ିf (x) ଏକ ଆବର୍ତ୍ତୀ ଫଳନ ଓ ଅବଧି p ,

 ତେବେ ( ) ( )
/

/
,

b np b

a np a
f x dx f x dx n I= ∈∫ ∫

ଉଦାହରଣ 2    41 3

1

xx e dx
−∫ ର ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।

ସମାଧାନ:   ମନେକର ( ) 43 xf x x e= ତେବେ, 

∴	        ( ) ( ) ( ) ( )
4 43 3x xf x x e x e f x−− = − = − = −

ତେଣୁ  f (x) ଏକ ଅଯୁଗ୍ମ ଫଳନ ଅଟେ। 

∴	 ( ) 41 1 3

1 1
0xf x dx x e dx

− −
= =∫ ∫ (ଉତ୍ତର)	

ଉଦାହରଣ 3    ( )
1

1/0 1
nn

dx

x−
∫ ଏକ ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର। 

ସମାଧାନ:   ମନେକର ( )
1

1/0 1
nn

dxI
x

=
−

∫
2sinnx = θରଖିବା ପରେ, ⇒ 2/sin nx = θ

		    
2 12 sin cosndx d

n

 − 
 = θ θ θ

∴		        
2 1 2 1/2 /2

0 0

2 sin cos 2 sin
cos

n
nI d d

n n

 −     −π π  
 θ θ

= θ = θ θ
θ∫ ∫ 	

		          
1 1 1

2 2
1 1 2

2 2

n n
nn n

n n

     Γ Γ Γ     π     = =
+   Γ + Γ   

   

(ଉତ୍ତର)	
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ଉଦାହରଣ 4    
( )( )

b

a

dx
x a b x− −∫  ର ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।

ସମାଧାନ :   ମନେକର  2 2cos sinx a b= θ+ θ

⇒		  2 cos sin 2 sin cosdx a d b d= − θ θ θ+ θ θ θ
		      ( )2 sin cosb a d= − θ θ θ 	
ଏବଂ 	              2 2cos sinx a a b a− = θ+ θ− 	
		      ( ) 2sinb a= − θ 	
ଏବଂ 	           2 2cos sinb x b a b− = − θ+ θ

		     ( ) 2sinb a= − θ

∴ 	                
( )
( )

/ 2

0

2 sin cos
sin cos

b a
I d

b a
π − θ θ

= θ
− θ θ∫

		    / 2

0
2 1. d

π
= θ = π∫ 	 (ଉତ୍ତର)

ଉଦାହରଣ 5 ଉପଯୁକ୍ତ ପ୍ରତସି୍ଥାପନ ଦ୍ୱାରା ଦର୍ଶାଅ ଯେ ( )

1/2 2 1 2 1

0 0

1sin cos , , 0
2 1

x
x y

x y

td dt x y
t

−π ∞− −
+θ θ θ = >

+∫ ∫
ସମାଧାନ: ମନେକର	 1sin

1 z
θ =

+
 ତେଣୁ 

1/2

cos
1
z

z
θ =

+

	 ( ) 3/21cos 1
2

d z dz−θ θ = − +

ବର୍ତ୍ତମାନ 	  	 /2 2 1 2 1

0
sin cosx yI d

π − −= θ θ θ∫

		
( ) ( ) ( )

10

1/2 1 3/2

1 1 1.
2 1 1 1

y

x y

z dz
z z z

−

− −∞
= −

+ + +∫

		  ( )
( )

1

0

1 1 ,
2 21

y

x y

z dz B y x
z

−∞

+= =
+∫

ଆମେ ଜାଣୁ        ( ) ( ), ,B x y B y x=

ତେଣୁ	  	  
( ) ( )

1 1

0 0

1 1
2 21 1

x x

x y x y

z tI dz dt
z t

− −∞ ∞

+ += =
+ +∫ ∫ 		  (ପ୍ରମାଣିତ)

ଉଦାହରଣ 6 ଯଦ ି
/2

0
sinn

nI x dx
π

= ∫ ତେବେ ପ୍ରମାଣ କର ଯେ 2
1

n n
nI I
n −
− =   

ସମାଧାନ:   ଦତ୍ତ ଅଛ	ି      
/ 2

0
sinn

nI x dx
π

= ∫
			   ( )

/ 2/21 2 2

0 0
sin cos 1 sin cosn nx x n x x dx

ππ− − = − + −  ∫
			   ( ) ( )/ 2 2 2

0
1 sin 1 sinnn x x dx

π −= − −∫
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			   ( ) ( )
/ 2 /22

0 0
1 sin 1 sinn nn x dx n x dx

π π−= − − −∫ ∫
			      

( ) ( ) 21 1n n nI n I n I −+ − = −

			        2
1

n n
nI I

n −

− =  
 

		  (ପ୍ରମାଣିତ)

ଉଦାହରଣ 7. y2 = 4ax ପାରାବୋଲାର ଯେଉଁ ଅଂଶଟ ିନାଭଲମ୍ବ ଛେଦ ହେତୁ ଉତ୍ପନ୍ନ ତାହା ଶୀର୍ଷରେ ଅଙ୍କିତ ସ୍ପର୍ଶକ 
ଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ କରେ। ଉତ୍ପନ୍ନ ପଷୃ୍ଠତଳର କ୍ଷେତ୍ରଫଳ ନରି୍ଣୟ କର।

ସମାଧାନ:   ଦତ୍ତ ପାରାବ�ୋଲା ହେଉଛ ିy2 = 4ax  (1)	

ସମୀକରଣ(1)କୁ ‘x’ ଭିତ୍ତିକ ଅବକଳନ କଲେ, ଆମେ ପାଉ 
2dy a

dx y
= 	

			 
2 2

2

41 1ds dy a
dx dx y

 = + = + 
 

		        	

241
4

a x a
ax x

+
= + =

ଏରେ ବକ୍ରଟ ିx-ଅକ୍ଷ ଭିତ୍ତିକ ସମଞ୍ଜସ ଏବଂ OL ଚାପ ପାଇଁ ଚଳ x, ‘0’ 
ରୁ  ‘a’ ପର୍ଯ୍ୟନ୍ତ ବ୍ୟାପ୍ତ।
ଶୀର୍ଷରେ ଅଙ୍କିତ ସ୍ପର୍ଶକ ଅର୍ଥାତ୍ y-ଅକ୍ଷ ଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ ଚାପ LOL′ ର 
ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ଦ୍ୱାରା ଉତ୍ପନ୍ନ ପଷୃ୍ଠତଳର ଆବଶ୍ୟକୀୟ କ୍ଷେତ୍ରଫଳ ହେଉଛି
∴	  

0
2 2

a dsS x dx
dx

= π∫
			   2

0 0
4 4

a ax ax dx x ax dx
x
+ = π = π + 

 ∫ ∫

			 
2 2

0
4

2 2
a a ax dx

     = π + −    
     

∫

			 
2

2 2

0

1 14 . log
2 2 2 4 2

a
a a ax x ax x x ax

     = π + + − + + +     
     

{ }2
2 2 2 2 2 21 log

2 2
ax a dx x x a x x a

 
− = + − + − 

 ∫
	

			 
2 21 3 34 . . 2 log 2 log

2 2 8 2 8 2
a a a a aa a

    = π − + +   
    

ଚତି୍ର 1.32
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2 2
3 2

3 24 2 log
4 8 / 2

a a
a a

a

   +      = π −  
      

			 
( )2 13 2 log 3 2 2

2
a  = π − +  

			   ( )22 13 2 log 2 1
2

a  = π − +  

			   ( )2 3 2 log 2 1a  = π − +  	 (ଉତ୍ତର)

ଉଦାହରଣ 8  କ�ୋନ୍ 2 23z x y= − +    ଏବଂ ପାରାବ�ୋଲିକ୍ 2 21z x y= + +    ଦ୍ୱାରା ଆବଦ୍ଧ ପଷୃ୍ଠତଳର କ୍ଷେତ୍ରଫଳ 
ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର। 
ସମାଧାନ: ସଙ୍କେତ ପ�ୋଲାର ସ୍ଥାନାଙ୍କକୁ ପରବିର୍ତ୍ତନ କର ିସମାଧାନ କର।

ଉଦାହରଣ 9 ଏଲିପ୍ସ 
2 2

2 2 1x y
a b

+ =  ର ନାଭଲମ୍ବ ଦ୍ୱାରା ଛେଦତି ଭାଗ, ଶୀର୍ଷରେ ଅଙ୍କିତ ସ୍ପର୍ଶକ ଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ 

ହେତୁ ଉତ୍ପନ୍ନ ପଷୃ୍ଠତଳ‌ର ଘନଫଳ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର। 

ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ ଏଲିପ୍ସର ସମୀକରଣ 
2 2

2 2 1x y
a b

+ =

ଏଲିପ୍ସର ନାଭ ହେଉଛ ି(ae, 0) ଯେଉଁରେ 
2

21 be
a

= −   

ହେଉଛ ିଉତ୍କେନ୍ଦ୍ରତା (eccentricity)। ନାଭ ଦେଇ ଏବଂ 

ଏଲିପ୍ସ ଦ୍ୱାରା ଅନ୍ତଖଣ୍ଡିତ ରେଖାଖଣ୍ଡକୁ ନାଭଲମ୍ବ (ଲାଟସ 

ରେକ୍ଟମ) କୁହାଯାଏ । 

ମନେକର ଏକ ଡସି୍କର ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ(a– x) ଏବଂ ମ�ୋଟେଇ 
dy ଅଛ ିତେବେ ଏହ ିଭାଗରେ ଘନଫଳ ହେଉଛ ି ( )2a x dyπ − .

ତେଣୁ, ଦତ୍ତ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ଦ୍ୱାରା ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନର ଘନଫଳ ହେଉଛ ି। 

             	 ( )
2

2

/ 2

/

b a

b a
V a x dy

−
= π −∫ 		  	 ( )

2 / 2

0
2

b a
a x dy= π −∫ 		

( )
2 / 2 2

0
2 2

b a
a ax x dy= π − +∫

 [ 
2 2

2 2 1x y
a b

+ =  ଅର୍ଥାତ୍  ( )
2

2 2 2
2

ax b y
b

= − ]

 

ଚତି୍ର 1.33
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( ) ( )
2 2/ 2 2 2 2 2

20
2 2 .

b a a aa a b y b y dx
b b

 
= π − − + − 

 
∫

		  { }22 / 2 2 2 2
2 0

2 2 2
b aa b b b y y dy

b
π

= − − −∫

		
2 /2 2 3

2 2 2 1
2

0

2 12 2 sin
2 2 3

b a
a b y yb y b y b y

bb
−  π  = − − + −      

		
2 2 2 4 2 6

2 2 1
2 2 3

2 12 . 2 . . sin
2 2 3

a b b b b b bb b b
a a ab a a

−
  π    = − − + −       

		
2 4 4 6

2 2 3 1
2 2 3

2 2 sin
3

a b b b ba b b
a ab a a

− π  = − − − −    

		  2 2 2 3 1 32 6 3 3 sin
3

b ba b ab a b a b
a a

−π   = − − − −    
 (ଉତ୍ତର)

ଉଦାହରଣ 10 ବକ୍ର ( )
3

2 2

ay
a x

=
+

ର ଅନନ୍ତ ସ୍ପର୍ଶୀ ରେଖାର 

ଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ ଘୂର୍ଣ୍ଣନ ଦ୍ୱାରା ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନର ଘନଫଳ ନିର୍ଣ୍ଣୟ କର।

ସମାଧାନ:   ଉତ୍ତର: 2 31
2

aπ  

ଉଦାହରଣ 11 ପ୍ରମାଣ କର ଯେ ବକ୍ର (a – x) y2 = a2xର ଅନନ୍ତସ୍ପର୍ଶୀ 
ରେଖା ଭିତ୍ତିରେ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ଦ୍ୱାରା ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନର ଘନଫଳ 2 31

2
aπ

 
। 

ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ ବକ୍ର (a – x) y2 = a2x  ଅଟେ। ଏହାର ଆକାର ଚତି୍ରରେ 
ଦର୍ଶାଇ ଦଆିଯାଇଛ ି। y ଉଚ୍ଚତମ ଘାତର ଗୁଣାଙ୍କକୁ ଶୂନ୍ୟ ସହତି ସମାନ କରବିା 
ପରେ, y- ଅକ୍ଷ ସହତି ସମାନ୍ତରାଳ ଅନନ୍ତସ୍ପର୍ଶୀ ରେଖା ହେଉଛ ିa – x = 0 ଅର୍ଥାତ୍, 
x = a  । 

ଧରାଯାଉ ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ (a – x) ଏବଂ ମ�ୋଟେଇ dy ର ଏକ ଡସି୍କ ରୂପରେ ଅଂଶର 
ଘନଫଳ ହେଉଛ ି ( )2a x dyπ − .
ତେଣୁ, ଦତ୍ତ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ଦ୍ୱାରା ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନର ଘନଫଳ

		              V = ( )2

0
2

y
a x dy

∞

=
π −∫ 	

			 
= 

2

2 20
2 a ya dy

y a
∞  

π − + 
∫

 		

2

2 2

a yx
y a

 
= + 



			   = 
( )

6
20 2 2

2 dya
y a

∞
π

+
∫ 	

 ଚତି୍ର 1.34

 ଚତି୍ର 1.35
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ମନେକର tany a= θ ରଖିବା ପରେ, 2secdy a d= θ θ , 
ଯେତେବେଳେ  y = 0, q = 0 

, / 2y →∞ θ→πଏବଂ ଯେବେ
ତେଣୁ, ଆବଶ୍ୟକୀୟ ଘନଫଳ

		            V = 
2/2 /26 3 2

4 40 0

sec2 2 cos
sec

aa d a d
a

π πθ
π θ = π θ θ

θ∫ ∫

			   = 3 2 31 12 . .
2 2 2

a aπ
π = π 	 (ଉତ୍ତର)

ଉଦାହରଣ 12 ବିଟା ଫଳନର ଅଭିସରଣ ଆଲ�ୋଚନା କର।

ଦର୍ଶାଅ ଯେ ( )
1 11

0
1 nmx x dx−− −∫ ର ଅସ୍ତିତ୍ୱ ଅଛ,ି ଯଦ ିଏବଂ କେବଳ ଯଦ ିm, n ଉଭୟ ଧନାତ୍ମକ ଅଟନ୍ତି। 

ସମାଧାନ: ମନେକର	 ( )
1 11

0
1 nmI x x dx−−= −∫ 	

‘I’ ସଙ୍ଗତ ସମାକଳଜ ହେବ ଯଦ ିm ≥ 1 କମି୍ବା n ≥ 1 ଏବଂ ସେଥିପାଇଁ ଅଭିସାରୀ ଅଟେ। ସ୍ପଷ୍ଟ ଭାବରେ 0 କମି୍ବା 1 

ଅନନ୍ତ ବଚି୍ଛିନ୍ନତାର ବନି୍ଦୁ  ହେବେ ଯଦ ିm < 1 ଏବଂ n < 1 ।  m < 1 ଏବଂ n  <1 ପାଇ,ଁ 0 ଏବଂ 1 ମଧ୍ୟରେ ଏକ 

ସଂଖ୍ୟା ½  (ଧରାଯାଉ) ନଆିଯାଉ, ଯାହା ଦ୍ୱାରା ଆମେ ସମାକଳଜକୁ ଏହ ିପର ିଭାବରେ ଲେଖିପାରବିା, 

		  ( ) ( )
1/2 11 11 1

0 1/2
1 1n nm mI x x dx x x dx− −− −= − + −∫ ∫

	 ମନେକର	 1 2I I I= + 							       ... (1)

ପ୍ରଥମ ସମାକଳଜ ( )
1/2 11

1 0
1 nmI x x dx−−= −∫  

ର x = 0 ରେ ଅଭିସାରତିାର ଆଲ�ୋଚନା କରବିା ଯେତେବେଳେ m < 1

ଏରେ 		  ( ) ( ) ( ) 1
11

1

1
1

n
nm

m

x
f x x x

x

−
−−

−

−
= − = 			  [ ]1m <

ମନେକର ( ) 1

1
mg x

x −=  ତେଣୁ ( )
( ) ( ) 1

0 0
lim lim 1 1,n

x x

f x
x

g x+ +

−

→ →
= − = ଯାହା ସୀମିତ ଏବଂ ଅଣଶୂନ୍ୟ ଅଟେ। 

∴	 ସମାକଳଜ I1 ଏବଂ ( )
1/2 1/2

10 0

1
mg x dx dx

x −=∫ ∫  ଏକା ସାଙ୍ଗେ ଅଭିସାରୀ କମି୍ବା ଅପସାରୀ ହେବେ ।

କନି୍ତୁ  ସମାକଳଜ 1/2

10

1
m dx

x −∫ , x = 0 ରେ ଅଭିସାରୀ ଅଟେ ଯଦ ିଏବଂ କେବଳ ଯଦ ି1-m  < 1 ଅର୍ଥାତ୍ m > 0  

∴	 I1 , x = 0 ରେ ଅଭିସାରୀ ଅଟେ, ଯଦ ିଏବଂ କେବଳ ଯଦ ି0 < m < 1 

ଦ୍ୱିତୀୟ ସମାକଳଜ ( )
1 11

2 1/2
1 nmI x x dx−−= −∫  ରେ x = 1 ରେ ଅଭିସାରତିାର ଆଲ�ୋଚ଼ନା କରବିା ଯେତେବେଳେ n 

< 1:
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ଏରେ  	 ( ) ( )
( )

1
11

11
1

m
nm

n

xf x x x
x

−
−−

−= − =
−

		 [ ]1n <

ମନେକର ( )
( )1

1
1 ng x

x −=
−  ତେଣୁ ( )

( )
1

1 1
lim lim 1,m

x x

f x
x

g x+ +

−

→ →
= =  ଯାହା ସୀମିତ ଏବଂ ଅଣଶୂନ୍ୟ ଅଟେ। 

∴	 ସମାକଳଜ I2 ଏବଂ ( )
( )

1 1

11/2 1/2

1
1 ng x dx dx

x −=
−∫ ∫  ଏକା ସାଙ୍ଗେ ଅଭିସାରୀ କମି୍ବା ଅପସାରୀ ହେବେ ।

କନି୍ତୁ  ସମାକଳଜ ( )
( )

1 1

11/2 1/2

1
1 ng x dx dx

x −=
−∫ ∫ , x = 1 ରେ ଅଭିସାରୀ ଅଟେ ଯଦ ିଏବଂ କେବଳ ଯଦ ି1 - n  

<1ଅର୍ଥାତ୍ n > 0  
∴	 I2 ଅଭିସାରୀ x = 1ରେ ଯଦ ିଏବଂ କେବଳ ଯଦ ି0 < n < 1. 
ତେଣୁ ସାମୀକରଣ (1) ରୁ , ସମାକଳନ I ଅଭିସାରୀ ଅଟେ ଯଦ ିଏବଂ କେବଳ ଯଦ ି0 < m < 1 ଏବଂ 0 < n < 1. 
ଏହା ସହତି m  ≥ 1 ଏବଂ n ≥ 1 ପାଇଁ ଏକ ସଙ୍ଗତ ସମାକଳଜ ଅଟେ। 
ଉଦାହରଣ 13 ଗାମା ଫଳନର ଅଭିସରଣ ଆଲ�ୋଚନା କର ।

ଦର୍ଶାଅ ଯେ ସମାକଳଜ 1

0

n xx e dx
∞ − −∫  ଅଭିସାରୀ ଅଟେ ଯଦ ିn > 0  

ସମାଧାନ: ମନେକର	 1

0

n xI x e dx
∞ − −= ∫

	 ⇒			     
1 1 1

0 1

n x n xx e dx x e dx
∞− − − −= +∫ ∫ 	

	 ମନେକର	               1 2I I I= + � ... (1)

	 ଏରେ 		          ( ) 1
1

x
n x

n

ef x x e
x

−
− −

−= =  

ସମାକଲ୍ୟ f  [0, 1]ରେ,  x = 0 ରେ ଅନନ୍ତ ବଚି୍ଛିନ୍ନତା ଅଟେ ଯଦ ିn <1 ଏବଂ I1 ଏକ ସଙ୍ଗତ ସମାକଳଜ ଅଟେ ଏବଂ 
ଏହ ିକାରଣରୁ  n ≥ 1 ପାଇଁ ଅଭିସାରୀ ଅଟେ।

ପ୍ରଥମ ସମାକଳଜ 
1 1

1 0

n xI x e dx− −= ∫ ର x = 0 ରେ ଅଭିସାରୀତାର ଯାଞ୍ଚ କରବିା ଯେତେବେଳେ n < 1

	 ଏରେ 		  ( ) ( ) ( ) 1
11

1

1
1

n
nm

m

x
f x x x

x

−
−−

−

−
= − = 			  [ ]1m <

	 ମନେକର	 ( ) 1

1
ng x

x −= ତେଣୁ ( )
( )0 0

lim lim 1x

x x

f x
e

g x+ +

−

→ →
= = , ଯାହା ସୀମିତ ଏବଂ ଅଣଶୂନ୍ୟ । 

କନି୍ତୁ  ସମାକଳଜ ( )
1 1

10 0

1
ng x dx dx

x −=∫ ∫  ଅଭିସାରୀ ଅଟେ ଯଦ ିଏବଂ କେବଳ ଯଦ ି1 - n  < 1 ଅର୍ଥାତ୍ n > 0.   
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ତେଣୁ ତୁଳନାତ୍ମକ ପରୀକ୍ଷା ଦ୍ୱାରା, ସମାକଳଜ 1

0
f dx∫ , 0 < n <1 ପାଇଁ ଅଭିସରଣ ହୁଏ । ଏହା ସହତି n ≥ 1 ପାଇ ଁ

ଏକ ସଙ୍ଗତ ସମାକଳନ ଅଟେ । ତେଣୁ I1 ସମସ୍ତ n > 0 ପାଇଁ ଅଭିସରିତ ଅଟେ।

ଦ୍ୱିତୀୟ ସମାକଳନ 1
2 1

n xI x e dx
∞ − −= ∫  

ର ଅଭିସାରୀତା ଯାଞ୍ଚ କରବିା। 

	 ମନେକର	 ( ) 2

1g x
x

=
 
ତେଣୁ  ( )

( )
1

0
lim lim 0 ,

n

xx x

f x x x
g x e+

+

→ ∞ →
= = ∀

	 ବର୍ତ୍ତମାନ 		 ( ) 21 1

dxg x dx
x

∞ ∞
=∫ ∫ ଅଭିସାରୀ ଅଟେ	।		  [ ]2 1n = >

∴   ତୁଳନାତ୍ମକ ପରୀକ୍ଷା ଦ୍ୱାରା, I2,  n > 0 ପାଇ ଁଅଭିସାରତି ହୁଏ ।
ତେଣୁ, ସମୀକରଣ (1)ରୁ , ଆମେ ଏହ ିସଦି୍ଧାନ୍ତର ଉପନୀତ ହେଲୁଯେ  ସମାକଳଜ I ଅଭିସାରୀ ହେବ ଯଦ ିଏବଂ କେବଳ 
ଯଦ ିn > 0. 

ସାରାଂଶ

.	1 ବକ୍ରତା ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ ( )3/ 22
1

2

1 y

y

+
ρ =

.	2 ବକ୍ରତା କେନ୍ଦ୍ରର ସ୍ଥାନାଙ୍କ sin , cosx x y y= −ρ ψ = +ρ ψ  ଏବଂ ( )2 2
1 1 1

2 2

1 1,
y y yx x y y

y y

+ +
= − = +

.	3 ଇଭୋଲ୍ୟୁଟ ଏବଂ ଇନଭୋଲ୍ୟୁଟ: ବକ୍ରର ବକ୍ରତା କେନ୍ଦ୍ରର ସଞ୍ଚାରପଥକୁ ଇଭୋଲ୍ୟୁଟ କୁହାଯାଏ ଏବଂ ବକ୍ରକୁ 
ହିଁ ଇନଭ�ୋଲ୍ୟୁଟ କୁହାଯାଏ ।

.	4 ଯଦ ିf(x)କୁ [a, b] ଅନ୍ତରାଳ ରେ ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଏ, ତେବେ f(x)ର ସୀମାଯୁକ୍ତ ସମାକଳଜକୁ ଏହ ିପ୍ରକାର 

ଲେଖା ଯାଏ। ( ) ( ) ( )
b

a
f x dx F b F a= −∫

.	5 ସମାକଳଜ ( )
b

a
f x dx∫ , f (x) ଏକ ଅସଙ୍ଗତ ସମାକଳଜ ହେବ, ଯଦ ି‘a’ ‘b’ ଅଥବା ଉଭୟ ‘a’ ଓ ‘b’ ଅସୀମ 

କମି୍ୱା ଫଳନ f (x) [a, b] ରେ ଅନାବଦ୍ଧ ଅଟେ।
.	6 ବଟିା ଏବଂ ଗାମା ଫଳନ:

a.	 ( ) ( )
1 11

0
, 1 nmB m n x x dx−−= −∫  ଅଭିସରୀ m, n>0 ପାଇଁ

b.	 ( ) 1

0

x nn e x dx
∞ − −Γ = ∫  ଅଭିସରୀ  n>0 ପାଇଁ

c.	 ( ) ( ) ( )1 , 1 !n n n n nΓ + = Γ Γ − = , ଯେଉଁରେ n ଧନାତ୍ମକ ପୂର୍ଣ୍ଣା ସଂଖ୍ୟା ଅଟେ। 

d.	 ( ) ( ) 11 1 2 ,
2

 Γ = = Γ Γ = π 
 
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e.	 ( ) ( ) ( )
( )

,
m n

B m n
m n

Γ Γ
=

Γ +

f.	   / 2

0

1 1
1 1 1 2 2sin cos ,

22 2 2 2
2

p q

p q
p qx x dx B

p q
π

+ +   Γ Γ   + +     = =  + +   Γ 
 

∫

g.	
( )

/ 2 /2 1/2 1/2

0 0

3 1
4 4tan sin cos
2 1

d d
π π −

   Γ Γ   
   θ θ = θ θ θ =
Γ∫ ∫

 ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ଦ୍ୱାରା ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନର ପଷୃ୍ଠ କ୍ଷେତ୍ରଫଳ

2

2 2 1
b b

a a

dyS y ds y dx
dx

 = π = π +  
 ∫ ∫ 	 (x-ଅକ୍ଷ ଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ)

2

2 2 1
b b

a a

dyS x ds x dy
dx

 = π = π +  
 ∫ ∫ 		  (y-ଅକ୍ଷ ଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ)	

.	8 ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ଦ୍ୱାରା ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନର ଘନଫଳ
x-ଅକ୍ଷ ଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ 2b

a
V y dx= π∫

y-ଅକ୍ଷ ଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ 2d

c
V x dy= π∫  

ସଂକ୍ଷିପ୍ତ ପ୍ରଶ୍ନମାଳା

1.	
/ 2 3 5/2

0
sin cosx x dx

π

∫  
ର ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ।

a. 1
77

			   b. 2
77

			   c. 4
77

			   d. 8
77

.	2 ଏକ ଏଲିପ୍ସର ଇଭୋଲ୍ୟୁଟ ନାମ ହେବ
a. ଭରକେନ୍ଦ୍ର		  b. ଆଷ୍ଟ୍ରଏଡ୍		  c. ସାଇକ୍ଲଏଡ୍‍	   d. ହାଇପରବ�ୋଲଏଡ

.	3 ଇନଭୋଲ୍ୟୁଟକୁ ମଧ୍ୟ କୁହାଯାଏ । 
a. ଇନଭୋଲ୍ୟୁଟ		  b. ଇଭଲଭେଣ୍ଟ		  c. ଏନ୍‍ଭଲପ୍‍		  d. ସ୍ପର୍ଶକ

4.	 x2 + y2 = 25 ବକ୍ରର ବକ୍ରତା କେତେ  ?
a. 5 			   b. 25 		  	 c. 0.5 		  	 d. 0.2 
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.	5 ଏକ ସରଳରେଖାର ବକ୍ରତା କେତେ  ?
a. ଅନନ୍ତ			  b. 1 		  	 c. 0		  d. ସରଳରେଖାର ଦ�ୈର୍ଘ୍ୟ

6.	 ( ) ( )
/ 2 1 1

0
tan cot cot tanx x dx

π − − + ∫ ର ମଲୂ୍ୟ  ? 

a. 
4
π  			   b. π  		  	 c. 

2

4
π 		  	 d. 

2

2
π

.	7 ଯଦ ି ( )1 7 1

1
cosI x x dx−

−
= +∫ ଅଟେ, ତେବେ cos I ର ମଲୂ୍ୟ କେତେ ?

  a.1 			   b. 0		  	 c. –1 		  	 d. ½

8.	
/ 2

0
sin sin 2 d

π
θ θ θ∫  ର ମଲୂ୍ୟ କେତେ  ?

a. 1 			   b. 0		  	 c. π/2		  	 d. π/4
.	9 ନମି୍ନଲିଖିତ ମଧ୍ୟରୁ  କେଉଁଟ ିଗାମା ଫଳନର ସଂଜ୍ଞା ନୁହେଁ ?

a. ( ) !n nΓ =  					     b. ( ) ( )1n n nΓ + = Γ 	

c. ( ) 1

0

n xn x e dx
∞ − −Γ = ∫ 				    d. ( )

1
1

0

1log
n

n dy
y

−
 

Γ =  
 

∫

10.	

21

0 41
x dx

x−
∫

 
ର  ମଲୂ୍ୟ କେତେ  ?

a. ( )
( )

2 5 / 4
1/ 4

π Γ
Γ

 		 b. ( )
( )

2 3 / 4
1/ 4

πΓ
Γ

	 	 c. ( )
( )

2 3 / 4
1/ 4

π Γ
Γ

	 	 d. ( )
( )

2 3 / 4
5 / 4

π Γ
Γ

11.	 Γ(9/4) ଏହାର ମଲୂ୍ୟ କେତେ  ? 

a. 5 1 1
4 4 4

 × ×Γ  
 	 b. 9 5 1 1

4 4 4 4
 × × ×Γ  

	 c. 5 1 5
4 4 4

 × ×Γ  
		 d. 1 1

4 4
 ×Γ  

12.	 Γ(n) Γ(1 – n) ଏହାର ମଲୂ୍ୟ କେତେ  ? 

a. 
sin n
π
π

 		  b. 
sin n
π

−
π

		  c. 0	 	 	 d. !n

.	13 ଏଲିପ୍ସ 
2 2

2 2 1x y
a b

+ = କୁ ଯେତେବେଳେ ଏହାର ଲଘ ୁଅକ୍ଷ ଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ କଲେ, ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ଦ୍ୱାରା ଉତ୍ପନ୍ନ 

ଘନର ଘନଫଳ କେତେ?

a. 4ab ଘନ ୟୁନଟି୍ 	 b. 24
3

a b ଘନ ୟୁନଟି୍ 	 c. 4
3

ab ଘନ ୟୁନଟି୍	 d. 4 ଘନ ୟୁନଟି୍  

14.	 y x= , 2y =  ଏବଂ 0y =  ଦ୍ୱାରା ଅବଦ୍ଧ କ୍ଷେତ୍ରକୁ y-ଅକ୍ଷ ଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ କରେ ଉତ୍ପନ୍ନ କ୍ଷେତ୍ରର 
ଘନଫଳ କେତେ ?

a. 32πଘନ ୟୁନଟି୍	 b. 32
5
π ଘନ ୟୁନଟି୍	 c. 32

5
ଘନ ୟୁନଟି୍ 		 d. 5

32
π ଘନ ୟୁନଟି୍ 
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.	15 କାର୍ଡଏଡ r = a(+1 cosθ) ର କ୍ଷେତ୍ରଫଳ କେତେ ?

a. 23
2

aπ 		  b. 23 aπ 		 	 c. 23
4

aπ 	 	 d. 23
8

aπ  

ଉତ୍ତରମାଳା
1. d 	 2. b	 3. b	 4. d	 5. c	 6. c 	 7. c	 8. d
9. a 	 10. c 	 11. a 	 12. a	 13. b	 14. b 	 15. a 

ଅସମାହତି କଠନି ପ୍ରଶ୍ନ  

.	1 ବକ୍ରର ଦୋଳନ ସମତଳରେ ଏକ ବନି୍ଦୁକୁ ବ୍ୟାଖ୍ୟା କର ଏବଂ ଏହ ିସଂଜ୍ଞା ଦ୍ୱାରା ଏହାର ସମୀକରଣ ନରି୍ଣ୍ଣୟ 
କର ।

.	2 ଦର୍ଶାଅ ଯେ ବକ୍ରତା କେନ୍ଦ୍ରର ସଞ୍ଚାରପଥଏକ ଇଭୋଲ୍ୟୁଟ ଅଟେ, ଯେତେବେଳେ ବକ୍ର କେବଳ ଏକ ସମତଳ 
ଅଟେ ।

.	3 ପ୍ରମାଣ କର ଯେ ଦୁଇଟ ିଇନଭୋଲ୍ୟୁଟର ଅନୁରପ ବନି୍ଦୁଗୁଡ଼ିକ ମଧ୍ୟରେ ଦୂରତା ନରି୍ଣ୍ଣୟ ଅଟେ ।

4.	
3 2

2
1x dx

−
−∫  

ର ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର । 
.	5 ସମାକଳଜ 3 2

2
1x dx

−
−∫  

ର ଅଭିସାରତିା ବଷିୟରେ ଆଲ�ୋଚ଼ନା କର । 
.	6 ପ୍ରମାଣ କର ଯେ ସମତଳ x = 0, x = a, y = 0, y = a ର ମଧ୍ୟରେ ଥିବା ପଷୃ୍ଠ z2 = 2xy ର କ୍ଷେତ୍ରଫଳ 

ହେଉଛି4
3 2
a bab + 

 
 

 ।

.	7 ସଲିିଣ୍ଡର (x2 + y2)2 = 2a2 xy ର ମଧ୍ୟରେ ଥିବା ପଷୃ୍ଠ az = xy ର କ୍ଷେତ୍ରଫଳ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।

.	8 ଚକ୍ରଜ (ସାଇକ୍ଲିଏଡ଼) ର ଭୂମିର ଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ଦ୍ୱାରା ଉତ୍ପନ୍ନ ଘନର ଘନଫଳ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।
9.	 ‘a’ ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ ବଶିଷି୍ଟ ଏକ ବୃତ୍ତର ଏକ ଚତୁର୍ଥାଂଶ ଏହାର ଜ୍ୟାର ଚତୁଃପାର୍ଶ୍ୱରେ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ଯ�ୋଗଁୁ ଉତ୍ପନ୍ନ ହେଉଥିବା 

ସ୍ପିଣ୍ଡିଲର ଘନଫଳ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ।
ଉତ୍ତରମାଳା

	 4. 28 / 3 			   6. n > 0 ପାଇଁ ଅଭିସାରୀ ଏବଂ n ≤ 0 ପାଇ ଁଅପସାରୀ 

	 8. ( ) 21 20 3
9

a− π 			  9. 2 35 aπ 		  10. ( )3 10 3
6 2

aπ − π
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ତୁମେ ଜାଣିଛ କ ି?  

ନ୍ୟୁଟନ୍‍ ଅବକଳନ ଗଣିତକୁ ନଜି ସଂସ୍କରଣରେ “The method of fluxion” “ଫ୍ଲକ୍ସିଆନ୍‍ର ପଦ୍ଧତ’ି’ ଭାବରେ ବର୍ଣ୍ଣନା 
କରଥିିଲେ। ସେ 1666 ରେ ଫ୍ଲକ୍ସିଆନ୍‍ ଉପରେ ଏକ ପ୍ରବନ୍ଧ ଲେଖିଥିଲେ, କନି୍ତୁ  ତାଙ୍କର ଅନେକ ଲେଖାପର,ି ଏହା ମଧ୍ୟ 
ଅନେକ ଦଶନ୍ଧି ପର୍ଯ୍ୟନ୍ତ ପ୍ରକାଶତି ହ�ୋଇନଥିଲା । ତାଙ୍କର ମହାନ୍‍ କାର୍ଯ୍ୟ  “Philosophic naturalis principia 
mathematica” (ପ୍ରାକତକି ଦର୍ଶନର ଗାଣିତକି ସଦି୍ଧାନ୍ତ) 1687 ମସହିାରେ ପ୍ରକାଶତି ହ�ୋଇଥିଲା । ଏଥିରେ ଗତ ିଓ 
ମାଧ୍ୟାକର୍ଷଣର ଅନେକ ସରି୍ଦ୍ଧାନ୍ତ ଅନ୍ତର୍ଭୁକ୍ତ ଥିଲା, କନି୍ତୁ  ସ୍ପଷ୍ଟ ଭାବରେ ବହୁତ (କଳନ ଗଣିତ) ଅନ୍ତର୍ଭୁକ୍ତ ନଥିଲା; ଯଦଓି 
ଆରମ୍ଭରେ କଳନ ଗଣିତର କଛି ିବ୍ୟାଖ୍ୟା ଅଛ,ି ନ୍ୟୁଟନ୍ ନଶି୍ଚିତ ଭାବରେ ନଜିର ସରି୍ଦ୍ଧାନ୍ତକୁ ସତୂ୍ରଭାବରେ ପ୍ରକାଶ କରବିା 
ପାଇଁ କଳନଗଣିତ ବ୍ୟବହାର କରଥିିଲେ । ତଥାପି, ନ୍ୟୁଟନ୍‍ଙ୍କ “The method of fluxion” ‘ପ୍ରବାହର ପଦ୍ଧତ’ି 1693 
ମସହିା ପର୍ଯ୍ୟନ୍ତ ସ୍ପଷ୍ଟ ଭାବରେ ମଦୁ୍ରିତ ହ�ୋଇନଥିଲା ।

ଅନ୍ୟପଟେ, ଲେବନିଜି୍ (Leibniz) ଙ୍କ ଦ୍ୱାରା 1684 ମସହିାରେ କଳନଗଣିତ ଉପରେ ତାଙ୍କର ପ୍ରଥମ ପ୍ରବନ୍ଧ 
ପ୍ରକାଶ କରଥିିଲେ ଏବଂ ଦାବ ିଜଣାଇଥିଲେ ଯେ 1670 ମସହିାରେ ସେ କଳନଗଣିତ ଆବଷି୍କାର କରଥିିଲେ । ପ୍ରକାଶତି 
ରେକର୍ଡ (ନଥି)ରୁ  ଅନ୍ତତଃ ପକ୍ଷେ, ଏଥିରୁ  ଜଣାପଡୁଛ ିଯେ ଲିବନଜି୍‍ ପ୍ରଥମେ କଳନଗଣିତ ଆବଷି୍କାର କରଥିିଲେ ।

ଯେତେବେଳେ ନ୍ୟୁଟନ୍ ଏବଂ ଲେବନିଜି୍‍ଙ୍କ ମଧ୍ୟରେ ପ୍ରାରମ୍ଭରେ ସ�ୌହାର୍ଦ୍ଦ୍ୟପୂର୍ଣ୍ଣ ସମ୍ପର୍କ ଥିଲା, ସେହ ିସମୟରେ 
ଲେବନିଜି୍ ଏବଂ ତାଙ୍କ ଅନୁଗାମୀମାନେ ଇଂରାଜୀ ଗଣିତଜ୍ଞ ଜନ୍ ୱାଲିସ୍ ଙ୍କ ଦ୍ୱାରା ଦଆିଯାଇଥିବା ଏକ ବବୃିତ୍ତିଉପରେ 
ଧ୍ୟାନ ଦେଇନଥିଲେ। ,ବଦିେଶୀମାନଙ୍କ ପ୍ରତ ିଘଣୃା ଭାବ ରଖିବା ତଥା ଏବଂ ଝଗଡାକାରୀ ଚରତି୍ର ବଶିଷି୍ଟ, ୱାଲିସ୍ ସାରା 
ଜୀବନ ଇଂରାଜୀ ବ�ୈଜ୍ଞାନକିଙ୍କ ତରଫରୁ  ପ୍ରାଥମିକତା ବବିାଦର ମୁକାବଲିା କରଥିିଲେ । 1695 ମସହିାରେ, ବ�ୋଧହୁଏ 
ଅଜାଣତରେ, ୱାଲିସ୍ ସଚୂନା ଦେଇଥିଲେ ଯେ ଲେବନିଜି୍ ନ୍ୟୁଟନଙ୍କଠାରୁ  କଳନଗଣିତ ଶଖିିଛନ୍ତି - ଏହ ିଦାବ ିବର୍ତ୍ତମାନ 
ମିଥ୍ୟା ବ�ୋଲି ବବିେଚନା କରାଯାଏ ।

ପୁନର୍ବାର, ଲେବନିଜି୍‍ଙ୍କର ଏକ ବବୃିତ୍ତି ଦ୍ୱାରା ଅପମାନତି ହ�ୋଇ ଯେ କେତେକ ଗାଣିତକି ସମସ୍ୟା କେବଳ 
ଲେବନିଜି୍‍ଙ୍କ ନଜି କଳନଗଣିତ ସଂସ୍କରଣ ଦ୍ୱାରା ସମାଧାନ ହ�ୋଇପାରବି, 1699 ମସହିାରେ ଫାଟଓି ଡ ିଡୁଏଲର ନାମକ 
ଜଣେ ଗଣିତଜ୍ଞ, ଲିବନଜିଙ୍କ ଉପରେ ପାଠ ଚ�ୋରରି ଆର�ୋପ ଲଗାଇଥିଲେ। ସମସ୍ୟା ବଢଚିାଲିଲା , ଫଳତଃ ନ୍ୟୁଟନ୍ 
ଏବଂ ଲେବନିଜି୍ ମଧ୍ୟ ଦାର୍ଶନକି ପ୍ରଶ୍ନଗୁଡ଼ିକରେ ଅସହମତ ଥିଲେ।

1712 ମସହିାରେ ଇଂଲଣ୍ଡର ରୟାଲ ସ�ୋସାଇଟ ିଅଫ୍ ଇଂଲଣ୍ଡ ଏହ ିମାମଲାର ସମାଧାନ ପାଇଁ ଏକ ରପି�ୋର୍ଟ 
ଲେଖିଥିଲା - କେବଳ ଏହା ବ୍ୟତୀତ ସମଗ୍ର ଅନୁସନ୍ଧାନ ନଜିେ ନ୍ୟୁଟନ୍‍ଙ୍କ ଦ୍ୱାରା ପ୍ରଭାବଶାଳୀ ଭାବରେ ନରି୍ଦ୍ଦେଶତି 
ହ�ୋଇଥିଲା । ରପି�ୋର୍ଟରୁ  ଜଣାପଡଛି ିଯେ ଲେବନିଜି୍, ନ୍ୟୁଟନ୍‍ଙ୍କ କାର୍ଯ୍ୟ ବଷିୟରେ, ନଜିର ଜ୍ଞାନ ଲୁଚ଼ାଇଥିଲେ- ଯାହା 
ବର୍ତ୍ତମାନ ମିଥ୍ୟା ବ�ୋଲି ବବିେଚନା କରାଯାଉଥିବା ତଥ୍ୟ ଉପରେ ଆଧାରତି । ଏହାର ଉତ୍ତରରେ ଲେବନିଜି୍ ନ୍ୟୁଟନ୍ ଏବଂ 
ସେମାନଙ୍କ ଅନୁଗାମୀମାନଙ୍କ ଉପରେ ଅଭିଯ�ୋଗ କରଥିିଲେ ଯେ, ସେମାନେ ଲେବନିଜି୍‍ଙ୍କ ନଜି କାଲକୁଲସ୍‍କୁ ଚ�ୋରାଇ 
ଥିଲେ ଏବଂ ଏହାର ପ୍ରୟ�ୋଗରେ ତ୍ରୁଟ ିକରଥିିଲେ। 1716 ମସହିାରେ ଲେବନିଜି୍‍ଙ୍କ ମତ୍ୃୟୁ ପରେ ମଧ୍ୟ ଅଭିଯ�ୋଗ ଓ ପ୍ରତ ି
-ଅଭିଯ�ୋଗ ପୂର୍ଣ୍ଣ ମାତ୍ରାରେ ବବିାଦ ଭଲ ଚାଲିଥିଲା ।
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ବବିାଦରୁ  କେହ ିଭଲ ଭାବରେ ବାହାରକୁ ଆସଲିେ ନାହିଁ। ନ୍ୟୁଟନ୍ ଏବଂ ଲେବନିଜି୍ ଉଭୟ ଅବଶି୍ୱସନୀୟ ଗାଣିତକି 
ଆବଷି୍କାରରେ ସକ୍ଷମ ଥିଲେ, କନି୍ତୁ  ସେମାନଙ୍କର ବଚିାର ଦର୍ଶାଉଛ ିଯେ ସେମାନେ ମଧ୍ୟ କଛି ିମାତ୍ରାରେ କମ୍ ପ୍ରଭାବଶାଳୀ 
ଆଚରଣ କରବିାକୁ ସକ୍ଷମ ଥିଲେ ।

ପ୍ରକଳ୍ପ/ ବ୍ୟବହାରିକ/ କାର୍ଯ୍ୟକଳାପ 

ପ୍ରକଳ୍ପ 
.	1 ନମି୍ନଲିଖିତ ବକ୍ରର ଇଭୋଲ୍ୟୁଟର ସମୀକରଣ ଗଣନା କରବିା ପାଇଁ ପରମିେୟ ରେଖା ସମହୂର ଏନଭଲପକୁ 

ଗଣନା କରବା ପାଇଁ ନଜିସ୍ୱ ଲେଖା ସଷୃ୍ଟି କର ।
i.	 ପାରାବ�ୋଲା y = x2 ପାଇଁ x(t) = t, y(t) = t2  ଯେଉଁରେ ‘t’ ହେଉଛ ିଏକ ପାରାମିଟର ।
ii.	 ଏଲିପ୍ସ x2 + 4 y 2 = 4 ପାଇଁ ( ) 2

8
1 4

tx t
t

=
+

 ଏବଂ ( )
2

2

4 1
1 4

ty t
t
−

=
+

 ଯେଉଁରେ ‘t’ ହେଉଛ ିପାରାମିଟର । ଏହ ି
ଇଭୋଲ୍ୟୁଟ ସହ ଅନୁରପ ବକ୍ରର ଚତି୍ର ଅଙ୍କନ କର ।

.	2 ବଟିା ଫଳନ ଏବଂ ଷ୍ଟ୍ରିଙ୍ଗ ସଦି୍ଧାନ୍ତର ସମ୍ପର୍କ ନରି୍ଦ୍ଧାରଣ କର। 

ବ୍ୟବହାରିକ 
.	1  ବଟିା ଫଳନର -3D ପ୍ରତବିମି୍ୱ  ଅଙ୍କନ କର।

2.	 ( )
4

1
6x dx+∫  ପାଇଁ ଲେଖଚତି୍ର ଅଙ୍କନ କର ଏବଂ ନରି୍ଦ୍ଧିଷ୍ଟ ସୀମାର କ୍ଷେତ୍ରକୁ ଛାୟାଙ୍କିତ କର । 

.	3 ସୀମାଯୁକ୍ତ ସମାକଳଜର ବ୍ୟବହାର କର ିଦତ୍ତ ବକ୍ରର ଛାୟାକତି କ୍ଷେତ୍ରର କ୍ଷେତ୍ରଫଳ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର:

a.

 

b.

 

ଚତି୍ର 1.36 ଚତି୍ର 1.37

.	4 ଏକ ପାରାବ�ୋଲାର ଇଭ�ୋଲ୍ୟୁଟକୁ ଅଙ୍କନ କରବିା ପାଇଁ ମ୍ୟାଟଲାବ(MATLAB)ର ସଂକେତ (କ�ୋଡ) ଲେଖ । 
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କାର୍ଯ୍ୟକଳାପ
.	1 ଗାମା ଫଳନ, ଓ କ୍ରମ ଗୁଣିତ ଫଳନକୁ କପିର ିଭାବେ ଅନ୍ତର୍ମୂଲ୍ୟାୟନ କରେ ? (ଚନି୍ତା ଓ ବ୍ୟାଖ୍ୟା କର) 
.	2 ଗାମା ଫଳନର ଲେଖଚତି୍ର  କପିର ିଦେଖାଯାଏ ? 	 [ସଙ୍କେତ: ପାଇଥନ୍ କ�ୋଡ୍‍ର ବ୍ୟବହାର କରପିାରବିେ ]

ଅଧିକ ଜାଣନ୍ତୁ

.	1 ଯଦ ିf ଏକ ଯୁଗ୍ମ ଫଳନ ଏବଂ ( )
2

0
,f x dx k=∫ ତେବେ 

21

21

1 1x f x dx
xx−

 −  +     ∫ ମଲୂ୍ୟ ସହତି ସମାନ ....

 a.  0			   b. 2k			   c. k 			   d. 4k  

2.   ସମାକଳଜ [ ]( )5

5
x x dx

−
−∫  

ର ମଲୂ୍ୟ ହେଉଛ ି
       a.  0			   b. 5			   c. 10 			   d. 15

3.   [ ]2

0

xx dx∫ ଏହାର ମଲୂ୍ୟ ହେଉଛ ି

       a.  1
2

			   b. 3
2

			   c. 5
2

			   d. 7
2

4.    Γ(0.1), Γ(0.2) Γ(0.3) .... Γ(0.9) ମଲୂ୍ୟ ହେଉଛ ି? 

        a.  ( )9/22
10
π 			   b. 

2

10
π 			  c. 1

2
			   d. 1

2

5.   
2

1 0
,

1 cos1
x dxA dx B

xx
π

= =
+−∫ ∫  ଅଭିସାରତିାର ପରୀକ୍ଷା କର।

6.    
4

0 (4 )
dx

x x−∫  ଅଭିସାରତିାର ପରୀକ୍ଷା କର। 

7.     ମନେକର 
20 1

dt
t

∞
α =

+∫ , ନମି୍ନଲିଖିତ ମଧ୍ୟରୁ  କେଉଁଟ ିସତ୍ୟ ? 
	 a.  

2

1
1

d
dt t
α
=

+
		  		  b. α ଏକ ପରମିେୟ ସଂଖ୍ୟା  			 

	 c. ( )log 1α = 			   	 d. ( )sin 1α =

ଉତ୍ତରମାଳା

	 1.b				    2.b 				    3.c		  4. a
	 5. A,  8/3 ରେ ଅଭିସାରୀ ଏବଂ B, ∞ ରେ ଅପସାରୀ ଅଟେ । 		  6. ଅପସାରୀ	 7. d
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ଅଧ୍ୟାୟ ବେଶୖଷି୍ଟ୍ୟ
ଏହ ିଅଧ୍ୟାୟରେ ର�ୋଲଙ୍କର (Rolle’s) ପ୍ରମେୟର ଜ୍ୟାମିତକି ବ୍ୟାଖ୍ୟା, ମାଧ୍ୟମାନ ଉପପାଦ୍ୟ ଏହାର ଜ୍ୟାମିତକି ବ୍ୟାଖ୍ୟା, 
ଟେଲର ଏବଂ ମ୍ୟାକଲାରନ୍‌ଙ୍କର ଉପପାଦ୍ୟ ସହତି ଅବଶେଷ, ଅନରି୍ଣ୍ଣେୟ ରୂପ ଏବଂ ଲୋପିତାଲଙ୍କ (L’Hospital) 
ନୟିମ ପ୍ରୟ�ୋଗ ଇତ୍ୟାଦରି ଆଲ�ୋଚନା କରାଯାଇଛ।ି ବଷିୟକୁ ଠକି ରୂପେ ବୁଝବିା ପାଇଁ ଅନେକ ସମାହତି ଉଦାହରଣ 
ଅନ୍ତର୍ଭୁ କ୍ତ କରାଯାଇଛ।ି ବଦି୍ୟାର୍ଥୀମାନଙ୍କ ସବୁଧିା ପାଇଁ ଅନେକ ଚତି୍ର ପ୍ରଦାନ କରାଯାଇଛ।ି

ଯୁକ୍ତିଯୁକ୍ତତା
ଉପପାଦ୍ୟ ଗଣିତର ପ୍ରାଣ ପିଣ୍ଡ । ଉପପାଦ୍ୟ ସରଳ କମି୍ବା ଜଟଳି ହ�ୋଇପାରେ। ଅନେକ ଉପପାଦ୍ୟ ଅଛ ି ଯାହାର 
ପ୍ରମାଣ ସ�ୌନ୍ଦର୍ଯ୍ୟଭରା ଏବଂ ସଙ୍ଗୀତସମ । ଏହ ିବଷିୟଗୁଡକୁି ନେଇ ବଚିାର ଭିନ୍ନ ଭିନ୍ନ ବ୍ୟକ୍ତିଙ୍କ କ୍ଷେତ୍ରରେ ଭିନ୍ନ ଭିନ୍ନ 
ହ�ୋଇଥାଏ। ଅନେକ ଉପପାଦ୍ୟର ପ୍ରୟ�ୋଗ ବଭିିନ୍ନ କ୍ଷେତ୍ରରେ କରାଯାଇ ଉପଯ�ୋଗୀ ଆବଶ୍ୟକତା ଲବ୍ଧ ହ�ୋଇଥାଏ । 
ଗତ ିବଜି୍ଞାନରେ ଲିମିଟ, ନରିବଚ୍ଛିନ୍ନତା, ଅବକଳନୀୟତା ଇତ୍ୟାଦରି ବହୁଳ ବ୍ୟବହାର କରାଯାଇଥାଏ । ଉଦାହରଣ ସ୍ୱରୂପ 
ଗ�ୋଟଏି ବଲକୁ ଶୂନ୍ୟକୁ ଫିଙ୍ଗିଲେ ତାହା ସର୍ବାଧିକ କେତେ ଦୂରତ୍ୱ ଓ ସର୍ବାଧିକ କେତେ ଉଚ୍ଚତା ପର୍ଯ୍ୟନ୍ତ ଯାଇପାରବି, 
ବ୍ୟବସାୟରେ କ୍ଷତ ିକପିର ିସର୍ବନମି୍ନ ହେବ ଓ ଲାଭ କପିର ିସର୍ବୋଚ୍ଚ ହେବ, ଏ ସବୁ ଜାଣିବାପାଇଁ କଳନ ଶାସ୍ତ୍ରର ପ୍ରୟ�ୋଗ 
ଦ୍ୱାରା ସର୍ବୋଚ୍ଚ ଓ ସର୍ବନମି୍ନ ମାନ ନରି୍ଦ୍ଧାରଣ ସଫଳତାର ସହତି ସମ୍ପାଦତି ହୁଏ । ଏ ସବୁ ଦୃଷ୍ଟିର ଗଣିତର କଳନ ଶାସ୍ତ୍ରର 
ସଦୂୁର ପ୍ରସାରୀ ପ୍ରୟ�ୋଗ ବଭିିନ୍ନ କ୍ଷେତ୍ରରେ ବଦି୍ୟମାନ । ଏତଦ୍‍ବ୍ୟତୀତ ଟେଲର ଉପପାଦ୍ୟ ମ୍ୟାକଲରନି ଉପପାଦ୍ୟର 
ପ୍ରୟ�ୋଗ ଦ୍ୟାରା ବଭିିନ୍ନ ଫଳନର ଅନନ୍ତ ସମ୍ପ୍ରସାରଣ କରାଯାଏ ଏବଂ ପ୍ରୟ�ୋଗାତ୍ମ କ୍ଷେତ୍ରରେ ଆଂଶକି ମାନ ନରି୍ଦ୍ଧାରଣ 
ପାଇଁ ଏହ ିଉପପାଦ୍ୟ ଗୁଡକି ଅତ୍ୟନ୍ତ ଉପଯ�ୋଗୀ ।

2 କଳନ ଗଣିତ - 2
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ପ୍ରକ୍‌-ଆବଶ୍ୟକତା :
1. 	 ଅବଚି୍ଛିନ୍ନତା ଏବଂ ଅବକଳନୀୟତାର ଧାରଣା । 
2.  	 ବଶିେଷ ପ୍ରକାରର ଫଳନ ‌ଯଥା ମଡ଼, ବର୍ଦ୍ଧମାନ ଫଳନ, ହ୍ରାସମାନ ଫଳନ ଇତ୍ୟାଦ ିଏବଂ ବବୃିତ 

ଅନ୍ତରାଳ(Open Interval) ସଂବୃତ ଅନ୍ତରାଳ(Closed interval)।
3. 	 ଲିମିଟର ମଲୂ୍ୟାୟନ ଏବଂ ଏହାର କାର୍ଯ୍ୟକାରତିା । 
4. 	 କଛି ିଫଳନ ଯଥା ( )sin , cos , log 1 , xx x x e+  ଇତ୍ୟାଦରି ସମ୍ପ୍ରସାରଣ । 

ଅଧ୍ୟାୟ ଫଳାଫଳ 
ଏହ ିଅଧ୍ୟାୟ ସମ୍ପୂର୍ଣ୍ଣ ଅଧ୍ୟୟନ ପରେ, ବଦି୍ୟାର୍ଥୀମାନେ ନମି୍ନଲିଖିତରେ ସକ୍ଷମ ହେବେ:

U2-01 ମାଧ୍ୟମାନ ଉପପାଦ୍ୟକୁ ବ୍ୟବହାର କର ିକ�ୌଣସ ିଫଳନର ଅବକଳନର ଗୁଣଧର୍ମକୁ ପ୍ରମାଣ କରବିା।

U2-02 ଯେତେବେଳେ x → ∞ ତେବେ ଫଳନ
f (x)ର ଅନନ୍ତ ସ୍ପର୍ଶୀ ଆଚରଣ ନରି୍ଧାରଣ କରପିାରବିେ। ଏବଂ ‌‌େଲାପିତାଲଙ୍କ ନୟିମ ଦ୍ୱାରା ଲିମିଟର 
ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କରପିାରବିେ ।

U2-03 ଗରଷି୍ଠ ଏବଂ ଲଘିଷ୍ଠ ବ୍ୟବହାର କର ିଫଳନର ବ୍ୟବହାର ବଶି୍ଳେଷଣ କରପିାରବିେ ।

U2-04 ଟେଲର  ଏବଂ ‘ମ୍ୟାକଲାରନ୍‌ଙ୍କର ଉପପାଦ୍ୟ ଦ୍ୱାରା ବୀଜଗାଣିତକି ଏବଂ ଅବୀଜୀୟ ଫଳନ ଗୁଡ଼କିର 
ଶ୍ରେଣୀର ପ୍ରସାର ବଷିୟରେ ଜାଣିପାରବିେ ।

ଅଧ୍ୟାୟ ଫଳାଫଳ ସହ ପାଠ୍ୟକ୍ରମ ଫଳାଫଳର ମ୍ୟାପିଙ୍ଗ

ଅଧ୍ୟାୟ-2  
ଫଳାଫଳ 

ପାଠ୍ୟକ୍ରମ ଫଳାଫଳ ଗୁଡ଼କି ସହତି ଆଶା କରାଯାଉଥିବ ମ୍ୟାପିଙ୍ଗ
(1- ଦୁର୍ବଳ ସହସମ୍ବନ୍ଧ; 2- ମଧ୍ୟମ ସହସମ୍ବନ୍ଧ; 3- ଦୃଢ ସହସମ୍ବନ୍ଧ)

CO-1 CO-2 CO-3 CO-4 CO-5

U2-01 1 2 - - -

U2-02 1 3 - - -

U2-03 - 3 - - 1

U2-04 - 3 - - -
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ଇତହିାସ 
17ତମ ଶତାବ୍ଦୀର ପୂର୍ବର ଜ୍ୟାମିତକି ସର୍ତ୍ତକୁ ପୂରଣ କରୁଥିବା ବନି୍ଦୁମାନଙ୍କ 
ସଞ୍ଚାର ପଥକୁ ‘ବକ୍ର’ ଭାବରେ ବର୍ଣ୍ଣିତ କରାଯାଉଥିଲା ଏବଂ ଜ୍ୟାମିତକି ଅଙ୍କନ 
ଦ୍ୱାରା ସ୍ପର୍ଶରେଖା ଗୁଡ଼କି ପ୍ରାପ୍ତ ହେଉଥିଲା। 1660 ମସହିାର ଶେଷଭାବରେ 
ଆଇଜାକ୍‌ ନ୍ୟୁଟ ନଙ୍କ ଦ୍ୱାରା, ବକ୍ର ପାଇଁ ସ୍ପର୍ଶରେଖା ଏବଂ ଗତଶିୀଳ ବସ୍ତୁର 
ପରବିେଗ ମଧ୍ୟରେ ସମ୍ପର୍କ ଆବଷି୍କୃତ ହୋଇଥିଲା। ରୋଲିଙ୍କ ଉପପାଦ୍ୟ, 
ମାଧ୍ୟମାନ ଉପପାଦ୍ୟର ଏକ ଅଂଶ ଅଟେ। ‌ଜଣେ ଭାରତୀୟ ଗଣିତଜ୍ଞ 
ଭାସ୍କର-ଦ୍ୱିତୀୟ(1114-11185), ରୋଲିଙ୍କ ଉପପାଦ୍ୟକୁ ନୟିୋଜତି 
କରଥିିବା ପ୍ରଥମ ବ୍ୟକ୍ତିଭାବରେ ମାନ୍ୟତା ପାଇଥିଲେ, ଏବଂ ଏହାର ନାମ 
ଫରାସୀ ଗଣିତଜ୍ଞ ମିଶେଲ ରୋଲି (1652-1719)ଙ୍କର ନାମ ଅନୁସାରେ 
ରଖାଗଲା ଏହ ିଉପପାଦ୍ୟ ଅତ୍ୟୁ ଣ କଳନ ଗଣିତର ଏକ ଅଂଶ ଭାବରେ ବବିେଚନା କରାଯାଉଥିଲା। ଏବଂ ଅଷ୍ଟାଦଶ 
ଶତାବ୍ଦୀ ପର୍ଯ୍ୟନ୍ତ ଅବକଳ କଳନ ଗଣିତ ଅଧୀନରେ ବର୍ଗୀକୃତ ହୋଇନଥିଲା। ଲାଗ୍ରାଞ୍ଜ କେବଳ ରୋଲିଙ୍କ ଉପପାଦ୍ୟର 
ପ୍ରଥମ ଦୁଇଟ ିସର୍ତ୍ତକୁ ବ୍ୟବହାର କର ିଏକ ଫଳାଫଳ ପ୍ରଦାନ କଲେ। ତେଣୁ ଏହାକୁ ଲାଗ୍ରାଞ୍ଜଙ୍କ ମାଧ୍ୟମାନ ଉପପାଦ୍ୟ 
କୁହାଗଲା। କୋଶୀ ଅନ୍ୟଏକ ମାଧ୍ୟମାନ ଉପପାଦ୍ୟ ପ୍ରଦାନ କରଥିିଲେ ଯେଉଁଥିରେ ସେ ଗୋଟଏି ଫଳନ ବଦଳରେ 
ଦୁଇଟ ିଫଳନ ବ୍ୟବହାର କରଥିିଲେ। ଲାଗ୍ରାଞ୍ଜଙ୍କ ମାଧ୍ୟମାନ ଉପପାଦ୍ୟ କୋଶୀ ମାଧ୍ୟମାନ ଉପପାଦ୍ୟର ଏକ ନରି୍ଦ୍ଧିଷ୍ଟ 
ରୂପ ଅଟେ। ଟେଲରଙ୍କ ଉପପାଦ୍ୟକୁ ମାଧ୍ୟମାନ ଉପପାଦ୍ୟର ‘‘ହାୟର ଅର୍ଡର’’ (ଉଚ୍ଚ ଘାତ) ଅବକଳଜ ବସି୍ତାର ରୂପରେ 
ବବିେଚନା କରାଯାଇପାରେ। ଲୋପିତାଲଙ୍କ ନୟିମ ବାସ୍ତବରେ ଜୋହନ ବର୍ଣ୍ଣଲିଙ୍କ ଦ୍ୱାରା ଆବଷି୍କୃତ ହୋଇଥିଲା। 1955 
ମସହିାରେ ଲୋପିତାଲ-ବର୍ଣ୍ଣଲିଙ୍କ ପତ୍ରବନିମିୟ ଜର୍ମାନୀରେ ପ୍ରକାଶତି ହୋଇଥିଲା।

2.1 ର�ୋଲଙ୍କ ପ୍ରମେୟ    
କଥନ: ମନେକର ଏକ ଫଳନ f, [a,b]  ରେ ଏପରି ଭାବ‌ରେ ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଛ ିଯେପରି କି,

(i)    f ,    ସଂବୃତ ଅନ୍ତରାଳ [a,b]  ରେ ଅବିଚ୍ଛନ୍ନ ଅଟେ।
(ii)   f ,   ବବୃିତ ଅନ୍ତରାଳ (a,,b)  ରେ  ଅବକଳନୀୟ ଅଟେ ।  

(iii)    f  (a) = f(b) ତେବେ  a  ଏବଂ b ର ମଧ୍ୟରେ ଅତକିମରେ ଗ�ୋଟ ିବାସ୍ତବକି ସଂଖ୍ୟା c ଅଛ ିଯେପରକି ି

( ) 0f c¢ =

ପ୍ରମାଣ: ଯେହେତୁ f, [a, b] ରେ ଅବିଚ୍ଛିନ୍ନ ତଥା ପରିବଦ୍ଧ ଅଟେ ଏବଂ ନିଜର ସୀମାକୁ ପ୍ରାପ୍ତ କରିଥାଏ । 

ମନେକର ( )
[ ],

.
x a b

Sup f x M
∈

=  ଏବଂ ( )
[ ],

.
x a b

Inf f x m
∈

=

ଅବଚି୍ଛିନ୍‌ର ଗୁଣଧର୍ମର, ସେଠାରେ c,  d ∊[a,b], ଅଛ ିଯେପର ିକି

ଭାସ୍କର ଦ୍ୱିତୀୟ (1114-1185)
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f (c) = M ଏବଂ   f (d) = m [∵ ଯଦ ିଏକ  ଫଳନ  f(x)  ସଂବୃତ ଅନ୍ତରାଳ  [a, b], ରେ ଅବଚି୍ଛିନ ଅଟେ, ତେବେ ସେ  
ସଂବୃତ ଅନ୍ତରାଳ  [a, b]ରେ  ଅତକିମରେ  ଗ�ୋଟଏି ଥରେ  ନଜିର ଅଧିକତମ ଏବଂ ନମି୍ନତମ ପ୍ରାପ୍ତ କରେ]
ଦୁଇଟ ି ଭିନ୍ନ ପରସି୍ଥିତ ିଉତ୍ପନ୍ନ ହୁଏ। 
ପରିସ୍ଥିତ ି: 1 	 ଯେତେବେଳେ  M m=  ଅର୍ଥାତ୍ . .Sup f Inf f=

          ଏହ ିପରସି୍ଥିତରିେ ( ) ( )f x M m= =  ମସ୍ତ [ ],x a b∈ ପାଇଁ
	 ⇒   f,  [a,b]  ରେ ଗ�ୋଟଏି ଧ୍ରୁବକ ଫଳନ ଅଟେ
\  	 ( ) 0f x¢ =  ସସସ୍ତ [ ],x a b∈ ପାଇ ଁ                            
	ତେ ଣୁ  ( ) 0f c¢ =   ଯେଉଁଠାରେ  ( ),c a b∈  

ପରିସ୍ଥିତ:ି 2 ଦତ୍ତଅଛ ିf (a) = f (b) ଯେତେବେଳେ M≠m 
\  	 M କମି୍ବା n, f (a)=f (b) ଠାର ଭିନ୍ନ ହେଲେ
        	 ମନେକର  ( )M f a≠  ଓ ( )M f b≠

    	ଯେ ପର ି   ( ) ,f c M=  ତେବେ ,c a c b≠ ≠  ତେଣୁ a c b< <

\  	ଯେହେ ତୁ ( ) ( )
[ ],

.
x a b

f c M Sup f x
∈

= =   

	ତେ ଣୁ,   ( ) ( )f x f c£  ସମସ୍ତ [ ],x a b∈  ପାଇ	ଁ�   ... (1)                                    

	 (1) ରୁ   ( ) ( )f c h f c− £   

\   ( ) ( ) 0f c h f c− − £     

	 0h− <  ଦ୍ୱାରା ଭାଗକର,ି  ଆମେ ପାଉ  
( ) ( ) 0f c h f c

h
− −

≥
 

	 Limit 0h →  ନଆିଗଲେ, 
0

lim ( ) ( ) 0
h

f c h f c
h→

− −
≥

−
	 ⇒   ( ). 0L f c¢ ≥ 								         . . .  (2)

	 ପୁନର୍ବାର (1),  ରୁ  ( ) ( )f c h f c+ £

\   	 ( ) ( ) 0f c h f c+ − £

	 0h >  ଦ୍ୱାରା ଭାଗକର,ି ଆମେ ପାଉ  ( ) ( ) 0f c h f c
h

+ −
£         

	 Limit 0h →  ନେଲେ, 
0

lim ( ) ( ) 0
h

f c h f c
h→

+ −
≤

	 ⇒  ( ). 0R f c¢ £ 								        ... (3) 

	ଯେହେ ତୁ ( )f c¢  ର ଅସ୍ତତ୍ୱ ଅଛି
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\	 ( ) ( ) ( ). .L f c R f c f c¢ ¢ ¢= =  
	 ଏହା ସେତେବେଳେ  ସମ୍ଭବ, ଯେତେବେଳେ ( )/ 0f c = .

ଏହ ିପ୍ରକାରରେ  ଆମେ ପ୍ରମାଣ କରପିାରବିା  ( ) 0f d¢ = ,  ଯେତେବେଳେ  ( ),d a b∈

ତେଣୁ  ଅତ ି କମରେ  ଗ�ୋଟଏି  ( ),c a b∈  ଅଛ ିଯେପର ି ( ) 0f c¢ = . 

ଏହା ଉପପାଦ୍ୟର ପ୍ରମାଣ ସଂପୂର୍ଣ୍ଣ କରେ

ମନ୍ତବ୍ୟ: ର�ୋଲଙ୍କ ପ୍ରମେୟର  ପ୍ରମାଣରେ, ଆମେ କଛି ିଶବ୍ଦ ବ୍ୟବହାର କରଥିିଲୁ (ଯେପର ିSup Inf) ଏଠାରେ ଆମେ 
ସେମାନଙ୍କର ଏକ ସଂକ୍ଷିପ୍ତ ବବିରଣୀ ଦେଉଛୁ । 

1. 	 କ୍ଷୁଦ୍ରତମ ଉର୍ଦ୍ଧ୍ୱ ପରିବନ୍ଧ (ସପୁ୍ରିମମ): ସଂଜ୍ଞା ମନେକର S, R ର ଗ�ୋଟଏି ଅଣଶୂନ୍ୟ ଉପସେଟ୍ । ଏକ ବାସ୍ତ 
ସଂଖ୍ୟା  u କୁ କ୍ଷୁଦ୍ରତମ ଉର୍ଦ୍ଧ୍ୱ ପରବିନ୍ଧ କମି୍ବା (l .u b.) କମି୍ବା S ର ସପୁ୍ରିମମ କୁହାଯାଏ ଯଦି

	 (i)	 x u x S≤ ∀ ∈  ଅର୍ଥାତ୍, u, S ର ଏକ ଉର୍ଦ୍ଧ୍ୱ ପରବିନ୍ଧ।
	 (ii)	 ଯଦି v, S ର ଉର୍ଦ୍ଧ୍ୱ ପରବିନ୍ଧ, ତେବେ u v£ .

2.	ବ ହତ୍ତମ ନମି୍ନ ପରିବନ୍ଧ (ଇନଫିମମ୍‍): ସଂଜ୍ଞା ମନେକର S, R ର ଗ�ୋଟଏି ଅଣଶୂନ୍ୟ ଉପସେଟ୍ ଅଟେ। 
ବାସ୍ତ ସଂଖ୍ୟା l କୁ ବୃହତ୍ତମ ନମି୍ନପରବିନ୍ଧ (g.l.b.) କମି୍ବା S ର  ଇନଫିମମ୍ କୁହାଯାଏ ଯଦ:ି 

	 (i)  	 l x x S£ ∀ ∈  ଅର୍ଥାତ,  l, S ର ନମି୍ନ ପରବିଦ୍ଧ ।  
	 (ii)	� ଯଦି / ,l S  ର କ�ୌଣସ ି ନମି୍ନ ପରବିନ୍ଧ ତେବେ, /l l£ . ଅନ୍ୟ ଶବ୍ଦରେ l  ଠାର ବଡ କ�ୌଣସ ି

ସଂଖ୍ୟା  S ର ନମି୍ନ ପରବିନ୍ଧ ନୁହେଁ ।
   ଉଦାହରଣ ସ୍ୱରୁପ :

1.    ଯଦି  S= (0,1), ତେବେ ସ୍ପଷ୍ଟ ଭାବରେ 0 1x x S< < ∀ ∈  ଆଉ ମଧ୍ୟ, 2x x S< ∀ ∈ .

	 \  2, 3, 4...  ଏହ ିପର ିS ର ଉର୍ଦ୍ଧ୍ୱ ପରବିନ୍ଧ ଅଟନ୍ତି । କନି୍ତୁ  ସେମାନଙ୍କ ମଧ୍ୟର  1 କ୍ଷୁଦ୍ରତମ ଉର୍ଦ୍ଧ� ପରବିନ୍ଧ ଅଟେ।
       \ 1, S ର ‌l.U.b ଏବଂ 1 ∉ S. ସେହପିର ି 1 x x S− < ∀ ∈  

	 \  –1, –2, –3, ... ଏବଂ ଏହପିର ି Sର ନମି୍ନ ପରବିନ୍ଧ ଅଟେ, କନି୍ତୁ  ସମସ୍ତଙ୍କ ମଧ୍ୟର 'O' ସବୁଠାର ବଡ଼।
     	\   ‘0’, S ର g.l.b  ଏବଂ 0 ∉ S.

2.	 ଯଦ ି  [ ]0,1S =  ହୁଏ, ତେବେ 0 1x x S£ £ ∀ ∈ .

     ଏଠାରେ 1, S ର (l. u .b.) ଅଟେ  ଏବଂ 1 S∈ . ଆଉ ମଧ୍ୟ,  0, S ର g.l.b ଅଟେ ଏବଂ 0 S∈
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ଗୁରୁତ୍ୱପୂର୍ଣ୍ଣ ତଥ୍ୟ:
(i )  ଯଦ ିଗ�ୋଟଏି ସେଟର l.u.b କମି୍ୱା g.l.b ଅଛ ିତେବେ ତାହା ଅନନ୍ୟ ଅଟେ ।
(ii)  ଗ�ୋଟଏି ସେଟର l.u.b କମି୍ୱା g.l.b ସେଟର ଉପାଦାନ ହେଇପାରେ କମି୍ୱା ନ ହେଇପାରେ ।| 
(iii) ଗ�ୋଟଏି ସେଟର l.u.b (ସପୁ୍ରିମମ)ର ଅସ୍ତିତ୍ୱ ଥାଇପାରେ କମି୍ବା ନଥାଇ ପାରେ ଯେପର ିSup(N)ର ଅସ୍ତିତ୍ୱ 

ନାହିଁ। 
      (ଏଠାରେ,  N : ଗଣନ ସଂଖ୍ୟାର ସେଟ).

(IV) ଏକ ସେଟର g.l.b (ଇନଫିମମ)ର ଅସ୍ତିତ୍ୱ ଥାଇପାରେ କମି୍ବା ନଥାଇପାରେ ଯେପର ି Inf   (z) ର ଅସ୍ତିତ୍ୱ 
ନାହିଁ । 

     (ଏଠାରେ, Z ପୂର୍ଣ୍ଣ ସଂଖ୍ୟାର ସେଟ).  

2.1.1 ର�ୋଲଙ୍କ ପ୍ରମେୟର ଜ୍ୟାମିତକି ବ୍ୟାଖ୍ୟା 
ମନେକର ବକ୍ର  y = f (x)
(i)	 ସଂବୃତ ଅନ୍ତରାଳ [a,b] ରେ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ଅଟେ 
(ii)	 ବବୃିତ ଅନ୍ତରାଳ (a, b) ରେ ଅବକଳନୀୟ ଅଟେ।
(iii)	 f (a) = f(b) ଏହାର  ଅର୍ଥ ହେଉଛ ିଏଠାରେ ଅତ ିକମରେ 

ଗ�ୋଟଏି ବନି୍ଦୁ  ( ),c a b∈ ଅଛ,ି ଯେଉଁଠାରେ ସ୍ୱର୍ଣ୍ଣରେଖା
   	 x-ଅକ୍ଷ ସହତି ସମାନ୍ତର ଅଟେ ।	         

  

ଚତି୍ର 2.2 ଚତି୍ର 2.3 ଚତି୍ର 2.4

ଉଦାହରଣ ସ୍ୱରୂ ପ:   

1.	 f (x) = [x],  [0,3]  ରେ ବୃହତ୍ତମ ପୂର୍ଣ୍ଣୀଙ୍କ ଫଳନ ଅଟେ।
	 f,  x =1, 2, 3  ରେ ଅବଚି୍ଚିନ୍ନ ନୁହେଁ [ଗ୍ରାଫରେ ବରିାମ (ବ୍ରେକ୍)]

\	 ର�ୋଲଙ୍କର ଉପପାଦ୍ୟ ଲାଗୁ ହ�ୋଇପାରବି ନାହିଁ ।

ଚତି୍ର 2.1
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2.	 f (x) = x, ସଂବୃତ ଅନ୍ତରାଳ [–1, 1]ରେ 
	 f, [–1, 1]ରେ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ଅଟେ ।   f, (–1, 1)ରେ ଅବକଳନୀୟ ଅଟେ।
	 କନି୍ତୁ   ( ) ( )1 1f f− ≠ \  ର�ୋଲଙ୍କର ଉପପାଦ୍ୟ ଲାଗୁ ହ�ୋଇପାରବି ନାହିଁ ।
3.	 f  (x)  =  |  x  |, ସଂବୃତ ଅନ୍ତରାଳ [–1,1] ରେ 
	 [–1,1]ରେ f ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ଅଟେ 
	 କନି୍ତୁ  f, x = 0 ରେ ଅବକଳନୀୟ  ନୁହେଁ

	 \  	 ର�ୋଲଙ୍କ ପ୍ରମେୟ ଲାଗୁ ହ�ୋଇପାରବି ନାହିଁ । 

କେତେକ ସମାହତି ଉଦାହରଣ

ଉଦାହରଣ 2.1. ସଂବୃତ ଅନ୍ତରାଳ [2.4]ରେ ( ) 3 29 26 24f x x x x= − + −  ପାଇ ଁରୋଲିଙ୍କର ଉପପାଦ୍ୟର ସତ୍ୟତା 
ପରୀକ୍ଷା କର।

ସମାଧାନ:  ଏଠାରେ f(x)=x3-9x2+26x-24, f(x), x ର ଏକ ପଲିନୋମିଆଲ ଅଟେ। ତେଣୁ ସମସ୍ତ x ପାଇଁ ଏହା 
ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ଏବଂ ଅବକଳନୀୟ ଅଟେ।

⇒     a.    f (x), ସଂବ୍ୃତ  ଅନ୍ତରାଳ  [2,4]  ରେ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ଅଟେ ।  
          b.   f(x), ବବୃିତ ଅନ୍ତରାଳ (2,4)  ରେ ଅବକଳନୀୟ ଅଟେ ।

         c.   ( ) ( ) ( ) ( )3 22 2 9 2 26 2 24 0f = − + − =

( ) ( ) ( ) ( )3 24 4 9 4 26 4 24 0f = − + − =

ର�ୋଲଙ୍କ ପ୍ରମେୟର ସମସ୍ତ ତନି�ୋଟ ିସର୍ତ୍ତ ପୂରଣ ହେଲା।

ତେଣୁ ଏଠାରେ ଅତ ିକମରେ ଗୋଟଏି ( )2,4c∈ ରହବିା ନଶି୍ଚିନ୍ତ ଯେପରକି ିf (c)=0
ଆମର ଅଛ,ି	 ( ) 23 18 26f x x x¢ = − +

⇒     		        ( ) 23 18 26f c c c¢ = − +
ତେଣୁ,  		  ( ) 0f c¢ =  	

⇒      		  18 324 312
6

c ± −
=

      
13
3

= ±     

 ( )13 2,4
3

c = ± ∈



124 | କଳନ ଏବଂ ର�ୈଖିକ ବୀଜଗଣିତ

ତେଣୁ ର�ୋଲଙ୍କ ପ୍ରମେୟ ସତ୍ୟତା ପରୀକ୍ଷା ହେଲା।

ଉଦାହରଣ 2.2. ସଂବୃତ ଅନ୍ତରାଳ ,
4 4
π π −  

 ରେ ( ) cos 2f x x=  ପାଇଁ ରୋଲିଙ୍କ ଉପପାଦ୍ୟର ସତ୍ୟତା ପରୀକ୍ଷା 

କର।

ସମାଧାନ: ଏଠାରେ ( ) cos 2f x x=

a.   ଯେହେତୁ ଆମେ ଜାଣୁଯେ cosine ଫଳନ ସମସ୍ତ x ର ମଲୂ୍ୟ ପାଇ ଁଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ଅଟେ ତେଣୁ f (x)   ସଂବୃତ 

ଅନ୍ତରାଳ ,
4 4
π π −  

ରେ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ଅଟେ ।

b. 	 ( ) 2sin 2f x x¢ = − = ସସୀମ, ସଂଜ୍ଞାକୃତ

\ ( )f x , ,
4 4
π π − 

 
ରେ ଅବକଳନୀୟ ଅଟେ ।

c. 	 ବର୍ତ୍ତମାନ cos 2 cos 0
4 4 2

f π π π     = = =     
     

         ଏବଂ 	 cos 2 cos
4 4 2

f π π π     − = − = −     
     

 

cos 0
2
π = = 

 

\	
4 4

f fπ π   = −   
   

\ 	 ର�ୋଲଙ୍କ ପ୍ରମେୟର ସମସ୍ତ ସର୍ତ୍ତ ପୂରଣ ହେଲା

	ତେ ଣୁ ଏଠାରେ C ର ଅତ ିକମରେ ଗ�ୋଟଏି ମଲୂ୍ୟ ,
4 4
π π −   ରେ ନଶି୍ଚିନ୍ତ ଅଛ ିଯେପର ି ( ) 0f c¢ =

	 ବର୍ତ୍ତମାନ    ( ) 2sin 2 0 sin 2 0f c c c¢ = − = ⇒ =  

		  sin 2 sin 0c = 	  ⇒           2 0 0c c= ⇒ =      

        
4 4

0 ,c π π = ∈ −  

		ତେ  ଣୁ, ର�ୋଲଙ୍କ ପ୍ରମେୟର ସତ୍ୟତା ପରୀକ୍ଷା ହେଲା।

ଉଦାହରଣ 2.3  ସଂବୃତ ଅନ୍ତରାଳ [ ]3,0−  ରେ ( ) ( ) / 23 xf x x x e−= +  ପାଇ ଁ ର�ୋଲଙ୍କ ପ୍ରମେୟ ପରୀକ୍ଷା କର।

ଉତ୍ତର:  ଏଠାରେ  ( ) ( ) / 23 xf x x x e−= +    

a.	 ଆମେ ଜାଣୁ ଯେ ( )3x x +  ଏବଂ ପଲିନୋମିଆଲର ଫଳନ ଏବଂ / 2xe− , ଘାତାକଂୀ ଫଳନ ଉଭୟ ସବୁଠାରେ 
ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ଅଟେ ।   

	ତେ ଣୁ ସେମାନଙ୍କର ଗୁଣଫଳ ମଧ୍ୟ [ ]3,0− ରେ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ଅଟେ । 



କଳନ ଗଣିତ - 2  |  125

 b.		  ( ) ( ) ( )2 2 2
3

3
2

x x xx x
f x xe x e e

− − −+
¢ = + + −

( ) 2
3

2 3
2

xx x
x e

−+ 
= + − 
  	

2
26

2

xx x e
− + −

=  
 

( )/f x , ( )3,0− ରେ ଅନନ୍ୟ ରୂପେ ବଦି୍ୟମାନ ଅଛ ିଏବଂ ( )f x , ( )3,0−  ରେ ଅବକଳନୀୟ ଅଟେ ।
c.	            ( ) ( )

3
23 3 3 3 0f e− = − − + =

		  ଏବଂ 

		ତେ  ଣୁ  ( ) ( )3 0 0f f− = =

	 \ 	ତେ ଣୁ ର�ୋଲଙ୍କ ପ୍ରମେୟରେ ସମସ୍ତ ସର୍ତ୍ତ ପୂରଣ ହେଲା।

	ତେ ଣୁ ଏଠାରେ ଅତ ିକମରେ ଗ�ୋଟଏି ବନି୍ଦୁ  ( )3,0c∈ −  ରେ ନଶି୍ଚିତ ବଦି୍ୟମାନ ଯେପର ି ( ) 0f c¢ =

 	  	 \	 ( )
2

26 0
2

cc cf c e
− + −¢ = = 

 

	 ⇒ 		
2

26 0, 0
2

cc c e
−+ −

= ≠

	 ⇒ 		  2 6 0c c− − − =

	 ⇒		  3, 2c = −

	 ବର୍ତ୍ତମାନ     	 ( )2 3,0c = − ∈ −

ତେଣୁ, ର�ୋଲଙ୍କ ପ୍ରମେୟର ସତ୍ୟତା ପରୀକ୍ଷା ହେଲା ।

ଉଦାହରଣ 2.4. ଫଳନ ( ) 4 5, 0 1
2 3, 1 2

x x
f x

x x
− + ≤ ≤

= − ≤ ≤ ପାଇଁ ର�ୋଲଙ୍କ ପ୍ରମେୟର ପ୍ରଯୁଜ୍ୟତା ପରୀକ୍ଷା କର ।

ଉତ୍ତର:  ଏଠାରେ   ( )
4 5, 0 1

2 3, 1 2
x x

f x
x x

− + £ £
=  − £ £

ଆମର ଅଛ,ି      ( )1 1f =

1x = , ରେ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନତା;
( ) ( ) ( )

01
1 lim 2 3 lim 2 1 3 2 3 1

hx
Rf x h

+ →→
= − = + − = − = −

( ) ( ) ( )
01

1 lim 4 5 lim 4 1 5 4 5 1
hx

Lf x h
− →→

= − + = − − + =− + =
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ତେଣୁ  ( ) ( )1 1Rf Lf≠  	 \ ( ) [ ], 1 0,2f x x = ∈ ରେ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ନୁହେଁ 

ତେଣୁ, ର�ୋଲଙ୍କ ପ୍ରମେୟ ପ୍ରଯୁଜ୍ୟ ନୁହେଁ ।

ଉଦାହରଣ 2.5. ସଂବୃତ ଅନ୍ତରାଳ [ ]2,2− ରେ ( ) 24f x x= −   ପାଇ ଁର�ୋଲଙ୍କ ପ୍ରମେୟର ସତ୍ୟତା ପରୀକ୍ଷା କର।

ସମାଧାନ:  ଏଠାରେ, ( ) 24f x x= − , ସଂବୃତ ଅନ୍ତରାଳ [ ]2,2− ରେ ( )f x ,  ଏକ ପଲିନୋମିଆଲ x ର ବର୍ଗମଳୂ  
ଅଟେ ।
ତେଣୁ  ସମସ୍ତ  x ପାଇଁ  ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ଅଟେ ।

(i)	 ( )f x ,  [ ]2,2− ରେ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ଅଟେ । 

(ii)	  ( )
24

xf x
x

−¢ =
−

 ସବୁଠାରେ ବ୍ୟାଖ୍ୟା ହୋଇଛ,ି ଯେଉଁଠାରେ 24 0x− = ଅର୍ଥ‌ାତ୍‌ 2x = ±  ବ୍ୟତୀତ
	ତେ ଣୁ, ( )f x¢ , { }2,2R − − ରେ ଅବକଳନୀୟ ଅଟେ ।

	 \ ( )f x¢ , ( )2,2− ରେ ଅବକଳନୀୟ ଅଟେ ।

 (iii)  ବର୍ତ୍ତମାନ ( ) ( )22 4 2 4 4 0f − = − − = − =

	 ( ) ( )22 4 2 4 4 0f = − = − = ତେଣୁ  ( ) ( )2 2f f− =

	 \ 	 ର�ୋଲଙ୍କ ପ୍ରମେୟର ସମସ୍ତ ସର୍ତ୍ତ ପୂରଣ ହେଲା।
	ତେ ଣୁ ଏଠାରେ ଅତକିମରେ ଗ�ୋଟଏି ( )2,2c∈ − ର ମଲୂ୍ୟ ନଶି୍ଚିନ୍ତ ବଦି୍ୟମାନ ଅଛ ିଯେପରକି ି ( ) 0f c¢ =

	 ⇒  ( )
2

0
4

cf c
c

−¢ = =
−

,     ( )2 20 ,c = ∈ −

	 ତେଣୁ, ର�ୋଲଙ୍କ ପ୍ରମେୟର ସତ୍ୟତା ପରୀକ୍ଷା ହେଲା ।

ଉଦାହରଣ 2.6. [–1,–1]ରେ ଫଳନ ( ) ( )2log 2 log3f x x= + − ପାଇଁ ର�ୋଲଙ୍କ ପ୍ରମେୟ ବ୍ୟବହାର କର ିଏକ ବନି୍ଦୁ   
( )1,1c∈ −  ନିର୍ଣ୍ଣୟ କର। 

ସମାଧାନ: ଏଠାରେ ( ) ( )2log 2 log3f x x= + −

a.	 ଯେହେତୁ  ଆମେ  ଜାଣୁ ଯେ, ସମସ୍ତ x  ପାଇଁ ଲଗାରଦିମୀୟ ଫଳନ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ଅଟେ ଏବଂ log3  ଏକ 

ଧ୍ରୃବକ  ଅଟେ, ତେଣୁ ସମସ୍ତ x  ପାଇ ଁ ( )f x  ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ଅଟେ, ତେଣୁ  [ ]1,1−  ରେ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ  ଅଟେ।

b.	 ( ) 2

2
2

xf x
x

¢ =
+

 (ସମସ୍ତ x R∈  ପାଇ ଁବଦି୍ୟମାନ ଅଛ)ି

	 \ 		  ( )f x¢ , ( )1,1−  ରେ ଅବକଳନୀୟ

c.	 ବର୍ତ୍ତମାନ	 ( ) ( )( )21 log 1 2 log3 log3 log3 0f − = − + − = − =
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	 ଏବଂ 		  ( ) ( )( )21 log 1 2 log 3 log 3 log 3 0f = + − = − =   

⇒                            ( ) ( )1 1f f− =

ତେଣୁ ର�ୋଲଙ୍କ ପ୍ରମେୟର ସମସ୍ତ ସର୍ତ୍ତ ପୂରଣ ହେଲା।
ତେଣୁ ଏଠ‌ାରେ ଅତକିମରେ ଗ�ୋଟଏି  ( )1,1c∈ −   ବଦି୍ୟମାନ ଅଛ ିଯେପରକି ି ( ) 0f c¢ =

		
( )/

2

2 0
2

cf c
c

= =
+

⇒ 		  ( )0 1,1c = ∈ −

ପ୍ରଶ୍ନମାଳା 2.1

    1.  ଦତ୍ତ ଅନ୍ତରାଳରେ ନମି୍ନଲିଖିତ ଫଳନ ପାଇଁ ର�ୋଲଙ୍କ ପ୍ରମେୟ ସତ୍ୟତାର ପରୀକ୍ଷା କର
a).   [ ]1,3 ରେ, ( ) 3 26 11 6f x x x x= − + −  	 b). [ ]4,5− ରେ, ( ) 3 23 24 80f x x x x= + − −

c).   [ ]1,4− ରେ,  ( )
3 3 4

5
x xf x

x
− −

=
−

       	 d ). 0,
2
π −    

ରେ ( ) cos 2
4

f x x π = − 
 

e).  [ ]0,π  ରେ, ( ) sin sin 2f x x x= − 		  f) .  [ ]1,1−  ରେ, ( ) 21 xf x e −=   

g) .  [ ]0,π  ରେ, ( ) sin
x

xf x
e

=   		  h).  ,
2 2
π π −  

 ରେ, ( ) cosxf x e x=   

i) .   [ ]0,π ରେ, ( ) tanf x x=   		  j).    [ ]1,3  ରେ, ( ) ( )2 24 3 xf x x x e= − +   

2.    ନମି୍ନଲିଖିତ ଫଳନ ପାଇଁ ର�ୋଲଙ୍କ ପ୍ରମେୟର ପ୍ରଯୁଜ୍ୟତା ପରୀକ୍ଷା କର। 

a) [ ]0,3 ରେ, ( ) ( )
2
51f x x= − 		  b).   ( )

2 1, 0 1
3 , 1 2
x x

f x
x x

 + £ £
= 

− < £
c) [ ]1,1− ରେ, ( )f x x=

ଉତ୍ତରମାଳା

1.	 a. 12
3

c = ± 		  b. 2c = 	  c. 5 6c = − 		  d. 
4

c π
=      

	 e. 1 1 33cos
8

c −  ±
=   

 
	  f. 0c = 	 g. 

4
c π
= 		  h. 

4
c π
=

	 i.    ପ୍ରଯୁଜ୍ୟ ନୁହେଁ		  j. 3 5
2

c +
=

2.	 a. ପ୍ରଯୁଜ୍ୟ ନୁହେଁ		  b. ପ୍ରଯୁଜ୍ୟ ନୁହେଁ		  c.   ପ୍ରଯୁଜ୍ୟ ନୁହେଁ    
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2.1.2: ଲାଗ୍ରାଞ୍ଜଙ୍କ ମାଧ୍ୟମାନ ଉପପାଦ୍ୟ
କଥନ: ଯଦ ିଏକ ଫଳନ [ ]: ,f a b R→   ଯେପରକି ି:

          i)  f,  ସଂବୃତ  ଅନ୍ତରାଳ [a,b] ରେ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ଅଟେ । 

         ii)  f,  ବବୃିତ  ଅନ୍ତରାଳ (a,b)ରେ  ଅବକଳନୀୟ ହୁଏ, ତେବେ ଏଠାରେ ଅତକିମରେ ଗ�ୋଟଏି ବନି୍ଦୁ     ( ),c a b∈       

ବଦି୍ୟମାନ ହେବ ଯେପର ିକି ( ) ( ) ( )
f b f a

f c
b a
−

¢=
−

ପ୍ରମାଣ: ମନେକର ଏକ ଫଳନ  [ ] ( ) ( ) ( ): , , , ,a b R x f x Ax x a bφ → φ = + ∈  ଦ୍ୱାରା ବ୍ୟାଖ୍ୟା ହେଲା ଯେଉଁଠାରେ 
‘A’ ଏକ ଧ୍ରୁବକ ନରି୍ଦ୍ଧାରତି କରାଯିବ ଯେପରକିି

( ) ( )a bφ = φ 					     		  	 ... (1)
ବର୍ତ୍ତମାନ 		 ( ) ( )a f a Aaφ = +

( ) ( )b f b Abφ = +

ସମୀକରଣ (1)କୁ ବ୍ୟବହାର କର ିଆମେ ପାଇବା : 
( ) ( )f a Aa f b Ab+ = +

( ) ( ) ( )A a b f b f a− = −

( ) ( )f b f a
A

a b
−

=
−

ବର୍ତ୍ତମାନ, 

i)	 φ , [a, b]ରେ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ଅଟେ, ଯେହେତୁ  f, [a,b]ରେ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ  ଏବଂ Ax, x ର ଏକ ପଲିନୋମିଆଲ 
ତେଣୁ f, [a,b] ରେ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ  ଅଟେ। 

ii)	 φ , (a, b)ରେ ଅବକଳନୀୟ ଅଟେ, ଯେହେତୁ  f, (a, b)ର ପ୍ରତ୍ୟେକ ବନି୍ଦୁରେ ଅବକଳନୀୟ ଏବଂ Ax 
ପ୍ରତ୍ୟେକ ବନି୍ଦୁରେ ମଧ୍ୟ ଅବକଳନୀୟ ଅଟେ ।

iii)	 ( ) ( )a bφ = φ , ( )xφ  ର�ୋଲଙ୍କ ପ୍ରମେୟ ସମସ୍ତ ତନି�ୋଟ ିସର୍ତ୍ତକୁ ପୂରଣ କରୁଛ।ି

	ତେ ଣୁ ଏଠାରେ ଅତକିମରେ ଗ�ୋଟଏି  ( ),c a b∈  ବଦି୍ୟମାନ ଅଛ,ି ଯେପର ି ( ) 0c¢φ =

( ) ( )x f x Axφ = +

⇒   		  ( ) ( )x f x A¢ ¢φ = + 	 ⇒	 ( ) ( )c f c A¢ ¢φ = +

ବର୍ତ୍ତମାନ, 		  ( ) 0c¢φ =

⇒ 		  ( ) ( )0f c A f c A¢ ¢+ = ⇒ = −

 ସମୀକରଣ (2)କୁ ବ୍ୟବହାର କର,ି ଆମେ ପାଉ,

			   ( ) ( ) ( ) ( ), ,
f b f a

f c c a b
b a
−

¢ = ∈
−   ପ୍ରମାଣିତ
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2.1.3 ଲାଗ୍ରାଞ୍ଜଙ୍କ ମାଧ୍ୟମାନ ଉପପାଦ୍ୟର ଜ୍ୟାମିତକି ବ୍ୟାଖ୍ୟା
ମନେକର ଏକ ଫଳନ  f  ର ଏକ ଗ୍ରାଫ ଅଛ ିଯାହାକ:ି

i)	 ସଂବୃତ  ଅନ୍ତରାଳ [a, b] ରେ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ । 
ii)	 ବବୃିତ ଅନ୍ତରାଳ (a, b)ରେ ଅବକଳନୀୟ

	ଯେହେ ତୁ ବକ୍ର A B ର ପ୍ରତ୍ୟେକ ବନି୍ଦୁରେ ଏକ ସ୍ପର୍ଶରେଖା 
ଅଛ,ି ତେବେ A ଏବଂ B ବ୍ୟତତି,  ବକ୍ରରେ ଏକ ବନି୍ଦୁର ଅସ୍ତିତ୍ୱ 
ଏହପି୍ରକାର ହେବ ଯେଉଁଠାରେ ସ୍ପର୍ଶରେଖା ବନି୍ଦୁ  ( )( ),a f a

ଏବଂ ( )( ),b f b କୁ ଯ�ୋଗକର ିଉତ୍ପନ୍ନ ରେଖାଖଣ୍ତ ସହତି ସମାନ୍ତର ଅଟେ ।
ମନ୍ତବ୍ୟ: ର�ୋଲଙ୍କ ପ୍ରମେୟ ଲାଗ୍ରାଞ୍ଜଙ୍କ ମାଧ୍ୟମାନ ଉପପାଦ୍ୟ ଏକ ବଶିେଷ ସ୍ଥିତ ିଅଟେ ।
ମାଧ୍ୟମାନ ଉପପାଦ୍ୟର ଦୁଇଟ ିସର୍ତ୍ତ  ସହତି, ଯଦି

		    ( ) ( )f a f b=

ତେବେ       ( ) ( ) 0f b f a− =          ତେଣୁ 	  ( )/ 0f c =

ଜ୍ୟାମିତକି ବ୍ୟାଖ୍ୟାରେ, ବକ୍ର ରେ ଏକ ବନି୍ଦୁ  ଅଛ ିଯେଉଁଠାରେ ସ୍ପର୍ଶରେଖା x- ଅକ୍ଷ ସହତି ସମାନ୍ତର ଅଟେ । 

କେତେକ ସମାହତି ଉଦାହରଣ

ଉଦାହରଣ 2.7. ସଂବୃତ ଅନ୍ତରାଳ [ ]1,3 ରେ ( ) 1f x x
x

= +  ପାଇଁ ଲାଗ୍ରାଞ୍ଜଙ୍କ ମାଧ୍ୟମାନ ଉପପାଦ୍ୟର ସତ୍ୟତା 
ପରୀକ୍ଷା କର।

ସମାଧାନ:  ଏଠାରେ, ( ) 1f x x
x

= +

i)  	  f (x), x ର ଏକ ପଲିନୋମିଆଲ ଏବଂ ସମସ୍ତ { }0x∈ℜ−  ର ମଲୂ୍ୟ ପାଇଁ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ଅଟେ ।
	 \ 	 f (x), [1,3]ରେ  ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ଅଟେ ।

ii) 	 ( ) 2

11f x
x

¢ = −  ସମସ୍ତ ( )1,3x∈ ପାଇଁ ବଦି୍ୟମାନ ଅଛ।ି

	 \   f (x), (1, 3)ରେ ଅବକଳନୀୟ

	 ଲାଗ୍ରାଞ୍ଜଙ୍କ ମାଧ୍ୟମାନ ଉପପାଦ୍ୟର ଉଭୟ ସର୍ତ୍ତ ପୂରଣ ହେଲା।
	ତେ ଣୁ ଏଠାରେ ଅତକିମରେ ଗ�ୋଟଏି ( )1, 3c∈ ରେ ନଶି୍ଚିନ୍ତ ବଦି୍ୟମାନ ଅଛ,ି ଯେପର ିକି

			    
( ) ( ) ( )

f b f a
f c

b a
−

¢=
−

ଚତି୍ର 2.5
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ସମୀକରଣ: (1)ରେ f (b), f (a), f¢(c) ର ମଲୂ୍ୟ ରଖିଲେ, ଆମେ ପାଉ,

		  2

10 2 13 1
3 1 c

−
= −

−

⇒		  2

1 1 3
3

c
c

= ⇒ = ±

		  ( )3 1,3c= ∈

ତେଣୁ ଲାଗ୍ରାଞ୍ଜଙ୍କ ମାଧ୍ୟମାନ ଉପପାଦ୍ୟର ସତ୍ୟତା ପରୀକ୍ଷା ହେଲା । 

ସମାଧାନ 2.8. ଦର୍ଶାଅ ଯେ ( ) ( )
2 2

log 1 , 0
2 2 1
x xx x x x

x
− < + < − >

+

ଉତ୍ତର:  ମନେକର, ( ) ( )
2

log 1
2
xf x x x

 
= + − − 

 
	 x ଭିତ୍ତିକ ଅବକଳନ କଲେ, 	

		  ( ) ( )1 1
1

f x x
x

¢ = − −
+   

		
2

0
1

x
x

= >
+ 						      { }0x >

	ତେ ଣୁ ( )f x   ସମସ୍ତ 0x >  ପାଇଁ ବର୍ଦ୍ଧମାନ ଫଳନ ଅଟେ 

	 ଆଉ ମଧ୍ୟ    ( )0 0f =

	ତେ ଣୁ, 0x >   ପାଇଁ ( ) 0f x >

	ତେ ଣୁ  ( )
2

log 1
2
xx x+ > − 		�   ... (1)

	 ମନେକର:  ( ) ( ) ( )
2

log 1
2 1

xg x x x
x

= − − +
+

	 x ଭିତ୍ତିକ ଅବକଳନ କଲେ 

		
( )

( )

2
/

2

2 11
12 1

x xg x
xx

+
= − −

++

           	 ( )

22

2

1 0
2 12 1

x x
xx

 = = > + +

		  \ ( )g x , ସମସ୍ତ 0x >   ପାଇଁ ବରି୍ଦ୍ଧମାନ ଫଳନ ଅଟେ,
	 ଆଉ ମଧ୍ୟ, 0x >   ପାଇଁ ( ) 0g x >

	ତେ ଣୁ       ( ) ( )
2

log 1
2 1

xx x
x

− > +
+ 	�  ... (2)
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ସମୀକରଣ (1) ଏବଂ (2) ରୁ, ଆମେ ପାଉ,

( ) ( )
2 2

log 1 , 0
2 2 1
x xx x x x

x
− < + < − >

+ .

ଉଦାହରଣ 2.9. ସଂବୃତ ଅନ୍ତରାଳ [ ]0,3 ରେ, ଫଳନ ( ) 2

1 3 , 1
2 2, 1

x x
f x

x x
+ ≤

=
+ >

 ପାଇଁ ଲାଗ୍ରାଞ୍ଜଙ୍କ ମାଧ୍ୟମାନ 
ଉପପାଦ୍ୟର ବଧିିମାନ୍ୟତା ପରୀକ୍ଷା କର।

ସମାଧାନ:  ଏଠାରେ  [ ]0,3 ରେ,    ( ) 2

1 3 , 1
2 2, 1

x x
f x

x x
+ ≤

=
+ >

 

i.	 ପଲିନୋମିଆଲ ଫଳନ ହ�ୋଇ ( )f x , [ ]0,3 –{ }1 ରେ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ଅଟେ 1x = ରେ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନତା 

	 ( ) ( )22

1 0
1 lim 2 2 lim 2 1 2 4

x h
Rf x h

→ →
= + = + + =

	 ( ) ( )
1 0

1 lim1 3 lim1 3 1 4
x h

Lf x h
→ →

= + = + − =

	 ଆଉ ମଧ୍ୟ,  ( )1 4f =

	 ଆମର ଅଛ ି ( ) ( ) ( )1 1 1Rf Lf f= =

	 ⇒ 1x = ରେ ( )f x  ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ।
	 \ ( )f x , [ ]0,3 ରେ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ।

ii.	 [ ]0,3 ରେ,  ( )/ 3, 1
4 , 1

x
f x

x x
≤

= >

	 1x =  ରେ ଅବକଳନୀୟତା :

	 ( ) ( ) ( ) ( )/

0 0

1 1 4 1 4
1 lim lim 4

h h

f h f h
Rf

h h→ →

+ − + −
= = = 	

	 ( ) ( ) ( )/

0

1 1
1 lim

h

f h f
Lf

h→

− −
=

	 ( )/

0

3 41 lim
h

Lf
h→

−
= = ଅସ୍ତିତ୍ୱ ନାହିଁ ।

⇒	 ( )1 0,3x = ∈ , ପାଇଁ ( )f x¢ ର ଅସ୍ତିତ୍ୱ ନାହିଁ 

	 ( )f x , ( )0,3  ରେ ଅବକଳନୀୟ ନୁହେଁ

	ତେ ଣୁ ଲାଗ୍ରାଞ୍ଜଙ୍କ ମାଧ୍ୟମାନ ଉପପାଦ୍ୟ ଲାଗୁ ହ�ୋଇ ପାରବି ନାହିଁ ।

ଉଦାହରଣ 2.10. ସଂବୃତ ଅନ୍ତରାଳ 0,
2
π 

    ରେ ( ) cosf x x=  ପାଇଁ ଲାଗ୍ରାଞ୍ଜଙ୍କ ମାଧ୍ୟମାନ ଉପପାଦ୍ୟର ସତ୍ୟତା  
ପରୀକ୍ଷା କର।
ସମାଧାନ:  ଏଠାରେ, ( ) cosf x x=
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i.	 ଯେହେତୁ ଆମେ ଜାଣୁ ଯେ ସମସ୍ତ x ର ମଲୂ୍ୟ ପାଇଁ cosine ଫଳନ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ଅଟେ  ।

	 \ 0,
2
π 

  
 ରେ ( )f x ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ଅଟେ।

ii.	 ( ) sinf x x¢ = −  (ସମିୀତ ଓ ନରି୍ଦ୍ଧିଷ୍ଟ)

	 \ ( )f x ,  0,
2
π 

  
ରେ ଅବକଳନୀୟ ।

	 ଲାଗ୍ରାଞ୍ଜଙ୍କ ମାଧ୍ୟମାନ ଉପପାଦ୍ୟର ଉଭୟ ସର୍ତ୍ତ ପୂରଣ ହେଲା।

	ତେ ଣୁ ଏଠାରେ ଅତକିମରେ ଗ�ୋଟଏି 0,
2

c π ∈ 
 

 ରେ ନଶି୍ଚିନ୍ତ ଅଛ ିଯେପର ିକ ି
( ) ( ) ( )

f b f a
f c

b a
−

¢=
−

	 ଏଠାରେ, , 0
2

b aπ
= =

	
( )cos 0, 0 cos 0 1

2 2
f fπ π  = = = = 
 

	ମ ଲୂ୍ୟ ଗୁଡ଼କି ରଖିଲେ, ⇒  
0 1 sin

0
2

c−
= −

π
−

   

	 ⇒  1 2sinc −  =  π 
 		  ⇒     ( )1sin 0.636 0,

2
c − π = ∈ 

 

ତେଣୁ ଲାଗ୍ରାଞ୍ଜ ମାଧ୍ୟମାନ ଉପପାଦ୍ୟର ସତ୍ୟତା ପରୀକ୍ଷା ହେଲା।

ଉଦାହରଣ 2.11. ଦର୍ଶାଅ ଯେ 1
2 tan , 0

1
x x x x
x

−< < >
+

ସମାଧାନ:  ମନେକର ( ) 1
2tan

1
xf x x
x

−= −
+

x  ଭିତ୍ତିକ ଅବକଳନ କଲେ, ଆମେ ପାଉ,

( )
( )

2

2 22

1 1
1 1

xf x
x x

−¢ = −
+ +

( )
2

22

2 0 0
1

x x
x

= > ∀ >
+

ତେଣୁ  ସମସ୍ତ 0x >  ପାଇଁ ( )f x  ଏକ ବର୍ଦ୍ଧମାନ ଫଳନ ଅଟେ
ଆଉ ମଧ୍ୟ    ( )0 0f = 					      (ଯେହେତୁ 1tan 0 0 0− − = )
ତେଣୁ    ( ) 0 0f x x> ∀ >

ତେଣୁ      1
2tan

1
xx
x

− >
+

								            ...(1)

ମନେକର,  ( ) 1tang x x x−= −

x ଭିତ୍ତିକ ଅବକଳନ କଲେ,
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( )

2

2 2

11 0 0
1 1

xg x x
x x

¢ = − = > ∀ >
+ +

\	 ସମସ୍ତ 0x >   ପାଇଁ ( )g x , ଏକ ବର୍ଦ୍ଧମାନ ଫଳନ ଅଟେ ।
	 ଆଉ ମଧ୍ୟ,    ( ) 10 0 tan 0 0g −= − = 		
	ତେ ଣୁ    ( ) 0 0g x x> ∀ >

	ତେ ଣୁ,     1tan 0x x x−> ∀ > � ...(2)
	  ତେଣୁ ସମୀକରଣ  (1) ଏବଂ (2)ରୁ, ଆମେ ପାଉ

	
1

2 tan , 0
1

x x x x
x

−< < >
+

ପ୍ରଶ୍ନମାଳା 2.2

1.    ଦତ୍ତ ଅନ୍ତରାଳରେ ନମି୍ନଲିଖିତ ଫଳନ ପାଇଁ ଲାଗ୍ରାଞ୍ଜଙ୍କ ମାଧ୍ୟମାନ ଉପପାଦ୍ୟର ସତ୍ୟତା ପରୀକ୍ଷା କର।

	 a.  [ ]1,3 ରେ, ( ) 22 3 1f x x x= − +  	       b.  10,
2

 
  

ରେ, ( ) ( )( )1 2f x x x x= − −

	 c.  [ ]1,4 ରେ, ( ) 1
4 1

f x
x

=
−

 	 	       d.  [ ]3,4−  ରେ, ( ) 225f x x= −

	 e.  [ ]1,e ରେ, ( ) logf x x= 	     	       f.  [ ],−π π  ରେ, ( ) 2sinf x x x= −

2.    ନମି୍ନଲିଖିତ ଫଳନ ପାଇଁ ଲାଗ୍ରାଞ୍ଜଙ୍କ ମାଧ୍ୟମାନ ଉପପାଦ୍ୟର ପ୍ରଯୁଜ୍ୟତା ପରୀକ୍ଷା କର

	 a.  [ ]1,1− ରେ ( )f x x=  		  b. [ ],a b ରେ ( )f x = β   (ଧ୍ରୁବକ ଫଳନ)

	 c.   [ ]1,1− ରେ, ( )
1

3f x x= 	 	 d.  [ ]3,4− ରେ, ( ) 2f x x= +  

3.     ଲାଗ୍ରାଞ୍ଜଙ୍କ ମାଧ୍ୟମାନ ଉପପାଦ୍ୟ ବ୍ୟବହାର କର ିପ୍ରମାଣ କର ଯେ:

	 a. ଅନ୍ତରାଳ [ ]1,0− ରେ, ( ) ( )
2 2

log 1
2 2 1
x xx x

x
< − + <

+
	

	 b.  ( )log 1 , 0
1

x x x x
x
< + < >

+
	 c. 1 1x xx e xe+ < < +  ସମସ୍ତ 0x >  ପାଇଁ	

4.    ଦର୍ଶାଅ ଯେ, 1 1
2 2tan tan

1 1
y x y xy x

y x
− −− −

< − <
+ +

ଯଦ ି 0 x y< <  ଏବଂ ସଦି୍ଧାନ୍ତ କର ଯେ 

	
13 4 1tan

4 25 3 4 6
−π π

+ < < +
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ଉତ୍ତରମାଳା

   1.    	 a. 2c =  		  b. 6 21
6

c −
= 		  c. 1 3 5

4
c +
=    	

	 d. 1
2

c = ±    		  e. 1c e= −     		  f. 
3

c π
= ±    

   2.     a. ପ୍ରଯୁଜ୍ୟ ନୁହେଁ       	 b. ପ୍ରଯୁଜ୍ୟ   	 c. ପ୍ରଯୁଜ୍ୟ ନୁହେଁ       	  d. ପ୍ରଯୁଜ୍ୟ ନୁହେଁ       

2.1.4 କ�ୋଶୀଙ୍କ ମାଧ୍ୟମାନ ଉପପାଦ୍ୟ 
କଥନ: ମନେକର ଫଳନ  [ ]: ,f a b R→  ଏବଂ [ ]: ,g a b R→   ଯେପରକି ି:

i)	 f ଏବଂ g  ଉଭୟ ସଂବୃତ ଅନ୍ତରାଳ  [ ],a b  ରେ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ଅଟେ । 

ii)	 f ଏବଂ g  ଉଭୟ ବବୃିତ ଅନ୍ତରାଳ ( ),a b  ରେ ଅବକଳନୀୟ ।

iii) 	ସମସ୍ତ  ( ),x a b∈  ପାଇଁ ( ) 0g x¢ ≠ ତେବେ ଏଠାରେ ଅତକିମରେ ଏକ ବନି୍ଦୁ  ( ),c a b∈ ଅଛ ି। ଯେପର ିକ:ି  

			 
( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

f b f a f c
g b g a g c

¢−
=

¢−

ପ୍ରମାଣ: ମନେକର ( ) ( )g a g b= , ତେବେ ‘ g ’ ର�ୋଲଙ୍କ ପ୍ରମେୟର  ସମସ୍ତ ସର୍ତ୍ତକୁ ପୂରଣ କରିବ।
ତେଣୁ ଏଠାରେ ଅତକିମରେ ଗ�ୋଟଏି ବନି୍ଦୁ  ( ),c a b∈  ଅଛ ିଯେପର ିକ ି ( ) 0g c¢ =

କନି୍ତୁ  ଏହା ଦତ୍ତ ତଥ୍ୟ ( ) ( )0 ,g c x a b¢ ≠ ∀ ∈ କୁ ବରି�ୋଧ କରୁଛ ି। ତେଣୁ ଆମର କଳ୍ପନା କରବିା ଭୁଲ ଅଛ ି ଏବଂ 

( ) ( )g a g b≠

ବର୍ତ୍ତମାନ, ଏକ ଫଳନ  [ ]: ,a b Rφ → କୁ ( ) ( ) ( ) ( ), ,x f x Ag x x a bφ = + ∈  ଦ୍ୱାରା ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରବିା ଯେଉଁଠାରେ A 

ଏକ ଧ୍ରୁବକ ଏବଂ ଏହପି୍ରକାରରେ  ନରି୍ଦ୍ଧାରତି କରାଯାଇଛ ିଯେପରକିି
( ) ( )a bφ = φ 	�  ... (1)

              ବର୍ତ୍ତମାନ       ( ) ( ) ( )a f a Ag aφ = +

			         ( ) ( ) ( )b f b Ag bφ = +

ସମୀକରଣ (1)କୁ ବ୍ୟବହାର କର,ି ଆମେ ପାଇବା :
	 ( ) ( ) ( ) ( )f a Ag a f b Ag b+ = +   ⇒  ( ) ( ) ( ) ( )A g a g b f b f a− = −   			 

			 
( ) ( )
( ) ( )

f b f a
A

g a g b
−

=
− 						      ... (2)

ବର୍ତ୍ତମାନ,    i)  φ , ଅନ୍ତରାଳ [ ],a b ରେ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ଅଟେ, ଯହେତୁ f ଏବଂ g  ଉଭୟ ଅନ୍ତରାଳ [ ],a b ରେ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ । ଏବଂ 
A, ଯେହେତୁ ଧ୍ରୁବକ [ ],a b ରେ ମଧ୍ୟ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ । 
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ii)	 φ , ( ),a b  ରେ ଅବକଳନୀୟ, ଯେହେତୁ f ଏବଂ g   ଉଭୟ ( ),a b  ରେ ଅବକଳନୀୟ ଏବଂ A, ଯେହେତୁ 
ଧ୍ରୁବକ ( ),a b ରେ ମଧ୍ୟ ଅବକଳନୀୟ।

iii)   	 ଆଉ ମଧ୍ୟ, 

	ତେ ଣୁ, ( )xφ   ର�ୋଲଙ୍କ ପ୍ରମେୟର ସମସ୍ତ ତନି�ୋଟ ିସର୍ତ୍ତକୁ ପୂରଣ କରୁଛ।ି
	ତେ ଣୁ ଏଠାରେ ଅତକିମରେ ଏକ ( ),c a b∈ ଅଛ ିଯେପର ିକ ି ( ) 0c¢φ =

	 ( ) ( ) ( )x f x Ag xφ = +

⇒  	 ( ) ( ) ( )x f x Ag x¢ ¢ ¢φ = + 	 ⇒  ( ) ( ) ( )c f c Ag c¢ ¢ ¢φ = +

	 ବର୍ତ୍ତମାନ, 		  ( ) 0c¢φ = 		  ⇒  ( ) ( ) 0f c Ag c¢ ¢+ =

⇒  		  ( ) ( )f c Ag c¢ ¢= − 		  ⇒  ( )
( )

f c
A

g c
¢

= −
¢

ସମୀକରଣ (2) କୁ  ବ୍ୟବହାର କର,ି ଆମେ ପାଇବା :

			 
( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

f c f b f a
g c g b g a
¢ −

=
¢ − ,

	 ତେଣୁ ଉପପାଦ୍ୟ ପ୍ରମାଣିତ ହେଲା । 
ମନ୍ତବ୍ୟ:	 ( ) , [ , ]g x x x a b= ∈ ନେଲେ, ଲାଗ୍ରାଞ୍ଜଙ୍କ ମାଧ୍ୟମାନ ଉପପାଦ୍ୟ କ�ୋଶୀଙ୍କ, ମାଧ୍ୟମାନ ଉପପାଦ୍ୟର ଏକ 

ନରି୍ଦ୍ଦିଷ୍ଟ ସ୍ଥିତ ିହେବ।

2.1.5 କ�ୋଶୀଙ୍କ ମାଧ୍ୟମାନ ଉପପାଦ୍ୟର ଜ୍ୟାମିତକି ବ୍ୟାଖ୍ୟା
ମନେକର ( )x f t=  ଏବଂ ( )x g t=  ପାରାମିଟରୀୟ ବକ୍ର, ଯେଉଁଠାରେ, ( ),t a b∈

i)	 [ ],a b  ରେ f , g  ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ

ii)	 ( ),a b  ରେ f , g  ଅବକଳନୀୟ 
iii)	 ( ),a b  ରେ  ( )/ 0g x ≠

ତେବେ ଏଠାରେ ଅତକିମରେ ଏକ ( ),c a b∈  ଅଛ ିଯେଉଁଠ ିସ୍ପର୍ଶରେଖା AB ସହତି ସମାନ୍ତର  ଅଟେ।

ଚତି୍ର 2.6
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କେତେକ ସମାହତି ଉଦାହରଣ 

ଉଦାହରଣ 2.12.  [ ]0,1 ରେ ( ) xf x e=  ଏବଂ ( ) xg x e−= ପାଇଁ କ�ୋଶୀଙ୍କ ମାଧ୍ୟମାନ ଉପପାଦ୍ୟର ସତ୍ୟତା ପରୀକ୍ଷା କର ।
ସମାଧାନ: ଏଠାରେ ( ) xf x e= , ( ) xg x e−=

i)    [ ]0,1  ରେ  f  ଏବଂ g  ଫଳନ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ।
ii)	 ( )0,1  ରେ ( ) ( )/,x xf x e g x e−¢ = = − ,  ଅବକଳନୀୟ
iii)	 ( ) ( )0 0,1xg x e x−¢ = ≠ ∀ ∈ ,

ତେବେ ଏଠାରେ ଅତକିମରେ ଏକ ( )0,1c∈  ଅଛ ିଯେପର ିକ,ି
( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

f b f a f c
g b g a g c

¢−
=

¢−
		  [ଏଠାରେ b = 1, a = 0]� ... (1)

ତେଣୁ 	 ( ) ( )1 01 , 0 1f e e f e= = = =          ଏବଂ	 ( ) ( )1 011 , 0 1g e g e
e

− −= = = =

ସମୀକରଣ (1) ରେ ସମସ୍ତ ମଲୂ୍ୟ ରଖିଲେ, ଆମେ ପାଉ;
1

1 1

c

c

e e
e

e

−

−
=
−−

 	 ⇒  	 2 11 ce −=

⇒ 		  0 2 1ce e −= 	 ⇒	 ( )10 2 1 0,1
2

c c= − ⇒ = ∈

ତେଣୁ, କ�ୌଶୀଙ୍କ  ମାଧ୍ୟମାନ ଉପପାଦ୍ୟର ସତ୍ୟତା ପରୀକ୍ଷା ହେଲା।
ଉଦାହରଣ 2.13. ମନେକରା f, [a, b]ରେ  ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ଏବଂ (a, b)ରେ ଅବକଳନୀୟ ଅଟେ । 

 ଦର୍ଶାଅ ଯେ, ଏଠାରେ ଏକ ସଂଖ୍ୟା c∈(a, b) ରେ ଅଛ,ି ଯେପର ିକ,ି ( ) ( ) ( ) 2 22c f a f b f c a b¢  − = −    
ସମାଧାନ: 

i)	 f ,  [ ],a b ରେ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ
ii)	 f ,  ( ),a b ରେ ଅବକଳନୀୟ
ଲାଗ୍ରାଞ୍ଜିଙ୍କ ମାଧ୍ୟମାନ ଉପପାଦ୍ୟର ଉଭୟ ସର୍ତ୍ତ ପୂରଣ ହେଲା ।
ତେଣୁ ଏଠାରେ ଅତକିମରେ  ଏକ ( ),c a b∈ )ରେ ଅଛ,ି ଯେପର:ି

	
( ) ( ) ( )

f b f a
f c

b a
−

¢=
−

	
( ) ( ) ( )

f a f b
f c

a b
−

¢=
−

⇒ ( ) ( ) ( )( )f a f b f c a b¢− = − 					     ... (1)
⇒ ବର୍ତ୍ତମାନ ଦଆିଯାଇଛ ି, ( ) ( ) ( ) 2 22c f a f b f c a b¢  − = −    
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ସମୀକରଣ (1) ବ୍ୟବହାର କର,ି ଆମେ ପାଉ

     ( ) ( ) ( ) 2 22c f a f b f c a b¢  − = −    
⇒	 2c a b= + 	

⇒	
2

a bc +
= 	

⇒	 ( ),
2

a bc a b+
= ∈

ତେଣୁ  ( ),c a b∈  ରେ  ଏକ ସଂଖ୍ୟା ବଦି୍ୟମାନ  ଅଛ ି। .

ଉଦାହରଣ 2.14. 3 3 1.44= କୁ ବ୍ୟବହାର କର ି[1, 2]ରେ ଫଳନ  ( ) ( ) 21 , 4f x g x x
x

= = −   ପାଇଁ କ�ୋଶୀଙ୍କ 
ମାଧ୍ୟମାନ  ଉପପାଦ୍ୟରେ ' 'c  ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର । 

ସମାଧାନ: ଏଠାରେ [ ]1,2 ରେ  ( ) ( ) 21 , 4f x g x x
x

= = −

i)	 ସମସ୍ତ { }0x R∈ −  ପାଇ ଁ ‘ f ’ ଏକ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ଫଳନ ଅଟେ ଏବଂ [ f , 0x =  ରେ ସଂଜ୍ଞାକୃତ ନ‌ୁହେ]ଁ

	 g ଯେହେତୁ ଏକ ପଲିନୋମିଆଲ ଫଳନ ତେଣୁ ଏହା ସବୁଠାରେ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ଅଟେ ।

	 [1,2]ରେ ( )f x  ଏବଂ ( )g x , ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ଫଳନ ଅଟେ ।

ii)	 ଅନ୍ତରାଳ (1, 2)  ରେ ( ) ( )2

1 , 2f x g x x
x

¢ ¢= =   ଅବକଳନୀୟ !

iii)	 ( ) ( )2 0 1,2g x x x¢ = ≠ ∀ ∈

	ତେବେ  ଏଠାରେ ଅତକିମରେ ଗ�ୋଟଏି ( )1, 2c∈ ରେ ବଦି୍ୟମାନ ଅଛ,ି ଯେପର ିକ:ି

	 ( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

f b f a f c
g b g a g c

¢−
=

¢−
	�  ...(1) ଏଠାରେ a = 1, b = 2

	ତେ ଣୁ ( ) ( ) ( ) ( )2 1/ 2, 1 1, 2 0, 1 3f f g g= = = = − 	
	 ସମୀକରଣ (1) ରେ ସମସ୍ତ ମଲୂ୍ୟ ଗୁଡ଼କୁି ରଖିଲେ, ଆମେ ପାଉ:

	
( )

2
11 1

2
0 3 2

c
c

−−
=

− −
	 ⇒  	 3 3c =  		  ⇒  	 ( )3 33 3 1.44 1,2c = = == ∈

ଉଦାହରଣ 2.15. ଅନ୍ତରାଳ [ ],a b ରେ, ଫଳନ ( ) ( )2 4, 0f x x g x x= = ≠  ପାଇଁ, କ�ୋଶୀଙ୍କ ମାଧ୍ୟମାନ ଉପପାଦ୍ୟର 
ସତ୍ୟତା ପରୀକ୍ଷା କର, ଯେଉଁଠାରେ 0, 0a b> > .
ସମାଧାନ:  ଏଠାରେ ( ) ( )2 4, 0f x x g x x= = ≠

i)	ଯେହେ ତୁ f ଏବଂ g , x ର ପଲିନୋମିଆଲ ଫଳନ ଅଟେ, ତେଣୁ ଏହା ସବୁଠାରେ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ।
	 \  [ ],a b ରେ ( )f x ଏବଂ ( )g x  ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ।
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ii)  ( ) ( ) 32 , 4f x x g x x¢ ¢= =

	 ପୁର୍ନବାର ( )/f x ଏବଂ ( )/g x ପଲିନୋମିଆଲ ଫଳନ ଏବଂ ସବୁଠାରେ ଅବକଳନୀୟ  ।
\	 ଅନ୍ତରାଳ (a,b)ରେ ( )f x¢ ଏବଂ ( )g x¢ ଅବକଳନୀୟ ।
iii)	 ( ) ( ) { }34 0 , , 0, 0g x x x a b a b¢ = ≠ ∀ ∈ > >

	ତେ ଣୁ f ଏବଂ g  କ�ୋଶୀ ମାଧ୍ୟମାନ ଉପପାଦ୍ୟର ସମସ୍ତ ସର୍ତ୍ତକୁ ପୂରଣ କରୁଛ ି।

\	 ଏଠାରେ ଅତକିମରେ ଏକ ( ),c a b∈ ରେ ନଶି୍ଚିନ୍ତ ବଦି୍ୟମାନ ଅଛ ିଯେପର ିକ,ି

	
( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

f b f a f c
g b g a g c

¢−
=

¢−  			   {ଏଠାରେ a = a,  b  = b }

	ତେ ଣୁ ( ) ( ) ( ) ( )2 2 4 4, , ,f b b f a a g a a g b b= = = =

⇒  		
2 2

4 4 3

2
4

b a c
b a c

−
=

−

⇒  		  2 2 2

1 1
2b a c

=
+

 		  ⇒  	
2 2

2

2
b ac +

=

⇒  		

ତେଣୁ କ�ୋଶୀ ମାଧ୍ୟମାନ ଉପପାଦ୍ୟର ସତ୍ୟତା ପରୀକ୍ଷା ହେଲା

ପ୍ରଶ୍ନମାଳା 2.3

ନମି୍ନଲିଖିତ ଫଳନ ପାଇଁ କ�ୋଶୀଙ୍କ ମାଧ୍ୟମାନ ଉପପାଦ୍ୟର ସତ୍ୟତା ପରୀକ୍ଷା କର।
1.	 a.  ,0

2
π −  

  ରେ, ( ) ( )sin , cosf x x g x x= = 	 b. [ ]1, 2 ରେ, ( ) ( )2 3,f x x g x x= =

	 c.  [ ]1, 3 ରେ, ( ) ( ) 1,f x x g x
x

= =  		 d. [ ]1, e ରେ, ( ) ( ) 1log ,f x x g x
x

= =

	 e.  10,
2

 
  

 ରେ, ( ) ( ) ( )3/21 , 1f x x g x x= + = +

2.  	 ଯଦ ି f ¢  ଏବଂ g ¢ ,  [ ],a b  ରେ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ଏବଂ ଅବକଳନୀୟ, ତେବେ ଦର୍ଶାଅ ଯେ a c b< <

	
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

/

/

f b f a b a f a f c
g cg b g a b a g a
¢¢− − −

=
¢¢− − −

3.	 ଦର୍ଶାଅ ଯେ 
sin sin cot ,0
cos cos 2

α − β π
= θ < α < θ < β <

β− α
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ଉତ୍ତରମାଳା  

1.    a. 
4

c π
= −  	 b. 14

9
c = 	 c. 3c =    	 d. 

1
ec

e
=

−
 	 e. 6 1

6
c −
=  

ଆକର୍ଷଣୀୟ ତଥ୍ୟ
	y ର�ୋଲଙ୍କ ପ୍ରମେୟ , ଅବଚି୍ଛିନ୍ନତା ଏବଂ ଅବକଳନୀୟତା ମଧ୍ୟ୍ୟରେ ଏକ ସଂଯ�ୋଗ ସ୍ଥାପିତ କରୁଛ ି। 
	y ମାଧ୍ୟମାନ ଉପପାଦ୍ୟର ଉପଯ�ୋଗ ସ୍ପିଡ�ୋମିଟର ର ସଠକିତା ଯାଞ୍ଚ ପାଇଁ ମଧ୍ୟ କରାଯାଇଥାଏ ।
	y ଏହା  ଏକ  ବନି୍ଦୁର ଅସ୍ତିତ୍ୱ ନରି୍ଦ୍ଦିଷ୍ଟ କରେ ଯେଉଁଠାରେ  ଅବକଳନ ବଲୁିପ୍ତ ହ�ୋଇଥାଏ।

ଭିଡଓି ସଂଯ�ୋଗ

ର�ୋଲଙ୍କ ପ୍ରମେୟ ର�ୋଲଙ୍କ ପ୍ରମେୟ ଏବଂ ଲାଗ୍ରାଞ୍ଜଙ୍କ 
ମାଧ୍ୟମାନ ଉପପାଦ୍ୟ

ମାଧ୍ୟମାନ ଉପପାଦ୍ୟ

ICTର  ଉପଯ�ୋଗ :
	y https://www.mathwarehouse.com/calculus/derivatives/what-is-rolles-

theorem-php

ବାସ୍ତବ ଜୀବନରେ ପ୍ରୟ�ୋଗ
	y ଯଦ ି A ରୁ B ଯାତ୍ରା ସମୟରେ ହାରାହାର ି ଗତ ି 50 km/hr ଧରାଯାଏ, ତେବେ ଏକ ସମୟ ଥିଲା 

ଯେତେବେଳେ  ତତକ୍ଷଣାତ ଗତ ି50km/hr  ମଧ୍ୟ ଥିଲା। (ଯାହା କ ିସର୍ବାଧିକ) 
	y ଋତୁମାନଙ୍କ ସରୁ୍ଯାସ୍ତର ସମୟରେ ପରବିର୍ତ୍ତନର ହାର। 

	y ଯେତେବେଳେ ଏକ ବଲକୁ ବାୟୁରେ ଉପରକୁ ଫେପାଡ ିଦଆିଯାଏ, ଏହାର ପରବିେଗ କଛି ିସମୟରେ ଶୂନ୍ୟ 
ହ�ୋଇଯାଏ । ରୋଲିଙ୍କ ଉପପାଦ୍ୟ ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରେ ଯେ ବଲର ପରବିେଗ କଛି ିସମୟରେ ଶୂନ୍ୟ ହୋଇଯାଏ।

	y LMVT ର ଉପଯ�ୋଗ କ୍ଷିପ୍ରଗତ ିପାଇଁ ଚାଲଣ ଜାର ିକରବିା ପାଇଁ କରାଯାଇଥାଏ।
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2.2 ଟେଲରଙ୍କ ଉପପାଦ୍ୟ
ଟେଲରଙ୍କ ଉପପାଦ୍ୟ, ମାଧ୍ୟମାନ ଉପପାଦ୍ୟର ଏକ ବସି୍ତାର ରୂପ ଯେପର ି ମାଧ୍ୟମାନ ଉପପାଦ୍ୟ, ଫଳନର ମଲୂ୍ୟକୁ 
ସମ୍ୱନ୍ଧିତ କରେ ଏବଂ ଏହାର ପ୍ରଥମ ଘାତ ଅବକଳଜ ସହ ସମ୍ୱନ୍ଧିତ କରେ କନି୍ତୁ  ଟେଲରଙ୍କ ଉପପାଦ୍ୟ, ଫଳନର ମଲୂ୍ୟ 
ଏବଂ ଏହାର ଉଚ୍ଚ ଘାତାଙ୍କ ଅବକଳଜ ସହତି ସମ୍ୱନ୍ଧିତ କରେ ।। 

2.2.1 ଲାଗ୍ରାଞ୍ଜଙ୍କ ଅବଶେଷ ରୂ ପ ସହତି ଟେଲରଙ୍କ ଉପପାଦ୍ୟ  
କଥନ:	 ଯଦ ିଏକ ଫଳନ [ ]: ,f a a h R+ →  ଯେପର ିକି

		  i)	 ସଂବୃତ ଅନ୍ତରାଳ  [ ],a a h+   ରେ 1, , ......... nf f f f −¢ ¢  x  ର ଅବିଚ୍ଛିନ୍ନ ଫଳନ।
		  ii)	� ବବୃିତ ଅନ୍ତରାଳ ( ),a a h+  ରେ ( )nf x ,  ବଦି୍ୟମାନ ଅଛ,ି ତେବେ ଏଠାରେ ଅତକିମରେ ଏକ 

ବାସ୍ତବ ସଂଖ୍ୟା θ , 0 1< θ <  ବଦି୍ୟମାନ ଅଛ,ି ଯେପର ିକ,ି 
			   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 1
1. ...

2! 1 ! !

n n
n nh h hf a h f a h f a f a f a f h a

n n

−
−¢ ¢¢+ = + + + + + θ +

−  
ପ୍ରମାଣ: 	 ମନେକର, ଏକ ଫଳନ [ ],a a h R+ → ଯେପରକିି

		 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

2 1
1. ...

2! 1 ! !

n n
na h x a h x a h x

x f x a h x f a f x f x A
n n

−
−+ − + − + −

φ = + + − + + + +′ ′′
−

� ...(1)

ଯେଉଁଠାରେ ‘A’  ଏକ ଧ୍ରୁବକ,ଏପର ିମନ�ୋନୀତ କରାଯାଇଛ,ି ଯେପରକି,ି 

( ) ( )a a hφ = φ + 					         		      ... (2)

ବର୍ତ୍ତମାନ  (1) ରେ x a=  ଏବଂ x a h= +   ରଖିଲେ ଆମେ ପାଉ, 
   	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 1
1. ...

2! 1 ! !

n n
nh h ha f a h f a f a f a A

n n

−
−¢ ¢¢φ = + + + + +

−
          

 ଏବଂ 	 ( ) ( )a h f a hφ + = +

ସମୀକରଣ (2)ରେ ଏହସିବୁ ମଲୂ୍ୟ ରଖିଲେ ଆମେ ପାଉ:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1

1. ....
2! 1 ! !

n n
nh h hf a h f a h f a f a f a A

n n

−
−¢ ¢¢+ = + + + + +

−
			     ... (3)

ବର୍ତ୍ତମାନ,

i)	 [ ],a a h+  ରେ  ( )xφ  ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ, ଯେହେତୁ  [ ],a a h+  ରେ ( ) ( ) ( ) ( )1, , ......... nf x f x f x f x−¢ ¢¢ ,  ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ 
ଏବଂ ( )a h x+ − , ( )2a h x+ − , ...... ( )na h x+ −  ପଲିନୋମିିଆଲ ଆଉମଧ୍ୟ ସଂବୃତ ଅନ୍ତରାଳ [ ],a a h+

ରେ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ  । ଏହା ବ୍ୟତତି ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ଫଳନରେ ବୀଜଗଣିତୀୟ ଯ�ୋଗ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ଅଟେ ।

ii)  	 ( )xφ , ବବୃିତ ଅନ୍ତରାଳ ( ),a a h+   ରେ ଅବକଳନୀୟ ଅଟେ । ଯେହେତୁ ବବୃିତ ଅନ୍ତରାଳ ( ),a a h+  ରେ 
ସମସ୍ତ ( ) ( ) ( ) ( )1, , ......... nf x f x f x f x−¢ ¢¢ , ଅବକଳନୀୟ ଅଟେ

	 ଏହା ବ୍ୟତୀତ  ( )a h x+ − , ( )2a h x+ − , ...... ( )na h x+ −  ପଲିନୋମିଆଲ ହ�ୋଇଥିବାର ବବୃିତ 
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ଅନ୍ତରାଳ ( ),a a h+  ରେ ଅବକଳନୀୟ ।
iii)   ଆଉ ମଧ୍ୟ  ( ) ( )a a hφ = φ +

\	 ( ) [ ], ,x a a hφ +  ରେ ର�ୋଲଙ୍କ ସମସ୍ତ ତନି�ୋଟ ି ସର୍ତ୍ତକୁ ପୂରଣ କରୁଛ।ି ତେଣୁ, ଏଠାରେ ଅତକିମରେ 
ଗ�ୋଟଏି ବାସ୍ତବ ସଂଖ୍ୟା q, 0 < q< 1  ବଦି୍ୟମାନ ଅଛ ିଯେପରି
( ) 0a h¢φ + θ = 									          ... (4)

 ସମୀକରଣ (1)କୁ x ଭିତ୍ତିକ ଅବକଳନ କରବିା ପରେ, ଆମେ ପାଉ,

  	

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

2

1 2 1
1

2
. 1 ...

2! 2!
1 1

.... .
1 ! 1 ! !

n n n
n n

a h x a h x
x f x a h x f x f x f x f x

a h x n a h x n a h x
f x f x A

n n n

− − −
−

+ − + −
¢ ¢ ¢¢ ¢ ¢¢¢ ¢¢φ = + + − − + + − +

+ − − + − + − −
+ + − +

− −

କମି୍ବା	 ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

1 1

1 ! 1 !

n n
na h x a h x

x f x A
n n

− −+ − + −
¢φ = −

− −

( )
( ) ( )

1

1 !

n
na h x

f x A
n

−+ −
 = − −

	 x a h= + θ  ରଖିବାରେ,

( )
( )
( ) ( )

1
1

1 !

n

nh
a h f a h A

n

−
− θ  ¢  φ + θ = + θ − −

କନି୍ତୁ  		 ( ) 0a h¢φ + θ = 				    [ସମୀକରଣ 4ରୁ]

⇒	   	 ( ) 0nf a h A+ θ − = 	 ⇒  ( )nA f a h= + θ 	  

ସମୀକରଣ (3)  ରୁ, ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1

1. ...
2! 1 ! !

n n
n nh h hf a h f a h f a f a f a f a h

n n

−
−¢ ¢¢+ = + + + + + + θ

−

ଯାହା ଉପପାଦ୍ୟର ଆବଶ୍ୟକୀୟ ଫଳାଫଳ ।

ଏଠାରେ ( )1 thn +  ତମ ପଦ ଅର୍ଥାତ ( )
!

n
nh f a h

n
+ θ କୁ nth ତମ ପଦ ପରେ ଲାଗ୍ରାଞ୍ଜଙ୍କ ଅବଶେଷ ରୂପ କୁହାଯାଏ । 

2.2.2 ମ୍ୟାକଲରିନଙ୍କ ଉପପାଦ୍ୟ ସହତି ଲାଗ୍ରାଞ୍ଜଙ୍କ ଅବଶେଷ ରୂ ପ:
କଥନ: ଯଦ ିଏକ ଫଳନ ( )f x  ସଂବୃତ ଅନ୍ତରାଳ  [ ]0, x  ରେ ବ୍ୟାଖ୍ୟା ହୁଏ, ଯେପରି

 i)	 ସଂବୃତ ଅନ୍ତରାଳ [ ]0, x ରେ 1, , ....... nf f f f −¢ ¢¢  ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ଅଟେ ।
ii)  	ଯଦ ିବବୃିତ ଅନ୍ତରାଳ ( )0, x ରେ ( )nf x  ବଦି୍ୟମାନ ହୁଏ ତେବେ ଏଠାରେ ଅତକିମରେ ଏକ ବାସ୍ତବ ସଂଖ୍ୟା

θ , 0 1< θ <
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ଅଛ ିଯେପର;ି

	
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 1
10 . 0 0 .... 0

2! 1 ! !

n n
n nx x xf x f x f f f f x

n n

−
−¢ ¢¢= + + + + + θ

−

ପ୍ରମାଣ: ଟେଲରଙ୍କ ଉପପାଦ୍ୟର ଆମେ ପାଉ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1

1. ...
2! 1 ! !

n n
n nh h hf a h f a h f a f a f a f a h

n n

−
−¢ ¢¢+ = + + + + + + θ

−

ଏହ ିଉକ୍ତିରେ, 0,a h x= =  ରଖିଲେ ଆମେ ପାଉ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1

10 . 0 0 ... 0 , 0 1
2! 1 ! !

n n
n nx x xf x f x f f f f x

n n

−
−¢ ¢¢= + + + + + θ < θ <

−

ଉପର�ୋକ୍ତ ଉକ୍ତି ମ୍ୟାକଲରନିଙ୍କ ଉପପାଦ୍ୟ ସହତି ଲାଗ୍ରାଞ୍ଜଙ୍କ ଅବଶେଷ ରୂପ।

2.2.3 ଟେଲରଙ୍କ ଉପପାଦ୍ୟ ସହତି କ�ୋଶୀଙ୍କ ଅବଶେ‌ଷ ରୂ ପ
କଥନ: ଯଦ ିଏକ ଫଳନ   [ ]: ,f a a h+ →ℜ  ହୁଏ ଯେପର ି:

(i)	 ସଂବୃତ ଅନ୍ତରାଳ [ ],a a h+  ରେ,ସମସ୍ତ 1, , ......... nf f f f −¢ ¢¢ , x ର ଅବିଚ୍ଛିନ୍ନ ଫଳନ।

(ii)	 ବବୃିତ ଅନ୍ତରାଳ ( ),a a h+ ରେ ( )nf x ବଦି୍ୟମାନ ଅଛ,ି ତେବେ ଏଠାରେ ଅତକିମରେ ଏକ ବାସ୍ତବ ସଂଖ୍ୟା 
θ , 0 1< θ <  ବଦି୍ୟମାନ ଅଛ ିଯେପର,ି 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1

1. ....
2! 1 ! !

n n
n nh h hf a h f a h f a f a f a f a h

n n

−
−¢ ¢¢+ = + + + + + + θ

−

ପ୍ରମାଣ: ମନେକର ଏକ ଫଳନ [ ]: ,f a a h+ →ℜ  ଯେପରି

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 1
1. ... .

2! 1 !

n
na h x a h x

x f x a h x f a f x f x a h x A
n

−
−+ − + −

¢ ¢¢φ = + + − + + + + + −
− 			

� ( )...(1), ,x a a h∈ +  

 ଯେଉଁଠାରେ  A ଏକ ଧ୍ରୁବକ ମନ�ୋନତି ହ�ୋଇଛ,ି ଯେପର ି ( ) ( )a a hφ = φ +

ସମୀକରଣ (1) ରେ x a=  ରଖିବା ପରେ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1

1. ...
2! 1 ! !

n n
nh h ha f a h f a f a f a A

n n

−
−¢ ¢¢φ = + + + + +

−  	�  ... (2)         

ଏବଂ 	 ( ) ( )a h f a hφ + = +

ସମୀକରଣ  (1) ରେ x a h= +  ରଖିଲେ, ଆମେ ପାଉ:
( ) ( ) ( )0 0 ....a h f a h f a hφ + = + + + + + = + � ... (3)

ବର୍ତ୍ତମାନ, ( ) ( )a h aφ + = φ

ତେବେ ସମୀକରଣ, (2) ଏବଂ (3) ରୁ, ଆମେ ପାଇବା : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1

/ / / 1. ....... .
2! 1 !

n
nh hf a h f a h f a f a f a hA

n

−
−+ = + + + + +

− 				    ... (4)
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ବର୍ତ୍ତମାନ,

i)	  [ ],a a h+  ରେ ( )xφ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ଅଟେ, ଯେହେତୁ [ ],a a h+  ରେ ( ) ( ) ( ) ( )1, , ......... nf x f x f x f x−¢ ¢¢  
ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ଏବଂ ( )a h x+ − , ( )2a h x+ − , ...... ( )na h x+ −  ପଲିନୋମିଆଲ ହ�ୋଇ ଥିବାର  [ ],a a h+  
ରେ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ।

ii) 	 ( ),a a h+  ରେ ( )xφ  ଅବକଳନୀୟ, ଯେହେତୁ  ( ),a a h+  ରେ ସମସ୍ତ ( ) ( ) ( ) ( )/ / / 1, , ......... nf x f x f x f x−  
	 ( )a h x+ − , ( )2a h x+ − , ...... ( )na h x+ −  ପଲିନୋମିଆଲ ହ�ୋଇଥିବାର ( ),a a h+  ରେ ଅବକଳନୀୟ ।
iii) 	ଆଉ ମଧ୍ୟ  ( ) ( )a a hφ = φ +

\  ବର୍ତ୍ତମାନ ( )xφ , ର�ୋଲଙ୍କ ପ୍ରମେୟର ସମସ୍ତ ସର୍ତ୍ତ ପୂରଣ କରୁଛ।ି ତେଣୁ, ଏଠାରେ ଅତକିମରେ ଏକ ବାସ୍ତବ 
ସଂଖ୍ୟା  q, 0 < q < 1  ବଦି୍ୟମାନ ଅଛ,ି

	ଯେ ପର ି ( ) 0a h¢φ + θ =

ସମୀକରଣ (1)ର ଉଭୟ ପାର୍ଶ୍ୱକୁ x  ଭିତ୍ତିକ ଅବକଳନ କଲେ, ଆମେ ପାଉ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

2

1 2 1

1. 2 1 ...
2! 2!

1... 1
1 !

n nn n

a h x
x f x a h x f x f x a h x f x f x

a h x f x n a h x f x A
n

− − −

 + −
φ = + + − − + + − − − +′ ′ ′′ ′ ′′ ′′′  

  

 + + + − − − + − − −

କମି୍ବା	 ( ) ( ) ( )
( )

1

1 !

n na h x f x
x A

n

−+ −
¢φ = −

−

x a h= + θ  ରଖିଲେ, ଆମେ ପାଇବା 

( ) ( ) ( )
( )

1

1 !

n na h a h f a h
a h A

n

−+ − − θ + θ
¢φ + θ = −

−

                

( ){ } ( ){ }
( )

1
1

1 !

n nh f a h
A

n

−
− θ + θ

= −
−

( ) ( ) ( )
1

11
1 !

n
n nh f a h A

n

−
−= − θ + θ −

− 	
କନି୍ତୁ  		 ( ) 0a h¢φ + θ =

⇒		  ( ) ( ) ( )
1

11 0
1 !

n
n nh f a h A

n

−
−− θ + θ − =

− 	

କମି୍ବା 	
( ) ( ) ( )

1
11

1 !

n
n nhA f a h

n

−
−= − θ + θ

−
‘A’ର ଏହ ିମଲୂ୍ୟକୁ ସମୀକରଣ (4)ରେ ରଖିଲେ ଆମେ ପାଉ
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1 1

11. ....... 1
2! 1 ! 1 !

n n
nn nh h hf a h f a h f a f a f a h f a h

n n

− −
−−  

+ = + + + + + −θ +θ′ ′′  − − 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1

11. ....... 1
2! 1 ! 1 !

n n
nn nh h hf a h f a h f a f a f a f a h

n n

−
−−+ = + + + + + −θ +θ′ ′′

− −

 ଏହା କ�ୋଶୀଙ୍କ ଶେଷଫଳ ରୂପ ସହତି ଟେଲରଙ୍କ ଉପପାଦ୍ୟର ଏକ ଆବଶ୍ୟକୀୟ ରୂପ ।

ଏଠାରେ thn  ତମ ପଦ ପରେ ( ) ( ) ( )
1

11
1 !

n
n nh f a h

n

−
−− θ + θ

− କୁ କ�ୋଶଙି୍କ ଶେଷଫଳର ରୂପ କୁହାଯାଏ ।

2.2.4  ମ୍ୟକଲରିନ୍‌ଙ୍କ ଉପପାଦ୍ୟ ସହତି କୋଶୀଙ୍କ ଅବଶେଷ ରୂ ପ
କଥନ: ଯଦ ିଏକ ଫଳନ ( )f x , [ ]0, x ରେ ବ୍ୟାଖ୍ୟା ହୁଏ, ଯେପରି

i)	 [ ]0, x  ରେ , 1, , ......... nf f f f −¢ ¢¢ (x) ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ଫଳନ ଅଟେ ।

ii)	 ( )0, x  ରେ ( )nf x , ବଦି୍ୟମାନ ଅଛ,ି ତେବେ ଏଠାରେ ଅତକିମରେ ଏକ ବାସ୍ତବ ସଂଖ୍ୟା θ , 0 1< θ < , ଯେପର ି 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

12 1
1 1

0 . 0 0 ....... 0 .
2! 1 ! !

nnn
n nxx xf x f x f f f f x

n n

−−
− − θ

¢ ¢¢= + + + + + θ
−

 
0 1< θ <

 

ପ୍ରମାଣ:  କ�ୋଶୀଙ୍କ ଅବଶେଷ ରୂପ ସହତି ଟେଲରଙ୍କ ଉପପାଦ୍ୟର, ଆମେ ପାଉ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1

11. ....... 1
2! 1 ! !

n n
nn nh h hf a h f a h f a f a f a f a h

n n

−
−−¢ ¢¢+ = + + + + + − θ + θ

−

ଉପର�ୋକ୍ତ ଉପପାଦ୍ୟରେ 0a =  ଏବଂ h x=  ରଖିଲେ, ଆମେ ପାଉ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1

110 . 0 0 ....... 0 1 ,0 1
2! 1 ! !

n n
nn nx x xf x f x f f f f x

n n

−
−−¢ ¢¢= + + + + + − θ θ < θ <

−

ଯାହା କ ିମ୍ୟାକଲରନିଙ୍କ ଉପପାଦ୍ୟ ସହତି କୋଶୀଙ୍କ ଅବଶେଷ ରୂପ।

କେତେକ ସମାହତି ଉଦାହରଣ

ଉଦାହରଣ 2.16. ଫଳନ ( ) ( )7/21f x x= − ର ପ୍ରସାର ( ) ( ) ( ) ( )
2 3

0 0 0
2! 3!
x xf x f f f x¢ ¢¢ ¢¢¢+ + + θ ରେ qର ମଲୂ୍ୟ 

ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ଯେତେବେଳେ x →1

ଉତ୍ତର:  ଏଠାରେ	  	  ( ) ( )7/21f x x= − 		  ( ) ( )5/27 1
2

f x x¢ = − −

                              ( ) ( )3/235 1
4

f x x¢¢ = −
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                            ( ) ( )1/2105 1
8

f x x¢¢¢ = − −

 0x = ରେ ଉପର�ୋକ୍ତ ଅବକଳନ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କଲାପରେ, ଆମେ ପାଉ,

( )0 1f = ( ) 70
2

f ¢ = −
, 

( ) 350
4

f ¢¢ =
,

( ) ( )1/2105 1
8

f x x¢¢¢ θ = − − θ

ବର୍ତ୍ତମାନ 		 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 3

0 0 0
2! 3!
x xf x f xf f f x¢ ¢¢ ¢¢¢= + + + θ

⇒	              ( ) ( )
7 1/22 32

7 35 1051 1 1
2 8 48

x x x x x− = − + − −θ

ଯେତେବେଳେ 1x → , ଆମେ ପାଉ,

		        

⇒	  ( )1/2105 151
48 8

−θ = 	 ⇒	 ( )1/2 15 481
8 105

−θ = ×

⇒		  ( )1/2 61
7

−θ =

ଉଭୟ ପାର୍ଶ୍ୱର ବର୍ଗ ନେଲେ 

      361
49

−θ = 	 ⇒	 361
49

θ = − 	 ⇒     13
49

θ =  (ଉତ୍ତର) 

ଉଦାହରଣ 2.17।  ଦର୍ଶାଅ ଯେ, x ର ସମସ୍ତ ମଲୂ୍ୟ ପାଇଁ :,

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 4 2 2 1

1cos 1 ............ 1 . 1 sin
2! 4! 2 ! 2 1 !

n n
n nx x x xx x

n n

+
+= − + + + − + − θ

+

ସମାଧାନ:  	 ଦତ୍ତ 	 ( ) cosf x x=

( ) sin cos
2

f x x x π ¢ = − = + 
 

( ) ( )cos cosf x x x¢¢ = − = + π

( ) 3sin cos
2

f x x xπ ¢¢¢ = = + 
 

( ) ( )cos cos 2vf x x¢ = = π +

........................................

........................................

( ) cos
2

n nf x x π = + 
 

( ) ( )2 1 cos 2 1
2

nf x x n− π = + − 
 
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( )2 cos 2 .
2

nf x x n π = + 
 

( ) ( )2 cosnf x x n= + π

( ) ( )2 1 cos 2 1
2

nf x x n+ π = + + 
 

( ) ( )2 1 cos 2 1
2

nf x x n+ π θ = θ + + 
 

ତେଣୁ 		  ( )0 cos 0 1f = = , ( )/ 0 sin 0 0f = − =

( )/ / 0 cos 0 1f = − = − , ( )/ / / 0 sin 0 0f = =

( )0 cos 0 1ivf = =

........................................

........................................

( ) ( )2 1 0 cos 2 1
2

nf n− π = −   

		
cos 0

2
n π = π − = 
   

		    ( )2 1,
0 cos

1,
nf n 

= π = −
          

n = ଯୁଗ୍ମ
n = ଅଯୁଗ୍ମ

					       

     	             
( )2 1 cos

2
nf x x n+ π θ = θ + π+       

sin ,
sin .

x
x

− θ
=  θ   

n = ଯୁଗ୍ମ
n = ଅଯୁଗ୍ମ       ( ) 11 sinn x+= − θ    

ମ୍ୟାକଲରନିଙ୍କ ଉପପାଦ୍ୟ ଦ୍ୱାରା ଆମେ ପାଉ:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 3 2 2 1

2 2 10 . 0 0 . 0 ...... . 0
2! 3! 2 ! 2 1 !

n n
n nx x x xf x f x f f f f f x

n n

+
+¢ ¢¢ ¢¢¢= + + + + + + θ

+

ମଲୂ୍ୟ ଗୁଡ଼କୁି ପ୍ରତସି୍ଥାପନ କରବିା ପରେ, ଆମେ ପାଉ:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 3 4 2 2 1

1cos 1 .0 1 0 1 ............ 1 1 sin
2! 3! 4! 2 ! 2 1 !

n n
n nx x x x xx x x

n n

+
+= + + − + + + + − + − θ

+

 ଆର୍ଥାତ୍ 	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 4 2 2 1

1cos 1 ............ 1 . 1 sin
2! 4! 2 ! 2 1 !

n n
n nx x x xx x

n n

+
+= − + + + − + − θ

+
  ପ୍ରମାଣିତ   

ଉଦାହରଣ 2.18 ଯଦ ିଏକ ଫଳନ f ଯେପର ି f ¢ , [a, b]  ରେ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ଏବଂ  (a, b) ରେ ଅବକଳନୀୟ ଦର୍ଶାଅ ଯେ  
ଏଠାରେ ଏକ ବାସ୍ତବ ସଂଖ୍ୟା θ , 0 1< θ < , ବଦି୍ୟମାନ ଅଛ,ି ଯେପର,ି

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2!
b a

f b f a b a f a f a b a
−

= + − +  + θ − ′ ′′   .
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ସମାଧାନ:  ମନେକର, ଫଳନ
( ) ( ) ( ) ( ) ( )2x f x b x f x b x A¢φ = + − + − 	�  ... (1)

ଯେଉଁଠାରେ ‘ A’  ଏକ ଧ୍ରୁବକ ଏପର ିମନ�ୋନୀତ ଯେପର:ି 
( ) ( )a bφ = φ

ବର୍ତ୍ତମାନ	  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2a f a b a f a b a A¢φ = + − + − 	�  ... (2)

ଏବଂ 	 ( ) ( )b f bφ =  
[ସମୀକରଣ (1) ରେ x a=  ଏବଂ x b=  ପ୍ରତସି୍ଥାପନ ଦ୍ୱାରା ପ୍ରପ୍ତ ହ�ୋଇଛ]ି	�  ... (3)

ସମୀକରଣ (2) ରେ  ସମୀକରଣ (3)କୁ ବ୍ୟବହାର କରଲିେ, ଆମେ ପାଉ,
      	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2f x f a b a f a b a A¢= + − + − 						      ... (4)

i)	 ଯେହେତୁ, [ ],a b  ରେ ( )f x ଏବଂ ( )f x¢ , ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ଏବଂ  ପଲିନ�ୋମିଆଲ ହ�ୋଇଥିବାର, 
ଏହା ମଧ୍ୟ,  [a, b] ରେ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ଅଟେ ।

\	 [a, b]  ରେ ( )xφ , ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ।
ii)  ଯେହେତୁ ( , )a b ରେ ( )f x , ( )f x¢ , ଅବକଳନୀୟ ଏବଂ 2( ), ( )b x b x− − ପଲିନ�ୋମିଆଲ ହ�ୋଇଥିବାର 

ଏହା ମଧ୍ୟ (a, b) ରେ ଅବକଳନୀୟ । 
\	 (a, b)  ରେ ( )xφ ଅବକଳନୀୟ 
iii)  ଆଉ ମଧ୍ୟ, ( ) ( )a bφ = φ

ତେଣୁ, ( )xφ ର�ୋଲଙ୍କ ସମସ୍ତ ସର୍ତ୍ତକୁ ପୂରଣ କରୁଛ ି । 
ତେଣୁ, ଏଠାରେ ଏକ ବାସ୍ତବ ସଂଖ୍ୟା θ , 0 1< θ < , ବଦି୍ୟମାନ ଅଛ ି। ଯେପର ି ( ) 0a b a¢φ + θ − =   	� ...(5)

 ସମୀକରଣ (1) କୁ x ଭିତ୍ତିକ ଅବକଳନ କଲେ, ଆମେ ପାଇବା :
                ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 1x f x b x f x f x b x A¢ ¢ ¢¢ ¢φ = + − + − + − −

କମି୍ବା	 ( ) ( ) ( ) ( )2x b x f x b x A¢ ¢¢φ = − − −

କମି୍ବା	 ( ) ( ) ( ) 2x b x f x A¢ ¢¢φ = − −  

( )x a b a= + θ −  ରଖିବା ପରେ, ଆମେ ପାଉ:

⇒	 ( ) ( )( ) ( )( ) 2a b a b a b a f a b a A ¢ ¢¢φ + θ − = − − θ − + θ − −    
[ସମୀକରଣ (5) ରୁ ଏବଂ 0, 1 0b a− ≠ − θ≠ ]

⇒	 ( )( )1
2

A f a b a¢¢= + θ −
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‘ A ‘ ର ମଲୂ୍ୟକୁ ସମୀକରଣ (4) ରେ ରଖିଲେ, ଆମେ ପାଉ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2!
b a

f b f a b a f a f a b a
−

¢ ¢¢= + − + + θ −  

ଉଦାହରଣ 2.19. ଦର୍ଶାଅ ଯେ, ( ) ( )
( )

2
1

2log log ..... 1
2

n
n

n

h h hx h x
x x n x h

−+ = + − + + −
+ θ

ସମାଧାନ:  ମନେକର:    ( ) ( )logf x h x h+ = +

( ) logf x x=

( ) 1f x
x

¢ =

( ) 2

1f x
x

¢¢ = −

( ) 3

2f x
x

¢¢¢ = −

( ) ( )3/
4 4

6 3!1vf x
x x

= − = −

........................................

........................................

ଏହ ିପ୍ରକାରରେ ଆମେ ପାଉ, ( ) ( ) ( )21
1

2 !
1 nn

n

n
f x

x
−−

−

−
= −

                  ( ) ( ) ( )1 1 !
1 nn

n

n
f x

x
− −

= −

            
( ) ( ) ( )

( )

11 1 !n
n

n

n
f x h

x h

−− −
+ θ =

+ θ

ଟେଲରଙ୍କ ଉପପାଦ୍ୟ ସହତି ଲାଗ୍ରାଞ୍ଜଙ୍କ ଅବଶେଷ ରୂପ ଦ୍ୱାରା, ଆମେ ପାଇବା

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1

1. .......
2! 1 ! !

n n
n nh h hf x h f x h f x f x f x f x h

n n

−
−¢ ¢¢+ = + + + + + + θ

−

ସମସ୍ତ ମଲୂ୍ୟ  ଗୁଡ଼କୁି ରଖିବା ପରେ ଆମେ ପାଉ 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 12 3 1

2 3 1

1 2 ! 1 1 !2!log log .....
3! 1 ! !2

n nn n

n n

n nh h h h hx h x
x n nx x x x h

− −−

−

− − − −
+ = + − + × + + +

− + θ

କମି୍ବା	 ( ) ( )
( ) ( )

( )

2 12 3 1

2 3 1

1 1
log log .....

12 3

n n nn

n n

hh h h hx h x
x nx x x n x h

− −−

−

− −
+ = + − + + + +

− + θ
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ଉଦାହରଣ 2.20.  ମ୍ୟାକଲରନିଙ୍କ ଉପପାଦ୍ୟ ସହତି ଲାଗ୍ରାଞ୍ଜଙ୍କ ଅବଶେଷ ରୂପ ଦ୍ୱାରା eax sin bx କୁ n ପଦପରେ 
ବସି୍ତାର କର
ସମାଧାନ:  ମନେକର     	   ( ) .sinaxf x e bx=

            ( ).cos . .sinaxe b bx b a bx= +

  ( ) ( ) ( )2 .sin cos cos sinax axf x e b bx ab bx ae b bx a bx¢¢ = − + + +     

( )2 2 sin 2 cosaxe a b bx ab bx = − + 

 ( ) ( ) ( )2 2 2 2cos . 2 sin . sin 2 cosax axf x e a b bx b ab bx b ae a b bx ab bx   ¢¢¢ = − − + − +      

           ( ) ( )2 2 3 23 cos 3 sinaxe b a b bx a ab bx = − + − 

ଏହ ିପ୍ରକାରରେ ଆମେ ପାଇବା

( ) ( ) / 22 2 1sin . tan
nn ax bf x a b e bx n

a
− = + + 

 
0x = ରେ, ଆମେ ପାଇବା :

( )0 0f = , ( )0f b¢ = , ( )0 2f ab¢¢ = ,

( ) ( )2 20 3f b a b¢¢¢ = − ,

( ) ( )2 2 12 sin . tan
n

n ax bf x a b e b x n
a

− θ = + θ + 
 

ମ୍ୟାକଲରନିଙ୍କ ଉପପାଦ୍ୟ ସହତି ଲାଗ୍ରାଞ୍ଜଙ୍କ ଅବଶେଷ ରୂପ ଅନୁସାରେ

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1

10 . 0 0 ...... 0
2! 1 !

n n
n nx x xf x f x f f f f x

n n

−
−¢ ¢¢= + + + + + θ

−

ସମସ୍ତ ମଲୂ୍ୟ ଗୁଡ଼କି ରଖିବା ପରେ; ଆମେ ପାଉ

( ) ( )
2 /22 2 1.sin 0 . 2 ...... sin tan

2! !

n nax a xx x be bx x b ab a b e b x n
n a

θ − = + + + + + θ + 
 

କମି୍ବା	 ( ) ( ) ( )
2 3 /22 2 2 2 1.sin 2 3 ...... sin tan

2! 3! !

n nax a xx x x be bx bx ab b a b a b e b x n
n a

θ − = + + − + + + θ + 
 
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ପ୍ରଶ୍ନମାଳା 2.4

1.  	 ଦର୍ଶାଅ ଯେ x ର ପ୍ରତ୍ୟେକ ମଲୂ୍ୟ ପାଇଁ ବସି୍ତାର,

	 ( ) ( ) ( ) ( )
3 5 2 1 2

1sin ........ 1 1 sin ,0 1.
3! 5! 2 1 ! 2 !

n n
n nx x x xx x x

n n

−
−= − + + + − + − θ < θ <

−

2.   ମ୍ୟାକଲରନିଙ୍କ ବସି୍ତାର ସାହାଯ୍ୟରେ ଦର୍ଶାଅ ଯେ:

      a.	 ( ) ( ) ( )
( )

2 3 1
2 1log 1 .......... 1 1 .

2 3 1 1

n n
n n

n

x x x xx x
n n x

−
− −+ = − + − + − + −

− + θ

	 b.	 ( )
( )

2 3 1

log 1 .......... .
2 3 1 1

n n

n

x x x xx x
n n x

−

− = − − − − − −
− −θ

3.  ଯଦ ି [ ],a a h+  ରେ f ¢ , ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ଏବଂ ( ),a a h+ ରେ ଅବକଳନୀୟ, ତେବେ ପ୍ରମାଣ କରଯେ, a  ଏବଂ 

     ( )a h+  ମଧ୍ୟରେ ଏକ ବାସ୍ତବ ସଂଖ୍ୟା  ‘ c ’ ଅଛ,ି ଯେପର:ି ( ) ( ) ( ) ( )
2

/ /

2!
hf a h f a hf a f c¢+ = + + .

4. ଏକ ଫଳନ ( ) ( )
5

21f x x= −  ବସି୍ତାର ଦଆିଯାଇଛ,ି ( ) ( ) ( )
2

0 0
2!
xf xf f x¢ ¢¢+ + θ  ଯେତେବେଳେ 

1x→ , θର ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ।

5.   ଯଦ ିସମ୍ଭବ, ମ୍ୟାକଲରିନିଙ୍କ ଉପପାଦ୍ୟ ବ୍ୟବହାର କର,ି x ର ଆରୋହଣ କ୍ରମରେ x ର ପ୍ରସାର କର।

6.   ମ୍ୟାକଲରନିଙ୍କ ଉପପାଦ୍ୟ ସହତି ଲାଗ୍ରାଞ୍ଜଙ୍କ ଅବଶେଷ ରୂପକୁ ବ୍ୟବହାର କର ିଫଳନ ( ) xf x a=  କୁ, 
n ପଦପରେ ବସି୍ତାର କର।

7.  ମ୍ୟାକଲରନିଙ୍କ ଉପପାଦ୍ୟ ସହତି କୋଶୀଙ୍କ ଅବଶେଷ ରୂପକୁ ବ୍ୟବହାର sin 6axe x କର ିକୁ n ପଦ ପରେ 
ବସି୍ତାର କର।

ଉତ୍ତରମାଳା

4.  9
25

θ =  	 6. ( ) ( ) ( ) ( )
2 1

2 11 log log ..... log log ...
2! 1 ! !

n n
n nxx x xx a a a a a

n n

−
− θ+ + + + + +

−
	

7. ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 3 /2 12 2 2 2 12 3 ...... 1 sin tan

2! 3! 1 !

nn n a xx x x bbx ab b a b a b e b x n
n a

− θ − + + − + + + − θ + θ + −  
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ଆକର୍ଷଣୀୟ ତଥ୍ୟ
	y ଏହାର ବ୍ୟବହାର ସଗିନାଲ୍ ପ୍ରୋସେସଂି ଉଦ୍ୟୋଗରେ ମଧ୍ୟ କରାଯାଏ ।ଯେଉଁଠାରେ ଆମେ 

ସାଇନ�ୋସଏଡାଲ୍ ଫଳନର ଅନୁମାନକି ମଲୂ୍ୟ ଆବଶ୍ୟକ କରଥିାଉ।
	y ସଗିନାଲର ପ୍ରଭାବ ଯାଞ୍ଚ କରବିା ପାଇଁ ଏହା ଟ୍ରାନଜଷି୍ଟର ଏବଂ ଏମ୍ପ୍ ଲିଫାୟାର ଶଳି୍ପରେ ବ୍ୟବହୃତ ହୁଏ ।

ଭିଡଓି ସଂଯୋଗ (ଉତ୍ସ NPTEL)

ଟେଲରଙ୍କ ଉପପାଦ୍ୟ-1 ଟେଲରଙ୍କ ଉପପାଦ୍ୟ -2

ବାସ୍ତବ ଜୀବନରେ ପ୍ରୟୋଗ
	y କମ୍ପ୍ୟୁଟର ଏବଂ କାଲକୁଲେଟରରେ, ଅନେକ  ଫଳନର ଆନୁମାନକି ମଲୂ୍ୟ ଗଣନା ପାଇଁ ଏହା ସାହାଯ୍ୟ କରେ ।
	y ଲିମିଟ୍ ସମାଧାନ କରବିାରେ ଏବଂ ଅନେକ ଅସୀମ ରାଶରି ଯୋଗଫଳ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କରବିାରେ ସେଗୁଡ଼କି ଅତ୍ୟନ୍ତ 

ଉପଯ�ୋଗୀ 
	y ଫଳନର ଅନନ୍ତ ସ୍ପର୍ଶୀ ଆଚରଣ କୁ ବୁଝବିାରେ ଏଗୁଡ଼କି ଅତ୍ୟନ୍ତ ଉପଯ�ୋଗୀ ।

2.3 ଅନରି୍ଣ୍ଣେୟ ରୂ ପ ଏବଂ ଲ�ୋପିତାଲଙ୍କ ନୟିମ:

ମନେକର ( )f x  ଏବଂ ( )g x  ଦତ୍ତ ଦୁଇଟ ିଫଳନ ଅଟେ । ତେବେ 
( )
( )

f x
g x ର ଲିମିଟ୍, ଯେପର ି x c→ , ସାଧାରଣତଃ 

ଲବର ଲିମିଟ୍ ବଭିକ୍ତ ହରର ଲିମିଟ୍ ସହତି ସମାନ ଅଟେ । କନି୍ତୁ  ଯେତେବେଳେ ଉଭୟ ଲିମିଟ୍ ଶୂନ୍ୟ ହୁଏ, ତେବେ 

ଭାଗଫଳ 0
0  ରୂପକୁ ହ୍ରାସ କରେ ।

0
0
  ରୂପକୁ ଅନରି୍ଣ୍ଣେୟ ରୂପ କୁହାଯାଏ ।

ଗାଣିତୀୟ  ରୂପରେ ଏହାକୁ ଏହ ିପ୍ରକାରରେ ବ୍ୟକ୍ତ କରାଯାଇ ପାରେ ;

ଲିମିଟ୍‌ର ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ ପାଇଁ, 
( )
( )

lim
x c

f x l
g x m→

=

ଯଦ ି 0, 0l m= ≠  ତେବେ 
( )
( )lim 0

x c

f x
g x→

=
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ଯଦ ି 0, 0l m≠ = ତେବେ	 ( )
( )

lim
x c

f x
g x→

= ¥

ଯଦ ି 0, 0l m= = ତେବେ 	 ( )
( )

0lim
0x c

f x
g x→

= ର ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କରାଯାଇ ପାରବି ନାହିଁ । ଏବଂ ଏହାକୁ ଅନରି୍ଣ୍ଣେୟ ରୂପ 

କୁହାଯାଏ । ବଭିିନ୍ନ ଅନରି୍ଣ୍ଣେୟ ରୂପ କୁ ପ୍ରତୀକ ଦ୍ୱାରା ନମି୍ନାନୁଶାରେ ଦର୍ଶାଇ ଦଆିଯାଏ
0
0 , 

¥
¥ , 0 × ∞, ¥−¥ , 00 ,1¥ , 0¥

ଏଠାରେ, ଆମେ ଏହ ିସମସ୍ତ ଅନରି୍ଣ୍ଣେୟ ରୂପକୁ ଉଦାହରଣ ସହତି ବର୍ଣ୍ଣନା କରବିା 

2.3.1	ଅନରି୍ଣ୍ଣେୟ ରୂ ପ 0
0  ର ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ ପାଇଁ ଲ�ୋପିତାଲଙ୍କ ନୟିମ (ପ୍ରକାର- 1)

ଉପପାଦ୍ୟ:  ମନେକର ଫଳନ f ଏବଂ g , x a= ରେ ଅବକଳନୀୟ ଫଳନ ଅଟେ । ଏବଂ ( ) ( )0f a g a= = , ତେବେ

( )
( )

( )
( )lim lim

x a x c

f x f x
g x g x→ →

′
=

′

ପ୍ରମାଣ : 	ଯେହେତୁ	 ( ) ( )0f a g a= =

ଆମେ ଲେଖିପାରବିା,  
( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

f x f x f a
g x g x g a

−
=

−

x a−  ଦ୍ୱାରା ଭାଗ କଲେ, ଆମେ ପାଇବା 

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

f x f a
f x x a

g x g ag x
x a

−
−=
−
−

ଉଭୟ ପାର୍ଶ୍ୱର  ଲିମିଟ୍ ନେଲେ ଆମେ ପାଇବା:

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )
lim lim
x a x a

f x f a
f x x a

g x g ag x
x a

→ →

−
−=
−
−

( ) ( )

( ) ( )
lim

lim

x a

x a

f x f a
x a

g x g a
x a

→

→

−
−=
−
−

		
( )
( )

( )
( )

lim
lim lim

lim
x b

x b x a
x a

f xf x
g x f x

→

→ →
→

 
 =
  


( )
( )

f a
g a
¢

=
¢

	 		  [ଅବକଳନର ସଂଜ୍ଞା ଅନୁସାରେ]	
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( )
( )lim

x a

f a
g a→

′
=

′

ସାଧାରଣତଃ, ଯଦ	ି	      ( ) ( ) ( ) ( )1.... 0nf a f a f a f a−¢ ¢¢= = = =

     ( ) ( ) ( ) ( )1.... 0ng a g a g a g a−¢ ¢¢= = = =

ଏବଂ 		     ( ) 0ng a ≠

ତେଣୁ, ଯଦ ି 	    
( )
( )

lim
n

nx a

f x
g x→

 ର ଅସ୍ତିତ୍ୱ ଅଛି

ତେବେ:		
( )
( )

( )
( )

lim lim
n

nx a x a

f x f x
g x g x→ →

=

ଏହାକୁ ଲ�ୋପିତାଲଙ୍କ ନୟିମ କୁହାଯାଏ ।

କାର୍ଯ୍ୟକାରୀ ନୟିମ: 

ଯଦ ି
( )
( )

lim
x a

f x
g x→ ସଂଜ୍ଞାକୃତ ନୁହେଁ ଏବଂ 

0
0  ରୂପରେ ଅଛ,ି ତେବେ ନମି୍ନଲିଖିତ ପ୍ରଣାଳୀ ଦ୍ୱାରା ଲିମିଟ୍ ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ ହୋଇପାରବି:

1.	 ପଥୃକ ଭାବେ ଲବ ଏବଂ ହରକୁ ଅବକଳନ କର ଅର୍ଥାତ୍ ଲ�ୋପିତାଲଙ୍କ ନୟିମ ପ୍ରୟ�ୋଗ କର
( )
( )

( )
( )

lim lim
x a x a

f x f x
g x g x→ →

¢
=

¢

	 ଦୁଇଟ ିପରସି୍ଥିତ ିଦେଖାଦେବ:

ପରିସ୍ଥିତ-ିI : ଯଦ ି ( )
( )

lim
x a

f x
g x→

¢
¢

, 0
0
 ରୂପରେ ନାହିଁ, ତେବେ, 

( )
( )

( )
( )

lim lim
x a x a

f x f x
g x g x→ →

¢
=

¢

ପରିସ୍ଥିତ-ିII :  ଯଦ ି ( )
( )

lim
x a

f x
g x→

¢
¢

, 
0
0
 ରୂପରେ ଅଛ,ି ତେବେ, ପଥୃକ ଭାବେ ଆଉଥରେ ଲବ ଏବଂ ହରକୁ ଅବକଳନ କର 

ଅର୍ଥାତ୍ ଲ�ୋପିତାଲଙ୍କ ନୟିମ ପ୍ରୟ�ୋଗ କର ଯେପରି
( )
( )

( )
( )

( )
( )

lim lim lim
x a x a x a

f x f x f x
g x g x g x→ → →

¢ ¢¢
= =

¢ ¢¢

     2.	 ( )
( )lim

n

nx a

f x
g x→

 ନରି୍ଣ୍ଣେୟ ରୂପରେ ପହଞ୍ଚିବା ପର୍ଯ୍ୟନ୍ତ, ଉପର�ୋକ୍ତ ପ୍ରଣାଳୀ (ପରସି୍ଥିତ ି– 2)ର ପୁରନରାବୃତ୍ତି କର, 

( )
( )

( )
( )

lim lim
n

nx a x a

f x f x
g x g x→ →

=
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କେତେକ ସମାହତି ଉଦାହରଣ (ପ୍ରକାର:1)

ଉଦାହରଣ 2.21.  20

1 coslim
3x

x
x→

− ର ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କର

ସମାଧାନ:  ଦତ୍ତ 20

1 coslim
3x

x
x→

− 						            

ଲ�ୋପିତାଲଙ୍କ ନୟିମ ପ୍ରୟ�ୋଗ କଲେ, 

0

sinlim
6x

x
x→

= 					     [
0
0
 ରୂପରେ ଅଛ]ି

0

coslim
6x

x
→

=
1
6

=

ଉଦାହରଣ 2.22.  1
lim

1 log

x

x

x x
x x→

−
− − ର ମୂଲ୍ୟାଙ୍କନ କର।

ସମାଧାନ:  	 ଦତ୍ତ 1
lim

1 log

x

x

x x
x x→

−
− − 	�  [

0
0
 ରୂପ]

( )
1

1 log 1
lim

11

x

x

x x

x
→

+ −
=

−
		�   [ଲ�ୋପିତାଲଙ୍କ ନୟିମ ପ୍ରୟ�ୋଗ କର]

1

log 1lim
11

x x

x

x x x

x
→

+ −
=

−
	�  [ 0

0
 ରୂପ]

( )
1

2

1(1 log ) . 1 log log
lim

1

x x x

x

x x x x x x
x

x
→

+ + + +
=

( )1

1

2

log ) log log
lim 1

x x x x x

x

x x x x x x x x

x

−

→

+ + + +
=

1 0 1 0 2
1

+ + +
= =

ଉଦାହରଣ 2.23.  ‘ a ‘ ଏବଂ ‘ b ‘ ର ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ଯେପର:ି ( )
30

1 cos sin
lim 1
x

x a x b x
x→

+ −
= .

ସମାଧାନ:  ଦତ୍ତ	
( )

30

1 cos sin
lim 1
x

x a x b x
x→

+ −
= � [ 0

0
 ରୂପ]

	 ⇒	 ( ) ( )
20

sin 1 cos cos
lim 1

3x

x a x a x b x
x→

− + + −
= 					     ... (1)
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ଯେହେତୁ ସମୀକରଣ- (1)ର ଡାହାଣ ପାର୍ଶ୍ୱ ସସୀମ, ତେଣୁ ବାମ ପାର୍ଶ୍ୱ ନଶି୍ଚିନ୍ତ ସସୀମ, ଯେତେବେଳେ 0x →   
କନି୍ତୁ  	ଯେତେବେଳେ  0x →  ହର → 0	  
ଏବଂ 	ଯେତେବେଳେ  0x →  ଲବ → 0 
	 ⇒	 1 0a b+ − =

	 ⇒	 1a b− = − 								        ... (2)
ପୁନର୍ବାର ସମୀକରଣ  (1)ର ବାମ ପାର୍ଶ୍ୱରେ ଲ�ୋପିତାଲଙ୍କ ନୟିମ ପ୍ରୟ�ୋଗ କଲେ, ଆମେ ପାଉ:

0

sin cos sin sinlim 1
6x

a x ax x a x b x
x→

− − − +
= 	�  [

0
0
 ରୂପ]

0

cos cos sin cos coslim 1
6x

a x a x ax x a x b x
→

− − + − +
=

	 ⇒	 3 1
6
a b− +

= 	 ⇒	 3 6a b− + = 					     ... (3)

 ସମୀକରଣ (2) ଏବଂ (3) କୁ ବ୍ୟବହାର କଲେ, ଆମେ ପାଇବା, 5 3,
2 2

a b= − = −  (ଉତ୍ତର)

ଉଦାହରଣ 2.24.  
2

30

sinlim
x

x

e x x x
x→

− − ର ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କରନ୍ତୁ  ।

ସମାଧାନ:  	
2

30

sinlim
x

x

e x x x
x→

− − 				                 � [ 0
0
 ରୂପ]

ଲ�ୋପିତାଲଙ୍କ ନୟିମ ପ୍ରୟ�ୋଗ କଲେ,

20

cos sin 1 2lim
3

x x

x

e x e x x
x→

+ − −

କମି୍ବା		  20

(cos sin ) 1 2lim
3

x

x

e x x x
x→

+ − −          			�    [ 0
0
 ରୂପ]

0

(cos sin ) ( sin cos ) 2lim
6

x x

x

e x x e x x
x→

+ + − + −
=

0

2 cos 2lim
6

x

x

e x
x→

−
= 				    	�  [ 0

0
 ରୂପ]

0

2 cos 2 sin 2 1lim
6 6 3

x x

x

e x e x
→

−
= = =  (ଉତ୍ତର)
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ଉଦାହରଣ 2.25. ‘ a ‘ ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ଯେପର ି 30

sin sin 2lim
tanx

a x x
x→

− ସସୀମ ଅଟେ।

ସମାଧାନ:	 30

sin sin 2lim
tanx

a x x
x→

−              			    � [
0
0
 ରୂପ]

ଲ�ୋପିତାଲଙ୍କ ନୟିମ ପ୍ରୟ�ୋଗ କଲେ, ଆମେ ପାଇବା : 

2 20

cos 2cos 2 2lim
03tan .secx

a x x a
x x→

− −
=

କନି୍ତୁ   ଦଆିଯାଇଛ ିଯେ, 30

sin sin 2lim
tanx

a x x
x→

− ସସୀମ

\		  2 0a − =
⇒	 2a = 	 (ଉତ୍ତର)

2.3.1.1 ଶ୍ରେଣୀର ବସି୍ତାର ପଦ୍ଧତ ିଦ୍ୱାରା ସୀମା ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ
i)	 ( ) ( )

2 3
2 31 log log log ..........

2! 3!
x x xe x a a a= + + + +

ii)   	
2 3

1 ..........
1! 2! 3!

x x x xe = + + + +

iii)	 ( )
2 3 4

log 1 .......... 1
2 3 4
x x xx x x+ = − + − + <

iv)	 ( )
2 3 4

log 1 .......... 1
2 3 4
x x xx x x− = − − − − + <

v)	 2 31 1 .......... 1
1

x x x x
x
= + + + + <

−

vi)	 2 31 1 .......... 1
1

x x x x
x
= − + − + <

+

vii)	
3 5

sin ..........
3! 5!
x xx x x= − + ∀

viii) 	
2 4

cos 1 ..........
2! 4!
x xx x= − + ∀

ix) 	
3 5

sinh ..........
3! 5!
x xx x x= + + ∀

x) 	
2 4

cosh 1 ..........
2! 4!
x xx x= + + ∀

xi)	
3

52tan .........
3 15
xx x x x= + + + ∀
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xii) 	 ( ) ( ) ( )( )2 31 1 2
1 1 .........

2! 3!
n n n x n n n x

x nx
− − −

+ = + + + +

ଉଦାହରଣ 2.26 .  
( )0

1 coslim
log 1x

x
x x→

−
+  

ର ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କର

ସମାଧାନ:  	 ଏଠାରେ 	
( )0

1 coslim
log 1x

x
x x→

−
+

				�    [ 0
0
 ରୂପ]

2 4

2 3 40

1 1 ..........
2! 4!

lim
.........

2 3 4

x

x x

x x xx x
→

 
− − + 
 =

 
− + − + 

 

	 	

2 4

3 4 50

.........
2! 4!lim

.........
2 3 4

x

x x

x x xx
→

− +
=

 
− + − + 

 

		

2
2

20
2

1 ........
2! 4!

lim
1 .........

2 3

x

xx

x xx
→

 
− + 

 =
 
− + − 

 

		

2

20

1 ........
2! 4!lim

1 .........
2 3

x

x

x x→

− +
=

− + −

	

1
12

1 2
= =  (ଉତ୍ତର)	

ବକିଳ୍ପ ପଦ୍ଧତ:ି 	
( )0

1 coslim
log 1x

x
x x→

−
+

 			  	 	�  [ 0
0
 ରୂପ]

ଲ�ୋପିତାଲଙ୍କ ନୟିମ ପ୍ରୟ�ୋଗ କର।

	  
( )0

coslim
log 1

1
x

x
x x

x
→

+ +
+

				�     [ 0
0
 ରୂପ]

	 		  ( )
0

2

cos 1 1lim
1 1 1 1 2

11
x

x

xx
→

= = =
++

++
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ଉଦାହରଣ 2.27.  ( )
20

cos log 1
lim
x

x x x
x→

− + ର ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ  କର

ସମାଧାନ:   ଦତ୍ତ 	 ( )
20

cos log 1
lim
x

x x x
x→

− +   		 		�   [ 0
0

 ରୂପ]

	

2 4 2 3 4

20

1 .......... ..........
2! 4! 2 3 4

lim
x

x x x x xx x

x→

   
− + − − + − +   

   =

3 5 2 3 4

20

.......... ..........
2! 4! 2 3 4

lim
x

x x x x xx x

x→

   
− + − − + − +   

   =

2 3

20

5 ..........
2 6

lim
x

x x

x→

 
− + 

 =

0

1 5 1lim ..........
2 6 2x

x
→

 = − + =  
 (ଉତ୍ତର)

ପ୍ରଶ୍ନମାଳା -2.5

1.	 ନମି୍ନଲିଖିତର ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କର :

	 a. ( )
0

2 log 1
lim

sin

x x

x

e e x
x x

−

→

− − +   		  b. 
2

2 20

1 coslim
sinx

x
x x→

−     

	 c. ( )
20

1 sin cos log 1
lim

tanx

x x x
x x→

+ − + −   	 d. ( )
( )

21

20

tan
lim

log 1x

x

x

−

→ +

   	 e. 20

2lim
sin

x x

x

e e x
x x

−

→

− −   			   f. 
sin

0
lim

sin

x x

x

e e
x x→

−
−

   	 g. 
0

1lim
1

x

xx

a
b→

−
−

  				    h. 
0

3 2lim
x x

x x→

−

  	 i. 
0

sinhlim
sin cosx

x x
x x x→

−
−

  			   j. sin0

sinlim x xx

x x
e e→

−
−
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2.    ନମି୍ନଲିଖିତ ସୀମା ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କର :

       a. lim
b a

a ba b

a b
a b→

−
−

  				    b. 
0

cos coslim
sinx

bx x
x x→

−

       c. lim
b x

a bx b

x b
x b→

−
−

  				    d. 20

tanlim
tanx

x x
x x→

−

       e. ( )
20

log 1
lim

x

x

xe x
x→

− +   			   f. 

2

2

2

sin
2lim

cosx

x x

xπ
→

π − 
 

       g. 
( )

2

20

sinlim
log 1

x

x

e x x x
x x x→

− −
+ −

  			   h. 
0

2coslim
sin

x x

x

e x e
x x

−

→

− +

3. ଯଦ ି
0

coslim 3
tan

x x

x

re q x pe
x x

−

→

− +
=

 
ହୁଏ, ତେବେ ,p q  ଏବଂ r  ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର

4. ,a b  ଏବଂ c ର ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ ଯେପର ି
0

coslim 2
sin

x x

x

ae b x ce
x x

−

→

− +
=

5. ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କର :

	 i. 
0

sinlim
x

x
x→

  					     ii)  
0

tanlim
x

x
x→

ଉତ୍ତରମାଳା

  1.	 a. 1  			   b. 1
2

		  c. 1
2

− 		  d. 1      		 e. 1
3

 

	 f. 1 			   g. log
log

a
b

	 h. 0 		  i. 1
2

 		  j. 1− 		

2.	 a. 1 log
1 log

b
b

−
+

 		  b. 1
2

		  c. 1 log
1 log

b
b

−
+

	 d. 1
3

		  e. 
3
2  	  		

f. 1 			   g. 2
3

− 		  h. 2

3.   3 3, 3,
2 2

p q r= = =  	 4.   1, 2, 1a b c= = = 	 5. i. 1 			   ii. 1
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2.3.2 ଅନରି୍ଣ୍ଣେୟ ରୂ ପ ∞
∞ ର ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ ପାଇଁ, ଲ�ୋପିତାଲଙ୍କ ନୟିମ (ପ୍ରକାର II)

ଉପପାଦ୍ୟ:  ଯଦ ି ( )lim
x a

f x
→

= ¥  ଏବଂ ( )lim
x a

g x
→

= ¥ , ହୁଏ, ତେବେ ( )
( )

( )
( )

/

/lim lim
x a x a

f x f x
g x g x→ →

=   

ଯଦ ିଡାହାଣ ପାର୍ଶ୍ୱର ଅସ୍ତିତ୍ୱ ଅଛ ି।          (ସସୀମ କମି୍ୱା ଅସୀମ)

କାର୍ଯ୍ୟକାରୀ ନୟିମ:

1. 	 ଅନରି୍ଣ୍ଣେୟ ରୂପ ¥
¥

ର ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କରବିା ପାଇଁ, 0
0

 ରୂପକୁ ପରବିର୍ତ୍ତନ କର ଏବଂ ପରେ ସମାଧାନ କର ।

2. 	ଯେତେବେଳେ  x → ∞ , ତେବେ 
( )
( )

( )
( )

/

/lim lim
x x

f x f x
g x g x→¥ →¥

= , ଯେତେବେଳ x → ∞ , 1x
y

→  କୁ ପରବିର୍ତ୍ତନ 

କର, ତେବେ 0y →

	ମନେ କର 1x
y

= ,  ତେବେ ( )
( ) 0

1

lim lim
1x y

f
f x y
g x

g
y

→¥ →

 
 
 =
 
 
 

, ଏବଂ ଆଗକୁ ଅଗ୍ରଗତ ିକର 

କେତେକ ସମାହତି ଉଦାହରଣ (ପ୍ରକାର II)

ଉଦାହରଣ 2.28.  
0

log tan 2lim
log tanx

x
x→

ର
 
ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କର ।

ସମାଧାନ:  	 ଦତ୍ତ 	  
0

log tan 2lim
log tanx

x
x→

	 				    [
¥
¥  

ରୂପ]

			 

2

0 2

1 . sec 2 . 2
tan 2lim 1 . sec

tan
x

x
x

x
x

→
=

			 
2

20

2. tan .sec 2lim
tan 2 .secx

x x
x x→

=

			 

2

0

2

sin 12. .
cos coslim sin 2 12. .

cos 2 cos
x

x
x x
x
x x

→
=

			   0

2.sin coslim .
sin 2 cos 2x

x x
x x→

=

			 
0

1lim 1
cos 2x x→

= =
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ଉଦାହରଣ 2.29.  
4 3

4 2

2 3 100lim
4 2 100x

x x
x x x→∞

+ −
+ + +

ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କରନ୍ତୁ

ସମାଧାନ:  	 ଦତ୍ତ	
4 3

4 2

2 3 100lim
4 2 100x

x x
x x x→∞

+ −
+ + +

ଯେତେବେଳେ 
1,x x
y

→ ∞ =  ନେଲେ 1 0y= →

    		  ⇒ 0y →

	

4 3

0

4 2

1 12. 3. 100
lim 1 1 14. 2. 100
y

y y

yy y
→

+ −

+ + +

		

4

2 3 40

2. 3 100 2 1lim
4 24. 2 100y

y y
y y y→

+ −
= = =

+ + +

ଉଦାହରଣ 2.30.  
/2

tanlim
tan 3x

x
x→π

ର ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କର

ସମାଧାନ:  ଏଠାରେ 	
/2

tanlim
tan 3x

x
x→π

  					     [
¥
¥  

ରୂପ]

	 	 ⇒	
2

2/2

seclim
3sec 3x

x
x→π

	

2

2/2

seclim
3sec 3x

x
x→π

				    [
0
0

 ରୂପ]

		         		
/2

1 2cos3 .sin 3 .3lim
3 2cos .sinx

x x
x x→π

− =  − 

	 /2

1 sin 6lim
3 sin 2x

x
x→π

 =   
	 [ ]sin 2 2sin .cosx x x= 		  [

0
0

 ରୂପ]

				  
( )

( )/2

3 11 6cos 6 3cos3lim 3
3 2cos 2 cos 1x

x
x→π

−π = = = =  π − 

2.3.3 ଅନରି୍ଣ୍ଣେୟ ରୂ ପ 0 × ¥¥ ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ ପାଇଁ ଲ�ୋପିତାଲଙ୍କ ନୟିମ (ପ୍ରକାର-III)

ଯଦ ି ( )lim 0
x a

f x
→

=  ଏବଂ ( )lim 0
x a

g x
→

= , ହୁଏ ତେବେ ( ) ( )lim .
x a

f x g x
→

 ନୟିମ 0 × ¥ ରୂପରେ ଅଛ ି

ରୂପାନ୍ତର ପରେ
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 ( ) ( ) ( )

( )

lim . lim
1x a x a

f x
f x g x

g x
→ →

=   କମି୍ବା  
( )

( )

lim
1x a

g x

f x
→

=

	 ଯାହାକ ି 0
0

କମି୍ବା ¥
¥

 ରୂପ ଏବଂ ପୂର୍ବ ଆଲୋଚତି ପଦ୍ଧତ ିସହତି ସମାଧାନ କର

	

କେତେକ ସମାହତି ଉଦାହରଣ ପ୍ରକାର-III

0
lim log
x

x x
→

ସମାଧାନ:  	 ଏଠାରେ 	 
0

lim log
x

x x
→

	 					     [ 0  × ¥ ରୂପ]

0

loglim
1x

x

x
→

= 						      [
¥
¥

ରୂପ]

ଲ�ୋପିତାଲଙ୍କ ନୟିମ ପ୍ରୟ�ୋଗ କଲେ,

( )
0 0

2

1

lim lim 01x x

x x

x
→ →

= = − =
−

ଉଦାହରଣ 2.32.  
0

lim tan
2x

x x
→

π −  
ର ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କର।

ସମାଧାନ:    ଦତ୍ତ		
0

lim cot
x

x x
→

    						      [ 0  × ¥  ରୂପ ]

			   0 0
lim lim

1 tan
cot

x x

x x
x

x
→ →

= 					     [
0
0

ରୂପ ]

20

1lim 1
secx x→

= =

ଉଦାହରଣ 2.33.  
2

lim tan
2x

x x
π→

π −    ର ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କର।

ସମାଧାନ:  ଦତ୍ତ    		
2

lim tan
2x

x x
π

→

π − 
  					    [ 0  × ¥  ରୂପ ]

			 
2 2

2 2lim lim1 cot
tan

x x

x x

x
x

π π→ →

π π   − −      
= = 		  [

0
0 ରୂପ]
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ଲ�ୋପିତାଲଙ୍କ ନୟିମ ପ୍ରୟ�ୋଗ କଲେ, 

			   2

2

1lim 1
cosx ec xπ→

=−
−

ଉଦାହରଣ 2.34.  lim 2 .sin
2

x
xx

a
→∞

ର ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କର।

ସମାଧାନ:  ଦତ୍ତ    		  lim 2 .sin
2

x
xx

a
→∞ 					   

[ 0  × ¥  ରୂପ]

	 	 ⇒	
sin

2lim 1
2

x

x

x

a

→∞
					     [ 0

0
ରୂପ]

ଲ�ୋପିତାଲଙ୍କ ନୟିମ ପ୍ରୟ�ୋଗ କଲେ, 

	 	 ⇒	 ( )

( )

2

2

.2 .log 2cos
2 22

lim
2 .log 2

2

x

xx

xx

x

a a a
x

→∞

 − 
  
−

			 
lim .cos

2xx

aa a
→∞

= =

2.3.4 ଅନରି୍ଣ୍ଣେୟ ରୂ ପ ¥–¥ର ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ ପାଇଁ ଲ�ୋପିତାଲଙ୍କ ନୟିମ (ପ୍ରକାର-IV)

ଯଦ ି ( )lim
x a

f x
→

= ¥  ଏବଂ ( )lim
x a

g x
→

= ¥ , ହୁଏ ତେବେ  ( ) ( )lim
x a

f x g x
→

− , ¥−¥   ରୂପରେ ରହବି ।

ଏହ ିରୂପରେ ରୂପାନ୍ତର କର ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1

lim lim 1
.

x a x a

g x f x
f x g x

f x g x
→ →

−
− =

ଯାହାର ମଲୂ୍ୟ ଲ�ୋପିତାଲଙ୍କ ନୟିମ ଦ୍ୱାରା ନରି୍ଣ୍ଣୟ କରାଯାଇପାରବି ଯେପର ିପ୍ରଥମର କରାଯାଇଥିଲା ।
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କେତେକ ସମାହତି ଉଦାହରଣ (ପ୍ରକାର-IV)

ଉଦାହରଣ 2.35.  20

1 coslim
x

ecx
xx→

 −  
ର ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କର।

ସମାଧାନ:  ଦତ୍ତ 	  20

1 coslim
x

ecx
xx→

 −   						    
[¥−¥  ରୂପ]

20

sinlim
sinx

x x
x x→

− 
  

 					       	 [
0
0 ରୂପ]

ଲ�ୋପିତାଲଙ୍କ ନୟିମ ପ୍ରୟ�ୋଗ କଲେ, 

20

cos 1lim
cos 2 sinx

x
x x x x→

− =   +
 				     [ 0

0 ରୂପ] 

20

sinlim
sin 2 cos 2 cos 2sinx

x
x x x x x x x→

− =   − + + +

20

sinlim
sin 4 cosx

x
x x x x→

− =   − +
				    [ 0

0
ରୂପ]

20

cos 1lim
6cos 6 sin 6cosx

x
x x x x x→

− = =−  − − +

ଉଦାହରଣ 2.36.  ( )
2

lim sec tan
x

x x
π→

− ର ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କର।

ସମାଧାନ:  	 ଏଠାରେ	 ( )
2

lim sec tan
x

x x
π→

−  					         [¥−¥  ରୂପ]

2

1 sinlim
cos cosx

x
x xπ→

 = −  

2

1 sinlim
cosx

x
xπ→

− =       				    	        [ 0
0 ରୂପ]

2

coslim
sinx

x
xπ→

− =   −

cos 02 0
1sin

2

π

= = =π
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ଉଦାହରଣ 2.37.  2
20

1lim cos
x

ec x
x→

 −    ର ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କର।

ସମାଧାନ:  ଦତ୍ତ 		  2
20

1lim cos
x

ec x
x→

 −  

⇒ 2 20

1 1lim
sinx x x→

 −   			   [¥−¥  ରୂପ]

2 2

2 20

sinlim
sinx

x x
x x→

 −
=   

			   [
0
0

ରୂପ]

2 2 2

4 20

sinlim
sinx

x x x
x x→

   −
=       

2 2 2

4 20 0

sinlim lim
sinx x

x x x
x x→ →

   −
=       

2 2

40

sinlim
x

x x
x→

 −
=   

    			 
0

sinlim 1
x

x
x→

  =    


[ 0
0

ରୂପ]

23 5
2

40

......
3! 5!

lim
x

x xx x

x→

  
− − + −    =  

 
 

4 6 4 6
2 2

4 40 0

...
3 60 3 60lim lim

x x

x x x xx x

x x→ →

 
− − + − − 

= = 
 
 

2

0

1lim
3 60x

x x
→

= − + ର ଉଚ୍ଚ ଘାତାଙ୍କ ପଦ

		  1
3

= 	
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ପ୍ରଶ୍ନମାଳା 2.6

1.	 ନମି୍ନଲିଖିତ ସୀମା ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।

	        	 a. 
0

logsinlim
cotx

x
x→

  			   b. ( )
( )

log
lim

log x ax a

x a
e e→

−
−

       

		  c. 
3 2

4 2

8 2 1lim
2 3x

x x x
x x x→∞

− + +
− + −

  			   d. loglim
x

x
x→∞

		  e. 
0

coslim
logx

ecx
x→

  				    f. 
0

loglim
cotx

x
x→

		  f. lim ,
n

xx

x n N
e→∞

∈   			   g. ( )
5

log 1
lim

cotx

x
x→

−
π

		  i. 
0

lim log .sinxx
x

→
  			 

	 2.   	 ନମି୍ନଲିଖିତ ଅନରି୍ଣ୍ଣେୟ ରୂପର ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ।

      		 a. 
0

lim .log .tan
x

x x x
→

  			   b. 1lim .tan
x

x
x→∞

 	   	 c. ( )lim .tan
2x a

xa x
a→

π
−   			   d. 

1
lim sec log

2x
x

x→

π

	   	 e. ( )
2

lim 1 sin . tan
x

x x
π

→
−   			   f. ( )1/lim 1x

x
a x

→¥
− 	

	 3.   ନମି୍ନଲିଖିତର ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ।

      		 a. 
0

1lim cos
x

ecx
x→

 − 
 

  			   b. 
0

1cot
lim
x

x
x

x→

 − 
 

   		  c. 2
20

1lim cot
x

x
x→

 − 
 

  			   d. 
1

1lim
1 logx

x
x x→

 
− − 

		  e. 
20

1 1lim
tanx x xx→

 − 
 

  			   f. ( )20

1 1lim log 1
x

x
x x→

 − + 
 

		  g. ( )
2

lim 2 tan .sec
x

x x x
π→

− π   		  h. ( )
0

lim cos cot
x

ecx x
→

−
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ଉତ୍ତରମାଳା

1. 	 a. 0  			   b. 1 			   c. 0 			   d. 0       
	 e. −¥  			  f. 0 			   g. 0 			   h. 0 	
      i. 1  					   
2.	 a. 0  			   b. 1 			   c. 2a

π
			   d. 2

π
     	e. 0  			   f. log a 			
3. 	 a. 0  			   b. 1

3
			   c. 2

3
			   d. 1

2

     e. 1
3

 			   f. 1
2

			   g. 2− 			   h. 0

2.3.5 ଅନରି୍ଣ୍ଣେୟ ରୂ ପ 00ର ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ ପାଇଁ ଲ�ୋପିତାଲଙ୍କ ନୟିମ  (ପ୍ରକାର- V)

ଯଦ ି ( )lim 0
x a

f x
→

=  ଏବଂ ( )lim 0
x a

g x
→

= , ତେବେ ( ) ( )lim
g x

x a
f x

→
  

00 ରୂପରେ ଅଛ।ି

ଏହ ିପ୍ରକାର ରୂପକୁ ସମାଧାନ କରବିା ପାଇଁ  ମନେକର ( ) ( )lim
g x

x a
y f x

→
=   

( ) ( )log lim .log
x a

y g x f x
→

= � ....(i)
ଯାହାକ ି0 × ¥  ରୂପରେ ଅଛ ିଏବଂ ପୂର୍ବ ପଦ୍ଧତ ିଦ୍ୱାରା ସମଧାନ ହ�ୋଇପାରବି

ମନେକର
( ) ( )lim .log

x a
g x f x l

→
=

ତେବେ ସମୀକରଣ (l) ରୁ,		   log y l= ⇒ ly e=
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କେତେକ ସମାହତି ଉଦାହରଣ (ପ୍ରକାର-V)

ଉଦାହରଣ 2.38.  
0

lim x

x
x

→
ର ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କର

ସମାଧାନ:  ମନେକର, 	
0

lim x

x
y x

→
=

						    
[ 00  ରୂପ]

ଉଭୟ ପାର୍ଶ୍ୱର log ନେଲେ

0
log lim log

x
y x x

→
= 					     [ 0 × ¥  ରୂପ ]

0

loglog lim
1x

xy

x
→

= 						       [ ¥
¥

ରୂପ]

ଲ�ୋପିତାଲଙ୍କ ନୟିମ ପ୍ରୟ�ୋଗ କଲେ, 

         
0

2

1

lim
1x

x

x
→

=
−

 			           0
lim 0
x

x
→

= − =

ଏହପିର ି				   log 0y =

⇒ 0 1y e= =

ତେଣୁ				     
0

lim 1x

x
x

→
=

ଉଦାହରଣ 2.39.  ( ) ( )
1

2 log 1
1

lim 1 x
x

x −
→

− ର ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କର।

ସମାଧାନ:  ମନେକର		  ( ) ( )
1

2 log 1
1

lim 1 x
x

y x −
→

= −
				  

[ 00  ରୂପ]

	ତେବେ ,      		
( ) ( )2

1

1log lim log 1
log 1x

y x
x→

= −
−

   		  [ ¥
¥

ରୂପ]

	
( ) ( )

( )1

log 1 log 1
lim

log 1x

x x
x→

− + +
=

−

	

( )
( )1

log 1
lim 1

log 1x

x
x→

 +
= +  − 

	
( )
( )1

log 1
1 lim

log 1x

x
x→

+
= +

−
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1 1

1
111 lim 1 lim

1 1
1

x x

xx
x

x
→ →

−+= + = +
+

−

01 1
2

= + =

ଏହପିର,ି		 log 1y =

⇒ 1y e e= =

		  ତେଣୁ,	 	  ( ) ( )
1

2 log 1
1

lim 1 x
x

x e−
→

− =

2.3.6 	ଅନରି୍ଣ୍ଣେୟ ରୂ ପ 1∞ର ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ ପାଇଁ ଲ�ୋପିତାଲଙ୍କ ନୟିମ (ପ୍ରକାର-VI)

ଯଦ ି ( )lim 1
x a

f x
→

=  ଏବଂ ( )lim
x a

g x
→

= ¥ , ହୁଏ ତେବେ  ( ) ( )lim
g x

x a
f x

→
   1¥  ରୂପରେ ଅଛ ି।

ଏହାକୁ ସମାଧାନ କରବିାପାଇଁ, ମନେକର 	   ( ) ( )lim
g x

x a
y f x

→
=   

\ 			              		 ( ) ( )log lim .log
x a

y g x f x
→

= 	
ପୂର୍ବ ପଦ୍ଧତ ିଦ୍ୱାରା ସମାଧାନ ହ�ୋଇପାରବି  ।

ତାହା ପରେ, ମନେକର,	  lim
x a

y l
→

=

ତେବେ			    ly e=

ଅର୍ଥାତ 	         		  ( ) ( )lim
g x l

x a
f x e

→
=   .

କେତେକ ସମାହତି ଉଦାହରଣ ପ୍ରକାର-VII

ଉଦାହରଣ 2.40.  ( ) 2
1

0
lim cos x
x

x
→

ର ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କର।

ସମାଧାନ: ମନେକର	    ( ) 2
1

0
lim cos x
x

y x
→

=
					   

[1¥  ରୂପ]

\ 			   20

1log lim log cos
x

y x
x→

=   					     [ 0 × ¥  ରୂପ]



170 | କଳନ ଏବଂ ର�ୈଖିକ ବୀଜଗଣିତ

ଲ�ୋପିତାଲଙ୍କ ନୟିମ ପ୍ରୟ�ୋଗ କଲେ,

         	  ( )
0

1 . sin
coslim

2x

x
x

x→

−
=

          	
0

tanlim
2x

x
x→

−
=    						      [ 0

0
ରୂପ ]

2

0

sec 1lim
2 2x

x
→

−
= = −

ଏହପିର	ି 1log
2

y = −

⇒
1
2y e

−
=

ତେଣୁ	 ( ) 2

11
2

0
lim cos x
x

x e
−

→
=

ଉଦାହରଣ 2.41. ଦତ୍ତ ସୀମା ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ( )
2cot

0
lim cos x

x
x

→

ସମାଧାନ:  ମନେକର       ( )
2cot

0
lim cos x

x
y x

→
=

					   
[1¥ ରୂପ ]

\ 		         2

0
log lim cot log cos

x
y x x

→
=   				    [ 0 × ¥  ରୂପ]

       20

log coslog lim
tanx

xy
x→

=  				     [ 0
0

ରୂପ]

ଲ�ୋପିତାଲଙ୍କ ନୟିମ ପ୍ରୟ�ୋଗ କଲେ,

         	  ( )
20

1 . sin
coslim
2 tan .secx

x
x

x x→

−
=

          	 20

tanlim
2 tan .secx

x
x x→

−
=    						    

1
2

= −

ଏହପିର ି   	 1log
2

y = −

⇒
1
2y e

−
=

\	 ତେଣୁ	 	 ( )
2 1

cot 2
0

lim cos x

x
x e

−

→
=



କଳନ ଗଣିତ - 2  |  171

2.3.7	ଅନରି୍ଣ୍ଣେୟ ରୂ ପ ¥0ର ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ ପାଇଁ ଲ�ୋପିତାଲଙ୍କ ନୟିମ  (ପ୍ରକାର-VII)

ଯଦ ି ( )lim
x a

f x
→

= ¥  ଏବଂ ( )lim 0
x a

g x
→

= , ହୁଏ ତେବେ,  ( ) ( )lim
g x

x a
f x

→
    0¥   ରୂପରେ ଅଛି

ଏହ ିପ୍ରକାରର ଅନରି୍ଣ୍ଣେୟ ରୂପକୁ ସମାଧାନ ପାଇଁ 

ମନେକର 			   ( ) ( )lim
g x

x a
y f x

→
=    		  	 ...(1)   [ 0 × ¥  ରୂପ ]

\ 	 	      		  ( ) ( )log lim .log
x a

y g x f x
→

= 	

ଯାହାକ ିପୂର୍ବ ଆଲ�ୋଚତି ପଦ୍ଧତ ିଦ୍ୱାରା ନରି୍ଣ୍ଣୟ କରାଯାଇ ପାରବି।
ତାହା ପରେ ମନେକର	  	 log y l=

ତେବେ  		                	 ly e=

⇒	 ( ) ( )lim
g x l

x a
f x e

→
=  

କେତେକ ସମାହତି ଉଦାହରଣ (ପ୍ରକାର-VII)

ଉଦାହରଣ 2.42.  ( )
1

log
0

lim cot x
x

x
→  ର ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କର

ସମାଧାନ:  ମନେକର,	    ( )
1

log
0

lim cot x
x

y x
→

=
					   

[ 0¥ ରୂପ ]

\ 			 
0

1log lim log cot
logx

y x
x→

=   				     [ ¥
¥

ରୂପ ]

ଲ�ୋପିତାଲଙ୍କ ନୟିମ ପ୍ରୟ�ୋଗ କଲେ,

         	  ( )2

0

1 . cos
cotlim

1x

ec x
x

x
→

−
=           	

2

0

coslim
cotx

x ec x
x→

−
=    				 

	

0
lim

cos .sinx

x
x x→

−
=    					     [ 0

0
ରୂପ ]

2 20

1lim 1
cos sinx x x→

−
= = −

−

	 ଏହପିର	ି	  log 1y = −       ⇒  1 1y e
e

−= =
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                             ତେଣୁ	 ( )
1

log
0

1lim cot x
x

x
e→

=

ଉଦାହରଣ 2.43.  
11lim 1

2

x

x x

+

→¥

 − 
 

ର ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କର।

ସମାଧାନ:  ମନେକର	 ( )
11lim 1 , 1

2

x

x
f x x

x

+

→¥

 = − > 
  					   

\  ( ) ( ) 1log lim 1 log 1 , 1
2x

f x x x
x→¥

 = + − > 
 

  

		
( )

1log 1
2log lim

1
1

x

xf x

x
→¥

 − 
 =

+

	
				     [ 0

0
ରୂପ]

ଲ�ୋପିତାଲଙ୍କ ନୟିମ ପ୍ରୟ�ୋଗ କଲେ,

         	  

( )

2

2

1 1.
1 21

2lim
1
1

x

x
x

x
→¥

 − 
 =
−

+

          	 ( )

( )

2

2

2 1.
2 1 2

lim
1
1

x

x
x x

x
→¥

−
=

−
+

   					   

( )
( )

2 2

2

1 1 2lim lim
2 1 2x x

x x x
x x x x→¥ →¥

+ + +
= ⇒

− − − +

  						   
	

2
1 21

lim
12

x

xx

x
→¥

+ +
=

− +
		  [ଲବ ଏବଂ ହରକୁ x2 ଦ୍ୱାରା ଭାଗ କଲେ ]	

		    	 1
2

= −   

ଏହପିର ି			  ( ) 1log
2

f x = −    

⇒   ( )
1
2f x e

−
=

⇒ 
1 1

21lim 1
2

x

x
e

x

+
−

→¥

 − = 
 
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ଉଦାହରଣ 2.44.  ( )cot

/2
lim sec x

x
x

→π
ର ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କର।

ସମାଧାନ:  	 ମନେକର	  ( )cot

/2
lim sec x

x
y x

→π
=

				  
[ 0¥  ରୂପ]	

\                 	        	        
/ 2

log lim cot .logsec
x

y x x
→π

=    				   [ 0 × ¥  ରୂପ]

       
/ 2

log seclog lim
tanx

xy
x→π

= 				    [ ¥
¥

ରୂପ ]

ଲ�ୋପିତାଲଙ୍କ ନୟିମ ପ୍ରୟ�ୋଗ କଲେ,

2/2

1 .sec . tan
seclim

secx

x x
x

x→π
=

          	 	 2/2

1 .sec . tan
seclim

secx

x x
x

x→π
=    					   

2/2

tanlim
secx

x
x→π

=   							     

/ 2
lim sin .cos

x
x x

→π
= 			 

		    		  0=   
	   	 ଏହପିର ି		 log 0y =

		  ⇒   		  0 1y e= =  

		  ତେଣୁ		  ( )cot

/2
lim sec 1x

x
x

→π
=

ଉଦାହରଣ 2.45.  ପ୍ରମାଣ କର ଯେ  
3 2

32 3lim
2 1

x

x

x e
x

+

→¥

+  = + 

ସମାଧାନ:  	 ମନେକର 	
3 22 3lim

2 1

x

x

xy
x

+

→¥

+ =  +  				  
[1¥ ରୂପ ]	

\                	      		  ( ) 2 3log lim 3 2 log
2 1x

xy x
x→¥

+ = +  + 
   				 

 ( ) 2lim 3 2 log 1
2 1x

x
x→¥

 = + + + 
				    [ 0 × ¥  ରୂପ]

ଲ�ୋପିତାଲଙ୍କ ନୟିମ ପ୍ରୟ�ୋଗ କଲେ,

( )
2.2 2 1lim 3 2 . ......

2 1 2 1 2x
x

x x→¥

  = + − +  + +       
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          	 ( ) ( )2.2 3 2 3 22lim . ......
2 1 2 1 2x

x x
x x→¥

 + + = − +  + +   

   					  

	
( )

2
2

2 21 .3 2.3 1
2 3 3lim . .......

22 21 2 13 3

x

x x
x x

x
xx x

→¥

    + +    
    = − +

    + +       

  					  
		

2

2 23. 1 1
33 3lim .......

2 2 21 13 3

x

x x
x

x x

→¥

    + +    
    = − +

    + +       

	
		

		    	 3=   
	 ଏହପିର	ି	  log 3y =

	 ⇒   		  3y e=  

	ତେ ଣୁ 		
3 2

32 3lim
2 1

x

x

x e
x

+

→¥

+  = + 

ଉଦାହରଣ 2.46.  ଦର୍ଶାଅ ଯେ ( )1/

0

1
lim

2

x

x

x e e
x→

+ −
= −

ସମାଧାନ:  	 ମନେକର  ( )1/1 xy x= +
								      

\                 		     ( )1log log 1y x
x

= +    	 			 

    
2 3 41 ....

2 3 4
x x xx

x
 

= − + − + 
 

     
2 3

1 ...
2 3 4
x x x

= − + − + 	

    ⇒  
2 3

1 ...
2 3 4
x x x

y e
− + − +

=

     . te e= ଯେଉଁଠାରେ 
2 3

.......
2 3 4
x x xt = − + − +

22 3 2 31. 1 ....... ....... ......
2 3 4 2! 2 3 4
x x x x x xe

    
 = + − + − + + − + − + +   
     
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211. 1 ......
2 24
xe ex = − + +  

211 ......
2 24
exe ex= − + +

ବର୍ତ୍ତମାନ 	  ( )
2

1/

0 0

11 ......1 2 24lim lim
x

x x

exe ex ex e
x x→ →

 − + + − + −  =

              
0

11lim ....
2 24x

e ex
→

−
= + +

              
2
e−

=

ଉଦାହରଣ 2.47.  2lim .log
1x

nn n
n→¥

 + +   
ର ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କର।

ସମାଧାନ:  ଦତ୍ତ	 	 2lim .log
1x

nn n
n→¥

 + +  								     

		             	 2 1lim .log 1
1x

n n
n→¥

  = + −  +  
              				  

( ) ( )
2

2 3

1 1 1lim . .......
1 2 1 3 1x

n n
n n n→¥

  
  = + − − − −

 + + +  

( ) ( )

2 2 2

2 3lim ......
1 2 1 3 1x

n n nn
n n n→¥

 
= − − − − 

+ + +  

( )

2 2

3

1 1lim ......
1 2 1 3 1x

n n n
n n n→¥

  = − − −  + +  +  
	

2

3

1 1 1 1 1lim . ......
1 12 3 11 1 1

x

nn n n

→¥

     = − − −    + +  +        			        1 11
2 2

= − =

	ତେ ଣୁ
    		 2 1lim .log

1 2x

nn n
n→¥

 + = + 	
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ପ୍ରଶ୍ନମାଳା 2.7
1.	 ନମି୍ନଲିଖିତ ସୀମାର ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କର।

     a. ( )cos

/2
lim cos x

x
x

→π
  		  b. ( ) 1

1
lim 1 x

x
x −

→
− 		  c. 

1/
1lim tan

2

x

x
x−

→¥

π − 
 

2.	 ନମି୍ନଲିଖିତ ସୀମାର ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।

     	a. lim 1
x

x

a
x→¥

 + 
 

      		  b. 
tan

0

1lim
x

x x→

 
 
 

		  c. ( )tan

/2
lim sin x

x
x

→π
        	

	 d. 
1/

0

sinhlim
x

x

x
x→

 
 
  		

e. ( )1/ log

0
lim cos x

x
ecx

→
      	 f. 

21/

0

tanlim
x

x

x
x→

 
 
 

		

	 g. 
tan

2
lim 2

x
a

x a

x
a

π

→

 − 
 

        		  h. 
1/

0

sinlim
x

x

x
x→

 
 
  		

i. ( )cot

0
lim 1 sin x

x
x

→
+       		

	 j. 2lim 1
x

x x→¥

 + 
 

			   k. ( )
2tan

/2
lim sin x

x
x

→π
        	

3.  	 a. ଦର୍ଶାଅ ଯେ 
( )1/

20

1 112lim
24

x

x

exx e e
x→

+ − +
=

	

	
b. ଦର୍ଶାଅ ଯେ 

( )1/ 2

30

111 72 24lim
16

x

x

exx e ex
e

x→

+ − + −
= −

4.  a.  ପ୍ରମାଣ କର ଯେ  ( )1/lim 1 1x

x
x

→¥
+ = 		  b. ପ୍ରମାଣ କର ଯେ  lim 1

x
k

x

k e
x→¥

 + = 
 

	

    c. ପ୍ରମାଣ କର ଯେ  ( )2/ 2lim
xx

x
x e e

→¥
+ = 		  d. ପ୍ରମାଣ କର ଯେ  

3 2
33 1lim

3 4

x

x

x e
x

+
−

→¥

+  = + 

5. ମଲୂ୍ୟାଙ୍କର କର

	 a. 
1/

0
lim

2

xx x

x

a b
→

 +
 
 

 ଏବଂ ତାପରେ ଦର୍ଶାଅ 	
1/

0

2 3lim 6
2

xx x

x→

 +
= 

 

	 b.  
1/loglim

x

x

x
x→¥

 
 
 

	     		  c. ( )2log 1
lim
n

n

n→¥

+
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ଉତ୍ତରମାଳା

 1. 	 a. 1  			   b.  1 			   c.  1 			 
2. 	 a. ae  			  b.  1 			   c.  1 			   d.  1 	
      e. 1

e
 			   f .  1/3e 			   g.  2/e π 			  h.  1/6e−  	

      i. e  			   j .  2e 			   k.  1/2e− 	
5.	 b. 1  			   c .  0

ଆକର୍ଷଣୀୟ ତଥ୍ୟ
	y ଅନରି୍ଣ୍ଣେୟ ରୂପ ଗୁଡ଼କି ପଦାର୍ଥ ବଜି୍ଞାନରେ ମଧ୍ୟ ମିଳଥିାଏ: କ୍ୱାଣ୍ଟମ ପଦାର୍ଥ ବଜି୍ଞାନ, କଣିକା କ୍ଷୟ, କ୍ୱାଣ୍ଟାମ 

ମେକାନକି୍ସ, ଥର୍ମୋଡାଇନାମିକ୍ସ ଇତ୍ୟାଦରିେ ଆମେ ଏହାର ବ୍ୟବହାର ଦେଖିପାର ।
	y ଜୋହାନ ବର୍ଣ୍ଣଲି ଏହ ିଅନନ୍ୟ ନୟିମ ସଷୃ୍ଠିରେ ନୟି�ୋଜତି ଥିଲେ ।
	y ଲ�ୋପିତାଲଙ୍କ ନୟିମ ବେଳେ ବେଳେ କଦାପି ଶେଷ ନହେବା ଚକ୍ରରେ ପଡବିା ଦ୍ୱାରା ବଫିଳ ହୁଏ ।
	y ଯେହେତୁ ‘L’Hospital’ ରୂପରେ ଲେଖାଯଇଛ ିକନି୍ତୁ  ଶଦ୍ଦଟ ିଉଚ୍ଚାରଣ ହେଉଛ ିଲୋପିତାଲ।

ଭିଡଓି ସଂଯୋଗ (ଉତ୍ସ: NPTEL)

ଅନରି୍ଣ୍ଣେୟ ରୂପ -1

ବାସ୍ତବ ଜୀବନରେ ପ୍ରୟ�ୋଗ
	y ବାଣିଜ୍ୟ କ୍ଷେତ୍ରରେ ଏହାର ଏକ ଗୁରୁତ୍ୱପୂର୍ଣ୍ଣ ପ୍ରୟ�ୋଗ ଅଛ,ି ଯେଉଁଠାରେ ପ୍ରତଦିନି ନରିନ୍ତର ଚକ୍ରବୃଦ୍ଧି ସଧୁ 

ହାର ସାମ୍ନାକୁ ଆସେ, ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଭାବାରେ ନବିେସରେ ,ବଭିିନ୍ନ ପ୍ରକାରର ବ୍ୟାଙ୍କ୍ ‍ ଖାତାରେ, ର୍କେଡଟି୍‍ କାର୍ଡ ବଲି୍‍, 
ବନ୍ଧକ ଇତ୍ୟାଦ ିପ୍ରଦାନ କରବିା ସମୟରେ

	y ଏହା ଗାମା ଫଳନରେ ବ୍ୟବହୃତ ହୁଏ, ଯାହାକ ିଇଞ୍ଜିନୟିରଂି କ୍ୱାଣ୍ଟମ୍ ପଦାର୍ଥ ବଜି୍ଞାନ, ପରସିଂଖ୍ୟାନ, 
ଜ୍ୟୋତରି୍ବିଜ୍ଞାନ, ଫ୍ ଲୁଇଡ୍‌ ଡାଇନାମିକ୍ସ, କମ୍ବିନୋଟୋରୀ, ସମ୍ଭାବ୍ୟତା ସଦି୍ଧାନ୍ତ ଇତ୍ୟାଦରିେ ବ୍ୟବହୃତ ହୁଏ ।
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2.4 ଗରିଷ୍ଠ ଓ ଲଘିଷ୍ଠ
ଏକ ଫଳନ f କୁ, x= a ରେ ଅଧିକ ତମ ମଲୂ୍ୟ କୁହାଯାଏ ଯଦ ିf (a) > f (x) ଅର୍ଥାତ୍, f (x) – f (a) < 0.  

x ର ସମସ୍ତ ମଲୂ୍ୟ ଯେଉଁଠାରେ a, x ର ସମୀପ୍ୟ ବନି୍ଦୁ  ଅଟେ ।

ଏକ ଫଳନ f କୁ x=h ରେ ମଲୂ୍ୟ କୁହାଯାଏ ଯଦ ିf(a)< f (x), ଅର୍ଥାତ୍, f (x)- f (x) >0, x ର ସମସ୍ତ ମଲୂ୍ୟ ପାଇ,ଁ 
ଯେଉଁଠାରେ ‘a’, x ର ସମୀପ୍ୟ ବନି୍ଦୁ  ଅଟେ । ସଲଗ୍ନ ଚତି୍ର 2.7 ରେ, f((x) ର x=a, ରେ ଅଧିକତମ ମଲୂ୍ୟ ଅଛ ିଯେହେତୁ 
f(a)ର ମାନ f(x)ର ନକିଟବର୍ତ୍ତି ମାନ ଠାର ଅଧିକ ଏହ ିପ୍ରକାରରେ f(x),x=b ନ୍ୟୁ ନତମ ଏବଂ d ରେ ଅଧିକତମ । ଧ୍ୟାନ 
ଦଅିନ୍ତୁ  ଯେ f(x)ର ସର୍ବାଧିକ ମଲୂ୍ୟ x=a ରେ ଅଛ ିଯଦଓି f(a)<f(x),’a’ ର ଅଛ ି। ଏହପିର ିf(x)ର ସର୍ବାଧିକ ମଲୂ୍ୟ 
ଆବଶ୍ୟକ । ରୂପରେ  f(x)ର ସବୁଠାର ବଡ ମଲୂ୍ୟ ନୁହେଁ।

2.4.1 ଗରିଷ୍ଠ ଓ ଲଘିଷ୍ଠ ପାଇଁ ସର୍ତ୍ତ:
ବନି୍ଦୁ  ‘a’  ରେ ଟେଲରଙ୍କ ଉପପାଦ୍ୟ ଦ୍ୱାରା ବସି୍ତାର କଲେ, ଆମେ ପାଉ : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )21 ...
2!

f x f a x a f a x a f a¢ ¢¢= + − + − +

ଅର୍ଥାତ୍, 	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )21 ...
21

f x f a x a f a x a f a¢ ¢¢− = − + − +

	 କମି୍ବା  	  ( ) ( ) ( ) ( )1 ...
21

x a f a x a f a ¢ ¢¢= − + − + 
 

 			   ... (1)

ଚତି୍ର 2.7

ଯେତେବେଳେ  x → a  ଛ�ୋଟ ହୁଏ , ( )f a¢ ସଂଖ୍ୟାତ୍ମକ ରୂପରେ ଉତ୍ତରବର୍ତ୍ତୀ ପଦମାନଙ୍କ ଠାର ଅଧିକ ହୁଏ । ତେଣୁ 
f (x) – f (a)  ରେ ନରି୍ଭର କରେ।   କନି୍ତୁ  ଏହାର କେବଳ ଗ�ୋଟଏି ଚହି୍ନ ରହବି ଯେତେବେଳେ x > a ଏବଂ ଅନ୍ୟଟ ି
ଯେତେବେଳେ x < a ତେଣୁ x = a ରେ ସର୍ବାଧିକ ଏବଂ ସର୍ବନମି୍ନ ସମ୍ଭବ ନୁହେଁ ଯେପର୍ଯ୍ୟନ୍ତ ( ) 0f a¢ =  ନୁହେଁ ।	

ଯଦ ିf (a) = 0, ତେବେ ସମୀକରଣ  (1) ହେବ
		  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 ...

2 6
f x f a x a f a x a f a ¢¢ ¢¢¢− = − + − 

 
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(x- a)ର ଛ�ୋଟ ମଲୂ୍ୟ ପାଇ,ଁ ( )1
2

f a¢¢ , f11(a) ର ଉତ୍ତରବର୍ତ୍ତୀ ପଦ ଗୁଡ଼କିର ତୁଳନାରେ ଅଧିକ ସଂଖ୍ୟାତ୍ମକ ମଲୂ୍ୟ 

ଅଛ ି ( ) ( )f x f a−  ର ଚହି୍ନ ( ) ( )21
2

x a f a¢¢−  କମି୍ବା ( )f a¢¢ ରେ ନରି୍ଭର କରେ। ଯେହେତୁ  ( )21
2

x a−  ସର୍ବଦା 

ଧନାତ୍ମକ ।ତେଣୁ ଫଳନ  f(x)ର,  x = a ରେ ଗରଷି୍ଠ ଓ ଲଘିଷ୍ଠ ମଲୂ୍ୟ ଅଛ ିଯଦ ି:

(i)	 ( ) 0f a¢ = ଓ  ( )f a¢¢ = ଋଣାତ୍ମକ, f (x), ‘a‘ ରେ ସର୍ବାଧିକ । 
(ii)   ( ) 0f a¢ =  ଓ ( )f a¢¢ = ଧନାତ୍ମକ, f (x), ‘a‘ ସର୍ବନମି୍ନ ।
(iii) ( ) 0f a¢ =  ଓ ( ) 0f a¢¢ = , f (x), x = a ରେ ନା ସର୍ବାଧିକ କମି୍ୱା ସର୍ବନମି୍ନ ଯେ ପର୍ଯ୍ୟନ୍ତ ( ) 0f a¢¢¢ = . 
	 fiv(a)ର ଚହି୍ନ f (x)ର ପ୍ରକୃତ ିନରି୍ଦ୍ଧାରତି କରବି. । 

2.42 ଚରମମାନ (ଗରିଷ୍ଠ କମି୍ୱା ଲଘିଷ୍ଠ) ପାଇଁ ପ୍ରଥମ ଅବକଳଜ ପରୀକ୍ଷା
ମନେକର,  f, ଅନ୍ତରାଳ I = (a,b) ରେ ସଂଜ୍ଞାକୃତ ଏକ ଅବଚି୍ଚିନ୍ନ ଫଳନ ଅଟେ ଏବଂ ମନେକର c,  I ରେ କ୍ରାନ୍ତିକ ବନି୍ଦୁ  
ଅଟେ । c∈I, ତେବେ: 

i. 	 ( )f x¢  ଧନାତ୍ମକରୁ ଋଣାତ୍ମ,କ କୁ ଚହି୍ନ ବଦଳାଏ ଯେପର ିx, c  ମଧ୍ୟଦେଇ ବୃଦ୍ଧି ହୁଏ । ଅର୍ଥାତ୍, f′(x)≥0,  x 
∈ (c – δ, c+ δ) ପାଇଁ ଏବଂ f ′ (x) £ 0, x ∈ (c – δ, c+ δ) ପାଇଁ ତେବେ c, ସ୍ଥାନୀୟ ଗରଷି୍ଠ ବନି୍ଦୁ  
ଅଟେ ଏବଂ f  ର ସ୍ଥାନୀୟ ଗରଷି୍ଠ c ରେ ଅଛ।ି

ii. 	 ( )f x¢ , ଋଣାତ୍ମକ ରୁ ଧନାତ୍ମକ ଚହି୍ନ  ବଦଳାଏ, ଯେପର ିx,’c’ ମଧ୍ୟଦେଇ ବୃଦ୍ଧି ହୁଏ। ଅର୍ଥାତ୍‌ f ′ (x) £ 0, 
x ∈ (c – δ, c) ପାଇଁ ଏବଂ f′(x)≥0, x ∈ (c, c + δ) ପାଇଁ ତେବେ c, ସ୍ଥାନୀୟ ଲଘିଷ୍ଟ ବନି୍ଦୁ  ଅଟେ ଏବଂ 
f  ର ସ୍ଥାନୀୟ ଲଘିଷ୍ଠ c ରେ ଅଛ।ି

iii.	 f′(x), ଚହି୍ନ ବଦଳାଏ ନାହିଁ  ଯେତେବେଳେ x ,‘ c ‘ ମାଧ୍ୟଦେଇ ବୃଦ୍ଧି ହୁଏ, ତେବେ f ର ଚରମମାନ (ନା ଗରଷି୍ଠ 
କମି୍ୱା ଲଘିଷ୍ଠ) c  ରେ ନାହିଁ  ଏବଂ ସେହ ିବନି୍ଦୁକୁ ଇନ୍‌ଫ୍ଲେକସନ ବନି୍ଦୁ  କୁହାଯାଏ ।   

 
ଚତି୍ର 2.8



180 | କଳନ ଏବଂ ର�ୈଖିକ ବୀଜଗଣିତ

ସଂଜ୍ଞା f  ର କ୍ରାନ୍ତିକ ବନି୍ଦୁ: ମନେକର f , ଅନ୍ତରାଳ I ଏବଂ c ∈ I, ରେ ସଂଜ୍ଞାକୃତ ଏକ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ଫଳନ, ତେବେ ‘c‘ କୁ  

କ୍ରାନ୍ତିକ ବନି୍ଦୁ  କୁହାଯାଏ ଯଦ ି f ′(c) = 0 କମି୍ବା  f, I ର ବନି୍ଦୁ  ଗୁଡ଼କିରେ ଅବକଳନୀୟ ନୁହେଁ ।
ସଂଜ୍ଞା ମନେକର , f  ଏକ ବାସ୍ତବ ମଲୂ୍ୟ ଫଳନ ଅଟେ ଏବଂ ମନେକର c, f ପ୍ରାନ୍ତରେ ଏକ ଆଭ୍ୟନ୍ତର ବନି୍ଦୁ ଅଟେ, ତେବେ 

a.	 ‘c‘ କୁ  ସ୍ଥାନୀୟ ଗରଷି୍ଠର ଏକ ବନି୍ଦୁ  କୁହାଯାଏ, ଯଦ ିସେଠାରେ ଏକ h > 0 ଅଛ,ି ଯେପରକି ିf(c) > f(x), ∀ 
x.€  (c – h, c + h), f(c) ର ମଲୂ୍ୟକୁ, ‘f ‘ ସ୍ଥାନୀୟ ସର୍ବୋଚ୍ଚ ମଲୂ୍ୟ କୁହାଯାଏ । 

b.	 ‘c ‘ ସ୍ଥାନୀୟ ଲଘିଷ୍ଠ ବନି୍ଦୁ  କୁହାଯାଏ ଯଦ ିସେଠାରେ ଏକ h > 0 ଅଛ ିଯେପରକି ିf(c) < f(x), ∀ x€  (c – h, 
c + h) f(c) କୁ ‘f‘ ର ସ୍ଥାନୀୟ ସର୍ବନମି୍ନ ମଲୂ୍ୟ କୁହାଯାଏ ।

     
ଚତି୍ର 2.9

ଜ୍ୟାମିତକି ରୂପରେ, ଉପର�ୋକ୍ତ ସଂଜ୍ଞା ଦର୍ଶାଏ ଯେ, ଯଦ ିx = c, f  ର ସ୍ଥାନୀୟ ଗରଷି୍ଠ ଏକ ବନି୍ଦୁ  ହୁଏ, ତେବେ  ‘c‘ର 
ଚତୁର୍ଦ୍ଦିଗରେ  f ର ରେଖାଚତି୍ର ଦଆିଯାଇଥିବା ଚତି୍ର ଅନୁସାରେ ହେବ ।            

ଧ୍ୟାନ ଦଅିନ୍ତୁ  କ ିଫଳନ f , ଅନ୍ତରାଳ (c – h, c)ରେ ବୃଦ୍ଧି ହେଉଛ ି(ଅର୍ଥାତ୍, f '(x) > 0) ଏବଂ ଅନ୍ତରାଳ (c,c+h) ହ୍ରାସ 
ପାଉଛ ି(ଅର୍ଥାତ୍, f '(x) < 0), ଏହା ସଚୂତି କରେ ଯେ f '(c) ନଶି୍ଚିତ ଭାବରେ ଶୂନ୍ୟ ହେବ।

ଉଦାହରଣ 2.48. ଫଳନ ‘f‘  ର ସ୍ଥାନୀୟ ଗରଷି୍ଠ ଏବଂ ଲଘିଷ୍ଠ ସମସ୍ତ ବନି୍ଦୁ  ଗୁଡ଼କି ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ।  ଯେତେବେଳେ
( ) 3 3 3f x x x= − +  । 

ସମାଧାନ: ଦର ( ) 3 3 3f x x x= − +

x  ଭିତ୍ତିକ ଅବକଳନ କଲେ, ଆମେ ପାଉ,
    ( ) 23 3f x x¢ = −

= 3(x2 – 1)
= 3(x – 1) (x + 1)

ବର୍ତ୍ତମାନ 		 f ′(x) = 0   ⇒     3(x – 1) (x + 1) = 0
⇒   x = 1, –1
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ତେଣୁ, x = ± 1କେବଳ କ୍ରାନ୍ତିକ ବନି୍ଦୁ  ଏବଂ ଫଳନର ସର୍ବୋଚ୍ଚ କମି୍ୱା ସର୍ବନମି୍ନ ମଲୂ୍ୟ x = 1, –1 ରେ ରହପିାରବି 
ପ୍ରଥମ ଅବକଳଜ ପରୀକ୍ଷଣ ପ୍ରୟ�ୋଗ କଲେ,

x ର ମଲୂ୍ୟ f ’(x)=3(x–1)(x1+)ର ଚହି୍ନ

x=1
ବାମ ପାର୍ଶ୍ୱ (0.98) ମନେକର f ’(x)<o

ଦକ୍ଷିଣ ପାର୍ଶ୍ୱ (1.01) f ’(x)>o

x=–1
ବାମ ପାର୍ଶ୍ୱ (–1.01) ମନେକର f ’(x)>o

ଦକ୍ଷିଣ ପାର୍ଶ୍ୱ (–0.9) ମନେକର f ’(x)<o

x = 1ରେ f ¢(x), ଋଣାତ୍ମକ ରୁ ଧନାତ୍ମକ କୁ ଚହି୍ନ ବଦଳାଏ ।

\ x = 1, ଏବଂ ସ୍ଥାନୀୟ ଲଘିଷ୍ଠ ବନି୍ଦୁ  ଏବଂ  ( ) ( ) ( )31 1 3 1 3 1f = − + =  ସ୍ଥାନୀୟ ସର୍ବନମି୍ନ ମଲୂ୍ୟ ଅଟେ ।  

x = –1 ରେ, f¢ (x) ଧନାତ୍ମକ ଋଣାତ୍ମକ ଚହି୍ନ ବଦଳାଏ | 

\ x = –1 ସ୍ଥାନୀୟ ଗରଷି୍ଠ ବନି୍ଦୁ  ଏବଂ ( ) ( ) ( )31 1 3 1 3 5f − = − − − + =  ସ୍ଥାନୀୟ ସର୍ବୋଚ୍ଚ ମଲୂ୍ୟ ଅଟେ । 

ଉଦାହରଣ 49.2. ଫଳନ ‘f‘ର  ସ୍ଥାନୀୟ ଗରଷି୍ଠ ଏବଂ ସ୍ଥାନୀୟ ଲଘିଷ୍ଠର ସମସ୍ତ ବନି୍ଦୁ  ଗୁଡ଼କି ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ଯେଉଁଠାରେ 
( ) 3 1f x x= + । 

ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ  ( ) 3 1f x x= +

x  ଭିତ୍ତିକ ଅବକଳନ କଲେ, ଆମେ ପାଉ

( ) 23f x x¢ =

ବର୍ତ୍ତମାନ,	 f¢ (x) = 0   ⇒  3x2 = 0   ⇒     x = 0

ତେଣୁ, x = 0,  ‘f ‘ ର ଏକମାତ୍ର କ୍ରାନ୍ତିକ ବନି୍ଦୁ  ଏବଂ ଫଳନରେ ଉଚ୍ଚତମ ଏବଂ ନମି୍ନତମ  ମଲୂ୍ୟ x = 0 ରେ ରହପିାରବି ।
ପ୍ରଥମ ଅବକଳଜ ପରୀକ୍ଷା ପ୍ରୟ�ୋଗ କଲେ,

x ର ମଲୂ୍ୟ f ’(x)=3x2ର ଚହି୍ନ

x=1
ବାମ ପାର୍ଶ୍ୱ (-0.1) ମନେକର >o

ଦକ୍ଷିଣ ପାର୍ଶ୍ୱ (0.1) ମନେକର >o

ଏହପିର ିx = 0 ରେ , f ′(x) ଚହି୍ନ ବଦଳାଏ ନାହିଁ। ତେଣୁ x = 0 ରେ ନା ସ୍ଥାନୀୟ ଗର‌ିଷ୍ଠ କମି୍ୱା ସ୍ଥାନୀୟ ଲଘିଷ୍ଠ ବନି୍ଦୁ  ଅଟେ  

ତେଣୁ  x = 0, ଏକ ଇନ୍‌ଫ୍ଲେକସନ ବନି୍ଦୁ  ଅଟେ | 
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ମନ୍ତବ୍ୟ
(i)	ମନେ କର ଏକ ଫଳନ f (x) = x2, x î R ସ୍ପଷ୍ଟ ଭାବରେ, x=0 ରେ f ର ନମି୍ନତମ ମଲୂ୍ୟ ଅଛ ିଓ f(0)=0 କନି୍ତୁ  

‘f " ର କୌଣସ ିସର୍ବୋଚ୍ଚ ମଲୂ୍ୟ Rରେ ନାହିଁ

ଚତି୍ର 2.10

(ii)	 ମନେକର ଫଳନ f (x) = |x|, x î R

ଚତି୍ର 2.11
x=0ରେ f ର ନମି୍ନତମ ମଲୂ୍ୟ ଅଛ।ି ଆଉ ମଧ୍ୟ f (0)=|0|=0, କନି୍ତୁ  f ' ର କୌଣସ ିସର୍ବୋଚ୍ଚ ମଲୂ୍ୟ Rରେ ନାହିଁ

(iii)	ମନେକର ଫଳନ f (x) = x î (0,2) (0,2) ଅନ୍ତରାଳରେ f ' ର ଗରଷି୍ଠ କମି୍ବା ଲଘିଷ୍ଠ ମଲୂ୍ୟ ନାହିଁ। 
f(x)=x, x î (0,2), f '(x)=1 

ଚତି୍ର 2.12
	 ଅନ୍ତରାଳ (0,2)ର ସମସ୍ତ ବନି୍ଦୁରେ, f"(x)>0 ଅର୍ଥାତ୍‌ ଚହି୍ନରେ କୌଣସ ିପରବିର୍ତ୍ତନ ନାହିଁ।
∴	 ଅନ୍ତରାଳ (0,2)ରେ ଫଳନ fର ଗରଷି୍ଠ କମି୍ବା ଲଘିଷ୍ଠ ନାହିଁ।
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2.4.3 ଚରମ ମଲୂ୍ୟ ପାଇଁ ଦ୍ୱିତୀୟ ଅବକଳଜ ପରୀକ୍ଷା (ଗରିଷ୍ଠ କମି୍ବା ଲଘିଷ୍ଟ)
ମନେକର f,  ଅନ୍ତରାଳ I ଏବଂ c ∈ I  ରେ ସଂଜ୍ଞାକୃତ ଏକ ଦ୍ୱିତୀୟ ଅବକଳନୀୟ ଫଳନ ଅଟେ । ତେବେ

i.	 ଯଦ ିf ′(c) = 0 ଏବଂ f ″(c) < 0, ତେବେ  x = c ସ୍ଥାନୀୟ ଗରଷି୍ଠ ବନି୍ଦୁ  ଅଟେ ଓ f (c), f ର  ସ୍ଥାନୀୟ 
ବୃହତ୍ତମ ମଲୂ୍ୟ ଅଟେ । 

ii.	 ଯଦ ିf ′(c) = 0 ଏବଂ f ″(c) > 0, ତେବେ x = c ସ୍ଥାନୀୟ ଲଘିଷ୍ଠ ବନି୍ଦୁ  ଅଟେ ଏବଂ f (c), f ର ସ୍ଥାନୀୟ 
ସର୍ବନମି୍ନ ମଲୂ୍ୟ ଅଟେ ।

iii.	 ଯଦ ିf ′ (c) = 0 ଏବଂ f ″ (c) = 0, ତେବେ ପରୀକ୍ଷଣ ବଫିଳ ହେବ । ଚରମ ମାନର ଯାଞ୍ଚ ପାଇଁ 
ପରବର୍ତ୍ତୀ ପ୍ରକ୍ରିୟାର ଆବଶ୍ୟକତା ଅଛ ି।  

ଉଦାହରଣ 2.50. ଫଳନ ‘  f ‘ ର ସ୍ଥାନୀୟ  ସର୍ବୋଚ୍ଚ ଏବଂ ସ୍ଥାନୀୟ ସର୍ବନମି୍ନ ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ  କର 

( ) 5 4 35 5 10,f x x x x x R= − + + ∈   ଦଆିଯାଇଥିବା ଫଳନ।

ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ 	 ( ) 5 4 35 5 10f x x x x= − + +

ବର୍ତ୍ତମାନ 			  ( ) 4 3 25 20 15f x x x x¢ = − +

( )( )25 3 1x x x= − −   

\               	  ( ) ( ) ( )20 5 3 1 0f x x x x¢ = ⇒ − − =  

ବର୍ତ୍ତମାନ  		  ( ) 3 220 60 30f x x x x¢¢ = − +

			 

( )
( )
( )

0 0

1 10 0

3 90 0

f

f

f

 =′′


= =− <′′
 = >′′′  

ଦ୍ୱିତୀୟ ଅବକଳଜ ପରୀକ୍ଷା ଦ୍ୱାରା,  x = 1, ସ୍ଥାନୀୟ ଗରଷି୍ଠ ଏକ ବନି୍ଦୁ  ଏବଂ ସର୍ବୋଚ୍ଚ ମଲୂ୍ୟ f (1) = 11

ଏବଂ x = 3 ସ୍ଥାନୀୟ  ଲଘିଷ୍ଠ ଏକ ବନି୍ଦୁ  ଏବଂ ସର୍ବନମି୍ନ ମଲୂ୍ୟ f (3) = –17

x = 0 ରେ ଦ୍ୱିତୀୟ ଅବକଳଜ ପରୀକ୍ଷା ବଫିଳ ହୁଏ ।
ବର୍ତ୍ତମାନ ପ୍ରଥମ ଅବକଳଜ ପରକି୍ଷା ଦ୍ୱାରା :

x ର ମଲୂ୍ୟ f ’(x)=5x2(x–3)(x–1)ର ଚହି୍ନ

x=0
ବାମ ପାର୍ଶ୍ୱ (-0.1) ମନେକର >o

ଦକ୍ଷିଣ ପାର୍ଶ୍ୱ (0.1) ମନେକର >o

ତେଣୁ x = 0 ରେ, fର  ଗରଷି୍ଠ କମି୍ବା ଲଘିଷ୍ଠ ନାହିଁ ।
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ଉଦାହରଣ2.51  . ଫଳନ  ‘f‘  ଦ୍ୱାରା ଦଆିଯାଇଥିବା  ( ) 2 1f x x= + − ସ୍ଥାନୀୟ ସର୍ବୋଚ୍ଚ କମି୍ୱା ସ୍ଥାନୀୟ ସର୍ବନମି୍ନ ମଲୂ୍ୟ 
ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ।
ସମାଧାନ:  ଏଠାରେ 	 ( ) 2 1f x x= + −  

କମି୍ବା 			 
( ) ( )

2 1, 2
2 1, 2

x x
f x

x x
+ − ≥ −= − + − £ −

କମି୍ବା 			   ( )
1, 2

3, 2
x x

f x
x x
+ ≥ −

= − − £ −

ବର୍ତ୍ତମାନ 			  ( )
1, 2

1, 2
x

f x
x
> −¢ = − < −

ପ୍ରଥମ ଅବକଳଜ ପରୀକ୍ଷା ଦ୍ୱାରା,

x ର ମଲୂ୍ୟ f ’(x)ର ଚହି୍ନ

x=-2
ବାମ ପାର୍ଶ୍ୱ (-2.1) ମନେକର <o

ଦକ୍ଷିଣ ପାର୍ଶ୍ୱ (-1.9) ମନେକର >o

f ′(x), ଋଣାତ୍ମକରୁ ଧନାତ୍ମକ ଚିହ୍ନ ପରିବର୍ତ୍ତନ କରେ । 

\ f (x) ସ୍ଥାନୀୟ ଲଘିଷ୍ଠ x = –2 ରେ ଅଛ ିଏବଂ ସ୍ଥାନୀୟ ସର୍ବନମି୍ନ ମଲୂ୍ୟ ହେଉଛ ି ( )2 2 2 1 1f − = − + − = −

 f (x) ର ସ୍ଥାନୀୟ ଗରଷି୍ଠ ନାହିଁ ଏବଂ ତେଣୁ ସର୍ବୋଚ୍ଚ ମଲୂ୍ୟ ନାହିଁ । 

ଆମେ ନମି୍ନଲିଖିତ ଉପାୟରେ ମଧ୍ୟ ଯାଞ୍ଚ କରପିାରବିା: 

ଏଠାରେ                                ( ) 2 1f x x= + −

ଆମେ ଜାଣୁ ଯେ, 		          | x + 2 | ³ 0
ସର୍ବନମି୍ନ ପାଇଁ 		       x + 2 = 0	 ⇒    	 x = –2

ତେଣୁ , f(x)ର  ସର୍ବନମି୍ନ ମଲୂ୍ୟ–2 ରେ ଅଛ ିଏବଂ f (–2) = –1 
ଉଦାହରଣ 2.52. ଫଳନ ( ) sin 2 5f x x= + ର ସର୍ବୋଚ୍ଚ ଏବଂ ସର୍ବନମି୍ନ ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର। 

ସମାଧାନ:  	 ଏଠାରେ 		 ( ) sin 2 5f x x= +

		  ଆମେ ଜାଣୁ ଯେ	 –1 £ sin  x £ 1	 ଏବଂ –1 £ sin  2x £ 1		

ଉଭୟ ପାର୍ଶ୍ୱରେ  ‘5‘ ଯ�ୋଗ କଲେ
				    –1 + 5 < sin  2x + 5 £ 1 + 5 
				    4 £ sin  2x + 5 £ 6
ତେଣୁ,  f (x) ର  ସର୍ବୋଚ୍ଚ ମଲୂ୍ୟ6   ଏବଂ  ସର୍ବନମି୍ନ ମଲୂ୍ୟ .4
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ଉଦାହରଣ 2.53. ଫଳନ  ( ) 1 , 0f x x x x= − > , ର ସର୍ବୋଚ୍ଚ ଏବଂ ସର୍ବନମି୍ନ ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର । 

ସମାଧାନ:  ଏଠାରେ 	 ( ) 1 , 0f x x x x= − >

( ) ( )1
1

2 1
x

f x x
x

−
¢ = − +

−

( )2 1 2 3
2 1 2 1

x x x
x x

− − −
= =

− −

( ) 2 30 0
2 1

xf x
x

−¢ = ⇒ =
−

	 ⇒   2 3 0 2 / 3x x− = ⇒ =

ବର୍ତ୍ତମାନ				   ( )
( ) ( )

( )

11 3 2 3 .
1 2 1
2 1

x x
xf x

x

− − − − − −¢¢ =  
− 

  

( ) ( )
( )3/2

6 1 2 31
2 2 1

x x

x

 − − + −
=  

−  

( ) ( )
( )3/2

6 1 2 31
2 2 1

x x

x

 − − + −
=  

−   ( )3/2

1 4 3
2 2 1

x
x

 − +
=  

−  

	
2
3

x=  ରେ		    ( ) 3/2

1 22 / 3
2 12

3

f

 
 − =′′
  
    

ଦ୍ୱିତୀୟ ଅବକଳଜ ପରୀକ୍ଷା ଦ୍ୱାରା, x = 2/3 ଏକ ଗରଷି୍ଠ ବନି୍ଦୁ  ଏବଂ f ର ସର୍ବୋଚ୍ଚ ମଲୂ୍ୟ x = 2/3 ରେ

( ) 2 2 12 / 3 1 2 / 3
3 3 3

f = − =

2 3
3 3 3

= × 					     (ପରମିେୟ କରଣ)
 

			 
2 3

9
=  
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ପ୍ରଶ୍ନମାଳା 2.8

1.	 (x – 1) (x – 2) (x – 3)ର ସର୍ବୋଚ୍ଚ ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ।
.	2 ଦର୍ଶାଅ ଯେ  x3 – 3x2 + 3x + 7 ର x = 1ରେ ନା ସର୍ବୋଚ୍ଚ କମି୍ୱା ସର୍ବନମି୍ନ ମଲୂ୍ୟ ଅଛ ି।

.	3 ଦର୍ଶାଅ  sin ( )1 cosx x+  ର ସର୍ବୋଚ୍ଚ ମଲୂ୍ୟ 1
3

x = π ରେ ଅଛ ି।

4.	 ନମି୍ନଲିଖିତ ଫଳନ ଗୁଡ଼କିର ସର୍ବୋଚ୍ଚ ଏବଂ ସର୍ବନମି୍ନ ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର :

(i)   ( ) ( )22 1 3f x x= − + 		  (ii) ( ) 29 12 2f x x x= + + 	 (iii)    ( )
2

2

2 4
2 4

x xf x
x x
− +

=
+ + 		 

5.	 ସ୍ଥାନୀୟ ଗରଷି୍ଠ ଓ ଲଘିଷ୍ଠ ସମସ୍ତ ବନି୍ଦୁ  ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ଏବଂ ନମି୍ନଲିଖିତ ଫଳନ ଗୁଡ଼କିର ସର୍ବୋଚ୍ଚ ଏବଂ ସର୍ବନମି୍ନ 
ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।     
(i)  ( ) 3 3f x x x= − 			     (ii) ( ) ( )sin cos , 0,2f x x x x= − ∈ π

(iii)  ( ) 2 , 0
2
xf x x

x
= + > 		   (iv) ( ) 2

1
2

f x
x

=
+

(v)  ( )
( )221

xf x
x

=
+

		   	 (vi) ( ) ( ) ( )4 21 2f x x x= − −

(vii) ( ) 3 22 6 6 5f x x x x= − + + 	

.	6 ପରୀକ୍ଷା କର କ ି‘f’ର  ସ୍ଥାନୀୟ ସର୍ବୋଚ୍ଚ କମି୍ୱା ସର୍ବନମି୍ନ ‘0’ ରେ ଅଛ ି।

(i)   ( )
2 3, 0

3 1, 0
x x

f x
x x
+ >

= − + £
		  (ii) ( )

2 3, 0
3 1, 0
x x

f x
x x
+ £

= − + >

(iii)    ( )
2 3, 0

3 1, 0
x x

f x
x x
+ ≥

= − + <
		  (iv) ( ) 1f x x x= + −

.	7 ନମି୍ନଲିଖିତ ଫଳନ ଗୁଡ଼କିର ସର୍ବୋଚ୍ଚ / ସର୍ବନମି୍ନ ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ।

(i)    ( ) 1 3f x x= − + + 		  (ii) ( ) sin 4 3f x x= +

(iii) ( ) ( )1, 1, 1f x x x= + ∈ −

ଉତ୍ତରମାଳା

1.  2
3 3

 

4.	 (i)	 ସର୍ବନମି୍ନ ମଲୂ୍ୟ =-2 		    		
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(ii)	 ସର୍ବନମି୍ନ ମଲୂ୍ୟ = -2
	 (iii)    	 ସର୍ବନମି୍ନ ମଲୂ୍ୟ = 1/3, ସର୍ବୋଚ୍ଚ ମଲୂ୍ୟ = 3

5.	 (i)     	 1ର ସର୍ବନମି୍ନ f (1)= -2, -1 ରେ ସର୍ବୋଚ୍ଚ, f (-1)= 2	   

	 (ii)   	 7
4
π  ରେ ସର୍ବନମି୍ନ 7 2

4
f  π = − 
 

, 3
4
π , ସର୍ବୋଚ୍ଚ 

3 2
4

f  π =   ,  	   

	 (iii)   	  x = 2 ରେ ସର୍ବନମି୍ନ, f (2) = 1

(iv)   	 0 ରେ ସର୍ବୋଚ୍ଚ, ( ) 10
2

f =

(v)       	1, ସର୍ବୋଚ୍ଚ ( ) 11
4

f = ,  1− ରେ ସର୍ବନମି୍ନ ( ) 11
4

f − = −   			 

(vi)     	
51,
3  ରେ ସର୍ବୋଚ୍ଚ ( )1 0f = , 

5 16
3 729

f   = 
 

, 2x = , ରେ ସର୍ବନମି୍ନ ( )2 0f =   	

(vii)	 ଗରଷି୍ଠ କମି୍ବା ଲଘିଷ୍ଠ ନାହିଁ।
       6. 	(i)	 ସର୍ବନମି୍ନ					     (ii)   ସର୍ବୋଚ୍ଚ
           (iii)	 ସର୍ବୋଚ୍ଚ କମି୍ବା ସର୍ବନମି୍ନ ନୁହେଁ	 	 (iv)    ସର୍ବନମି୍ନ
           7.  (i)     	 ସର୍ବୋଚ୍ଚ ମଲୂ୍ୟ =3  ସର୍ବନମି୍ନ ମଲୂ୍ୟ ନାହିଁ 		

(ii)   	 ସର୍ବନମି୍ନ ମଲୂ୍ୟ =2, ସର୍ବୋଚ୍ଚ ମଲୂ୍ୟ =4 	 (iii)   ସର୍ବୋଚ୍ଚ କମି୍ୱା ସର୍ବନମି୍ନ ମଲୂ୍ୟ ନାହିଁ ।

କେତେକ ବବିଧି ଉଦାହରଣ

ଗରିଷ୍ଠ ଓ ଲଘିଷ୍ଠ ରେ ଆଧାରିତ
ଉଦାହରଣ 2.54: ଦର୍ଶାଅ ଯେ ଦତ୍ତ ପରସିୀମା ସହତି ସମସ୍ତ ଆୟତକ୍ଷେତ୍ରରେ, ବର୍ଗର କ୍ଷେତ୍ରଫଳ ସବୁଠାର ବଡ । 
ସମାଧାନ:  ନଜିେ ଚେଷ୍ଟା କର।
ଉଦାହରଣ 2.55: ଦର୍ଶାଅ ଯେ ଦତ୍ତ କ୍ଷେତ୍ରଫଳ ସହତି ସମସ୍ତ ଆୟତକ୍ଷେତ୍ରରେ, ବର୍ଗର ପରସିୀମା ସବୁଠାର ଛ�ୋଟ । 
ସମାଧାନ:  ନଜିେ ଚେଷ୍ଟା କର।

ଉଦାହରଣ 2.56: ଯଦ ିଏକ ସମକୋଣୀ ତ୍ରିଭଜର ଏକ ବାହୁ ଓ କର୍ଣ୍ଣର ଲମ୍ବର ଯୋଗଫଳ ଦଆିଯାଇଛ,ି ତେବେ 
ଦର୍ଶାଅ ଯେ ତ୍ରିଭଜର କ୍ଷେତ୍ରଫଳ ସର୍ବୋଚ୍ଚ ହେବ ଯେତେବେଳେ ସେମାନଙ୍କ ମଧ୍ୟରେ କୋଣ 3

π  ହେବ । 
ସମାଧାନ:  ନଜିେ ଚେଷ୍ଟା କର। 
ଉଦାହରଣ 2.57: ଦର୍ଶାଅ ଯେ ଏକ ନରି୍ଦ୍ଦିଷ୍ଟ ବୃତ୍ତରେ ଉଲ୍ଲେଖ କରାଯାଇଥିବା ସମସ୍ତ ଆୟତକ୍ଷେତ୍ରରେ, ବର୍ଗର କ୍ଷେତ୍ର 
ସର୍ବାଧିକ।
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ସମାଧାନ:   ମନେକର ABCD, କେନ୍ଦ୍ର ‘O’ ଏବଂ ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ ‘r ‘ ବଶିଷି୍ଟ ଦତ୍ତ ବୃତ୍ତରେ ଅଙ୍କିତ ଏକ ଆୟତକ୍ଷେତ୍ର 

ମନେକର  ∠CAB = θ ତେବେ, 2 , 2 cosAC r AB r= = θ ଏବଂ 2 sinBC r= θ .

ମନେକର  ‘A’ ABCD ଆୟତକ୍ଷେତ୍ରର କ୍ଷେତ୍ରଫଳ 
ତେବେ, 2 24 sin cos 2 sin 2A AB BC r r= × = θ θ = θ 	
ତେଣୁ : 22 sin 2A r= θ    ଯେଉଁଠାରେ ‘r’ ଏକ ଧ୍ରୁବକ

\  	 24 cos 2dA r
d

= θ
θ

 ଏବଂ
2

2
2 8 sin 2d A r

d
= − θ

θ

ବର୍ତ୍ତମାନ 	 20 4 cos 2 0dA r
d

= ⇒ θ =
θ

⇒  	 cos 2 0 2
2
π

θ = ⇒ θ =  ଅର୍ଥାତ୍  
4
π

θ =

ଏବଂ 	
2

2 2
2

/4

8 sin 8 0
2

d A r r
d θ=π

  π
=− =− < θ 

\  	
4
π

θ =  ସର୍ବୋଚ୍ଚ ର ଏକ ବନି୍ଦୁ  । 

ତେଣୁ, ଯେତେବେଳେ 
4
π

θ =  କ୍ଷେତ୍ରଫଳ ସର୍ବୋଚ୍ଚ ହେବ, 

ଏହ ିପରସି୍ଥିତରିେ, 	 2 cos 2
4

AB r rπ
= =

 ଏବଂ 		  2 sin 2
4

BC r rπ
= =

ଏହପିର,ି AB BC=  ଏବଂ ABCD ଏକ ବର୍ଗକ୍ଷେତ୍ର ଅଟେ ।  

ଉଦାହରଣ 2.58. ଦର୍ଶାଅ ଯେ ଦତ୍ତ ବୃତ୍ତରେ ଅଙ୍କିତ ସର୍ବୋତ୍ତମ କ୍ଷେତ୍ରଫଳ ଯୁକ୍ତ ତ୍ରିଭଜ ଏକ ସମବାହୁ ତ୍ରିଭଜ ଅଟେ ।
ସମାଧାନ:  ମନେକର ABC, କେନ୍ଦ୍ର ‘O’ ଏବଂ ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ ‘r‘ ବଶିଷି୍ଟ ବୃତ୍ତରେ ଅଙ୍କିତ ଏକ ତ୍ରଭୁଜ । 
ସର୍ବୋଚ୍ଚ କ୍ଷେତ୍ରଫଳ ପାଇଁ ଶୀର୍ଷବନି୍ଦୁ  A, ଭୂମି BC ଠାର ସର୍ବାଧିକ ଦୂରତାରେ 
ରହବିା ଉଚତି।
ତେଣୁ ‘A’ ନଶି୍ଚିତ ବ୍ୟାସ ରେ BC ସହତି ଲମ୍ୱ ଭାବରେ ରହବି । 
ତେଣୁ  AD⊥ BC ତେଣୁ ତ୍ରିଭଜ ABC ନଶି୍ଚିତ ସମଦ୍ୱିବାହୁ ତ୍ରିଭଜ ହେବ ।
ମନେକର  ∠CAD= θ . 

ବର୍ତ୍ତମାନ,  BC= 2CD  = 2 sin 2OC θ = 2 sin 2r θ  
ଏବଂ, 	 ( ) ( )cos 2AD OA OD r r= + = + θ . 					  

ଚତି୍ର 2.13

ଚତି୍ର 2.14
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ମନେକର ‘A’ ତ୍ରିଭଜର କ୍ଷେତ୍ରଫଳ ଅଟେ ।

	 ତେବେ 	 ( )21 sin 2 1 cos 2
2

A BC AD r= × = θ + θ .

	 \	 ( ) ( ){ }2 sin 2 2sin 2 1 cos 2 .2cos 2dA r
d

= θ − θ + + θ θ
θ

  ( ){ } [ ]2 2 2 22 cos 2 sin 2 2cos 2 2 cos 4 cos 2r r= θ− θ + θ = θ+ θ

	 ଏବଂ 	 { } [ ]
2

2 2
2 2 4sin 4 2sin 2 4 2sin 4 sin 2d A r r

d
= − θ− θ = − θ+ θ

θ

	 ବର୍ତ୍ତମାନ 	 0 cos 4 cos 2 0dA
d

= ⇒ θ+ θ =
θ

	 ⇒  	 ( )cos 4 cos 2 cos 2θ = − θ= π− θ

	 ⇒  	 4 2
6
π

θ = π− θ ⇒ θ =

	 ଏବଂ 	
2

2 2
2

/6

24 2sin sin 6 3 0
3 3

d A r r
d θ=π

  π π =− + =− <    θ 

	 \  	
6
π

θ =  ସର୍ବୋଚ୍ଚ ର ଏକ ବନି୍ଦୁ  ।

ତେଣୁ, ଏହ ିପରସି୍ଥିତରିେ, ତ୍ରିଭଜର ପ୍ରତ୍ୟେକ କ�ୋଣ 
3
π 

    
ଅଟେ। 

ତେଣୁ  ABC ଏକ ସମବାହୁ ତ୍ରିଭଜ ।

ଘନବସ୍ତୁର ଘନଫଳ ଓ କ୍ଷେତ୍ରଫଳ ଆଧାରରେ ପ୍ରଶ୍ନ
ଉଦାହରଣ 2.59 ଦର୍ଶାଅ ଯେ, ଦତ୍ତ ଘନଫଳର ଏକ ସଲିିଣ୍ଡର ଯାହାର ଶୀର୍ଷ ଖୋଲା ଅଛ,ି ତାର ସଂପୂର୍ଣ୍ଣ ପଷୃ୍ଠ କ୍ଷେତ୍ରଫଳ 
ସର୍ବନମି୍ନ, ଯଦ ିଏହାର ଉଚ୍ଚତା ତାର ଭୂମିର ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ ସହ ସମାନ ହେବ। 
ସମାଧାନ:  ନଜିେ ଚେଷ୍ଟାକର ।
ଉଦାହରଣ 2.60 ଦର୍ଶାଅ ଯେ ଏକ ସଲିିଣ୍ଡର ର ଉଚ୍ଚତା ଯାହାର ଉପର ଖ�ୋଲା ଅଛ,ି ଏକ ଦତ୍ତ ପଷୃ୍ଠଭୂମି ଏବଂ ବୃହତମ 
ଘନଫଳ ଅଛ,ି ଏହାର ଭୂମିର ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ ସହତି ସମାନ ।
ସମାଧାନ:  ନଜିେ ଚେଷ୍ଟା କର
ଉଦାହରଣ 2.61 ଦର୍ଶାଅ ଯେ ଏକ ସଲିିଣ୍ଡର ର ଉଚ୍ଚତା ଯାହାର ଉପର ଖ�ୋଲା ଅଛ;ି ଯାହାର ପଷୃ୍ଠକ୍ଷେତ୍ରଫଳ ବୃହତମ 
ଘନଫଳ ( )1sin 1/ 3−

, ଅଟେ।
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ସମାଧାନ:  ନଜିେ ଚେଷ୍ଟା କରନ୍ତୁ .

ଉଦାହରଣ 2.62 ଦର୍ଶାଅ ଯେ ବର୍ଗାକାର ଭୂମି ସହତି ଏକ ବନ୍ଦ ଘନାକାର ବସ୍ତୁର ପଷୃ୍ଠ କ୍ଷେତ୍ରଫଳ ଏବଂ ଦତ୍ତ ଘନଫଳ 
ସର୍ବନିମ୍ନ ହେବ ଯେତେବେଳେ ଏହା ଏକ ଘନ ହେବ।
ସମାଧାନ:  ମନେକର ‘V‘ ଏକ ବନ୍ଦ ଘନାକାର ବସ୍ତୁର ସ୍ଥିର ଘନଫଳ ଯାହାର ଲମ୍ୱା a, ଚ�ୌଡା a ଏବଂ ଉଚ୍ଚତା h ଅଟେ। 

ମନେକର S, ଏହାର ପଷୃ୍ଠ କ୍ଷେତ୍ରଫଳ ।

ତେବେ :	 ( )V a a h= × ×   କମି୍ବା   2

Vh
a

= 	�  ... (1)

ବର୍ତ୍ତମାନ 	  ( ) ( )2 2 2 22 2 2 2 VS a ah ah a ah a
a

 = + + = + = + 
 

	 [(1)କୁ ଉପୟ�ୋଗ କଲେ]

ଅର୍ଥାତ୍ 		 2 22 VS a
a

 = + 
 

,  \  2

22 2dS Va
da a

 = − 
 

 ଏବଂ  
2

2 3

84d S V
da a

 = + 
 

ବର୍ତ୍ତମାନ 	  3 30dS V a a a h a h a
da

= ⇒ = ⇒ × × = ⇒ =

ଯେତେବେଳେ h = a, ଆମେ ପାଇବା : 
		  3V a=

	 \   	
2 3

2 3

84 4 12 0
h a

d S a
da a=

   
= + = >     

ତେଣୁ  S ସର୍ବ ନମି୍ନ ଯେତେବେଳେ ଲମୱ୍ା = a, ଚ�ୌଡା = a ଏବଂ ଉଚ୍ଚତା = a, ଅର୍ଥାତ, ଯେତେବେଳେ ଏହା ଏକ ଘନ ହୁଏ ।

ଉଦାହରଣ 2.63: ଦର୍ଶାଅ ଯେ ଦତ୍ତ ପଷୃ୍ଠର ଏକ ବନ୍ଦ ସଲିିଣ୍ଡରର ଉଚ୍ଚତା ଓ ସର୍ବାଧିକ ଘନଫଳ ଏହାର ଭୂମିର ବ୍ୟାସ 
ସହତି ସମାନ। 
ସମାଧାନ:  ନଜିେ ଚେଷ୍ଟା କର।
ଉଦାହରଣ 2.64: ଦର୍ଶାଅ ଯେ ସର୍ବାଧିକ ଘନଫଳର କୋନ ଯାହାକ ିଦତ୍ତ ଗୋଲକରେ ଏପର ିଅଙ୍କିତ ହୋଇପାରବି ଯେ 
ଏହାର ଉଚ୍ଚତାର ତନିଗୁିଣ, ଗୋଲକର ବ୍ୟାସର ଦୁଇ ଗୁଣ ସହତି ସମାନ। ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ R ର ଏକ ଗୋଲକରେ ଅଙ୍କିତ 
ସବୁଠାର ବଡ଼ କୋନର ଘନଫଳ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର। 
ସମାଧାନ: ମନେକର R ଦତ୍ତ ଗ�ୋଲକର ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ ଯାହାର କେନ୍ଦ୍ର O । ଏବଂ 
ମନେକର V ଅଙ୍କିତ କରାଯାଇଥିବା କ�ୋନ୍‍ର ଘନଫଳ, ଏହାର ଉଚ୍ଚତା, h ଏବଂ r  
ଭୂମିର ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ ।  
ଦତ୍ତ ଚତି୍ରରେ, ଆମେ ପାଉ

	 OD = AD – AO = (h – R)
ଚତି୍ର 2.15
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		  ( )22 2R h R r= − +    କମି୍ବା     ( )2 2r h R h= − 		  ... (1)

ବର୍ତ୍ତମାନ        ( )2 21 1 2
3 3

V r h h R h= π = π − 	 [ସମୀକରଣ(1) ଉପଯ�ୋଗ କଲେ ]

	 \ 	  ( )1 4 3
3

dV h R h
dh

= π −  				          	      

	 ଏବଂ 	
2

2

4 2
3

d V R h
dh

 = π − π 
 

ଗରଷି୍ଠ କମି୍ବା ଲଘିଷ୍ଠ ପାଇଁ, ଆମେ ପାଇବୁ

	
0dV

dh
=

	 ବର୍ତ୍ତମାନ, 0dV
dh

= 	 ⇒  ( )1 4 3 0
3

h R hπ − =

	 	 ⇒ 0h = 	କମି୍ବା   ( )4 3 0R h− = 	  ⇒   
4
3

h R= 			   [ ]0h ≠

	 ଏବଂ	
( )

2

2
4/3

4 0
3h R

d V R
dh =

  π
= − < 

 

ତେଣୁ, V  ସର୍ବୋଚ୍ଚ ଯେତେବେଳେ 4
3

h R= ,  ଅର୍ଥାତ୍ ଯେତେବେଳେ (3h = 2(2R)

ଅର୍ଥାତ୍ ଉଚ୍ଚତାର 3 ଗୁଣା = ବ୍ୟାସ 2 ଗୁଣା

ବୃହତ୍ତମ କ�ୋନ୍‌ର ଘନଫଳ =
2 31 16 4 322

3 9 3 81
R R RR π π× × − =  

ପ୍ରଶ୍ନମାଳା 2.9
1.	 8କୁ ଦୁଇଟ ିଧନାତ୍ମକ ଅଂଶରେ ବଭିାଜତି କର ଯେପର ିକ ିଗ�ୋଟଏିର ବର୍ଗ ଏବଂ ଦ୍ୱିତୀୟର ଘନର ଯ�ୋଗଫଳ 

ସର୍ବନମି୍ନ ହେବ।
2.	 ‘a' କୁ ଦୁଇଟ ି ଅଂଶରେ ବଭିାଜତି କର ଯେପରକି ି ଏକ ଅଂଶର pth ଘାତ ଦ୍ୱିତୀୟ ଅଂଶର qth ଘାତର 

ଗୁଣଫଳ ସର୍ବୋଚ୍ଚ ହୋଇପାରେ।    
3.	 ପ୍ରମାଣ କର ଯେ ଦତ୍ତ ପରସିୀମା ସହତି ସବୁଠାର ବଡ ଆୟତକ୍ଷେତ୍ର ଏକ ବର୍ଗକ୍ଷେତ୍ର ହେବ ।
4.	 ଏକ ଆୟତ କ୍ଷେତ୍ରରର ପରସିୀମାକୁ ଦେଖି ଦର୍ଶାଅ ଯେ, ଯେତେବେଳେ ଏହା ଏକ ବର୍ଗକ୍ଷେତ୍ର ହେବ ଏହାର 

କର୍ଣ୍ଣ ସର୍ବନମି୍ନ ହେବ ।
5.	 ପ୍ରମାଣ କର ଯେ ଦଆିଯାଇଥିବା କର୍ଣ୍ଣର ଏକ ସମକୋଣୀ ତ୍ରିଭଜର ପରସିୀମା ସର୍ବୋଚ୍ଚ, ଯେତେବେଳେ ତ୍ରିଭଜ 

ସମଦ୍ୱିବାହୁ ‌ହୁଏ।
6.	 ଦର୍ଶାଅ ଯେ, ନ୍ୟୁ ନତମ ବକ୍ରପଷୃ୍ଠ ଓ ଦଆିଯାଇଥିବା ଘନଫଳର ଲମ୍ବ ବୃତ୍ତୀୟ କୋନ୍‌ର ଉଚ୍ଚତା ହେଉଛ ିଭୂମିର 

ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧର 2 ଗୁଣା ସହ ସମାନ  ।
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7.	 ବକ୍ର 2 4y ax= ରେ ବନି୍ଦୁ  ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ଯାହାକ,ି (2,-8) ବନି୍ଦୁର ନକିଟତମ ଅଟେ।
8.	 ପ୍ରମାଣ କର ଯେ ବର୍ଗାକାର ଭୂମି ଓ ଦଆିଯାଇଥିବା ଘନଫଳ ଥିବା ବନ୍ଦ ଘନାକୃତ ିବସ୍ତୁର ପଷୃ୍ଠ କ୍ଷେତ୍ରଫଳ 

ସର୍ବନମି୍ନ ହେବ ଯେତେବେଳେ ଏହା ଏକ ଘନ।

ଉତ୍ତରମାଳା

1.  6 , 2 				    2. ,ap aq
p q p q+ +

			  7. (4,-4)

ଆକର୍ଷଣୀୟ ତଥ୍ୟ
	y ସର୍ବୋଚ୍ଚ ଏବଂ ସର୍ବନମି୍ନ ମଲୂ୍ୟ ଯାହା ଉଚ୍ଚତମ ଏବଂ ନମି୍ନତମ ଉପଯ�ୋଗ କର ିମିଳଛି,ି ଏକତ୍ରଭାବେ ଏହା 

ଚରମ ଭାବରେ ଜଣାଶୁଣା (ଚରମ ମଲୂ୍ୟର ବହୁବଚନ)
	y କାଜାଖସ୍ତାନର ଆସ୍ଥାନାରେ ବଶି୍ୱ ଏକ୍ସପ�ୋ 2017 ରେ ଏକ ଶଳି୍ପକଳା ପ୍ରଦର୍ଶିତ ହ�ୋଇଥିଲା, ଯାହାକୁ ଗରଷି୍ଠ/

ଲଘିଷ୍ଠ  ରୂପରେ ନାମିତ କରାଯାଇଥିଲା,ଯାହାର ଡଜିାଇନ ଅଦ୍ୱିତୀୟ ଥିଲା ।

ଭିଡଓି ସଂଯୋଗ (ଉତ୍ସ: NPTEL)

ଚରମ ମଲୂ୍ୟ -1

ବାସ୍ତବ ଜୀବନରେ ପ୍ରୟ�ୋଗ
	y ଔଷଧର ପ୍ରଭାବ ଅଧ୍ୟୟନ କର ି/ ର�ୋଗର ପ୍ରସାର ଅଧ୍ୟୟନ କରବିା ସମୟରେ ଚକିତି୍ସାରେ ପ୍ରୟ�ୋଗ ।     

(ଅର୍ଥାତ୍, କେତେ ସମୟ ପରେ ସର୍ବାଧିକ ଦକ୍ଷତା କରାଯାଏ)।
	y ପରମାଣୁ ଶକ୍ତି କ୍ଷେତ୍ରରେ କ୍ଷୟର ଅଧ୍ୟୟନ।
	y ବ୍ୟବସାୟରେ, ଶଳି୍ପ ସେମାନଙ୍କର ଲାଭକୁ ବୃଦ୍ଧି କରବିା କମିବ୍ା ସେମାନଙ୍କ କ୍ଷତ ିକମାଇବା ପାଇ ଁଏହ ିଧାରଣାକୁ 

ବ୍ୟବହାର କରେ, ଦ୍ରବ୍ୟର ମଲୂ୍ୟକୁ ଆକଳନ କର ିଏବଂ ଆହୁର ିମଧ୍ୟ କେତେ ଭଣ୍ଡାର ରଖିବାକୁ ହେବ।
	y ଜନସଂଖ୍ୟା ବୃଦ୍ଧି ବକ୍ର।
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ସମାହତି କଠନି ପ୍ରଶ୍ନାବଳୀ

ଉଦାହରଣ 1: ମନେକର f : [2, 5] ® R ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ଏବଂ (2, 5) ରେ ଅବକଳନୀୟ । ଧରାଯାଉ ଯେ [ ]2( ) ( )f x f x¢ = + π  
ସମସ୍ତ x ∈ (2, 5) ପାଇଁ। f(5) – f(2) ର ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର । 
ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ ଅଛ ି f, [2, 5]ରେ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ଏବଂ (2, 5)ରେ ଅବକଳନୀୟ ।
ତେଣୁ, ଲାଗ୍ରାଞ୍ଜଙ୍କ ମାଧ୍ୟମାନ ଉପପାଦ୍ୟ ଦ୍ୱାରା ଏଠାରେ ଅତକିମରେ ଏକ c ∈ (2,5) ଅଛ ିଯେପରକିି

( ) ( ) ( )
f b f a

f c
b a
−

¢=
−

		   	 ଏଠାରେ b = 5, a = 2

	ତେବେ 	
( ) ( ) ( )( )25 2

5 2
f f

f c
−

= + π
−

			   ( )( ) ( )2
0 2,5f c c ≥ ∀ ∈ 

		

		

( ) ( )5 2
3

f f−
≥ π

\	   	 ( ) ( )5 2 3f f− ≥ π

ଉଦାହରଣ 2. ପ୍ରମାଣ କର ଯେ cos 1xe x = ,ର  ଯେକ�ୌଣସ ିଦୁଇଟ ିମଳୂ ମଧ୍ୟରେ, sin 1 0xe x − =  ର ଅତ ିକମରେ 
ଗ�ୋଟଏି ମଳୂ ବଦି୍ୟମାନ ଅଛ ି।
ସମାଧାନ।  ପ୍ରଦତ୍ତ ଅଛ ି cos 1xe x = 		
ପୁନଃସଜ୍ଜିତ କରବିା ପରେ, ଆମେ ପାଇବା, 

cos xx e−=

ମନେକର                 f(x) = cos x – e–x

(i)  	Cosine ଫଳନ ଏବଂ ଘାତ‌ାଙ୍କ ଫଳନ ଉଭୟ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ଏବଂ R ରେ ଅବକଳନୀୟ,ତେଣୁ ପ୍ରତ୍ୟେକ ଅନ୍ତରାଳ 
[a, b] ରେ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ଓ ଅବକଳନୀୟ (ମନେକର)

(ii)	 ଧରାଯାଉ ଯେ ‘f’ ର ମଳୂ a,b ଅଟେ ।
	ତେବେ  	f(a) = f(b) = 0
	ତେ ଣୁ ର�ୋଲଙ୍କ ପ୍ରମେୟ ଦ୍ୱାରା, ∃ c ∈ (a, b), ଯେପରକିି

f ′(c) = 0
	 ବର୍ତ୍ତମାନ,	 f ′(x) = -sin x + e–x

	 ⇒		  – sin  c + e–c= 0
	 ⇒		  e–c = sin c

ଚତି୍ର 2.16
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କମିବ୍ା                      1 = ec sin c  
ଅର୍ଥାତ୍                ec sin c – 1 = 0

ଏହାର ଅର୍ଥ sin 1 0xe x − = ର ଗ�ୋଟଏି ମଳୂ  c ∈ (a, b)  ଅର୍ଥାତ୍, cos 1xe x = ର ଦୁଇଟ ିମଳୂ ମଧ୍ୟରେ ।
ଉଦାହରଣ 3: ପ୍ରମାଣ କର ଯେ ଦ୍ୱିଘାତ ସମୀକରଣ ( ) 23 2 0f x px qx r= + + = ର (0, 1) ରେ ଗ�ୋଟଏି ମଳୂ ଅଛ ି 
ଯଦ ିP + q + r= 0 

ସମାଧାନ ମନେକର  f(x) = px3 + 2qx + rx

 i)	 ସ୍ପଷ୍ଟ ଭାବରେ f (x), x ର ପଲିନୋମିଆଲ ହ�ୋଇଥିବାର ଅନ୍ତରାଳ [0.1]ରେ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ, 

 ii) 	f'(x) = 3px2 + 2qx + r ପୁଣି x ର ପଲିନ�ୋମିଆଲ ହ�ୋଇଥିବାର f (x), (1 ,0)ରେ ଅବକଳନୀୟ । 

iii)  f(0) = p(0)3 + q(0)2 + r(0) = 0

	 f(1) = p(1)3 + q(1)3 + r(1) = p + q + r = 0

ତେଣୁ, ର�ୋଲଙ୍କ  ଉପପାଦ୍ୟ ପୂରଣ ହେଲା । ଅତକିମରେ ଏଠାରେ ଗ�ୋଟଏି c ∈ (0, 1) ଅଛ ିଯେପର ିକି

			   f ′ (c) = 0
			   f ′(c) = 3pc2 + 2qc + r
	 କମି୍ୱା     	 f ′(c) = 0   ⇒     3pc2 + 2qc+ r = 0

ଯାହା କ ିc ରେ ଦ୍ୱିଘାତ ିଏବଂ c ∈ (0, 1)

ତେଣୁ (0, 1)ରେ 3px2 + 2qx + r = 0 ର ମଳୂ ଅଛ।ି

ଉଦାହରଣ 4.  ମନେକର ଫଳନ  f ସଂବୃତ  ଅନ୍ତରାଳ [a,b] ରେ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ, ବବୃିତ ଅନ୍ତରାଳ (a, b)  ରେ ଅବକଳନୀୟ 
ଏବଂ f ′(x) = 0 ସମସ୍ତ  x ∈ (a, b)  ପାଇ,ଁ ତେବେ ଦର୍ଶାଅ ଯେ  f , ଅନ୍ତରାଳ [a,b] ରେ ଧ୍ରୁବକ ।

ସମାଧାନ। f, [a,b]ରେ ଧ୍ରୁବକ ଦେଖାଇବା ପାଇଁ ଏହା ପ୍ରମାଣ କରବିା ପାଇଁ ଯଥେଷ୍ଟ ଯେ f(x) = f(a) ∀ x ∈ [a, b]
ମନେକର  x ∈ [a, b] ଯେପର ିକ ି x > a.
ବର୍ତ୍ତମାନ  [a, x] ରେ ମାଧ୍ୟମାନ ଉପପାଦ୍ୟ ପ୍ରୟ�ୋଗ କଲେ :  

(i)    f, [a,b] ରେ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ 
\  f, [a, x] ରେ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ

(ii)	 ଦତ୍ତ ଅଛି ଯେ  f , (a, b) ରେ ଅବକଳନୀୟ।
\  f, (a, x) ରେ ଅବକଳନୀୟ।
ଲାଗ୍ରାଞ୍ଜଙ୍କ ମାଧ୍ୟମାନ ଉପପାଦ୍ୟ ଦ୍ୱାରା, ଅତକିମରେ ଏଠାରେ ଗ�ୋଟଏି  c ∈ (a, x) ଅଛ ିଯେପର ିକି
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( ) ( ) ( )
f x f a

f c
x a
−

¢=
−

						      ... (1)

ଯେହେତୁ		  ( ) 0f c¢ = 			   ( )'( ) 0 ,f x x a b∴ = ∀ ∈  

ସମୀକରଣ (1) ରୁ 	 ( ) ( )
0

f x f a
x a
−

=
−

\ 	   		  ( ) ( ) 0f x f a− =

⇒	 	 	 ( ) ( )f x f a=  ଯକ�ୌଣସ ି x ∈ [a, b] ପାଇ.ଁ

\ 			  [a,b] ରେ f ଏକ ଧ୍ରୁବକ

ଉଦାହରଣ 5. ମନେକର ( )
2 1sin ,

0,

x
f x x

  
   =


 ଯଦ ି 0 < x ≤ 1

ଯଦ ି x = 0
ଏବଂ g (x) = x2 ସମସ୍ତ x ∈ [0,1] ପାଇଁ

ତେବେ  ଉଭୟ f ଏବଂ g, [0,1] ରେ ଅବକଳନୀୟ ଏବଂ g (x) > 0, x ≠ 0 ପାଇଁ, ଦର୍ଶାଅ ଯେ

( ) ( )
0 0

lim 0 lim
x x

f x g x
→ →

= =  ଏବଂ ( )
( )0

lim
x

f x
g x→

 ବଦି୍ୟମାନ ନାହିଁ,

ସମାଧାନ: ଏଠାରେ 	 ( )
2 1sin ,

0,

x
f x x

  
   =


 ଯଦ ି 0 < x ≤ 1

ଯଦ ି x = 0

			 
( ) 2

0 0

1lim lim sin 0, 0
x x

f x x x
x→ →

 = = ≠ 
 

ଆଉମଧ୍ୟ 		  ( ) ( )2 , 0,1g x x x= ∀ ∈

( ) 2

0 0
lim lim 0,
x x

g x x x
→ →

= = ∀

ବର୍ତ୍ତମାନ x ≠ 0 ପାଇଁ 	
( )
( )

2

20 0 0

sin1/ 1lim lim limsin
x x x

f x x x
g x xx→ → →

= =

( )sin= ¥

 			       = –1 ଏବଂ 1 ମଧ୍ୟରେ ଦ�ୋଳନ କରଥିାଏ 

			       =   ବଦି୍ୟମାନ ନାହିଁ
ଉଦାହରଣ 6.  f(x) ପାଇଁ ମ୍ୟାକ୍‌ଲରନି ପଲିନୋମିଆଲର nth ଅର୍ଡରର ଅବଶେଷ ବ୍ୟବହାର କର,ି ଯାହାକି

	 ( ) ( ) ( )
1

1 0, 0
1 !

n
n

n
xR x f c c x

n

+
+= ≥ £ £

+
  ଭାବରେ ସଂଜ୍ଞାବହୁତ ହୋଇଛି
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ମ୍ୟାକଲରନି ପଲିନୋମିଆଲର ଅତକି୍ରମରେ କ’ଣ ହେବ, ଯାହାକ ିsin(0.1) ଗଣନାରେ 10-6 ଅଧିକ, ପରମ ଯଥାର୍ଥ 
ତୃଟ ିପାଇବା ପାଇଁ ଆବଶ୍ୟକ।

	 ସମାଧାନ।: ଦତ୍ତ ଅଛ	ି ( ) ( ) ( )
1

1 0, 0
1 !

n
n

n
xR x f c c x

n

+
+= ≥ £ £

+

		  ( ) ( )
( ) ( )

1
10.1

0.1 0, 0 0.1
1 !

n
n

nR f c c
n

+
+= ≥ £ £

+

	 ଯେହେତୁ f(x)ର ଅବକଳଜ sin x ଏବଂ cos x ଏବଂ sin 1x £  ଓ cos 1x £

\ 	   			   ( )1 1nf c+ ≤

ବର୍ତ୍ତମାନ 			   ( ) ( )
( ) ( )

10.1
0.1 1

1 !

n

nR
n

+

£
+

( ) ( )
( )

10.1
0.1

1 !

n

nR
n

+

=
+

        ତେଣୁ,  ଯେତେବେଳେ		  ( ) 60.1 10nR −<

ଅର୍ଥାତ୍			    
( )
( )

1
60.1

10
1 !

n

n

+
−<

+

ଏହା କେବଳ ସମ୍ଭବ, ଯେତେବେଳେ	  n ≥ 4. 

କନି୍ତୁ , ଯେହେତୁ sin x ପାଇ ଁ ମ୍ୟାକଲଇନଙ୍କ ଗଲିନୋମିଆଲରେ କେବଳ ଅଯୁଗ୍ମ ପଦ ଅନ୍ତର୍ଭୁ କ୍ତ ଅଛ ିତେଣୁ, n ≥ 5.

ଉଦାହରଣ 7: ମନେକର ( ): 0,f R∞ →
 ଅବକଳନୀୟ  

ମନେକର ( ) ( )lim
x

f x f x L
→¥

¢+ = . 

ଦର୍ଶାଅ ଯେ ( )lim
x

f x L
→¥

=  ଏବଂ ( )lim 0
x

f x
→¥

¢ =

ସମାଧାନ:  ନଜିେ ଚେଷ୍ଟା କର।
ଉଦାହରଣ 8. ମନେକର ( ): ,f a b R→ ରେ ତନିଥିର ଅବକଳନୀୟ ଫଳନ 
ଯେପର ିକ ିf(a) = f (b) = 0 ଏବଂ 

f ′(a) = f ′(b) = 0 ତେବେ ପ୍ରମାଣ କର ଯେ  

ଏଠାରେ c ∈ (a, b) ବଦି୍ୟମାନ ଅଛ ିଯେପର ିକ ିf ′″(c) = 0 ଅଛ.ି

ସମାଧାନ:  ଏଠାରେ ( ): ,f a b R→ ରେ ଏକ ତନିଥିର ଅବକଳନୀୟ ଫଳନ ।

ଚତି୍ର 2.16
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⇒ f,  [a, b] ରେ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ଏବଂ f,  (a, b) ରେ ଅବକଳନୀୟ ଏବଂ 

ଆାଉ ମଧ୍ୟ f(a) = f(b) = 0 

ତେବେ ର�ୋଲଙ୍କ ପ୍ରମେୟ ଦ୍ୱାରା, ଏଠାରେ ଅତକିମରେ ଗ�ୋଟଏି G ∈ (a, b) 

ବଦି୍ୟମାନ ଅଛ,ି ଯେପର ିକ ି ( )1 0f c¢ = 	
ଆଉଥରେ ର�ୋଲଙ୍କ ପ୍ରମେୟ f ′ ପାଇଁ ପ୍ରୟ�ୋଗ କଲେ, 

	 i) 	 f ′,    [a, b] ରେ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ଏବଂ ତେଣୁ [a, c1] ଓ [c1, b] ରେ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ । 

	 ii) 	 f ′, (a, b) ରେ ଅବକଳନୀୟ, ତେଣୁ (a, c1) ଓ (c1, b) ରେ ଅବକଳନୀୟ 

	 iii) 	 f ′(a) = f ′(c1) = f(b) = 0 						         

	 ର�ୋଲଙ୍କ ପ୍ରମେୟ ଦ୍ୱାରା, ଏଠାରେ ଅତକିମରେ ଗ�ୋଟଏି c2  ∈ (a, c1) ଅଛ ିଏବଂ ଗ�ୋଟଏି c3 ∈ (c1, b)  
ଅଛ ିଯେପର ିକି

c2 ∈ (a, c1) ପାଇ ଁf ″(c2) = 0,
ଏବଂ          c3 ∈ (c1, b) ପାଇ ଁf ″ (c3) = 0, 

ଏହପିର ି (c2, c3) ରେ, f ″  ରେ ର�ୋଲଙ୍କ ପ୍ରମେୟ ପ୍ରୟ�ୋଗ କଲେ, f ″  ଯେହେତୁ,  [c2, c3]ରେ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ 
ଏବଂ (c2, c3)ରେ ଅବକଳନୀୟ ଏବଂ f ″(c2) = f ″(c3) = 0 ତେବେ ଏଠାରେ ଅତକିମରେ  ଗ�ୋଟଏି c ∈ 
(c2, c3) ବଦି୍ୟମାନ ଅଛ,ି ଯେପର ିକ ିc ∈ (c2, c3) ପାଇ ଁ f ′″(c) = 0, 
ତେଣୁ	 c ∈ (a, b) ପାଇ ଁf ′″(c) = 0,  

ଉଦାହରଣ 9: 24 ସେଣ୍ଟିମିଟର ବାହୁ ବଶିଷି୍ଟ ଏକ ବର୍ଗାକାର ଟଣି ଖଣ୍ଡକୁ ପ୍ରତ୍ୟେକ କୋଣରୁ ଏକ ବର୍ଗ କାଟ ିଏବଂ ଶୀର୍ଷ 
ନଥିବା ଏକ ବାକ୍ସ ଗଠନ ପାଇଁ ଫ୍ଲାପଗୁଡ଼କୁି ଭାଙ୍ଗିକର ିଏକ ବାକ୍ସରେ ତଆିର ିକରାଯିବ। କାଟବିା ପାଇଁ ବର୍ଗର ପାର୍ଶ୍ୱ କ’ଣ 
ହେବା ଉଚତି ଯାହାଦ୍ୱାରା ବାକ୍ସର ଘନଫଳ ସର୍ବାଧିକ ହେବ। ଆଉ ମଧ୍ୟ ଏହ ିସର୍ବାଧିକ ଘନଫଳ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।
ସମାଧାନ: ମନେକର ବର୍ଗର ପ୍ରତ୍ୟେକ ବାହୁ ଯାହାକୁ କ ିକଟାଯାଇଛ ି= x

\   	 ବାକ୍ସ ପାଇ,ଁ 	 ଲମ୍ବ = 24–2x

				    ପ୍ରସ୍ଥ = 24–2x

				    ଉଚ୍ଚତା = x

ମନେକର ବାକ୍ସର ଫଳାଫଳ ( )224 2V x x= −  

\ 	   	 ( )( ) ( )2.2 24 2 2 24 2 .1dV x x x
dx

= − − + −

		  ( )( )24 2 24 6x x= − −  
ଚତି୍ର 2.17
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ଗରଷି୍ଠ କମି୍ବା ଲଘିଷ୍ଠ ପାଇଁ, 0dV
dx

=

⇒		  ( )( )24 2 24 6 0 4,12x x x− − = ⇒ = 	

		  4x = 			   [ x =12ସେ.ମ ି ସମ୍ଭବ ନୁହେ]ଁ 

ଆଉମଧ୍ୟ   	 ( )( ) ( )( )
2

2 24 2 6 24 6 2d V x x
dx

= − − + − −  

		  4x = ରେ   	  	 ( )( )
2

2 24 8 6d V
dx

= − − = ଋଣାତ୍ମକ

⇒  	 ଯେତେବେଳେ 4x = V ହେବ ସର୍ବାଧିକ
\ 		 ଯେତେବେଳେ ବର୍ଗର ବାହୁ ପ୍ରତ୍ୟେକ କ�ୋଣରୁ 4 ସେଣ୍ଟିମିଟର କଟାଯାଏ, ଘନଫଳ ସର୍ବାଧିକ ହେବ।

\ 		 ସର୍ବାଧିକ ଘନଫଳ = 4(24 – 8)2 = 1024 ଘନ ସେଣ୍ଟିମିଟର

ଉଦାହରଣ 10: ଶୀର୍ଷରେ ଖୋଲାଥିବା ଏକ ଆୟତାକାର ଭୂମି ଓ ଆୟତାକାର ପାର୍ଶ୍ୱ ଥିବା ଏକ ଟାଙ୍କି ତଆିର ିକରାଯିବ, 
ଯାହାର ଗଭୀର 2 ମିଟର ଓ ଘନଫଳ 8 ଘନ ମିଟର ଅଟେ। ଯଦ ିଟାଙ୍କିର ନରି୍ମାଣ ପାଇଁ ଭୂମିର ଖର୍ଚ୍ଚ `70 ପ୍ରତ ିବର୍ଗ 
ମିଟର ପିଛା ଓ ପାର୍ଶ୍ୱର ଖର୍ଚ୍ଚ `45 ପ୍ରତ ିବର୍ଗ ମିଟର ପିଛା ହୋଇଥାଏ, ତେବେ ସର୍ବନମି୍ନ କେତେ ଟଙ୍କା ଖର୍ଚ୍ଚରେ ଟାଙ୍କି 
ନରି୍ମାଣ କରାଯାଇ ପାରବି।

ସମାଧାନ:  ମନେକର x ମିଟର ଓ y ମିଟର ଟ୍ୟାଙ୍କିର ଭୂମିର ବାହୁ ଅଟେ । ଟ୍ୟାଙ୍କିର ଗଭୀର 2 ମିଟର ଦତ୍ତ ଅଛ।ି

	ଟ ୍ୟାଙ୍କିର ଘନଫଳ = 	 32xy m

	 Þ 			   2 8xy =

	 Þ 			   4xy = 		  [ ଟ୍ୟାଙ୍କିର ଘନଫଳ = 38m (ଦତ୍ତ ଅଛ)ି]
	ଟ ୍ୟାଙ୍କିର ଭୂମିର କ୍ଷେତ୍ରଫଳ = (x × y) M2

ବର୍ତ୍ତମାନ, ଏଠାରେ ଦଆିଯାଇଛ ି ଯେ ଟ୍ୟାଙ୍କିର ଭୂମିର ନରି୍ନାଣ ଖର୍ଚ୍ଚ ବର୍ଗମିଟର ପିଛା 70 ଟଙ୍କା ।

\  ଟ୍ୟାଙ୍କିର ଭୂମିର ନରି୍ମାଣ ମଲୂ୍ୟ =  70 xy

	ଟ ୍ୟାଙ୍କିର ପାର୍ଶ୍ୱ ଗୁଡ଼କିର ସମଦୁାୟ କ୍ଷେତ୍ରଫଳ 

	 = (2x + 2x + 2y + 2y) M2 = 4(x + y) M2

	 ଦତ୍ତ ଅଛ ିଯେ ଟ୍ୟାଙ୍କିର ପାର୍ଶ୍ୱର ନରି୍ମାଣ ମଲୂ୍ୟ ବର୍ଗ ମିଟର ପିଛା 45 ଟଙ୍କା । 		
	ଟ ୍ୟାଙ୍କିର ପାର୍ଶ୍ୱର ନରି୍ମାଣ ମଲୂ୍ୟ= 180(x + y) 

	ମନେ କର ‘C ‘ ହେଉଛ ିଟ୍ୟାଙ୍କିର ନରି୍ମାଣରେ ସମଦୁାୟ ମଲୂ୍ୟ 

		  C = ` [70xy + 180 (x + y)]
ଚତି୍ର 2.18
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  =` ( ) 470 4 180 x
x

  + +    
	 [ ]4xy = 	

  =` 
720280 180x

x
 + +  

	     \  	       
2

720180dC
dx x

= −

ଗରଷି୍ଠ କମି୍ବା ଲଘିଷ୍ଠ ପାଇଁ, 0dC
dx

=

       ଅର୍ଥାତ୍ 	 2
2

720180 0 4 2x x
x

− = ⇒ = ⇒ = 	 [ x,  ଋଣାତ୍ମକ ହ�ୋଇପାରବି ନାହିଁ]

ବର୍ତ୍ତମାନ  	
2

2 3

140d C
dx x

=

x = 2 ରେ,    ( )
2

2 3

1440
2

d C
dx

= = ଧନାତ୍ମକ (+ve) 	

\  C (ଅର୍ଥାତ୍ ମ�ୋଟ୍‍ ମଲୂ୍ୟ) ସର୍ବନମି୍ନ ଯେତେବେଳେ 2x =

ତେଣୁ ଟାଙ୍କି ନରି୍ମାଣରେ ସର୍ବନମି୍ନ ଖର୍ଚ୍ଚ =  ` ( ) 720280 18 2
2

 + +  
=  ` 1000

ସାରାଂଶ

1.	 ର�ୋଲଙ୍କ ପ୍ରମେୟ, ମାଧ୍ୟମାନ ଉପପାଦ୍ୟ ପ୍ରୟ�ୋଗ କରବିା ପାଇଁ ଆବଶ୍ୟକ ସର୍ତ୍ତ ଏହାକ ିଫଳନ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ଓ 
ଅବକଳନୀୟ ହେବା ଉଚତି୍ ।

2.	 f (x) ର ବସି୍ତାର,  x ର ଘାତାଙ୍କରେ  (ମ୍ୟାକଲରନିଙ୍କ ଶ୍ରେଣୀ) 

	 ( ) ( ) ( ) ( )
2

0 0 0 ...
2!
xf x f xf f¢ ¢¢= + + +

	 x = a ରେ, ଫଳନ f(x) ର ବସି୍ତାର (x-a)ର ଘାତାଙ୍କରେ (ଟେଲରଙ୍କ ଶ୍ରେଣୀ)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

...
2!

x a
f x f a x a f a f a

−
¢ ¢¢= + − + +

3.	 ଅନରି୍ଣ୍ଣେୟ ରୂପ
	 i.   0

0
  		  ii.    ¥

¥
 		  iii.    0×¥  	 iv.    ¥−¥

	 v.    1¥                     vi.    00           		  vii.    0¥



200 | କଳନ ଏବଂ ର�ୈଖିକ ବୀଜଗଣିତ

4.	 ଲ�ୋପିତାଲଙ୍କ ନୟିମ (L'Hospital Rule)

	 ଯଦ ି ( ) ( )lim 0
x a

f x f a
→

= = ଓ ( ) ( )lim 0
x a

g x g a
→

= = ହୁଏ ତେବେ  ( )
( )

( )
( )

lim lim
x a x a

f x f x
g x g x→ →

¢
=

¢

5.	 ସୀମା ମାନକ ଫଳାଫଳ ଗୁଡ଼କି

	 a. 
0

sinlim 1
x

x
x→

= 	  b. 
0

tanlim 1
x

x
x→

=          c. 
0

1lim log
x

x

a a
x→

−
=        d. 

0

1lim 1
x

x
e

x→

 + = 
 

6.	 ଗରଷି୍ଠ ଓ ଲଘିଷ୍ଠ: ଫଳନ  f (x) ପାଇ,ଁ ଆମେ f ′(x) ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କରବିା ଏବଂ ଏହାକୁ ଶୂନ୍ୟ ସହତି ସମାନ 
କରବିା। ଅର୍ଥାତ୍  f ′(x) = 0 ଯାହାକ ି f (x) ର କ୍ରାନ୍ତିକ ବନି୍ଦୁ  ଦେଇଥାଏ । ବର୍ତ୍ତମାନ ଏହ ିକ୍ରାନ୍ତିକ ବନି୍ଦୁଗୁଡ଼ିକରେ 
ଆମେ f (x) ର ଗରଷି୍ଠ ଓ ଲଘିଷ୍ଠ ଯାଞ୍ଚ କରବିା।

ପରିସ୍ଥିତ ିI:	� ପ୍ରଥମେ କ୍ରାନ୍ତିକ ବନି୍ଦୁ  ଗୁଡ଼କିରେ  f ″(x) ନରି୍ଣ୍ଣୟ କରନ୍ତୁ , ଯଦ ିf ″(x) > 0 ହୁଏ ତେବେ 
କ୍ରାନ୍ତିକ ବନି୍ଦୁ  ହେଉଛ ିଲଘିଷ୍ଠ ବନି୍ଦୁ।

ପରିସ୍ଥିତ ିII:	 ଯଦ ିf ″(x) < 0, ତେବେ କ୍ରାନ୍ତିକ ବନି୍ଦୁ  ହେଉଛ ିଗରଷି୍ଠ ବନି୍ଦୁ।

8.	 ଫଳନ ଗୁଡ଼କିର କଛି ିମାନକ ବସି୍ତାର

a. 
3 5

sin ...
3! 5!
x xx x= − + + 			   b. 

2 4 6

cos 1 . ...
2! 4! 6!
x x xx = − + − +         

c. 
3

52tan ...
3 15
xx x x= + + +       		  d. 

52 3

1 ...
2! 3!

x x xe x= + + + +

e. ( )
2 3 4

log 1 ...
2 3 4
x x xx x+ = − + − ଯଦ ି 1x < 		

f. ( )
2 3 4

log 1 ...
2 3 4
x x xx x− = − − − −

g. ( )1 ,nx−  1x < ପାଇଁ 

	 ( ) ( )( )2 31 1 2
1 ...

2! 3!
n n n n n

nx x x
− − −

= + + + 1x <
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ବସ୍ତୁନଷି୍ଟ ପ୍ରଶ୍ନାବଳୀ

1.	 ( )
5. !lim

5.6... 5p

p p
p→¥ + ର ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ।

	 a.   4!			   b. 5!			   c.   0			   d.   π

2.	 ( )2

0

sin
lim
x

x

x→
ର ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ।

	 a. ¥ 			   b. -1			   c.   0			   d.   22

3.	 ( )
0

1 1 cos 2
2lim

x

x

x→

−  ର ମଲୂ୍ୟ।

	 a. 1			   b. -1			   c.   0			   d. ବଦି୍ୟମାନ ନାହିଁ 

4.	 ର�ୋଲଙ୍କ ପ୍ରମେୟର ସତ୍ୟତା ପରୀକ୍ଷା କରବିା ପାଇଁ କେଉଁଟ ିଆବଶ୍ୟକ  ?
	 i.   ବବୃିତ ଅନ୍ତରାଳରେ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ଏବଂ ଅବକଳନୀୟ
	 ii.  ବବୃିତ ଅନ୍ତରାଳରେ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ଏବଂ ସଂବୃତ ଅନ୍ତରାଳରେ ଅବକଳନୀୟ
	 iii. ସଂବୃତ ଅନ୍ତରାଳରେ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ଏବଂ ବବୃିତ୍ତି ଅନ୍ତରାଳରେ ଅବକଳନୀୟ
	 iv.  ସଂବୃତ ଅନ୍ତରାଳରେ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ଏବଂ ଅବକଳନୀୟ

5.	 ଯେତେବେଳେ [a, b] ରେ f (x) ପାଇଁ ର�ୋଲଙ୍କ ପ୍ରମେୟର ସତ୍ୟତା ପରୀକ୍ଷା ହେଉଛ ିତେବେ, ଏଠାରେ  ‘c‘ ଏପର ି 
ବଦି୍ୟମାନ ଅଛ ିଯେପରକି ି

	 a. c ∈ [a, b] ଯେପର ିକ ି f ′(c) = 0                b. c ∈ (a, b) ଯେପର ିକ ିf ′(c) = 0
	 c. c ∈ [a, b) ଯେପର ିକ ିf ′(c) = 0                  d.  c ∈ (a, b] ଯେପର ିକ ିf ′(c) = 0

6.	 ଯଦ ିଫଳନ  f(x) = x2 – 8x + 12, (2, 6) ରେ ର�ୋଲଙ୍କ ପ୍ରମେୟ ର ସର୍ତ୍ତକୁ ପୂରଣ କରେ, ‘c‘ ର ମଲୂ୍ୟ 
ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ଯେପର ିକ ିf ′(c) = 0

	 a. 6 			   b. 4			   c.   8			   d.   2
7.	 ଯଦି ( ) sin xf x

x
= , ତେବେ ଅନ୍ତରାଳ [0, 18 π ]ରେ କେତ�ୋଟ ିବନି୍ଦୁ  ବଦି୍ୟମାନ ଅଛ ିଯେପର ିକ ି f '(c) = 0  

	 a. 8		  b. 9		  c.   17		  d.   18

8.	 ଯଦ ି ( ) ( ) [ ]2log 10 , 3,3f x x x= − ∈ − , ତେବେ ଅନ୍ତରାଳ [–3, 3]ରେ ସେହ ିବନି୍ଦୁ  ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ଯେଉଁଠାରେ 
ସ୍ପର୍ଶରେଖାର ଆନତ ି(ସ୍ଲୋପ) ଶୂନ୍ୟ ହୁଏ। 

	 a   0 			   b. 2
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      c. ର�ୋଲଙ୍କ ପ୍ରମେୟ ପ୍ରୟ�ୋଗ ହୁଏ ନାହିଁ  କାରଣ ଫଳନ [–3, 3] ରେ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ନୁହେଁ।
	 d. ର�ୋଲଙ୍କ ପ୍ରମେୟ ପ୍ରୟ�ୋଗ ହୁଏ ନାହିଁ , କାରଣ ଫଳନ [–3, 3] ରେ ଅବକଳନୀୟ ନୁହେଁ।

9.	 ଅନ୍ତରାଳ [0, 1] ରେ ବକ୍ର f (x) = x3 + x2 + x + 1 ରେ  ‘c’ ର ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର, ଯେଉଁଠାରେ ଏକ 
ବକ୍ରକୁ ସ୍ପର୍ଶ ରେଖାର ଆନତ,ି (0, 1) ଓ (1, 4)  ସଂଯ�ୋଗ ରେଖାର ଆନତ ିସହ ସମାନ ।

	 a.  0.64                 b.  0.44		  c. 0.54			   d. 0.34

10.	 ଫଳନ  f (x) = x3  + x + 1, ପାଇ ଁଆାମ ପାଖରେ କଛି ିର�ୋଲଙ୍କ ବନି୍ଦୁ  ନାହିଁ । ବାମାବର୍ତ୍ତ ଦଗିରେ 60ଡଗି୍ରୀ 
ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ କର,ି ସ୍ଥାନାଙ୍କ ଅକ୍ଷଗୁଡ଼କି ରୂପାନ୍ତରତି ହୋଇଛ।ି ‌େ‌ତବେ ନୂଆ ରୋଲିଙ୍କ ବନି୍ଦୁ  ହେଉଛ ି?

	 a. 3 / 2 			   b. ଫଳନରେ କଦାପି ର�ୋଲଙ୍କ ବନି୍ଦୁ  ହ�ୋଇପାରବି ନାହିଁ

	 c. 3 				    d. 
3 1
3
−

11.	 ବକ୍ର y = log xରେ ସେହ ିବନି୍ଦୁ  ଖ�ୋଜ ଯେଉଁଠାରେ ସ୍ପର୍ଶରେଖା, (1, 0) ଏବଂ(e, 1) ବନି୍ଦୁ କୁ ସଂଯ�ୋଗ 
କରୁଥିବା ଜ୍ୟା ସହତି ସମାନ୍ତର ଅଟେ ।

	 a.  e                         b.  e – 1                             c. 1 – e                             d. –e

12.	 ଯଦ ିମାଧ୍ୟମାନ ଉପପାଦ୍ୟରେ  f(a) = f(b), ତେବେ ଏହା ହେବ 
	 a.  ଲେବନଜି୍‍ଙ୍କ ଉପପାଦ୍ୟ                  	 b. ର�ୋଲଙ୍କ ପ୍ରମେୟ 
	 c. ଏକ ଫଳନର ଟେଲରଙ୍କ ଶ୍ରେଣୀ  		 d. କ�ୋଶୀଙ୍କ ଉପପାଦ୍ୟ 
13.	 ଯଦ ିf(x) = sin x. cos x ଅନ୍ତରାଳ (0, x), ରେ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ଏବଂ ଅବକଳନୀୟ ତେବେ

	 a.  cos .sin1 sin 2x x x
x

< < 		  b. cos .sin1 cos 2x x x
x

< <

	 c. cos .sin1 cos 2x x x x
x

< < 		  d. cos .sin1 1 cos 2x x x
x

< < +

14.	 ଅନ୍ତରାଳ [0, 1] ରେ ଫଳନ x25(1-x)75 ର ସର୍ବୋଚ୍ଚ ମଲୂ୍ୟ ହେବ।
	 a.  0 			   b.  1/ 2                    c. 1		  d. 1/ 4

15.	 x = 0 ରେ ଫଳନ f(x)=e-x2 ପାଇଁ ଟେଲରଙ୍କ ଶ୍ରେଣୀରେ, x2 ର ସହଗ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।
	 a.  1/ 4          		 b. -1                    c. 1/ 2 		  d. -2

16.	 f(x) = 1 + 2x2 + 4x4 + 6x6 + ... + 100x100 ଏକ ବାସ୍ତବ ଚଳରାଶ ିx ର ପଲିନୋମିଆଲ ହେଲେ,  
f(x) ର ଅଛି

	 a.  ନା ସର୍ବୋଚ୍ଚ କମି୍ୱା ସର୍ବନମି୍ନ		  b. କେବଳ ଗ�ୋଟଏି ସର୍ବୋଚ୍ଚ
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	 c.  କେବଳ ଗ�ୋଟଏି ସର୍ବନମି୍ନ		  d. ଗ�ୋଟଏି ସର୍ବୋଚ୍ଚ ଏବଂ ଗ�ୋଟଏି ସର୍ବନମି୍ନ

17.	 ମ୍ୟାକଲରନି୍‍ଙ୍କ ଶ୍ରେଣୀର ବ୍ୟବହାର କର ିଫଳନ f(x)ର ବସି୍ତାର ହେଉଛ।ି

	 a.  ( ) ( ) ( ) ( )
2 3

0 0 0 0 ...
1! 2! 3!
x x xf f f f¢ ¢¢ ¢¢¢+ + + +    b. ( ) ( ) ( )

2 3

1 0 0 0 ...
1! 2! 3!
x x xf f f¢ ¢¢ ¢¢¢+ + + +

      c.  ( ) ( ) ( )
2

0 0 0 ...
1! 2!
x xf f f¢ ¢¢− + + 	         d. ( ) ( ) ( ) ( )

2 3

1 1 1 1 ...
1! 2! 3!
x x xf f f f¢ ¢¢ ¢¢¢+ + + +

18.	 ବାସ୍ତବ ସଂଖ୍ୟା x କୁ ଯେବେ ଏହାର ବ୍ୟତକି୍ରମ ଯ�ୋଗ କରାୟାଏ ତେବେ ଯ�ୋଗର ଯୋଗଫଳର ମଲୂ୍ୟ 
‘x‘ ରେ ହେବ ?

	 a.  -2      		  b. 2                  c. 1		     d. –1

19.	 ଯଦ ିଫଳନ f(x) = 2x2 – 9ax2 + 12a2x + 1, ଯେଉଁଠାରେ  a > 0, ଯଥାକ୍ରମେ p ଏବଂ q ରେ ଏହାର 
ସର୍ବୋଚ୍ଚ ଓ ସର୍ବନମି୍ନ ମଲୂ୍ୟ ହାସଲ କରେ, ଯେପର ିକ ିp2 = q, ତା’ପରେ 'a' ସହତି ସମାନ। 

	 a.  1/2   		  b.  3  		  c. 1                     d. 2
20.	 ଫଳନ  f(x) ପାଇ ଁମ୍ୟାକଲାରନିଙ୍କ ବସି୍ତାର ସତ୍ୟ ହେବା ପାଇ ଁଆବଶ୍ୟକ ସର୍ତ୍ତ ।
	 a.  ଏହା ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ହେବା ଉଚତି୍ 		  b.  ଏହା ଅବକଳନୀୟ ହେବା ଉଚତି୍            
	 c. ପ୍ରତ୍ୟେକ ବନି୍ଦୁରେ ଏହା ବଦି୍ୟମାନ ହେବା ଉଚତି	
	 d. ଏହା ଉଭୟ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ଏବଂ ଅବକଳନୀୟ ହେବା ଉଚତି 

ଉତ୍ତରମାଳା
1. a	 2.  c	 3.  d	 4.  c
5.  b 	 6.  b	 7.  d	 8. a
9.  c 	 10.  d	 11. b	 12. b

13.  b	 14.  d	 15. b	 16. c
17.  a	 18.  c	 19. c	 20. d

ଅସମାହତି କଠନି ପ୍ରଶ୍ନାବଳୀ 

1.	 ମନେକର f(x), R ରେ ଏକ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ଓ ଅବକଳନୀୟ ଫଳନ, ତେବେ ଦର୍ଶାଅ ଯେ f(x) ର ଯେକ�ୌଣସ ି
ଦୁଇଟ ିବାସ୍ତବକି ମଳୂ ମଧ୍ୟରେ  f ′(x) ର ଅତ ିକମରେ ଗ�ୋଟଏି ମଳୂ ବଦି୍ୟମାନ ଅଛ ି।

2.	 ମନେକର  f : [a, b] → R  ତନିଥିର ଅବକଳନୀୟ ଫଳନ ଯେପର ିକ ିf(a) = f(b) = f ′(a) = f ″(a) 
= 0, ତେବେ ପ୍ରମାଣ କର ଯେ ଏଠାରେ c ∈ (a, b)  ବଦି୍ୟମାନ ଅଛ ିଯେପର ିକ ିf ′″(c) = 0.
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3.	 ମାଧ୍ୟମାନ ଉପପାଦ୍ୟ ବ୍ୟବହାର କର ିପ୍ରମାନ କର ଯେ  | sin x – sin y | ≤ | x – y | ∀ x, y ∈ R.

4.	 ମନେକର  f : (0, ¥) → R ଏକ ଅବକଳନୀୟ ଫଳନ ତେବେ ପ୍ରମାଣ କର ଯେ,ଯେକ�ୌଣସ ିa > 0 ପାଇ,ଁ 

	 ଯଦ ି ( ) ( )( )lim
x

af x f x L
→¥

¢+ = ତେବେ  ( )lim
x

Lf x
a→¥

=

5.	 ଯଦ ିa0 + a1 + ... + an = 0 ଯେଉଁଠାରେ  ai ∈ R, 1 ≤ i ≤ n ତେବେ ଦର୍ଶାଅ ଯେ  a0 + 2a1x + 

... + (n + 1)an xn = 0 ର, (0, 1) ରେ ଅତକିମରେ ଗ�ୋଟଏି ବାସ୍ତବ ମଳୂ ଅଛ ି ।
6.	 ମାଧ୍ୟମାନ ଉପପାଦ୍ୟ ବ୍ୟବହାର କର ିପ୍ରମାଣ କର ଅସମାନତା :

		  logy x y y x
y x y
− − < < 

 
ସମସ୍ତ 0 x y< < ପାଇଁ 

7.	� ମନେକର ( )
2 1sin , 0

0, 0

x x
f x x

x

   ≠   =
 =

ଏବଂ ( ) sing x x x R= ∀ ∈ , ଦର୍ଶାଅ ଯେ 
( )
( )

lim 0
x a

f x
g x→

=  

	 କନି୍ତୁ  
( )
( )lim

x a

f x
g x→

′
′ ବଦି୍ୟମାନ ନାହିଁ  ।

8.	 ମନେକର :f R R→ ଏକ ଅବକଳନୀୟ ଫଳନ ଯେପର ିକ ି
( )

4
df x

dx
£   ଓ  ( )0 0f =  ତେବେ ପ୍ରମାଣ 

କର ଯେ f(1) ∈ [–4, 4] ଏବଂ  f(2) ∈ [–8, 8].

9.	 ମନେକର  I ଏକ ଅନ୍ତରାଳ ଏବଂ :f I R→ , I ରେ ଅବକଳନୀୟ ଦର୍ଶାଅ ଯେ ଯଦ ିଅବକଳଜ f ′, I ରେ 
କଦାପି ଶୂନ୍ୟ ନୁହେଁ ତେବେ:  f ′(x) > 0 ∀ x ∈ I  କମି୍ବା   f ′(x) < 0 ∀ x ∈ I.

10.	 ଦର୍ଶାଅ ଯେ, ଉଚ୍ଚତା h ଓ ଅର୍ଦ୍ଧ-ଶୀର୍ଷକୋଣ 300 ର ଏକ କୋନରେ ଅଙ୍କନ କରାଯାଇଥିବା ବୃହତ୍ତମ ସଲିିଣ୍ଡରର 

ଘନଫଳ 34
81

hπ ଅଟେ। 

11.	 ଏକ ପାଣି ଟାଙ୍କି ଓଲଟା ଲମ୍ବ ବୃତ୍ତୀୟ କୋନ ଆକାରରେ ଅଛ।ି ଯାହାର ଅକ୍ଷ ଭୂଲମ୍ବ ଏବଂ ଶୀର୍ଷ ନମି୍ନତମ। 
ଏହାର ଅର୍ଦ୍ଧ-ଶୀର୍ଷ tan-1(0.5) କୋଣ ଅଟେ। ଘଣ୍ଟା ପ୍ରତ ି 5 ଘନ ମିଟର ସ୍ଥିର ହାରରେ ଏଥିରେ ପାଣି 
ଚଳାଯାଏ। ଟାଙ୍କିରେ ଜଳର ଗଭୀରତା 4 ମିଟର ଥିବାବେଳେ, ଏହ ିସମୟରେ ଜଳର ସ୍ତର ଯେଉଁ ହାରରେ 
ବୃଦ୍ଧି ପାଉଛ,ି ଏହାକୁ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।

ବ୍ୟବହାରିକ
1.	 MATLAB କ�ୋର୍ଡ ଗୁଡ଼କି ବ୍ୟବହାର କର,ି [0, 2 π ] ରେ Sine ଓ Cosine ଫଳନର ଗ୍ରାଫ କର।  
2.	 MATLAB କ�ୋର୍ଡ ଗୁଡ଼କି ବ୍ୟବହାର କର ିR ରେ e3x ପାଇଁ ଗ୍ରାଫ ପ୍ଳଟ୍‍ କର । 
3.	 ବୃହତ୍ତମ ପୂର୍ଣ୍ଣାଙ୍କ ଫଳନ [x] କୁ ଅନ୍ତରାଳ [0, 5]ରେ M.S. Excel ରେ ଆଙ୍କନ୍ତୁ ।
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କାର୍ଯ୍ୟକଳାପ 
1.	 ର�ୋଲଙ୍କ ପ୍ରମେୟର ସତ୍ୟତା ପରୀକ୍ଷା କରବିା ପାଇଁ ନମି୍ନ ଫଳନ ପାଇଁ MATLAB କୋଡ ଲେଖ।
	 (i)	 2x , ଅନ୍ତରାଳ [–3, 3] ରେ
	 (ii)	 (x + 2)3 * (x −3)4 ଅନ୍ତରାଳ [–2, 3] ରେ ଆଉ ମଧ୍ୟ ‌ଏଥିପାଇଁ ବକ୍ରର ପ୍ଲଟ କର।

ଅଧିକ ଜାଣନ୍ତୁ

1.	
1/

0
lim

3

xx x x

x

a b c
→

 + +
 
 

ମଲୂ୍ୟ ଅଟେ।

	 a. abc 		 b. ( )1/3abc 	        c.   ( )1/8abc 		  d.   1
abc

2.	 xx  ର ସର୍ବନମି୍ନ ମଲୂ୍ୟ ଏବଂ  1 x

x
 
 
 

 ସର୍ବୋଚ୍ଚ ମଲୂ୍ୟର ଗୁଣଫଳ   

	 a. e 			   b. 1
e

	     	           c.   1		  d.   2e

3.	 sin xe  ର ବସି୍ତାର

	 a. 
2 4

1 ...
2 8
x xx+ + + + 			   b.   

2 4

1 ...
2 8
x xx+ + − + 	     	   

	 c.   
2 4

1 ...
2 8
x xx+ − + + 			   d.   

2 5

1 ...
2 10
x xx+ + − +

4.	  ‘a’ ଏବଂ ‘b’ ମଧ୍ୟରେ ସମ୍ପର୍କ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ଯେପରକି ି  ଲ�ୋପିତାଲଙ୍କ ନୟିମ ଏକକ କରବିା 
ପରେ ନମି୍ନଲିଖିତ ସୀମା ପ୍ରାପ୍ତ ହେବ । 

	 a. / 2b a = 			   b. / 2a b = 	     c.   a = b	 d.     a = – b

5.	 ଦଆିଯାଇଥିବା ସୀମା  ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )0

cos cos 2cos
lim

cos 2cos 3cosx

ax bx cx
ax bx cx→

+ −
+ −

ର ସସୀମ ସୀମା ପାଇବା ପାଇଁ କେତେଥର 

ଅବକଳଜ କରବିା ଆବଶ୍ୟକତା ହେବ ଦତ୍ତ ଅଛ ି a b c≠ ≠

	 a. 3			   b. 0	     	           c.   2		  d.   4

ଉତ୍ତରମାଳା

1.	 b			   2. c             	 3.  b		  4. d
5.	 c
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ଅଧ୍ୟାୟ ବ�ୈଶଷି୍ଟ୍ୟ
ଏହ ିଅଧ୍ୟାୟରେ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଏବଂ ଏହାର ପ୍ରକାର, ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ରେ ପ୍ରକ୍ରିୟା, ଏବଂ ଏହାର ର ଗୁଣଧର୍ମ, ଭେକ୍ଟର, ଭେକ୍ଟର 
ପ୍ରକ୍ରିୟା, ଡଟିରମିନାଣ୍ଟ ଏବଂ ଏହାର ଗୁଣଧର୍ମ, ଓ ପ୍ରୟ�ୋଗ, ର�ୈଖିକ ସମୀକରଣ ସମହୂ, ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ରାଙ୍କ, ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର 
ବ୍ୟୁତକ୍ରମ, କ୍ରାମରଙ୍କ ନୟିମ, ଗସ୍‍ଙ୍କ ଅପସାରଣ ପଦ୍ଧତ ିଏବଂ ଗସ୍‍୍-ଜ�ୋର୍ଡାନଙ୍କ ଅପସାରଣ ପଦ୍ଧତରି ବସି୍ତୃତ ଆଲ�ୋଚନା 
କରାଯାଇଛ ି। ସମସ୍ତ ବଷିୟ ଧାରଣାକୁ ଏପର ିଭାବରେ ବ୍ୟାଖା କରାଯାଇଛ ିଯେପରକି,ି ବଦି୍ୟାଥୀମାନେ ଏହାର ବଭିିନ୍ନ 
ପ୍ରୟ�ୋହକୁ ବୁଝପିାରବିେ ।
ଯୁକ୍ତିଯୁକ୍ତତା
ର�ୈଖିକ ବୀଜୟି ସମୀକରଣ ସମହୂର ସମାଧାନରେ, ର�ୈଖିକ ଏବଂ ଅର�ୈଖିକ ଅବକଳ ସମୀକରଣର ସମାଧାନରେ 
ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ବ୍ୟାପକ ଭାବରେ ବ୍ୟବହାର କରାଯାଏ । ଅନେକ ଭ�ୌତକି ପ୍ରକ୍ରିୟା ଯେପରକି ି ବବିର୍ଦ୍ଧନ, ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ଏବଂ 
ପ୍ରତଫିଳନ ସାହାଯ୍ୟରେ ଗାଣିତକି ଭାବରେ ଉପସ୍ଥାପିତ ହ�ୋଇପାରେ । ଏନକ୍ରିପସନରେ ଆମେ ଏହାକୁ ଡାଟାଏନକ�ୋଡ୍ 
କରବିା ଏବଂ ଡକି�ୋଡ କରବିାପାଇଁ ସରୁକ୍ଷା ଉଦ୍ଦେଶ୍ୟରେ ଡାଟାକୁ ସାଂକେତକି ଶବ୍ଦରେ ବଦଲାଇବା ପାଇଁ ବ୍ୟବହାର 
କରାଯାଏ । ବାସ୍ତବ ଦୁନଆିରେ ଲ�ୋକମାନଙ୍କର ଗୁଣ, ଜନସଂଖ୍ୟା, ଅଭ୍ୟାସ ଇତ୍ୟାଦ ିତଥ୍ୟକୁ ପ୍ରତନିଧିିତ୍ୱ କରବିାରେ 
ଏହା ବ୍ୟବହୃତ ହୁଏ । ର�ୋବଟକି୍ସ ଏବଂ ସ୍ୱୟଂଚାଳତି କ୍ଷେତ୍ରରେ, ର�ୋବଟ ଗତବିଧିି ପାଇଁ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ହେଉଛ ିମଳୂ ଉପାଦାନ। 
ର�ୈଖିକ ସମୀକରଣ ସମହୂର ବ୍ୟବହାର ଅନେକ କ୍ଷେତ୍ରରେ ହ�ୋଇଥାଏ, ଯେପରକି ି ବୟସ-ସମସ୍ୟା, ଗତ-ିସମୟ 
ଇତ୍ୟାଦି
ପ୍ରାକ୍-ଆବଶ୍ୟକତା 

1.	 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ବୀଜଗଣିତରେ ମ�ୌଳକି ଜ୍ଞାନ|
2.	 ଆଡଜଏଣ୍ଟ, ବ୍ୟୁତକ୍ରମ ଏବଂ ଡଟିରମିନାଣ୍ଟ ର ଧାରଣା ଇତ୍ୟାଦରି ଗୁଣଧର୍ମ ।
3.	 ର�ୈଖିକ ସମୀକରଣ ସମହୂରୁ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଗଠନ ।

3 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ (Matrix)
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ଅଧ୍ୟାୟ ଫଳାଫଳ (UO)
ଏହ ିଅଧ୍ୟାୟ ସମ୍ପୂର୍ଣ୍ଣ ଅଧ୍ୟୟନ କରିବାପରେ, ବଦି୍ୟାର୍ଥୀମାନେ ନମି୍ନଲିଖିତରେ ସକ୍ଷମ ହେବେ: 
U3-01: ର�ୈଖିକ ସମୀକରଣ ସମହୂର ସଙ୍ଗତ ଓ ଅସଙ୍ଗତ ପ୍ରଣାଳୀକୁ ଚହି୍ ନିପାରବିେ ଏବଂ ରାଙ୍କ ବ୍ୟବହାର କର ି
ଅଗମେଣ୍ଟେଡ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସରୁ ଧାଡ ିଇକେଲନ୍‍ ରୂପଦ୍ୱାରା ଏହାର ସମାଧାନ ଗଣନା କରପିାରବିେ।
U3-02: Rn ରେ ଭେକ୍ଟରର ବୀଜଗଣିତୀୟ ଏବଂ ଜ୍ୟାମିତକି ଧାରଣାର ଉପସ୍ଥାପନା ଏବଂ ଯ�ୋଗ, ସ୍କେଲାର ଗୁଣନ, 

ଡଟ୍‍ ଗୁଣଫଳ ସହତି ସେମାନଙ୍କ {ପ୍ରକ୍ରିୟା} ସହତି ନଜିକୁ ପରଚିତି କରପିାରବିେ । 
U3-03: ବ୍ୟୁତକ୍ରମ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ, ପାଇଭଟର ସ୍ଥିତ ିଏବଂ ର�ୈଖିକ ସମଘାତୀୟ ଏବଂ ଅସମଘାତୀ ସମୀକରଣ ସମହୂର 

ସାମାଧାନ ସମ୍ବନ୍ଧୀୟ ସମାନ ବକ୍ତବ୍ୟକୁ ଚହି୍ ନିପାରବିେ ଏବଂ ବ୍ୟବହାର କରପିାରବିେ । 
U3-04: ଗସ୍‍ଙ୍କ ଅପସାରଣ ପଦ୍ଧତ,ି ଗସ୍‍୍- ଜ�ୋର୍ଡାନ୍ ପଦ୍ଧତ ି ଏବଂ କ୍ରାମରଙ୍କ ନୟିମ ବ୍ୟବହାର କର ି ର�ୈଖିକ 

ସମୀକରଣ ସମହୂର ସମାଧାନର ଅସ୍ତିତ୍ୱ ଏବଂ ଅଦ୍ୱିତୀୟତା ଗଣନା କରପିାରବିେ । 

ଅଧ୍ୟାୟ ଫଳାଫଳ ସହତି ପାଠ୍ୟକ୍ରମ ଫଳାଫଳର ମ୍ୟାପିଙ୍ଗ

ୟୁନଟି୍ -3 
ଫଳାଫଳ

ପାଠ୍ୟକ୍ରମ ଫଳାଫଳ ସହତି ଆଶାକରାଯାଉଥିବା ମ୍ୟାପିଙ୍ଗ
(1- ଦୁର୍ବଳ ସହସମ୍ୱନ୍ଧ; 2- ମଧ୍ୟମ ସହସମ୍ୱନ୍ଧ; 3- ଦୃଢ ସହସମ୍ୱନ୍ଧ

CO-1 CO-2 CO-3 CO-4 CO-5
U3-01 - - 3 1 1

U3-02 - - 1 3 2

U3-03 - - 3 2 1

U3-04 - - 3 - -
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ଇତହିାସ
ଇତହିାସ ଅନୁସାରେ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଏବଂ ଡଟିରମିନାଣ୍ଟର ଅଧ୍ୟୟନ ଖ୍ରୀଷ୍ଟପୂର୍ବ 
ଦ୍ୱିତୀୟ ଶତାବ୍ଦୀରେ ହ�ୋଇଥଲା ଯଦ ିଓ ଖ୍ରୀଷ୍ଟପୂର୍ବ ଚତୁର୍ଥ ଶତାବ୍ଦୀର ଏହାର 
ଚହି୍ନ ଦେଖିବାକୁ ମିଳେ । 
ଏହା ଆଶ୍ଚର୍ଯ୍ୟଜନକ ନୁହେଁଯେ , ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଏବଂ ଡଟିରମିନାଣ୍ଟର ଆରମ୍ଭ ର�ୈଖିକ 

ସମୀକରଣ ସମହୂର ଅଧ୍ୟୟନ ସମୟରେ ହ�ୋଇଥିଲା । ବାବଲି�ୋନଆିନ୍ 
ଗଣିତଜ୍ଞଙ୍କ ଦ୍ୱାରା ର�ୈଖିକ ସହସମୀକରଣ ରେ ଆଧାରତି ପ୍ରଶ୍ନ ଗୁଡକିର 
ଅଧ୍ୟୟନ କରାଯାଇଥିଲା ଏବଂ ଏଥିମଧ୍ୟର କଛି ିମତୃ୍ତିକା ଫଳକରେ ସଂରକ୍ଷିତ 
ହ�ୋଇରହଥିିଲା ଯାହା ବଞ୍ଚି ରହଥିିଲା। 

ତଥାପି ସପ୍ତମ ଶତାବ୍ଦୀର ଶେଷ ଭାଗରେ ଧାରଣା ପୁନର୍ବାର ଦେଖାଗଲା ଏବଂ ବକିାଶ 
ପ୍ରକୃତରିେ ଚାଲଥିଲା ଏହା ଏକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ନୁହେଁ, କନି୍ତୁ  କଛି ି ନରି୍ଦ୍ଦିଷ୍ଟ ସଂଖ୍ୟା ଯାହା 
ବର୍ଗାକାର ସଂଖ୍ୟାଗତ ସାରଣୀ ସହତି ଜଡତି ଥିଲା ଏବଂ ଏହାକୁ ଡଟିରମିନାଣ୍ଟ 
କୁହାଗଲା ଯାହା ପ୍ରଥମେ ଚହି୍ନଟ ହ�ୋଇଥିଲା। କେବଳ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ଧାରଣା ଧୀରେ 
ଧୀରେ ବୀଜଗଣିତର ଅସ୍ତିତ୍ୱ ଭାବେରେ ଉତ୍ପନ୍ନ ହେଲା 
ଉନବଂିଶ ଶତାବ୍ଦୀରେ ଇଂରାଜୀ ଗଣିତଜ୍ଞ ଜେମ୍ସ ସଲିଭେଷ୍ଟରଙ୍କ ଦ୍ୱାରା ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଶବ୍ଦ 
ପ୍ରବର୍ତ୍ତନ କରାଯାଇଥିଲେ। କନି୍ତୁ  ତାଙ୍କର ବନ୍ଧୁ ଗଣିତଜ୍ଞ ଆର୍ଥର କେଲେ ଯିଏ 1850 
ମସହିାରେ ତାଙ୍କର ଦୁଇଟ ି ଗବେଷଣା ପ୍ରବନ୍ଧରେ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ବୀଜଗଣିତର ଦଗିର 
ବକିଶତି କରଥିିଲେ । କେଲେ ସର୍ବ ପ୍ରଥମେ ଏହାକୁ ର�ୈଖିକ ସମୀକରଣ ସମହୂର 
ଅଧ୍ୟୟନରେ ପ୍ରୟ�ୋଗ କରଥିିଲେ, ଯେଉଁରେ ସେଗୁଡକି ମଧ୍ୟ୍ୟ ଗୁରୁତ୍ୱପୂର୍ଣ୍ଣ କାରଣ, 
କେଲେ ସ୍ୱୀକୃତ ି ଦେଇଥିଲେ ଯେ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର କଛି ି ସେଟ୍‍ ବୀଜଗାଣିତକି ପ୍ରଣାଳୀ 
ସୃଷ୍ଟିକରେ ଯେଉଁଥିରେ ଘଣିତର ଅନେକ ସାଧାରଣ ନୟିମ (ଯଥା ସଂଯ�ୋଗୀ ନୟିମ 
ଓ ବଣ୍ଟନ ନୟିମ) ଯୁକ୍ତି ସଙ୍ଗତ କନି୍ତୁ  ଯେଉଁଥିରେ ଅନ୍ୟ ନୟିମ (ଯଥା କ୍ରମବନିମିୟ 
ନୟିମ) ଯୁକ୍ତି ସଙ୍ଗତ ନୁହେଁ। ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ କମ୍ପ୍ୟୁଟର ଗ୍ରାଫିକ୍ସରେ ମଧ୍ୟ ଗୁରୁତ୍ୱପୂର୍ଣ୍ଣ 
ପ୍ରୟ�ୋଗଗୁଡକି ଅଛ।ି ଯେଉଁରେ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ଓ ପ୍ରତଛିବଗୁିଡକିର ଅନ୍ୟ ରୂପାନ୍ତରଣକୁ 
ପ୍ରତନିଧିିତ୍ୱ କରବିା ପାଇଁ ବ୍ୟବହୃତ ହ�ୋଇଛ।ି

ଉପକ୍ରମ
ମାଟ୍ରିସେସ୍‍ ଶବ୍ଦ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଶବ୍ଦର ବହୁବଚନ ଅଟେ । ଆର୍ଥର କେଲେ, 1860 ମସହିାରେ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ଧାରଣା ପ୍ରଥମେ 
ପ୍ରଚଳନ କରଥିିଲେ ।
ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ର ଅଧ୍ୟୟନ ବଭିିନ୍ନ ପ୍ରକାରର ର�ୈଖିକ ସମସ୍ୟା ର ଧାରଣାର ଉତ୍ପନ୍ନ ହ�ୋଇଥିଲା । ର�ୈଖିକ ସମୀକରଣ ସମହୂ 
ସହତି ଏହାର ଏକ ବଶିେଷ ସମ୍ପର୍କ ଅଛ,ି ଯାହା ଇଞ୍ଜିନୟିରଂି ପ୍ରକ୍ରିୟାରେ ଘଟେ । ଏହା ର�ୈଖିକ ବୀଜଗଣିତ ର ଅଧ୍ୟୟନ 

ଶ୍ରୀନବିାସ 
ରାମାନୁଜନ୍‍

(1887-1920)
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ଏବଂ ବକିାଶରେ ଏକ ଗୁରୁତ୍ୱପୂର୍ଣ୍ଣ ଭୂମିକା ନଏି । ପ୍ରୟ�ୋଗାତ୍ମିକ ଇଂଜନିୟିରଂି ଏବଂ କଣ୍ଟର୍ୋଲ ସଷି୍ଟମରେ ର�ୈଖିକ ନମନୁା 
ଗୁଡକିର ଉପସ୍ଥାପନାରେ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ବ୍ୟବହାର ହ�ୋଇଥାଏ ।
ଗଣିତ, ବଜି୍ଞାନ ଏବଂ ଇଂଜନିୟିରଂି ର ପ୍ରତେକ ଶାଖାର ଅଧ୍ୟୟନରେ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ବହୁଳ ବ୍ୟବହାର କରାଯାଏ ।
3.1 ସଂଜ୍ଞା
ଏକ mn ସଂଖ୍ୟାଗୁଡକିର (ବାସ୍ତବ କମି୍ବା ସମ୍ମିଶ୍ର) ସେଟକୁ ଆୟତକାର ସାରଣୀରେ m ଧାଡ ି(ଭୂସମାନ୍ତର ରେଖା) 
ଏବଂ n ସ୍ତମ୍ଭ (ଭୂଲମ୍ବ ରେଖା) ରେ ସଜ୍ଜିତ କରବିାକୁ m × n 'ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ' କୁହାଯାଏ । ଏହାକୁ ଏପରଭିାବେ ପଢାଯାଏ 
ଯେପର ି‘m ବାଏ n ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ’ କମି୍ବା ‘ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ଅର୍ଡର m ବାଏ n’ କମି୍ବା ‘ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ପ୍ରକାର m ବାଏ n’ କୁହାଯାଏ ।

ଏକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସକୁ ସାଧାରଣତଃ ନମି୍ନଲିଖିତ ପ୍ରକାରେ ଦର୍ଶାଇଦଆିଯାଇଥାଏ ଯେପରକି ି[aij] କମି୍ବା (aij) କମି୍ବା || aij || 
ଏକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସକୁ ପ୍ରାୟତଃ ବଡ଼ ଅକ୍ଷର A, B, C ଇତ୍ୟାଦ ିଦ୍ୱାରା ସଚୂାଯାଏ ।
m × n ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ 'A'କୁ ନମି୍ନଭାବରେ ଲେଖାଯାଏ ।
A =	[aij]m×n  କମି୍ବା   A = [aij] 

A =	 ,  ଯେଉଁରେ i = 1, 2, ..., m ଏବଂ j = 1, 2,..., n

ପ୍ରତ୍ୟେକ m × n ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସରେ m.n ସଂଖ୍ୟକ ଉପାଦାନ ଅଛ ି।
ଧ୍ୟାନ ଦଅିନ୍ତୁ : ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ପ୍ରତ୍ୟେକ ପ୍ରବେଶକୁ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ଉପାଦାନ କୁହାଯାଏ ।

ଉଦାହରଣ ସ୍ୱରୂପ ମନେକର ଏକ ସମୀକରଣ ସମହୂକୁ ବଚିାର କରାଯାଉ ।
	 2x + 3y + 3z + 2t =	0

	 3x + 2y + 5z + 3t =	0

	 4x + 5y + 6z + 7t =	0

	 2x + 3y + 4z + 5t =	0

ବର୍ତ୍ତମାନ, ଆମେ ଉପର�ୋକ୍ତ ସମୀକରଣ ଗୁଡକିର x, y, z ଏବଂ t ର ସହଗ ଲେଖିବା ଏବଂ ସେଗୁଡକୁି ବନ୍ଧନୀରେ 
ଆବଦ୍ଧକରବିା ପରେ, ଆମେ ପାଉ !

	 A =	

ଉପର�ୋକ୍ତ ସଂଖ୍ୟା ସମହୂକୁ ଧାଡ ିଏବଂ ସ୍ତମ୍ଭ ଦ୍ୱାରା ଆୟତା କାର ସାରଣୀରେ ସଜ୍ଜିତ କର ିବନ୍ଧନୀରେ ଆବଦ୍ଧକଲେ 
ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ନଳିେ  ।
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ଏଥିରେ 4 ଧାଡ ିଏବଂ 4 ସ୍ତମ୍ଭ ଏବଂ ସମସ୍ତ 4 × 4 = 16 ଉପାଦାନ ଅଛ ି। ଏହାକୁ 4×4 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ କୁହାଯାଏ ।
କ�ୌଣସ ିଉପାଦାନର ଦ୍ୱିପାଦାଙ୍କ(i, j)ରେ ପ୍ରଥମ  ସବସ୍କ୍ରିପ୍ଟ i ଧାଡକୁି ସଚୂାଏ ଏବଂ ଦ୍ୱିତୀୟ ସବସ୍କ୍ରିପ୍ଟ  j ସ୍ତମ୍ଭ ସଂଖ୍ୟାକୁ 
ସଚୂାଏ ।
3.1.1 ବଭିିନ୍ନ ପ୍ରକାରର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ

1.	ବା ସ୍ତବ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ : ଏକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସକୁ ବାସ୍ତବ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ କୁହାଯାଏ ଯଦ ି ଏହାର ସମସ୍ତ ଉପାଦାନ ବାସ୍ତବ 
ସଂଖ୍ୟା।

ଉଦାହରଣ:  A =  ଏକ ବାସ୍ତବ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଅଟେ।

2.	ସମ୍ମିଶ୍ର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ: ଏକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଯାହାର ଉପାଦାନରେ ସମ୍ମିଶ୍ର ସଂଖ୍ୟାଥାଏ, ତାହକୁ ସମ୍ମିଶ୍ର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ କୁହାଯାଏ।

ଉଦାହରଣ:  A =  ଏକ ସମ୍ମିଶ୍ର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଅଟେ।

3.	ଧାଡ ିମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ: ଏକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଯାହା କେବଳ ଏକ ଧାଡ ିବଶିଷି୍ଟ ଏବଂ ଯେକ�ୌଣସ ିସଂଖ୍ୟକ ସ୍ତମ୍ଭ ରହଥିାଏ । 
ତାହାକୁ ଧାଡ ିମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ କୁହାଯାଏ ।

ଉଦାହରଣ:  A =  ଏକ ଧାଡ ିମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଅଟେ।

4.	ସ୍ତମ୍ଭ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ: ଏକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଯାହା ଏକ ସ୍ତମ୍ଭ ବଶିଷି୍ଟ ଏବଂ ଯେକ�ୌଣସ ିସଂଖ୍ୟକ ଧାଡ ିରହଥିାଏ, ତାହା ସ୍ତମ୍ଭ 
ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ।

ଉଦାହରଣ:  A =  ଏକ ସ୍ତମ୍ଭ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଅଟେ ।

5.	ଶୂନ୍ୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ କମି୍ବା ଶୂନ୍ୟକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ: ଏକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଯାହାର ସବୁ ଉପାଦାନ ଶୂନ୍ୟହୁଏ ତାହାକୁ ଶୂନ୍ୟ 
ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ କମି୍ବା ଶୂନ୍ୟକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ କୁହାଯାଏ।

ଉଦାହରଣ:   ଏବଂ  ଶୂନ୍ୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଅଟେ । 

6.	ବର୍ଗ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ: ଏକ m × n ଅର୍ଡର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସକୁ ଏକ ବର୍ଗ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ କୁହାଯାଏ ଯଦ ିm = n ଅର୍ଥାତ୍ ଧାଡ ି
ଗୁଡକିର ସଂଖ୍ୟା ସ୍ତମ୍ଭଗୁଡକିର ସଂଖ୍ୟା ସହ ସମାନ ଥାଏ ।

ଉଦାହରଣ:  A =  ଏକ ବର୍ଗ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଅଟେ।

7.	ଆୟତାକାର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ: ଏକ m × n ଅର୍ଡର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସକୁ ଏକ ଆୟତାକାର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ କୁହାଯାଏ, ଯଦ ିm ≠ 
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n ଅର୍ଥାତ୍ ଧାଡ ିଗୁଡକିର ସଂଖ୍ୟା ସ୍ତମ୍ଭଗୁଡକିର ସଂଖ୍ୟା ସହତି ସମାନ ନୁହେଁ ।।

ଉଦାହରଣ:  A =  ଏକ ଆୟତାକାର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ।

8.	କର୍ଣ୍ଣୀ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ: ଏକ ବର୍ଗ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସକୁ ଏକ କର୍ଣ୍ଣୀ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ କୁହାଯାଏ ଯଦ ିଏହାର ସବୁ ଅବୀକର୍ଣ୍ଣିୟ ଉପାଦାନ 
ଶୂନ୍ୟ ଅଟେ ।

ମନେକର A = [aij]n×nଏବଂ ଯଦ ିi ≠ j ପାଇ ଁaij = 0 ହୁଏ, ତେବେ A, n × n ଅର୍ଡର କର୍ଣ୍ଣୀ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଅଟେ।

କର୍ଣ୍ଣୀ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ କୁ Diag  ର ରୂପରେ ମଧ୍ୟ ଲେଖାଯାଏ  ।

ଉଦାହରଣ:   ଏକ କର୍ଣ୍ଣୀ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଅଟେ।

ସ୍ମରଣଯ�ୋଗ୍ୟ ଯେ କର୍ଣ୍ଣ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସରେ ଅତକିମରେ ଏକ ଅଣଶୂନ୍ୟ ସଂଖ୍ୟା ରହବିା ଆବଶ୍ୟକ। 
9.	ଏକକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ କମି୍ବା ଅଭେଦ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ:ଏକ ବର୍ଗ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସକୁ ଏକକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ କୁହାଯାଏ ଯଦ ିକର୍ଣ୍ଣର ସମସ୍ତ 

ଉପାଦାନ 1 ଅଟେ ଏବଂ ଅବକର୍ଣ୍ଣୀୟ ଉପାଦାନ 0 ଅଟେ ।

ଉଦାହରଣ:   ଏବଂ  ଏକକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଅଟେ।

ଅର୍ଡର n ର ଏକକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସକୁ In×n ରୂପରେ ମଧ୍ୟ ସଚୂତି କରାଯାଏ ।

10.	ସଙି୍ଗୁଲାର ଏବଂ ଅଣସଙି୍ଗୁଲାର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ: ଏକ ବର୍ଗାକାର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ 'A' କୁ ସଙି୍ଗୁଲାର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ କୁହାଯାଏ 
ଯଦ ିଏହାର | A | = 0 ଅର୍ଥାତ୍, ଯଦ ି'A' ର ଉପାଦାନ ଗୁଡକିରୁ ତଆିର ିହ�ୋଇଥିବା ଡଟିରମିନାଣ୍ଟର ମଲୂ୍ୟ 
ଶୂନ ହୁଏ । 

ଉଦାହରଣ% ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ  A =  ପାଇ ଁ| A | = 0 (ସଙି୍ଗୁଲାର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ)

ଯଦ ି| A  | ≠ 0, (ଡଟିରମିନାଣ୍ଟ ଶୂନ୍ୟ ସହତି ସମାନ ନୁହେଁ) ତେବେ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ 'A' କୁ ଅଣସଙି୍ଗୁଲାର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ 
କୁହାଯାଏ 

ଉଦାହରଣ:  ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ  A =  ପାଇ ଁ| A | = –10 ≠ 0 (ଅଣସଙି୍ଗୁଲାର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ)

11.	ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ: ଏକ ବର୍ଗ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A = [aij] କୁ ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ କୁହାଯାଏ ଯଦ ି

କମି୍ବା A = A′ (A′ = A ଟ୍ରାନ୍ସପ�ୋଜ)
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ଉଦାହରଣ:  A = ,  ସମମିତ ମାଟ୍ରିକ୍ସ ଅଟେ ।

12.	ବଷିମ-ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ: ଏକ ବର୍ଗ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A = [aij]କୁ ବଷିମ –ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ କୁହାଯାଏ ଯଦି
aij = –aji  ∀ i ଏବଂ j କମି୍ବା A = –A′
ଏ କ୍ଷେତ୍ରରେ ସମସ୍ତ କର୍ଣ୍ଣ ଉପାଦାନ ଶୂନ୍ୟ ହୁଏ

ଉଦାହରଣ:  ଏକ ବଷିମ ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଅଟେ ।

13.	 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ଟ୍ରାନ୍ସପ�ୋଜ: ମନେକର A = [aij]m×n ତେବେ A ରୁପ୍ରାପ୍ତ n × m ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ Aର ଧାଡକୁି 
ସ୍ତମ୍ଭ ଗୁଡକିରେ ଏବଂ ତାହାର ିସ୍ତମ୍ଭଗୁଡକୁି ଧାଡ ି ଗୁଡକିରେ ପରବିର୍ତ୍ତନ କଲାପରେ ଯେଉଁ ନୂଆ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ 
ମିଳେ ହୁଏ ତାହା ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A ର ଟ୍ରାନ୍ସପ�ୋଜ କୁହାଯାଏ । ଏବଂ ଏହାକୁ A′ କମି୍ବା AT  ଦ୍ୱାରା ସଚୂତି 
କରାଯାଏ।

ଉଦାହରଣ:   A =
















×

1 3
2 4
6 5

3 2

 ହେଲେ ′ =










×

A
1 2 6
3 4 5

2 3

 ଏବଂ B = [1 2 3]1×3 ହେଲେ � �
�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

B
1
2
3

3 1

ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଟ୍ରାନ୍ସଯ�ୋଜ ର ଗୁଣଧର୍ମ : ଯଦ ିA ଏବଂ B′ ଯଥାକ୍ରମେ A ଏବଂ B ର ଟ୍ରାନ୍ସପ�ୋଜ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ  ଅଟନ୍ତି 
ତାହେଲେ,

a.	(A′)′ = A
b.	(A + B)′ = A′ + B′
c.	 (kA)′ = kA′, ଯେଉଁଠ ିk ଏକ ସଂଖ୍ୟା ଅଟେ
d.	(AB)′ = B′A′
e.	(ABC)′ = C′B′A′

14.	 ଲମ୍ବୀୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ: ଏକ ବର୍ଗ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ 'A' କୁ ଲମ୍ବୀୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ କୁହାଯାଏ ଯଦ ିମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ 'A' ଏବଂ ତାହାର 
ଟ୍ରାନ୍ସପ�ୋଜ A′ ର ଗୁଣଫଳ ଏକକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଅର୍ଥାତ୍  A. A′ = I, ଯେଉଁରେ  I ଏକ ଏକକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ 

ଉଦାହରଣ:  A = , ହେଲେ A′ = 

\	AA′ = I 
(ବଦି୍ୟାର୍ଥୀ ମାନେ ଏହାକୁ ନଜିେ ପରୀକ୍ଷା କରପିାରବିେ)

ତେଣୁ A ଏକ ଲମ୍ବୀୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଅଟେ।



214 | କଳନ ଏବଂ ର�ୈଖିକ ବୀଜଗଣିତ

15.	ତ୍ରିଭୂଜୀୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ: ଏକ ବର୍ଗ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ଯଦ ିକର୍ଣ୍ଣ ଉପରସି୍ଥ କମି୍ବା କର୍ଣ୍ଣର ନମି୍ନସ୍ଥ ସମସ୍ତ ଉପାଦାନ ଶୂନ୍ୟ 
ତେବେ ଏହା ଏକ ତ୍ରିଭଜୀୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ । 
ତ୍ରିଭଜୀୟ ମାଟ୍ରିକ୍ସ ଦୁଇ ପ୍ରକାରର ହ�ୋଇଥାଏ 

a.	 ଉର୍ଦ୍ଧ ତ୍ରିଭୂଜୀୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ: ଏକ ବର୍ଗ ମାଟ୍ରିକ୍ସ A  ଯାହାର ମଖୁ୍ୟ କର୍ଣ୍ଣର ନମି୍ନସ୍ଥ ସମସ୍ତ ଉପାଦାନ ଶୂନ୍ୟ, ତାହା 
ଏକ ଉର୍ଦ୍ଧ ତ୍ରିଭଜୀୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଅଟେ ।

ଉଦାହରଣ: 	
� �

� �

� �

� �� �

1 2 3

0 4 5

0 0 6

leading diagonal ମଖୁ୍ୟ କର୍ଣ୍ଣ ଏହା ଏକ ଉର୍ଦ୍ଧ ତ୍ରିଭଜୀୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ

b.	 ନମି୍ନ ତ୍ରିଭୂଜୀୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ: ଏକ ବର୍ଗ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଯାହାର ମଖୁ୍ୟ କର୍ଣ୍ଣ ଉପରର ସମସ୍ତ ଉପାଦାନ ଶୂନ୍ୟ, ତେବେ 
ତାହାକୁ ନମି୍ନ ତ୍ରିଭଜୀୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ କୁହାଯାଏ ।

ଉଦାହରଣ: ଏକ ନମି୍ନ ତ୍ରିଭଜୀୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ 
� �

� �

� �

� �� �

1 0 0

2 4 0

3 5 7

leading diagonal ମଖୁ୍ୟ କର୍ଣ୍ଣ 
16.	ସଂଯୁଗ୍ମୀ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ: 

ମନେକର A =	

ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A ସଂଯୁଗ୍ମୀ କୁ  ରେ ସଚୂତି କରାଯାଏ ।

	 \	  =	

ମନ୍ତବ୍ୟ: ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ Aର ସଂଯୁଗ୍ମ ଟ୍ରାନ୍ସପ�ୋଜ Aq ଦ୍ୱାରା ସଚୂତି କରାଯାଏ ଅର୍ଥାତ୍ Aq = । 

ମନେ କର	 A =	

		   =	

⇒	 	  =	

⇒	 	 Aq =	
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17.	 ୟୁନଟିାରି ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ : ଏକ ବର୍ଗ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A କୁ ୟୁନଟିାର ିମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ କୁହାଯାଏ ଯଦ ିA.Aq = 1

	 ଉଦାହରଣ:  A = , ଏବଂ Aq = 

	 ⇒	 AqA =	I. (ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଗୁଣନ ପରେ ଆଲ�ୋଚତି ହେବ)

18.	ହର୍ମିସଆିନ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ: ଏକ ବର୍ଗ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A = [aij] କୁ ହର୍ମିସଆିନ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ କୁହାଯାଏ, ଯଦ ିAର ପ୍ରତ୍ୟେକ 
ଉପାଦାନ (ij)th ଉପାଦାନ, A ର ସଂଯୁଗ୍ମୀ (ji)th ଉପାଦନ ସହ ସମାନ ହୁଏ ।

	 ଭିନ୍ନ ଶବ୍ଦରେ ଆମେ କହପିାରବିା aij = 

	 ଉଦାହରଣ: 	 A = 

	 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A ହର୍ମିସଆିନ ହୋବାପାଇଁ ଆବଶ୍ୟକ ଏବଂ ପର୍ଯ୍ୟାପ୍ତ ସର୍ତ୍ତ ହେଲା A = Aq ଅର୍ଥାତ୍,  
	  	 A =	 .

19.	ବଷିମ- ହର୍ମିସଆିନ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ: ଏକ ବର୍ଗ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ  A = [aij]କୁ ବଷିମ ହର୍ମିସଆିନ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ କୁହାଯାଏ ଯଦ ିA 
ର ପ୍ରତ୍ୟେକ (ij)th  ଉପାଦାନ, A ର(ji)th ଉପାଦାନର ରୁଣାତ୍ମକ ସଂଯୁଗ୍ମୀ ସହତି ସମାନ ହୁଏ ।

ସାଙ୍କେତକି ଭାବେ 
 aij = –

	 ମଖୁ୍ୟ କର୍ଣ୍ଣର ସମସ୍ତ ଉପାଦାନ ନମି୍ନ ରୂପରେ ହ�ୋଇଥାଏ ।
		  aii =	–  କମି୍ବା  aii +  = 0

	 ଯଦ	ି aii =	a + ib ତେବେ  = a – ib

	 ⇒	(a + ib) + (a – ib) =	0 କମି୍ବା  2a = 0 କମି୍ବା  a = 0

	 ତେଣୁ aii ବଶିୁଦ୍ଦ ଭାବରେ କାଳ୍ପନକି ଅଟେ କମି୍ବା aii = 0

	 ତେଣୁ ଏକ ବଷିମ - ହର୍ମିସଆିନ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ସମସ୍ତ କର୍ଣ୍ଣ ଉପାଦାନ ଶୂନ୍ୟ କମି୍ୱା ସମ୍ପୂର୍ଣ୍ଣ ଭାବରେ କାଳ୍ପନକି ।

	 ଉଦାହରଣ:           

	 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A ର ବଷିମ ହର୍ମିସଆିନ ହେବା ପାଇଁ ଆବଶ୍ୟକ ଏବଂ ପର୍ଯ୍ୟାପ୍ତ ସର୍ତ୍ତ  ଅଟେ ଯଦି
		  Aq =	–A

	 ⇒	  =	–A
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20.	ବର୍ଗସ୍‍ମ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ: ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A କୁ ବର୍ଗସ୍‍ମ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ କୁହାଯାଏ। ଯଦ ିA2 = A ହୁଏ।

	 ଉଦାହରଣ: ଯଦ	ି A =	  

ତେବେ	 A2 =	  =  = A

21.	ଆବର୍ତ୍ତୀ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ: ଏକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A କୁ ଆବର୍ତ୍ତୀ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ କୁହାଯିବ, ଯଦ ିAk+1=A

ଯେଉଁରେ 'k' ଏକ ଧନାତ୍ମକ ପୁର୍ଣ୍ଣସଂଖ୍ୟା ଅଟେ । k ର ନମି୍ନତମ ଧନାତ୍ମକ ପୁର୍ଣ୍ଣସଂଖ୍ୟା ପାଇଁ ଯଦ ିAk+1=A ଏହା 
ସତ୍ୟ, ତେବେ k କୁ A ର ଆବର୍ତ୍ତ କୁହାଯାଏ । ଯଦ ିଆମେ k = 1 ନେବା, ତେବେ  ଆମକୁ! A2 = A ପ୍ରାପ୍ତ 
ହେବ ଏବଂ ଏହାକୁ ଆମେ ଏକ ଆଇଡପି�ୋଡେଣ୍ଟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ କହବିା ।

22.	ନଲିପ�ୋଟେଣ୍ଟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ: ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A କୁ ନଲିପ�ୋଟେଣ୍ଟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ କୁହାଯାଏ, ଯଦ ିAk = 0  (ଶୂନ୍ୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ), 
ଯେଉଁରେ k ଧନାତ୍ମକ ପୁର୍ଣ୍ଣସଂଖ୍ୟା ଅଟେ; ଯଦ ିପୁର୍ନବାର k ସର୍ବନମି୍ନ ଧନାତ୍ମକ ପୁର୍ଣ୍ଣସଂଖ୍ୟା ଅଟେ ଯାହାପାଇଁ 
Ak = 0 ଅଟେ, ତେବେ k କୁ ନଲିପ�ୋଟେଣ୍ଟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସସଚୂାଙ୍କ କୁହାଯିବ ।

	 ଉଦାହରଣ:  	 A =	 , ତେବେ A2 = 

	 ତେଣୁ ‘ A ‘ଏକ ନଲିପ�ୋଟେଣ୍ଟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ । ଯାହାର ସଚୂାଙ୍କ 2 ।
23.	ଇନଭ�ୋଲ୍ୟୁଟ�ୋ ରି ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ: ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ 'A' କୁ ଇନଭ�ୋଲ୍ୟୁଟ�ୋର  ି ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ କୁହାଯିବ ଯଦ ିA2 = I, ଯେଉଁରେ I 

ଏକକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଅଟେ 
	 ଯେହେତୁ 	 I2 =	I (ସର୍ବଦା ଏକକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ହେବ)
	 \ ଏକକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଏକ ଇନଭ�ୋଲ୍ୟୁଟ�ୋର  ିମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ।
24.	ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ଟ୍ରେସ୍ : ମନେକର A, ଅର୍ଡର n ବଶିଷି୍ଟ ଏକ ବର୍ଗ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ।  ତେବେ ମଖୁ୍ୟ କର୍ଣ୍ଣସ୍ଥିତ 

ଉପାଦାନଗୁଡକିର ଯ�ୋଗଫଳକୁ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ର ଅନୁରେଖ ବା ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ  ର ଟ୍ରେସ୍ କୁହାଯାଏ। ଏହାକୁ Tr(A) 
ଦ୍ୱାରା ସଚୂତି କରାଯାଏ।

	 ତେଣୁ, ଯଦ ିA = [aij]n×n, ତେବେ

		  Tra(A) =	 	

	 ମନେକର 	 A =	
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	 ତେବେ	 trace (A) =	tr (A) = 1 + (–3) + 5 = 3

	 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ଟ୍ରେସ୍‍ର ଗୁଣଧର୍ମ : ମନେକର A ଏବଂ B ଦୁଇଟ ିବର୍ଗ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଓ ପ୍ରତ୍ୟେକର ଅର୍ଡର n ଏବଂ l 
ଏକ ସ୍କାଲାର ।

	 a.	 tr(lA) = l tr A

	 b.	 tr(A + B) = tr A + tr B

	 c.	 tr(AB) = tr(BA)

 ଏକ ଲାଇଟରେ ବଲବ କୁ ଲଗେଇବା ପାଇଁ କେତ�ୋଟ ିମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଲାଗେ ?
How many matrices does it take to screw in a light bulb?

Just              , but you might have to apply it repeatedly.
0

1

–1

0ଯେପରsି  କନି୍ତୁ  ତୁମକୁ ଏହାକୁ ବାରମ୍ବାର ପ୍ରୟ�ୋଗ କରବିାକୁ ପଡବି।

ଚତି୍ର 3.1
3.1.2 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସରେ ପ୍ରକ୍ରିୟା
3.1.2.1 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ଯ�ୋଗ 

ଦୁଇଟ ିମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ‘ଯ�ୋଗ’, କରାଯାଏ ଯେତେବେଳେ ସେମାନଙ୍କର ଅର୍ଡର ସମାନ ହୁଏ । ମନେକର A ଏବଂ B 
ଦୁଇଟ ିମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ସମାନ ଅର୍ଡର ର,  ତେବେ ଏହ ିଦୁଇ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ର ଯ�ୋଗ A ଏବଂ B ର ଅନୁରୂପ ଉପାଦାନଗୁଡକୁି ଯ�ୋଗ 
କର ିପ୍ରାପ୍ତ କରାଯାଇଥାଏ ।

ଏହାକୁ A + B ରୂପରେ ସଚୂତି କରାଯାଏ 

ଉଦାହରଣ: ଯଦ ିA =  ଏବଂ B = , ତେବେ

	 A + B =	

ସାଧାରଣତଃ, ଯଦ ିA = [aij] ଏବଂ B = [bij], ତେବେ
	 A + B =	[aij + bij].
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3.1.2.2 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଯ�ୋଗର ଗୁଣଧର୍ମ
ସମାନ ଅର୍ଡର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ଯ�ୋଗ କମି୍ୱା ବୟି�ୋଗ କରରରାଯାଇ ପାରେ।

a.	କ୍ର ମବନିମିୟ ନୟିମ : ସମାନ ଅର୍ଡରର ଦୁଇଟ ିମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସକୁ  କ�ୌଣସ ିକ୍ରମରେ ଯ�ୋଗ କରାଯାଇପାରେ ଅର୍ଥାତ 
ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଯ�ୋଗ, କ୍ରମବନିମିୟ ନୟିମ ପାଳନ କରେ । ଯଦ ି'A' ଏବଂ 'B' ଦୁଇଟ ି ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଅଟେ ! ତାହା 
ହେଲେ A + B = B + A (ବଦି୍ୟାର୍ଥୀମାନେ, ସମାନ ଅର୍ଡରର ଦୁଇଟ ିମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସକୁ ନେଇ ଏହାକୁ ଯାଞ୍ଚ 
କରପିାରବିେ)

b.	 ସଂଯ�ୋଗୀ ନୟିମ: ଯଦ ିଆମ ପାଖରେ ସମାନ ଅର୍ଡର ତନି�ୋଟ ିମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ 'A', 'B' ଏବଂ 'C' ଅଛ ିତେବେ, 
ସଂଯ�ୋଗ ଗୁଣଯ�ୋଗର ଅନ୍ତର୍ଗତ ହ�ୋଇଥାଏ। ଅର୍ଥାତ୍

A + (B + C) =(A + B) + C� (ବଦି୍ୟାର୍ଥୀମାନେ ଏହାକୁ ଯାଞ୍ଚ କରପିାରବିେ)

3.1.2.3 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ବୟି�ୋଗ 

ଦୁଇଟ ିମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ରେ ବୟି�ୋଗ 'ପ୍ରକ୍ରିୟା ଜ୍ଞାତ କରାଯାଏ ଯଦ ିସେମାନେ ସମାନ ଅର୍ଡରର ହ�ୋଇଥାନ୍ତି । ମନେକର 
'A' ଏବଂ 'B' ସମାନ ଅର୍ଡରର ଦୁଉଟ ିମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଅଟେ! ତେବେ ପ୍ରଥମ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ସଂପକୃ୍ତ ଉପାଦାନରୁ ଦ୍ୱତୀୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର 
ପ୍ରତ୍ୟେକ ଉପାଦାନକୁ ବୟି�ୋଗ କର ିଦୁଇଟ ିମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ପାର୍ଥକ୍ୟ ପ୍ରାପ୍ତ ହୁଏ|ଏହାକୁ A – B . ରୂପରେ ସଚୂତି କରାଯାଏ

ଉଦାହରଣ: ଯଦ ିA =  ଏବଂ B = , ତେବେ

	 A – B =	  = 

ଏହା ଦୁଇଟ ିମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ 'A' ଏବଂ 'B' ର ଅନ୍ତର ହ�ୋଇଥାଏ। 

3.1.2.4 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ସହ ସ୍କେଲାର ଗୁଣନ
ଯଦ ିଏକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ କୁ ସ୍କେଲାର ରାଶ ିk ଦ୍ୱାରା ଗୁଣନ କରାଯାଏ , ତାହେଲେ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର  ପ୍ରତ୍ୟେକ ଉପାଦାନ କୁ k 

ଦ୍ୱାରା ଗୁଣନ କରାଯାଏ।

ଉଦାହରଣ: ଯଦ ିA = , ତେବେ 

	 2A =	2  = 
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3.1.2.5  ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ଗୁଣନ
ଦୁଇଟ ିମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ 'A' ଏବଂ 'B' ଗୁଣଫଳ ପାଇଁ 'A' ରେ ସ୍ତମ୍ଭ ଗୁଡକିର ସଂଖ୍ୟା 'B' ର ଧାଡରି ସଂଖ୍ୟା ସହତି ସମାନ 
ହେବା ଆବଶ୍ୟକ ।

ମନେକର A = [aij]p×q ଏବଂ B = [bjk]q×r, ତେବେ ଗୁଣଫଳ 'A''B' କୁ ନମି୍ନ ପ୍ରକାରରେ ବ୍ୟାଖ୍ୟା 
କରାଯାଇଥାଏ। ।

	 C =	[cik]p×r

ଯେଉଁରେ	 cik =	ai1 b1k + ai2 b2k + ...... + ain bnk

	 cik =	

ଏହାକୁ 	 C =	AB ରୂପେ ଲେଖାଯାଏ ।

ଉଦାହରଣ: ଯଦ ିA =  ଏବଂ B = , ତେବେ

	 AB =	

	 =	  = 

3.1.2.6 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଗୁଣନର ଗୁଣଧର୍ମ 
a.	 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ଗୁଣନ କ୍ରମବନିମିୟ ନହ�ୋଇପାରେ । ଅର୍ଥାତ ଯଦ ି'A' ଏବଂ 'B' ଦୁଇଟ ିମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ତେବେ AB 

≠BA(ସମାନ ନହ�ୋଇପାରେ)
b.	 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଗୁଣନରେ ସଂଯ�ୋଗୀ ସତ୍ୟ ଅଟେ, ଅର୍ଥାତ୍ ତନି�ୋଟ ିମାଟ୍ରିକ୍ସ'A', 'B' ଏବଂ 'C', ପାଇଁ A(BC) 

=(AB)C

c.	 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସଗୁଣନ ଯ�ୋଗ ବଣ୍ଟନ ହ�ୋଇଥାଏ ଯଦ ିତନି�ୋଟ ିମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A, B ଏବଂ C, ତେବେ A(B + C) =AB 
+ AC

d.	 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ'A' ଏକକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ'I' ଦ୍ୱାରା ଗୁଣନ କଲେ ଫଳ 'A' ହୁଏ ଅର୍ଥାତ୍ AI =IA = A

e.	 ବର୍ଗ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ Aର ବ୍ୟୁତକ୍ରମ ରହବି ଯଦ ି| A | ≠ 0 ଅର୍ଥାତ୍ 
	 AA–1 =	A–1A = I

ଉଦାହରଣ: ଯଦ ିA =  ଏବଂ  B = 
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ତେବେ ଗୁଣଫଳ AB ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ଏବଂ ବୁଝାଅକ ିBA କାହିଁକ ିବ୍ୟାଖ୍ୟା କରହିେବ ନାହିଁ ?
ସମାଧାନ: ଯେହେତୁ A ର ସ୍ତମ୍ଭଗୁଡକିର ସଂଖ୍ୟା = B ରେ ଧାଡଗୁିଡକିର ସଂଖ୍ୟା ସମାନ, ତେଣୁ ଗୁଣନ AB କୁ 

ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଛି

AB =	  = 

ବର୍ତ୍ତମାନ, BA ପାଇଁ, B ର ସ୍ତମ୍ବଗୁଡକିର ସଂଖ୍ୟା ≠ A ର ଧାଡଗୁିଡକିର ସଂଖ୍ୟା ଏଥି ପାଇଁ, ଗୁଣନ BA କୁ ବ୍ୟାଖ୍ୟା 
କରହିେବ ନାହିଁ A

ମନ୍ତବ୍ୟ: 1. ଯଦ ିA ଏବଂ B ଯଥାକ୍ରମେ m × n ଏବଂ p × q ଅର୍ଡରର ଦୁଇଟ ିମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଅଟେ ତେବେ ଗୁଣଫଳ 
AB ସମ୍ଭବ ହେବ ଯେତେବେଳେ n = p ଏବଂ AB ର ଅର୍ଡର  m × q ହେବ ।
2. ଦୁଇଟ ିମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ 'A' ଏବଂ 'B' ପାଇଁ ଯଦ ିଗୁଣନ ABର ଅସ୍ତିତ୍ୱ ରହେ, ତେବେ ଗୁଣନ BA ର ଅସ୍ତିତ୍ୱ ସମ୍ଭବ  କମି୍ବା 
ସମ୍ଭବ ନ ହ�ୋଇପାରେ ।

ଚତି୍ରଦ୍ୱାରା ଉପସ୍ଥାପନା
1.ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଗୁଣନର ପର୍ଯ୍ୟାୟ କ୍ରମେ ମାନସ ଦର୍ଶନ (ଭିସଲୁାରାଇଜେସନ୍): http://matrixmultiplication.xyz

ପ୍ରଶ୍ନମାଳା- 3.1

1.	 ଯଦ ିA =  ଏବଂ B =  ତେବେ ନମି୍ନଲିଖିତ ମଲୂ୍ୟ ନରୂିପଣ କର 

	 a.	 2A + 3A		  b.3A – 4B
2.	 ଦୁଇଟ ିମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A ଏବଂ B ଏହପିର ିଅଟନ୍ତି, ଯେପର ି3A – 2B =  ଏବଂ –4A + B =  

ତେବେ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A ଏବଂ B ର ମଲୂ୍ୟ ନରୂିପଣ କର।
3.	 ଯଦ ିA = କର୍ଣ୍ଣ [2  9  4] ଏବଂ B = କର୍ଣ୍ଣ [–3  7  6] ତେବେ ନମି୍ନଲିଖିତ ମଲୂ୍ୟ ନରୂିପଣ କର 
	 a.	 A + B	 b.	 A – B	 c.	 7A + 2B	 d.	9A – 11B

4.	 ଯଦ ିA =  ଏବଂ B = , ତେବେ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ Xର ମଲୂ୍ୟ ନରୂିପଣ କର ଯେପର ି2A +3X=5B

5.	 ଦତ୍ତ A =  ଏବଂ B = ,ତେବେ ନମି୍ନଲିଖିତର ମଲୂ୍ୟ ନରୂିପଣ କର

	 a.AB	 b.	 BA
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ଏହା ମଧ୍ୟ ଦର୍ଶାଅ ଯେ କ ିAB ≠ BA ଅଟେ।

ଉତ୍ତରମାଳା

1.	 a.	 	 b.	 	 2.	 A = , B = 

3.	 a.	 diag. [–1  16  10]		  b.diag. [5  2  –2]

	 c.	 diag. [8  77  40]			  d.	 diag. [51  4  –30]

4.	 X = 	 5.	 a.  	 b.	

3.2 ଭେକ୍ଟର 
 a1, a2, a3, ..., an ସଂଖ୍ୟା, କ୍ରମିତ ସଂଖ୍ୟା ସମହୂକୁ ଆମେ [a1, a2 ..., an ] ରୂପେ 1 x n  ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ରେ 

ପ୍ରକାଶ କରପିାରବିା ଓ ଏହା ଏକ n  ମାତ୍ରିକ ଭେକ୍ଟର । ଏହ ିଭେକ୍ଟର ଟ ିଧାଡ ିଭେକ୍ଟର ଓ ଏହାର ଟ୍ରନ୍ସପ�ୋଜ ଏକ n 
ମାତ୍ରିକ ସ୍ତମ୍ଭ ଭେକ୍ଟର । n  ମାତ୍ରିକ ଭେକ୍ଟର  n ସଂଖ୍ୟକ ସଂଖ୍ୟାର n ଟପଲ ।

ଉଦାହରଣ: 	 a. (1 2 5)ଏହା ଏକ ଧାଡ ିଭେକ୍ଟର ଅଟେ।

		  b.  ଏହା ଏକ  ସ୍ତମ୍ଭ ଭେକ୍ଟର ଅଟେ।
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3.2.1 ଭେକ୍ଟର ପ୍ରକ୍ରିୟା  
3.2.1.1 ଭେକ୍ଟରର ଯ�ୋଗ
ମନେକର ( )1 2 3, , , ... nX a a a a=  ଏବଂ ( )1 2 3, , ,... nY b b b b=  ଦୁଇଟ ିଭେକ୍ଟରର, ତେବେ ଏମାନଙ୍କର ଯ�ୋଗ X + Y 
= (a1 + b1, a2 + b2, ..., an + bn)
ଉଦାହରଣ: X = (1, 2, 3) ଏବଂ Y = (1, 1, 1), ତେବେ X + Y = (2, 3, 4) ହେବ 
3.2.1.2 ଭେକ୍ଟରର ବୟି�ୋଗ

ମନେକର ( )1 2 3, , , ... nX a a a a=  ଏବଂ ( )1 2 3, , ,... nY b b b b=  ଦୁଇଟ ିଭେକ୍ଟରର, ତେବେ X ଏବଂ Y ର ବୟି�ୋଗ
 ( )1 1 2 2 3 3, , , ... n nX Y a b a b a b a b− = − − − −  

ଉଦାହରଣ: X = (2, 3, 5) ଏବଂ Y = (1, 2, 6), ତାହା ହେଲେ X – Y = (1, 1, –1)।
3.2.1.3 ଭେକ୍ଟରର ସ୍କେଲାର ଗୁଣନ
ମନେକର ( )1 2 3, , , ... nX a a a a=  କ�ୌଣସ ିn-ଟପଲ ଭେକ୍ଟର ଏବଂ k କ�ୌଣସ ିସ୍କେଲାର ରାଶ ିଅଟେ, ତାହେଲେ k 
ସହତି ଭେକ୍ଟର X ର ସ୍କେଲାର ଗୁଣନକୁ ଏହ ିପ୍ରକାରର ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଛ ି

kX =	 k(a1, a2, ..., an)

=	 (ka1, ka2, ..., kan)

ଉଦାହରଣ:X = (1, 2, 3),  ତେବେ 6X = 6(1, 2, 3) = (6, 12, 18) ହେବ।
3.2.1.4 ଡଟ୍‍ ଗୁଣଫଳ

ମନେକର ( )1 2 3, , , ... nX a a a a=  ଏବଂ ( )1 2 3, , ,... nY b b b b=  ଦୁଇଟ ି ଭେକ୍ଟର ତେବେ X ଏବଂ Y ର ଡଟ୍‍ 
ଗୁଣଫଳ ର ସଂଜ୍ଞା ହେଲା

( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 1 2 2 3 3. , , , ... . , , ,... ...n n n nX Y a a a a b b b b a b a b a b a b= = + + + +  
 ଉଦାହରଣ: ମନେକର X = (2, 5, 4) ଏବଂ Y = (1, 2, 5), ତେବେ X .Y = (2, 5, 4) . (1, 2, 5=(2) 

(1) + (5) (2) + (4) (5) = 2 + 10 + 20 = 32 

କେତେକ ସମାହତି ଉଦାହରଣ

ଉଦାହରଣ 3.1 ଦତ୍ତ X = (1, 2, 5, 4) ଓ  Y = (0, 3, 9, 12), ତେବେ  2X – Y ର ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ।
ସମାଧାନ:ଦତ୍ତ 	 X =	(1, 2, 5, 4) ଏବଂ  Y = (0, 3, 9, 12), ତାହେଲେ
	 2X – Y =	2(1, 2, 5, 4) – (0, 3, 9, 12)
	 =	(2, 4, 10, 8) – (0, 3, 9, 12)
	 =	(2, 1, 1, –4)  (ଉତ୍ତର)
ଉଦାହରଣ 3.2 ଦତ୍ତ X = (1, 5, 2) ଓ Y = (1, 10, 11), ତେବେ ନମି୍ନଲିଖିତର ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର । 

	 a.	X + Y	 b.	 9X	 c.	 2X – 5Y
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ସମାଧାନ: ଆମ ପାଖରେ ଅଛ ି	X =(1, 5, 2) ଏବଂ  Y = (1, 10, 11), ତେବେ
a.	 X + Y =	(1, 5, 2) + (1, 10, 11) = (2, 15, 13)
b.	 9X =	9(1, 5, 2) = (9, 45, 18)
c.	 2X – 5Y =	2(1, 5, 2) – 5(1, 10, 11)
	 =	(2, 10, 4) – (5, 50, 55) = (–3, –40, – 51).
ଉଦାହରଣ 3.3 ଯଦ ିX = (9, 4, 5, 10) ଓ Y = (0, –3, 2, – 1), ତେବେ ନମି୍ନଲିଖିତର ମଲୂ୍ୟ ନରୂିପଣ କର 

	 a.	X . X		  b.Y . X
ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ X =	(9, 4, 5, 10) ଓ Y = (0, –3, 2, – 1)
a.X . X =	(9, 4, 5, 10) . (9, 4, 5, 10)
=	(9) (9) + (4) (4) + (5) (5) + (10) (10)

=	81 + 16 + 25 + 100 = 222

b.Y . X =	(0, –3, 2, –1) . (9, 4, 5, 10) = –12� (ନଜିେ ଚେଷ୍ଟା କର)

ପ୍ରଶ୍ନମାଳା 3.2

1.	 a ଓ b ର ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ଯେଉଁଠି
	 i.	 (a, 3) = (2, a + b)	 ii.(4, b) = a(2, 3)
2.	 ଯଦ ି X = (2, 3, 0, 5), Y = (0, 6, –1, 9) ଏବଂ  Z = (1, 1, 1, 0) ତେବେ ଏହାର ମଲୂ୍ୟ ନରୂିପଣ କର  
	 i.	 X + Y		  ii.Y – 3Z
3.	 ନମି୍ନଲିଖିତ ଭେକ୍ଟର ମଧ୍ୟର କେଉଁଟ ିସମାନ ସ୍ଥିର କରନ୍ତୁ ?
	 X1 = (1, 2, 3), X2 = (1, 3, 2), X3 = (2, 3, 1), X4 = (2, 3, 1).

4.	 ଯଦ ି X = , Y =  ଏବଂ Z =  ତେବେ ଏହାର ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର 

	 i.	 5X – 2Y		  ii.–2X + 4Y – 3Z.
5.	 ଯଦ ି X = (–2, 5, , 3, 4) ଓ Y = (1, –2, , –4, 3), ତେବେ ଏହାର ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର । 
	 i.	 X . X		  ii.Y . Y
6.	 ଯଦ ିଦୁଇଟ ିଭେକ୍ଟର  (a + b, a – b) = (5, 3) ଦଆିଯାଇଥାଏ, ତାହେଲେ a ଓ b ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର
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ଉତ୍ତରମାଳା
1.	 i.	 a = 2, b = 1	 ii.	 a = 2, b = 6	 2.	 i.  (2, 9, –1, 14)	 ii.	 (–3, 3, –4, 9)

3.	 X3 = X4	 4.	 i.  	 ii.	

5.	 i.	 64	 ii.	 40	 6.	 a = 4, b = 1

3.3 ପ୍ରାଥମିକ ପ୍ରକ୍ରିୟା (ରୂପାନ୍ତରଣ)   
 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ରେ ନମି୍ନଲିଖିତ କ�ୌଣସ ିଏକ ପ୍ରକ୍ରିୟା କୁ ପ୍ରାଥମିକ ରୂପାନ୍ତରଣକମି୍ୱା E ରୂପାନ୍ତରଣ କୁହାଯାଏ ।
1.	କ� ୌଣସ ିଦୁଇଟ ିଧାଡ ି (କମି୍ୱା ସ୍ତମ୍ଭ) ର ଅଦଳବଦଳ ଅର୍ଥାତ୍ i ଏବଂ j ଧାଡ ିଅଦଳବଦଳ କୁ Rij କମି୍ବା Ri → 

Rj ଦ୍ୱାରା ସଚୂତି କରାଯାଏ 
	 ସେହଭିଳ,ି i ଏବଂ j ସ୍ତମ୍ଭର ନଜିଭତରେ ଅଦଳବଦଳ କୁ Cij  କମି୍ବା Ci → Cj ଦ୍ୱାରା ସଚୂତି କରାଯାଏ ।
2.	କ� ୌଣସ ିଧାଡ ି(କମି୍ୱା ସ୍ତମ୍ଭ) ର ଉପାଦାନ ଗୁଡକିର ଅନଶୂନ୍ୟ ସ୍କେଲାର ରାଶ ିଦ୍ୱାରା ଗୁଣନ କରାଯାଇପାରେ 

। ଯେମିତ ିith ଧାଡକୁି k ଦ୍ୱାରା ଗୁଣନ କରବିା ପରେ kRi ଦ୍ୱାରା ସଚୂତି କରାୟାଏ । ସେହଭିଳ ିଭାବେ ith  

ସ୍ତମ୍ବକୁ k ଦ୍ୱାରା ଗୁଣନ କରବିା ପରେ k cj ଦ୍ୱାରା ସଚୂତି କରାଯାଏ 
3.	କ� ୌଣସ ିଧାଡ ି(କମି୍ୱା ସ୍ତମ୍ଭ) ର ଉପାଦାନ ଗୁଡକିର କ୍ରମାଗତ ଗୁଣନକୁ ଅନ୍ୟ କ�ୌଣସ ିଧାଡ ି(କମି୍ୱା ସ୍ତମ୍ଭ) ର 

ଅନୁରୂପ ଉପାଦାନ ଗୁଡକିରେ ଯ�ୋଗ କରବିା ।

3.3.1 ପ୍ରାଥମିକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ
ଯେକ�ୌଣସ ିଏକକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ରେ ପ୍ରାଥମିକ ରୂପାନ୍ତରଣକୁ  ପ୍ରୟ�ୋଗ କର ିଯେଉଁ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ପ୍ରାପ୍ତ କରାଯାଏ ତାହାକୁ 
ପ୍ରାଥମିକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ କୁହାଯାଏ।

ଉଦାହରଣ: ମନେକର	 A =	

R2 → R2 + 3R3 ପ୍ରୟ�ୋଗ କରବିା ପରେ, ଆମେ ପାଇବା

	 A =	  ଏକ ପ୍ରାଥମିକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଅଟେ ।
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3.4 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ଇକେଲନ୍ ରୂପ
3.4.1 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ଧାଡ ିଇକେଲନ୍ ରୂପ

ଏକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସକୁ ଧାଡ ିଏକଲେନ୍ ରୂପ କୁହାଯାଏ ଯଦି
a.	 ସମସ୍ତ ଶୂନ୍ୟ ଧାଡଗୁିଡକି, ଯଦ ିଅଛ,ି ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ତଳ ଭାଗରେ ଅଛ ି।
b.	 ପ୍ରତ୍ୟେକ ଧାଡରି ପ୍ରଥମ ଅଣ-ଶୂନ୍ୟ ଉପାଦାନ ପୂର୍ବ ଧାଡରିେ ପ୍ରଥମ ଅଣ-ଶୂନ୍ୟ ଉପାଦାନର ଡାହାଣ ପାର୍ଶ୍ୱରେ 

ଅଛ।ି

ମନ୍ତବ୍ୟ: କ�ୌଣସ ିଧାଡରି ପ୍ରଥମ ଅଣ-ଶୂନ୍ୟ ଉପାଦାନକୁ ସେହ ିଧାଡରି ମଖୂ୍ୟ ଉପାଦାନ କମି୍ବା ପାଇଭ�ୋଟାଲ 
ଉପାଦାନ କମି୍ବା ପାଇଭଟ କୁହାଯାଏ। 

3.4.2 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ଧାଡ ିହ୍ରାସକରଣ ଇକେଲନ୍‍ ରୂପ
ଏକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସକୁ ଧାଡ ିହ୍ରାସକରଣ ଇକେଲନ୍‍ ରୂପ କୁହାଯିବ ଯଦି
a.	 ଏହା ଧାଡ ିଇକେଲନ୍‍ ରୂପରେ ରହେ  ।
b.	 ପ୍ରତ୍ୟେକ ମଖୁ୍ୟ ଉପାଦାନ ଏକକ  ଅଟେ ।
c.	 ପ୍ରତ୍ୟେକ ସ୍ତମ୍ଭରେ ମଖୁ୍ୟ ଉପାଦାନର ଉପରରେ ସମସ୍ତ ଉପାଦାନ ଶୂନ୍ୟ ହୁଏ  

3.4.3 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ସ୍ତମ୍ଭ ଇକେଲନ୍ ରୂପ 

ଏକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସକୁ ସ୍ତମ୍ଭ ହ୍ରାସକରଣ ଇକେଲନ୍‍ ରୂପ କୁହାଯିବ ଯଦ,ି 

a.	 ସମସ୍ତ ଶୂନ୍ୟ ସ୍ତମ୍ବ, ଯଦ ିକଛି ିଥାଏ ତାହାହେଲେ ତାହା ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ଡାହାଣ ପାର୍ଶ୍ୱରେ ରହବି ।
b.	 ପ୍ରତ୍ୟେକ ସ୍ତମ୍ଭର ପ୍ରଥମ ଅଣ-ଶୂନ୍ୟ ଉପାଦାନ ପୂର୍ବବର୍ତ୍ତୀ ସ୍ତମ୍ବରେ ପ୍ରଥମ ଅଣ-ଶୂନ୍ୟ ଉପାଦାନ ର ତଳେ 

ରହବି।

ମନ୍ତବ୍ୟ: କ�ୌଣସ ିସ୍ତମ୍ବର ପ୍ରଥମ ଅଣ-ଶୂନ୍ୟ ଉପାଦାନକୁ  ସେହ ିସ୍ତମ୍ବର ମଖୁ୍ୟ ଉପାଦାନ  କମି୍ବା ପାଇଭ�ୋଟାଲ 
ଉପାଦାନ କମି୍ବା, ପାଇଭଟ କୁହାଯାଏ। 

3.4.4 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ର ସ୍ତମ୍ଭ ହ୍ରାସକରଣ ଇକେଲନ୍ ରୂପ
ଏକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସକୁ ସ୍ତମ୍ଭ ହ୍ରାସକରଣ ଇଲେକନ୍‍ ରୂପ ଯଦ ିକୁହାଯିବ ଯଦି
a.	 ଏହା ସ୍ତମ୍ଭ ଇକେଲନ୍ ରୂପରେ ଅଛ ି।
b.	 ପ୍ରତ୍ୟେକ ମଖୂ୍ୟ ଉପାଦାନ ଏକକ ଅଟେ ।
c.	 ପ୍ରତ୍ୟେକ ଧାଡରିେ ମଖୂ୍ୟ ଉପାଦାନ ଗୁଡକିର ବାମ  ପାର୍ଶ୍ୱରେ ଥିବା ଉପାଦାନଗୁଡକି ସବୁଶୂନ୍ୟ ଅଟେ ।
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ମନ୍ତବ୍ୟ: ଯଦ ିA ଧାଡ ିଇକେଲନ୍ ରୂପରେ ଅଛ,ି ତେବେ ଏହାର ଟ୍ରାନ୍ସପ�ୋଜ୍ A’ ସ୍ତମ୍ଭ ଇକେଲନ୍ ରୂପରେ ରହବି 

3.5 ଡଟିରମିନାଣ୍ଟସ୍ :
ଡଟିରମିନାଣ୍ଟ ର ଧାରଣା ର�ୈଖିକ ସମୀକରଣ ସମହୂର ସମାଧାନରୁ ଉତ୍ପନ୍ନ ହ�ୋଇଥିଲା | ଡଟିରମିନାଣ୍ଟ ର ମଲୂ୍ୟ ଏକ 
ସଂଖ୍ୟା ଯାହା ଏକ ବର୍ଗାକାର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ଉପାଦାନର ଏକ ଫଳନ । ଏକ ବର୍ଗାକାର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ର ଡଟିରମିନାଣ୍ଟକୁ det A 
କମି୍ବା det  (A) କମି୍ବା | A | ଦ୍ୱାରା ସଚୂତି କରାଯାଏ। 

ଏକ1 ×1 (ୱାନବାଏ ୱାନ ରୂପରେ ପଢାଯାଏ) ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A = [a] ର ଡଟିରମିନାଣ୍ଟକୁ |A | = a ଦ୍ୱାରା ସଚୂତି 
କରାଯାଏ ଏବଂ ଏହାକୁ ଡଟିରମିନାଣ୍ଟ ର ଅର୍ଡର 1 କୁହାଯାଏ 

ଏକ 2 × 2 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A =  ର ଡଟିରମିନାଣ୍ଟ କୁ | A | =  ଦ୍ୱାରା ସଚୂତି କରାଯାଏ ଏବଂ ଏହାକୁ 

ଡଟିରମିନାଣ୍ଟର ଅର୍ଡର 2 କୁହାଯାଏ।

ଏହପିର]ି 3 × 3 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A =  ର ଡଟିରମିନାଣ୍ଟକୁ | A | =  ଦ୍ୱାରା ସଚୂତି

କରାଯାଏ ଏବଂ ଏହାକୁ ଡଟିରମିନାଣ୍ଟର ଅର୍ଡର 3 କୁହାଯାଏ |
3.5.1 ଅର୍ଡର 2 ଡଟିରମିନାଣ୍ଟର ସଂଜ୍ଞା  
ନମି୍ନଲିଖିତ ଦୁଇଟ ିର�ୈଖିକ ସମୀକରଣ ଯାହାର ଦୁଇଟ ିଅଜ୍ଞାତ ରାଶ ିx ଏବଂ y କୁ ବଚିାରକୁ ନଆିଯାଉ 

	 a1x + b1y =	0� ...(1)
	 a2x + b2y =	0� ...(2)

ସମୀକରଣରୁ (1), ରୁ ଆମେ ପାଉ
	 1

1

bx
y a

= − � ...(3)

ସମୀକରଣ(2)ରୁ ଆମେ ପାଇବା
	 2

2

bx
y a

= − � ...(4)

ସମୀକରଣ (3) ଏବଂ (4) ରୁ, ଆମେ x ଏବଂ y କୁ ଅପସାରଣ କଲେ,

	 1 2

1 2

b b
a a

− = −

⇒	 a1b2 – b1a2 =	0

  ସଂଖ୍ୟା a1b2 -a2 b1 କୁ ଅଧିକ ସବୁଧିା ଜନକ ଭାବରେ ଦ୍ୱାରା ପ୍ରକାଶ କରାଯାଇପାରବି । ସଂଖ୍ୟା 
ଗୁଡକି a1, a2, b1, b2 କୁ ଡଟିରମିନାଣ୍ଟ ର ଉପାଦାନ କୁହାଯାଏ।
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ମନ୍ତବ୍ୟ : ଅର୍ଡର 2 × 2 ଡଟିରମିନାଣ୍ଟକୁ ବସି୍ତାର କରବିାକୁ ଆମେ ବଜ୍ର ଗୁଣନ ନୟିମ ପ୍ରୟ�ୋଗ କରବିା   = 
a1b2 – a2b1. ର ମଲୂ୍ୟ ହେଉଛ।ି

କେତେକ ସମାହତି ଉଦାହରଣ

ଉଦାହରଣ 3.4. A =  ର ଡଟିରମିନାଣ୍ଟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।

ସମାଧାନ:ମନେକର 	 A =	  

⇒	 ତେବେ | A | =	  = 35 + 6 = 41  (ଉତ୍ତର)

ଉଦାହରଣ 3.5. ଯଦ ି  =  x ଏବଂ y ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।

ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ 	  =	

	 2x2 – 18 =	18 – 18

	 2x2 – 18 =	0

	 2x2 =	18

	 x2 =	9

	 x =	±3  (ଉତ୍ତର)

3.5.2 ତୃତୀୟ ଅର୍ଡର ଡଟିରମିନାଣ୍ଟର ସମ୍ପ୍ରସାରଣ
ନମି୍ନଲିଖିତ ତନିଗି�ୋଟ ିର�ୈଖିକ ସମୀକରଣ ଯାହାର ତନିଗି�ୋଟ ିଅଜ୍ଞାତ ରାଶ ିx, y ଏବଂ z ବଚିାରକୁ ନଆିଯାଉ

	 a1x + b1y + c1z =	0� ...(5)

	 a2x + b2y + c2z =	0� ...(6)

	 a3x + b3y + c3z =	0� ...(7)

ଉପ�ୋରକ୍ତ ତନି�ୋଟ ିସମୀକରଣର ସମହୂ ରୁ x, y, z କୁ ଅପସାରଣ କରବିା ପାଇଁ,  ଆମେ ସମୀକରଣ (6) ଏବଂ 
(7) କୁ ସମାଧାନ କରବିା  

	  =	  =   (କୁହାଯାଉ) ଏରେ ଆମେ ପାଇବା
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	 x =	k(b2c3 – c2b3)

	 y =	k(c2a3 – a2c3)

	 z =	k(a2b3 – b2a3)

ସମୀକରଣ (5) ରେ x, y, z ମଲୂ୍ୟ ଗୁଡକୁି ପ୍ରତସି୍ଥାପନ କଲେ, ଆମକୁ ମିଳେ 
    a1(b2c3 – c2b3)k + b1(c2a3 – a2c3)k + c1(a2b3 – b2a3)k = 0

	       a1(b2c3 – c2b3) + b1(c2a3 – a2c3) + c1(a2b3 – b2a3) = 0� ...(8)

(ବଦି୍ୟାର୍ଥୀ ମାନେ ଚନି୍ତା କରନ୍ତୁ  କାହିଁକ ିk ଶୂନ୍ୟ ହ�ୋଇନପାରେ)
ସମୀକରଣ (8) ର ବାମପାର୍ଶ୍ୱର ଏହ ିପଦକୁ ତୃତୀୟ ଅର୍ଡର ଡଟିରମିନାଣ୍ଟ କୁହାଯାଏ 

ସାଙ୍କେତକି ଭାବରେ ଏହାକୁ  ଭାବରେ ଲେଖାଯାଏ 

⇒	  =	a1(b2c3 – c2b3) + b1(c2a3 – a2c3) + c1(a2b3 – b2a3)

କମି୍ୱା ⇒	  =	

ମନ୍ତବ୍ୟ: 
i.ଉପର�ୋକ୍ତ ଡଟିରମିନାଣ୍ଟର ସଂମ୍ପ୍ରସାରଣକୁ ପ୍ରଥମ ଧାଡ ିଦ୍ୱାରା ସମ୍ପ୍ରସାରଣ କୁହାଯାଏ।
ଏହପିର ିଯେକ�ୌଣସ ିଧାଡ ିକମି୍ୱା ସ୍ତମ୍ଭ ଦ୍ୱାରା ଡଟିରମିନାଣ୍ଟର ସଂମ୍ପ୍ରସାରଣ କରାଯାଇପାରବି ଏବଂ ଏହାର ମଲୂ୍ୟ 

ସମାନ ରହଥିାଏ।
ii.ପ୍ରତ୍ୟେକ ପଦ ପୂର୍ବର ଚହି୍ନ = (–1)i + j, ଯେଉଁରେ  'i' ଏବଂ 'j' ଧାଡ ିଏବଂ ସ୍ତମ୍ଭକୁ ସଚୂତି କରେ ଯେଉଁରେ 

ଉପଦାନ ଉପସ୍ଥିତ ଥାଏ ।
ଏହା ଯେକ�ୌଣସ ିଅର୍ଡର ଡଟିରମିନାଣ୍ଟ ପାଇଁ ବ�ୈଧ ।
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କେତେକ ସମାହତି ହ�ୋଇଥିବା ଉଦାହରଣ

ଉଦାହରଣ 3.6. A =  ର ଡଟିରମିନାଣ୍ଟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।

ସମାଧାନ:ଦତ୍ତ 	 A =	

ତେବେ	 | A | = 	

ପ୍ରଥମେ ଧାଡ ିସହତି ସମ୍ପ୍ରସାରଣ କଲେ , ଆମେ ପାଉ,

	 | A | = 	

	 =	1(228 – 110) – 3(76 – 310) + 5(22 – 186)

	 =	1(118) –3(–234) + 5(–164) = 118 + 702 – 820

	 =	0  (ଉତ୍ତର)

ଉଦାହରଣ 3.7 ଯଦ ିA = , ହୁଏ ତେବେ ଦର୍ଶାଅ ଯେ  | 3A | = 27 | A |.
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ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ 	 A =	

ତେବେ	 3A =	  = 

ତେବେ ଡଟିରମିନାଣ୍ଟ | 3A |
	 | 3A | =	

ପ୍ରଥମେ ଧାଡ ିସହତି ସମ୍ପ୍ରସାରଣ କଲେ , ଆମେ ପାଇବା

	 | 3A | =	

	 =	3(36 – 0) – (0 – 0) + 3(0 – 0) 

	 =	108 – 0 + 0 = 108

ଏବଂ 	 | A | =	

ପ୍ରଥମେ ଧାଡ ିସହତି ସମ୍ପ୍ରସାରଣ କଲେ, ଆମେ ପାଇବା

	 | A | =	

	 | A | =	1(4) – 0 + 1(0) = 4

ତେବେ	 27| A | =	27 × 4 = 108

ତେଣୁ 	 | 3A |=	27 | A |  (ପ୍ରମାଣିତ)
3.5.3 ଡଟିରମିନାଣ୍ଟର ଗୁଣ ଧର୍ମ
ଗୁଣ- (I) ଡଟିରମିନାଣ୍ଟର ମଲୂ୍ୟ ଅପରବିର୍ତ୍ତିତ ରହଥିାଏ, ଯଦ ିଏହାର ସମସ୍ତ ଧାଡ ିସ୍ତମ୍ଭରେ ରୂପାନ୍ତରତି ହୁଏ ଏବଂ ସମସ୍ତ  
ସ୍ତମ୍ଭ ଧାଡରିେ ରୂପାନ୍ତରତି ହୁଏ ।

ଉଦାହରଣ 3.8. 
1 0 1
0 1 2
0 0 4

A
 
 =  
    

ରମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର। 
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ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ 	 D =	

ଦ୍ୱିତୀୟ ଧାଡ ିସହତି ସମ୍ପ୍ରସାରଣ କଲେ, ଆମେ ପାଇବା 
	 D =	36� (ବଦି୍ୟାର୍ଥୀମାନେ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ିପାରବିେ)

ସମସ୍ତ ଧାଡକୁି ସ୍ତମ୍ଭ ସହତି ପରବିର୍ତ୍ତନ କଲେ, ଆମେ ପାଇବା

	 D1 =	  (ଧରାଯାଉ)

ପ୍ରଥମେ ଧାଡ ିସହତି ସମ୍ପ୍ରସାରଣ କଲେ , ଆମେ ପାଇବା
	 D1 =	36� (ବଦି୍ୟାର୍ଥୀମାନେ ଏହାକୁ ଯାଞ୍ଚ କରପିାରବିେ)

ତେଣୁ 	 D =	D1

ଗୁଣ- (II) ଯଦ ିଏକ ଡଟିରମିନାଣ୍ଟ ର ଯେକ�ୌଣସ ିଦୁଇଟ ିଧାଡ ିକମି୍ୱା ସ୍ତମ୍ଭକୁ ଅଦଳବଦଳ କରାଯାଏ, ତେବେ 
ଡଟିରମିନାଣ୍ଟର ମଲୂ୍ୟର ସଂଙ୍କେତ ମଧ୍ୟ ପରବିର୍ତ୍ତନ ହୁଏ ,

ଉଦାହରଣ 3.9.  ର ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।

ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ	 D =	

ପ୍ରଥମେ ଧାଡ ିସହ ବସି୍ତାର କଲେ, ଆମେ ପାଇବା:
	 D =	2

ଗୁଣ2. ବ୍ୟବହାର କର ିଅର୍ଥାତ୍ ଦ୍ୱିତୀୟ ଏବଂ ତୃତୀୟ ଧାଟକୁି ଅଦଳବଦଳ କଲେ, ଆମେ ପାଇବା :

	 D1 =	  

ତାପରେ ପ୍ରଥମେ ଧାଡ ିସହ ବସି୍ତାର କଲେ, ଆମେ ପାଇବା:
	 D1 =	–2

ତେଣୁ ଆମେ ପାଇବା	 D =	–D1

ଗୁଣ(III)	 ଯଦ ିଏକ ଡଟିରମିନାଣ୍ଟର ଯେକ�ୌଣସ ିଦୁଇଟ ିଧାଡ ିକମି୍ୱା ସ୍ତମ୍ଭ ସମାନ ହୁଏ, ତେବେ ଡଟିରମିନାଣ୍ଟ 
ର ମଲୂ୍ୟ ସର୍ବଦା ଶୂନ୍ୟ ହୁଏ।
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ଉଦାହରଣ 3.10. D =  ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର । 

ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ 	 D =	

ପ୍ରଥମେ ଧାଡ ିସହତି ବସି୍ତାର କଲେ, ଆମେ ପାଇବା :
	 D =	0� (ବଦି୍ୟାର୍ଥୀମାନେ ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ କରପିାରବିେ)
ତେଣୁ 	 D =	0

ଗୁଣ (IV)	ଯଦ ିଏକ ଡଟିରମିନାଣ୍ଟର ଯେକ�ୌଣସ ିଧାଡ ିକମି୍ୱା ସ୍ତମ୍ଭ ପ୍ରତ୍ୟେକ ଉପାଦାନ ଏକ ଧ୍ରୁବକ ଦ୍ୱାରା ଗୁଣିତ 
ହୁଏ ତେବେ ଡଟିରମିନାଣ୍ଟ ର ମଲୂ୍ୟ ମଧ୍ୟ ସେହ ିଉତ୍ପାଦକ ଦ୍ୱାରା ଗୁଣିତ ହେବ

ଉଦାହରଣ 3.11. D =  ର ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର

 ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ 	 D =	

ପ୍ରଥମେ ଧାଡ ିସହ ବସି୍ତାର କଲେ, ଆମେ ପାଇବା
	 D =	–3
ପ୍ରଥମ ଧାଡକୁି 5 ଦ୍ୱାରା ଗୁଣନ କଲେ,ଆମେ ପାଇବା

	 D1 =	  (ଧରାଯାଉ)

	 =	–15 = 5(D)

⇒	 D1 =	5D

ଗୁଣ(V) 	 ଯଦ ିଗ�ୋଟଏି ଧାଡ ି(କମି୍ବା ସ୍ତମ୍ଭ) ର ଅନୁରୂପ ଉପାଦାନଗୁଡକି ଅନ୍ୟ ଧାଡ ି(କମି୍ୱା ସ୍ତମ୍ଭ) ର ଅନୁରୂପ 
ଉପାଦାନ ଗୁଢକିର ଧ୍ରୁବକ ଗୁଣିତକ ସହତି ଯ�ୋଡହି�ୋଇଯାଏ, ତେବେ ଡଟିରମିନାଣ୍ଟର ମଲୂ୍ୟ ଅପରବିର୍ତ୍ତିତ ରହଥିାଏ, 

ଉଦାହରଣ 3.12. D =  ର ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର
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ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ	 D =	

ପ୍ରଥମେ ଧାଡ ିସହତି ବସି୍ତାର କଲେ, ଆମେ ପାଇବା
	 D =	–2

ଦ୍ୱିତୀୟ ସ୍ତମ୍ଭକୁ 3 ଦ୍ୱାରା ଗୁଣନ କର,ି ପ୍ରଥମ ସ୍ତମ୍ଭରେ ଯ�ୋଗ କଲେ, ଆମେ ପାଇବା

	 D1 =	  (ଧରାଯାଉ)

	 =	

ପ୍ରଥମେ ଧାଡ ିସହ ବସି୍ତାର କଲେ, ଆମେ ପାଉ
	 D1 =	–2

ତେଣୁ ⇒	 D =	D1

ଗୁଣ VI ଯଦ ିଏକ ଡଟିରମିନାଣ୍ଟର ଧାଡ ି(କମି୍ବା ସ୍ତମ୍ଭ) ର ପ୍ରତ୍ୟେକ ଉପାଦାନ ଦୁଇ (କମି୍ବା ଅଧିକ) ପଦର ଯ�ୋଗଫଳ 
ରୂପରେ ବ୍ୟକ୍ତ କରାଯାଏ, ତେବେ ଡଟିରମିନାଣ୍ଟକୁ  (କମି୍ବା ଅଧିକ) ଡଟିରମିନାଣ୍ଟର ଯ�ୋଗଫଳ ରୂପରେପ ମଧ୍ୟ ବ୍ୟକ୍ତ 
କରାଯାଇପାରେ

ଉଦାହରଣ 3.13. D =  ର ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର

ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ	 D =	

	 D =	

	 D =	1� (ବଦି୍ୟାର୍ଥୀମାନେ ଗଣନା ଏବଂ ଯାଞ୍ଚ କରପିାରବିେ)

ମନ୍ତବ୍ୟ: ଯଦ ିଏକ ବର୍ଗ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ Aର  ଅର୍ଡର n ହୁଏ, ତେବେ | kA | = kn | A |
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ଉଦାହରଣ 3.14. ଡଟିରମିନାଣ୍ଟର ଗୁଣ ଗୁଡକୁି ବ୍ୟବହାର କର ିପ୍ରମାଣ କର ଯେ

	  =	(a – b) (b – c) (c – a) (ab + bc + ca)

 ସମାଧାନ: ମନେକର 	 D =	

R2 → R2 – R1; R3 → R3 – R1 ପ୍ରୟ�ୋଗ କର ିଆମେ ପାଉ, ]

	 D =	

	 D =	

	 D =	(b – a) (c – a) 

R3 → R3 – R2 ସଂସ୍ଥାପନାରେ ଆମେ ପାଉ,]
	 D =	(b – a) (c – a) 

	 =	(b – a) (c – a) (c – b) 

ତୃତୀୟ ଧାଡରିେ ପ୍ରୟ�ୋଗ କରେ, ଆମେ ପାଉ,
	 =	[(b – a) (c – a) (c – b)] (–1) 

	 =	[(b – a) (c – a) (c – b)] (–1) [–ac – a2 – ab – bc + a2]

	 =	[(b – a) (c – a) (c – b)] (–1) [(–1) (ac + ab + bc)]
	 =	(a – b) (b – c) (c – a) (ab + bc + ca)  (ପ୍ରମାଣିତ)
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ଉଦାହରଣ 3.15. ଦର୍ଶାଅ ଯେ 

	  =	0

ସମାଧାନ: ମନେକର 	 D =	

	 D =	abc 

	 =	0� [ଯେପର ିପ୍ରଥମ ଏବଂ ତୃତୀୟ ସ୍ତମ୍ଭ ସମାନ](ଗୁଣ III) 
ଉଦାହରଣ 3.16. ଡଟିରମିନାଣ୍ଟର ଗୁଣକୁ ବ୍ୟବହାର କର ିପ୍ରମାଣ କର ଯେ

	  =	(x + 2) (x – 1)2

ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ	 D =	

C1 → C1 + C2 + C3 ପ୍ରୟ�ୋଗ କର,ିଆମେ ପାଉ]

	 D =	

C1 ରୁ (x + 2) ବାହାରକୁ ନେଇ ଆମେ ପାଉ

	 =	(x + 2) 

R2 → R2 – R1; R3 → R3 – R1 ପ୍ରୟ�ୋଗ କର ିଆମେ ପାଉ,

	 D =	
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ଯଥାକ୍ରମେ R2 ଏବଂ R3 ରୁ (x – 1) ବାହାରକୁ ନେଲେ,  ଆମେ ପାଉ

	 D =	(x + 2) (x – 1)2 

R2 ସହତି ବସି୍ତାର କଲେ,ଆମେ ପାଉ
	 D =	(x + 2) (x – 1)2 . (1) 

	 =	(x + 2) (x – 1)2 . (1) 

	 =	(x + 2) (x – 1)2   (ପ୍ରମାଣିତ)

ପ୍ରଶ୍ନମାଳା 3.3

1.	 ନମି୍ନଲିଖିତ ଡଟିରମିନାଣ୍ଟର ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର:

	 a.	 			   b.	

	 c.	 			   d.	

2.	 ଦତ୍ତ ଡଟିରମିନାଣ୍ଟର ମାନ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର D = 

 	 a.	 ଦ୍ୱିତୀୟ ଧାଡରି ସାହାଯ୍ୟରେ 	
	 b.	 ତୃତୀୟ ସ୍ତମ୍ଭର ସାହାଯ୍ୟରେ

3.	 ଦତ୍ତ ଡଟିରମିନାଣ୍ଟର ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର D = .

4.	 ଡଟିରମିନାଣ୍ଟର ଗୁଣ ଗୁଡକୁି ବ୍ୟବହାର କରବି, ନମି୍ନଲିଖିତ ପ୍ରମାଣ କର:

	 a.	  = (b – c) (c – a) (a – b) (a + b + c)

	 b.	  = 3abc – a3 – b3 – c3	 c.	  = (1 – x3)2
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	 d.	  = 4a2b2c2

	 e.	  = 2(a + b + c) (ab + bc + ca – a2 – b2 – c2)

5.	 ଦର୍ଶାଅ ଯେ x = 2 ଦତ୍ତ ସମୀକରଣଗୁଡକି  = 0 ର ଏକ ମଳୂ ଏବଂ ଏହାକୁ ସମ୍ପୂର୍ଣ୍ଣ ସମାଧାନ 
କର

6.	 ଯଦ ିa, b ଏବଂ c ବାସ୍ତବ ଏବଂ D =  = 0, ତେଣୁ ଦର୍ଶାଅ ଯେ  a + b + c = 0 କମି୍ବା a 
= b = c.

ଉତ୍ତରମାଳା

1.	 a.	 x3 – x2 + 2	 b.	 2	 c.	 2691	 d.	40

2.	 a.	 23	 b.	 23	 3.	 sec q (sec q + tan q)

3.5.4  ଡଟିରମିନାଣ୍ଟର ପ୍ରୟ�ୋଗ 
3.5.4.1 ଡଟିରମିନାଣ୍ଟକୁ ବ୍ୟବହାର କରି ତ୍ରିଭୁଜର କ୍ଷେତ୍ରଫଳ 

ନରି୍ଣ୍ଣୟ : ନରି୍ଣ୍ଣୟ ତ୍ରିଭୁଜର କ୍ଷେତ୍ରଫଳ, ଯାହାର ସ୍ଥାନାଙ୍କ ମାନେ (x1, 
y1), (x2, y2) ଏବଂ (x3,y3) 

	 କ୍ଷେତ୍ରଫଳ =	

କମି୍ବା 	 =	

ଏହ ିଅଭିବ୍ୟକ୍ତି ଡଟିରମିନାଣ୍ଟ ରୂପରେ ଏପର ିଲେଖାଯାଇପାରବି

	 D =	  କମି୍ବା 

A(x , y )
1 1

B
(x , y )

2 2
C

(x , y )
3 3

y

xO

ଚତି୍ର  3-2
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ଟପି୍ପଣୀ: 1. ଡଟିରମିନାଣ୍ଟ ଋଣାତ୍ମକ ହ�ୋଇ ପାରେ କନି୍ତୁ  କ୍ଷେତ୍ରଫଳ ସର୍ବଦା ଧନାତ୍ମକ ଅଟେ ଅର୍ଥାତ ≥ 0
2. ଯଦ ିତ୍ରିଭୁୂଜର କ୍ଷେତ୍ର ଦଆିଯାଏ, ତେବେ ଗଣନା ପାଇଁ  ଧନାତ୍ମକ ଏବଂ ଋଣାତ୍ମକ ମଲୂ୍ୟଗୁଡକି ବ୍ୟବହାର 

କର।
3. ତନି�ୋଟ ି ବନି୍ଦୁ  ଏକ ସରଳ ରେଖାଉପରେ ଅବସ୍ଥିତ ଯଦ ି ଏବଂ କେବଳ ଯଦ ତନି�ୋଟ ି ବନି୍ଦୁ  ଦ୍ୱାରା ସଷୃ୍ଟି 

ହ�ୋଇଥିବା  ତ୍ରିଭୁଜର କ୍ଷେତ୍ରଫଳ ଶୁନ୍ୟ ହୁଏ ।

କେତେକ ସମାହତି ଉଦାହରଣ
ଉଦାହରଣ 3.17 ତ୍ରିଭୂଜର କ୍ଷେତ୍ରଫଳ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ଯାହାର ସ୍ଥାନାଙ୍କ ଗୁଡକି ହେଲେ (2, 7), (1, 1), (10, 8) ।

 ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ ତ୍ରିଭୂଜର କ୍ଷେତ୍ରଫଳ

	 D =	

ତ୍ରିଭୁଜର ସ୍ଥାନାଙ୍କ ଗୁଡକି ହେଲେ  

	 D =	

 	 R1 ସହତି ବସି୍ତାର କଲେ,D =	

	 =	

	 =	

ତେଣୁ, ତ୍ରିଭୂଜର ଆବଶ୍ୟକ କ୍ଷେତ୍ରଫଳ ହେଉଛ ି  ବର୍ଗ ୟୁନଟି୍‍

ଉଦାହରଣ 3.18 ତ୍ରିଭୂଜର କ୍ଷେତ୍ରଫଳ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ଯାହାର ଶୀର୍ଷ ବନି୍ଦୁର ସ୍ଥାନାଙ୍କ ହେଲେ (–2, –3), (3, 2), (–1, –8) 

ସମାଧାନ:ତ୍ରିଭୁଜର ସ୍ଥାନାଙ୍କ ଗୁଡକି ହେଲା  

ଦତ୍ତ ତ୍ରିଭୁଜର କ୍ଷେତ୍ରଫଳ	 D =	
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	 =	

	 =	

	 =	

ଯେହେତୁ ତ୍ରିଭୁଜର କ୍ଷେତ୍ରଫଳ ସର୍ବଦା ଧନାତ୍ମକ, ତେଣୁ ଆବଶ୍ୟକ କ୍ଷେତ୍ରଫଳ 15 ବର୍ଗ ୟୁନଟି୍ ଅଟେ।
ଉଦାହରଣ 3.19  k ର ମଲୂ୍ୟ ନରୂିପଣ କର ଯଦ ିତ୍ରିଭୁଜର କ୍ଷେତ୍ରଫଳ 4 ବର୍ଗ ୟୁନଟି୍ ଅଟେ ଏବଂ ସ୍ଥାନାଙ୍କ (-2, 

0), (0, 4), (0, K)।
ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ ତ୍ରିଭୁଜର କ୍ଷେତ୍ରଫଳ

	 D =	

ଏଠାରେ ତ୍ରିଭୁଜର କ୍ଷେତ୍ରଫଳ = 4 ବର୍ଗୟୁନଟି୍
	 D =	± 4 

[କ୍ଷେତ୍ରଫଳ ଧନାତ୍ମକ ଅଟେ ଏବଂ ଡଟିରମିନାଣ୍ଟ ଧନାତ୍ମକ ଏବଂ ଋଣାତ୍ମକ ହ�ୋଇ ପାରେ]
x1 = –2, x2 = 0, x3 = 0, y1 = 0, y2 = 4, y3 = k ରଖିବାରେ

	 ± 4 =	

	 ± 4 =	 � [R2 ସହତି ବସି୍ତାର କର]ି

	 ± 8 =	2(k – 4)

	 ± 4 =	k – 4

	 ତେଣୁ 		  ଏବଂ 
	 4 =	k – 4		  –4 =	k – 4

	 4 + 4 =	k		  –4 + 4 =	k

	 8 =	k	    	 0 =	k

\	 k =	8	       \	 k =	0

 k ର ଆବଶ୍ୟକ ମଲୂ୍ୟ 8 ଓ 0
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ଉଦାହରଣ 3.20 ଦର୍ଶାଅ ଯେ ସ୍ଥାନାଙ୍କ ଗୁଡକି (–2, –1), (7, 8), (–3, –2) ଏକ ସରଳ ରେକା ଉପରେ 
ଅବସ୍ଥିତ ।

ସମାଧାନ: ତନି�ୋଟ ିବନି୍ଦୁ  ଏକ ସରଳରେଖାରେ ଅବସ୍ତିତ ରହବିେ ଯଦ ିସେମାନେ ସମାନ ରେଖାରେ ଅଛନ୍ତି
\	 ତ୍ରିଭୁଜର କ୍ଷେତ୍ରଫଳ =	0

ଦତ୍ତ ତ୍ରିଭୁଜର କ୍ଷେତ୍ରଫଳ
	 D =	 �

ସ୍ଥାନାଙ୍କ ଗୁଡକି (-2,-1),(7,8),(-3,-9)ମୂଲ୍ୟ ଗୁଡକୁି (1)ରେ ରଖିଲେ , ଆମେ ପାଉ ।

	 D =	

	 D =	 � [R1 ସହତି ବସି୍ତାର କଲେ]

	 =	

	 D =	0

ତେଣୁ, ଦତ୍ତ ବନି୍ଦୁ  ଗୁଡକି ଏକ ସରଳରେଖାରେ ଅବସ୍ତିତ।

ପ୍ରଶ୍ନମାଳା 3.4

1.	 ତ୍ରିଭୁଜର କ୍ଷେତ୍ରଫଳ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ଯାହାର ପ୍ରତ୍ୟେକ ବନି୍ଦୁର ସ୍ଥାନାଙ୍କ ନମି୍ନରେ ଦଆିଯାଇଛ ି
	 a.	 (1, 0), (6, 0), (4, 3)			   b.	 (3, 8), (–4, 2), (5, 1)

2.	 ନମି୍ନଲିଖିତରେ k ର ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟକର ଯଦି
	 i.	 ତ୍ରିଭୁଜର କ୍ଷେତ୍ରଫଳ 4 ବର୍ଗୟୁନଟି୍ ଏବଂ ସ୍ଥାନାଙ୍କ ଗୁଡକି  (k, 0), (4, 0), (0, 2)A

	 ii.	 ତ୍ରିଭୁଜର କ୍ଷେତ୍ରଫଳ 35 ବର୍ଗ ୟୁନଟି୍ ଅଟେ ଏବଂ ସ୍ଥାନାଙ୍କ ଗୁଡକି (2, –6), (5, 4), (k, 4)A

3.	 ଦର୍ଶାଅ ଯେ A(a, b + c), B(b, c + a), C(a, a + b) ବନି୍ଦୁ  ଗୁଟକି ଏକ ସରଳରେଖାରେ ଅବସ୍ତିତ A

ଉତ୍ତରମାଳା 

1.	 a.	 	 b.	 	 2.	 i.  0, 8	 ii.	 12, –2
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3.5.5 ମାଇନର ଏବଂ କ�ୋ-ଫାକ୍ଟର 

3.5.5.1 ମାଇନର:

 ମନେକର A = [aij] ଅର୍ଡର n ର ଏକ ବର୍ଗ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଯେପର ି| A | = | aij |

ତେବେ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A ର ଏକ ଉପାଦାନର ମାଇନର, ଧାଡ ିଏବଂ ସ୍ତମ୍ଭକୁ ବଲି�ୋପ କର ିପ୍ରାପ୍ତ ହ�ୋଉଥିବା ଡଟିମିନାଣ୍ଟ 
ଭାବରେ ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଥାଏ।।

ମନେକର ଏକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ	 A = 

ତେଣୁ, a1, b1ଏବଂc1 e cûA^e ~ଥାKâùc  

ସେହପିର,ି a2, b2ଏବଂc2 e cûA^e ~ଥାKâùc  jêG!

ସେହପିର,ି a3, b3ଏବଂc3 e cûA^e ~ଥାKâùc  

3.5.5.2 କ�ୋ-ଫ୍ୟାକ୍ଟର 
i ତମ ଧାଡ ିjତମ É¸e ù~ùK÷ûYiò C_û\û^e କ�ୋ-ଫ୍ୟାକ୍ଟର ନମି୍ନ bûùa ବ୍ୟାଖ୍ୟା Keû~ûGö 

କ�ୋ-ଫାକ୍ଟର =	(–1)i+j cûA^e Cbd WÿòUecò^ûଣ୍ଟ ଓ aMð cýûUâòକ୍ସର ବ୍ୟୁତକ୍ରମ ପ୍ତିଲ�ୋମ ଗଣନା କରବିା ପାଇଁ  
କ�ୋ-ଫ୍ୟାକ୍ଟର ଉପଯ�ୋଗୀ ହ�ୋଇଥାଏ।

\ ଉପଯୁକ୍ତ ଚହି୍ନ ଯୁକ୍ତ ମାଇନର = କ�ୋ-ଫ୍ୟାକ୍ଟର ।

କେତେକ ସମାହତି C\ûjeY

ଉଦାହଣ 3.21 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସA =  e icÉ cûA^e Gaõ କ�ୋ-ଫ୍ୟାକ୍ଟର MêWÿòK ^ò‰ðd Ke।	

ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ	 A =	

ଏଠାରେ	 a11 =	1,  a12 = 2,  a13 = 3
	 a21 =	4,  a22 = 3,  a23 = 2

	 a31 =	7,  a32 = 0,  a33 = –1

	 M11 =	a11 e cûA^e  =  = –3
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	 M12 =	a12 e cûA^e =  = –4 – 14 = –18

	 M13 =	a13 e cûA^e =  = 0 – 21 = –21

	 M21 =	a21 e cûA^e =  = –2 – 0 = –2

	 M22 =	a22 e cûA^e =  = –1 – 21 = –22

	 M23 =	a23 e cûA^e =  = 0 – 14 = –14

	 M31 =	a31 e cûA^e =  = 4 – 9 = –5

	 M32 =	a32 e cûA^e =  = 2 – 12 = –10

	 M33 =	a33 e cûA^e =  = 3 – 8 = –5

ତେଣୁ	 A11 =	a11 e କ�ୋ-ଫ୍ୟାକ୍ଟର = (–1)1+1 M11 = (–1)2 (–3) = –3

	 A12 =	a12 e କ�ୋ-ଫ୍ୟାକ୍ଟର = (–1)1+2 M12 = (–1)3 (–18) = 18

	 A13 =	a13 e କ�ୋ-ଫ୍ୟାକ୍ଟର = (–1)1+3 M13 = (–1)4 (–21) = –21

	 A21 =	a21 e କ�ୋ-ଫ୍ୟାକ୍ଟର= (–1)2+1 M21 = (–1)3 (–2) = 2

	 A22 =	a22 e କ�ୋ-ଫ୍ୟାକ୍ଟର = (–1)2+2 M22 = (–1)4 (–22) = –22

	 A23 =	a23 e କ�ୋ-ଫ୍ୟାକ୍ଟର = (–1)2+3 M23 = (–1)5 (–14) = 14

	 A31 =	a31 e କ�ୋ-ଫ୍ୟାକ୍ଟର = (–1)3+1 M31 = (–1)4 (–5) = –5

	 A32 =	a32 e କ�ୋ-ଫ୍ୟାକ୍ଟର = (–1)3+2 M32 = (–1)5 (–10) = 10

	 A33 =	a33 e କ�ୋ-ଫ୍ୟାକ୍ଟର = (–1)3+3 M33 = (–1)6 (–5) = –5

3.5.6 GK aMð cýûUâòKèe @ûWÿRGଣ୍ଟ 
ଏକ ବର୍ଗ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ Aର aij ଉପାଦାନର ସଂପକୃ୍ତ କ�ୋ-ଫ୍ୟାକ୍ଟର ଦ୍ୱାରା ପରବିର୍ତ୍ତି କର ିତାହାର ଟ୍ରାନ୍ସପ�ୋଜ ନେଲେ 

ଆଡଜଏଣ୍ଟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ମିଳେ ।
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ଯଦ ିA =	 , ùZùa

	 | A | =	

| A | ùe [ôaû C_û\û^e କ�ୋ-ଫ୍ୟାକ୍ଟର \ßûeû MVòZ cýûUâòKè

			 

ù~CñVûùe	 A1 =	  = (b2c3 – c2b3)

	 A2 =	–  = – (b1c3 – c1b3)

	 A3 =	  = (b1c2 – b2c1)

	 B1 =	–  = – (a2c3 – c2a3)

	 B2 =	  = (a1c3 – c1a3)

	 B3 =	–  = – (a1c2 – c1a2)

	 C1 =	  = a2b3 – b2a3

	 C2 =	–  = – (a1b3 – b1a3)

	 C3 =	  = (a1b2 – b1a2)

ùZùa, ijC¯û\K MêWÿòKe cýûUâòKèe ଟ୍ରାନ୍ସପ�ୋଜ ହେଉଛ ି  ଏjûKê cýûUâòKè Ae ଅûWÿଜୟଣ୍ଟ 
Kêjû~ûG Gaõ GjûKê adj A.eê_ùe iìPûA \ò@û~ûGö
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3.5.6.1 ଆଡଜଏଣ୍ଟର ଗୁଣଧର୍ମ 
GK cýûUâòKè ‘A’ Gaõ Gjûe @ûWÿRଏଣ୍ଟ MêY`k | A | ଓ I ଏକକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ଗୁଣଫଳ ସହ ସମାନ।
	 adj. (A) . A =	A (adj. A) = | A | . I

ù~CñVûùe I, GK GKK cýûUâòKè।

କେତେକ icûହତି C\ûjeY 

ଉଦାହରଣ 3.22.ଦତ୍ତ cýûUâòKè A =  e @ûWÿRGଣ୍ଟ ^ò‰ðd Keö

ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ	 A =	

ଏଠାରେ	 a11 =	2, a12 = 3, a21 = 3, a22 = 5

a11, a12, a21 Gବଂ a22 କ�ୋ-ଫ୍ୟାକ୍ଟର MêWÿòK \ò@û~ûAQòö
	 A11 =	a11 କ�ୋ-ଫ୍ୟାକ୍ଟର  = (–1)1+1 (5) = 5

	 A12 =	a12 କ�ୋ-ଫ୍ୟାକ୍ଟର= (–1)1+2 (3) = –3

	 A21 =	a21 କ�ୋ-ଫ୍ୟାକ୍ଟର = (–1)2+1 (3) = –3

	 A22 =	a22 କ�ୋ-ଫ୍ୟାକ୍ଟର = (–1)2+2 (2) = 2

ତେବେadj. (A) =	  =   (ଉତ୍ତର)

ଉଦାହରଣ 3.23. ଦତ୍ତ cýUâòKè A =  ର @ûWÿRdଣ୍ଟ ^ò‰ðd Ke

ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ	 A =	

ଏଠାରେ	 	a11 =	 1, a12 = 2, a13 = 4

	 a21 =	2, a22 = 3, a23 = 2

	 a31 =	3, a32 = 3, a33 = 4

a11, a12, a13, a21, a22, a23, a31, a32, a33 e ij C¯û\K MY^û Keû~ûଉ, ù~_eò _ìaðeê @ûùfûP^û 
Keû~ûAQòö ùZùa ଆମେ ପାଉ,

	 A11 =	6,     A12 = –2,  A13 = –3
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	 A21 =	4,     A22 = –8,  A23 = 3

	 A31 =	–8,   A32 = 6,    A33 = –1

ତେଣୁ	 adj. (A) =	

⇒	 adj. (A) =	   (ଉତ୍ତର)

3.5.6.2 cýûଟ୍ରିକ୍ସର ବ୍ୟୁତକ୍ରମ

ଯଦ ିA ଏବଂ B \êAU icû^ @Wÿðee aMð cýûଟ୍ରିକ୍ସ, ù~_eò AB = BA = I] ùZùa B Kê A e ବ୍ୟୁତକ୍ରମ 
Kêjû~ûG, @[ðûZ B = A–1 Gaõ A ହେଉଛ ିB e ବ୍ୟୁତକ୍ରମ

ମନ୍ତବ୍ୟ: 1- GK aMð cýûUâòKè 'A' e ବ୍ୟୁତକ୍ରମ ]ûeY Keòaû _ûAñ iର୍ତ୍ତ ùjCQò ù~, cýûUâòKè 'A' 
@Y-iòଙ୍ଗୁfûe ùjaû CPòZ, @û[ðû[ | A | ≠ 0

2- ù~ùK÷ûYiò aMð cýUâòKè ବ୍ୟୁତକ୍ରମ ]ûeY Kùe ZûjûKê A^bର୍ଟିବଲ cýûUâòKè Kêjû~ûGö

3- ~\ò GK aMð cýUâòKè ବ୍ୟୁତକ୍ରମ ]ûeY Kùe ùZùa Gjû iað\û @^^ý @ùU।

GK aMð cýûUâòKè ‘A’ e ବ୍ୟୁତକ୍ରମ ଅର୍ଥାତ,
	 A–1 =	  = 

(ବଦି୍ୟାର୍ଥୀcûù^ _ìaðeê @ûùfûP^û ùjûA[ôaû @ûWÿRGଣ୍ଟe MêY]cð iûjû~ýùe `kû`k _ûA _ûeòùa)

କେତେକ icûହତି C\ûjeY 

ଉଦାହରଣ 3.24. ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A =  e ବ୍ୟୁତକ୍ରମ ^ò‰ðd Keö

ସମାଧାନ : ଦତ୍ତ	 A =	  

⇒ 	  | A | =	10 – 9 = 1 ≠ 0
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⇒  ଯେହେତୁ | A | ≠ 0, ùZYê A ଏକ @Y ସଙି୍ଗୁଲାର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ @ùU ùZYୁ A–1 aò\ýcû^ @Qòö
ùZYê @ûcKê କ�ୋ-ଫ୍ୟାକ୍ଟର ^ò‰ðd Keòaû @ûagýKö
ùZYê	 A11 =	a11 e ij Cତ୍ପା\K = 5
	 A12 =	a12 e ij Cତ୍ପା\K = –3
	 A21 =	a21 e ij Cତ୍ପା\K = –3
	 A22 =	a22 e ij Cତ୍ପା\K = 2

⇒	 Adj. (A) =	

ବର୍ତ୍ତମାନ	 A–1 =	

⇒	 A–1 =	   (ଉତ୍ତର)

ଉଦାହରଣ 3.25. ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A =  e ବ୍ୟୁତକ୍ରମ ^ò‰ðd Ke Gaõ ~ûଞ୍ଚ c¤ Ke AA–1 = 
A–1 A = I.

ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ	 A =	

ùZY ê @ûùc _ûAaû	 | A | =	  = 1 ≠ 0

ùZYê | A | ≠ 0 ଅର୍ଥ ‘A’ @Y-iòMêଂfûe cýûUâòKè @ùU,ତେଣୁ ସଙି୍ଗୁଲାର A–1 aò\ýcû^ @Qò।
A–1 _ûAaû _ûAñ @ûcKê A e @ûWÿRGଣ୍ଟ ^ò‰ðd KeòaûKê ùja, G[ôପାAñ @ûùc A e ij Cତ୍ପା\K MêWÿòK 

ନରି୍ଣ୍ଣୟ କରବିା
ଆମେ ପାଉ	 A11 =	–9,	 A12 = –8,	 A13 = –2
	 A21 =	8,	 A22 = 7,	 A23 = 2
	 A31 =	–5,	 A32 = –4,	 A33 = –1

\	 adj. (A) =	
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	 =	

ùZYê	 A–1 =	

	 =	

~ûଞ୍ଚ _ûAñ AA–1 = A–1 A = I� (ବଦି୍ୟାର୍ଥୀମାନେ ^òùR ùPÁû Keò _ûeòùaA)

ପ୍ରଶ୍ନମାଳା 3.5

cûA^e,କ�ୋ-ଫ୍ୟାକ୍ଟର, @ûWÿRGଣ୍ଟ Gaõ ବ୍ୟୁତକ୍ରମ C_ùe @û]ôeòZ _âgÜ Gaõ \ò@û~ûA[ôaû ମାUâòKè _ûAñ 

@ûWÿRGଣ୍ଟ aýajûe Keò ବ୍ୟୁତକ୍ରମ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।
1.	 ଦତ୍ତ WÿòUecò^ାଣ୍ଟ _ûAñ _âùZýK C_û\û^e icÉ cûA^ei Gaõ କ�ୋ-ଫ୍ୟାକ୍ଟର ^ò‰ðd Keö

	  A =  

2.	 ଦତ୍ତ cýûUâòKèe @ûWÿRGଣ୍ଟ ^ò‰ðd Ke

	 a.	 			   b.	

3.	 ଦତ୍ତ cýûUâòKèe @ûWÿRGଣ୍ଟ ^ò‰ðd KeA = .

4.	 ଦତ୍ତ cýûUâòKèe @ûWÿRୟଣ୍ଟ ^ò‰ðd Ke

	 a.	 			   b.	

5.	 ^òcÜfòLôZ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସe ବ୍ୟୁତକ୍ରମ ^ò‰ðd KeA = .
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6.	 ଦତ୍ତ D =  ù~CñVûùe d1, d2, d3 ଏବଂ d4 gì̂ ý ê̂ùjñ D–1 ò̂‰ðd Ke।

ଉତ୍ତର ମାଳା 
1.	 M11 = (ab2 – ac2),	 M12 = (ab – ac),	 M13 = (c – b)
	 M21 = a2b – bc2,	 M22 = (ab – bc),	 M23 = (c – a)
	 M31 = (ca2 – cb2,	 M32 = (ca – bc),	 M33 = (b – a)
	 A11 = (ab2 – ac2),	 A12 = (ac – ab),	 A13 = (c – b)
	 A21 = (bc2 – a2b),	 A22 = (ab – bc),	 A23 = (a – c)
	 A31 = (ca2 – cb2),	 A32 = (bc – ca),	 A33 = (b – a), | A | = (a – b) (b – c) (c – a)

2.	 a.	 			   b.	 	 3.	

4.	 a.  			   b.	

5.	 	 6.	
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@ûKhðYúd Z[ý
aòbò^Ü @…ûkòKûe MV^Kê ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ iûjû~ýùe _eòaର୍ତ୍ତନ Kò´û WÿòRûA^ Keû~ûA _ûeòaö @ûùc ବୁର୍ଜ 
Lfò`û’ue C\ûjeY ù^A_ûeòaû; WÿòRûA^þ ~ûjû GùZ iû]ûeY ^êùjñ, ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ aýajûe Keò 
Zò@ûeò Keû~ûA[ôfûö
	• ùKZK ÊZªbûaùe _eòKÌòZ Kû~ýðMêWÿòK ù~_eòKò ପୁନରାବୃତ୍ତି ଫଳନ ପଦ୍ଧତ ି(Iterated Function 
system) PòZâ @ûuòaû _ûAñ _âKéZùe cRûkò@û Gaõ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ aýajûe ijòZ MY^û Keû~ûG

	• @ûAUò Gaõ iìP^û iêelû (aòùgh Keò G^Kâò_i^)e ପରସି, @ù^K @ûAUò Kµû^ò MêWÿòK Gjò cýûUâòKè 
MêWÿòKê ତଥ୍ୟ ଗଠନ (Data structure) bûaùe ସନ୍ଧାନ ଜଜି୍ଞାସା (Search queria) Kê Kû~ýðKûeò 
Keòaା, C_ùbûqûe ସPୂ^û UâûK Keòaା Gaõ WÿûUûùai _eòk^û Keòaû _ûAñ aýajûe Ke«òö

	• Gjû @ù^K iÚû^ùe c]ý aýajéZ ùjûA _ûùe, ù~_eòKò Kûe ùeiòõ ùMc ùLkòaûùaùk câûUâòKè 
Né‰ð^ Kùeö ù^UIßûKðe GK KäÁe ^òcðûY, ù`iaêK, UßòUe, A^ÁûMâûc C_ùe Keû~ûA[ûG, Kò´û 
IßûfiÖãòUþùe aûYòRý Keòaû icdùe c¤।

ଭିଡଏି ସଂଯ�ୋଗ

Basic Matrix 
Concepts

  

Introduction 
to Matrix 

Algebra - I

  

Matrix 
Analysis with 
Applications

    

Elementary 
Row 

Operations   

Determinant 
of 

a Matrix
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aûÉa Rúa^ùe _âùdûM: 
	• Aòbò^Ü Mâû`òKè i`ÖùIße ù~_eòKò @û_Yue aýqòMZ KµêýUùe @ûùWÿûa i`ÖùIße, PòZâ _â\û^ Keòaû 
_ûAñ ùe÷LôK eì_û«eò KeY _âKâòdû _ûAñ cýûUâòKè aýajûe Kùeö

	• GK aMð cýûUâòKè GK RýûcòZòK aÉêe GK ùe÷LôK eì_û«eúKeYKê _âZò_û\òZ Keò_ûeòa, C\ûjeY 
Êeì_, GK cýûUâòKè KûùUðiò@û^ x-y icZkùe x Kò´û y-@lùe GK aÉêKê _âZò`kòZ Keò[ûGö

	• ùMcòଙ୍ଗି ò AŠÁò ପରସିe Gaõ AùcR ù_âûùiiòõ ପରସିeùe Gjûe _âùdûM @Qò ù~CñVûùe ù_ûLeò 
^\ú Gaõ @^ýû^ý ଓଲଟା ଚତି୍ର ଗୁଡକିରେ _âZò`kନ ଦେଖାଯାଏö

	• KµêýUe Mâû`òKèùe cýûUâòKè c¤ GK MêeêZß_ì‰ð bìcòKû MâjY Keò[ûGö ù~ùZùaùk ùfûKcûù^ 
ù~ùK÷ûYiò aÉê C_ùe ù~ùKû÷Yiò @ûagýK cýûUâòKè _eòaର୍ତ୍ତ Kê _âùdାM KeòaûKê Pûjû«ò, C\ûjeY 
Êରୂ_ KାUê^ ଚରତି୍ର MêWÿòKö

	• ପ୍ଲUòõ iùbðùe ùicûù^ MêeêZß _ì‰ð bìcòKû MâjY Ke«òö _âKéZ Z[ýe _âZò^òଧିZß ù~_eòKò ùfûK 
iõLýû, gògê céZýêjûe ùicû^u cû¤cùe Keû~ûA_ûeòaö

	• @[ð^úZòùe c¤ ^òbðegúk Pke _ìaðû^êcû^òK cùWÿf ^òcðûY, ùidûe aòùgähY Keòବା, aýaiûde 
aûYòRý @¤d^ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ cû¤cùe Keû~ûA _ûeòa 

	• _\û[ð aòmû^ùe, aýûùUeú _ûIßûe @ûCUþ_êU MY^û Keòaû ùak, Kòyð_ଙ୍କe ^òdc icû]û^ Keòaû 
Gaõ କ୍ୱାଣ୍ଟc`òRòKèè ùlZâùe cýûUâòକ୍ସ GK MêeêZß _ì‰ð bìcòKû MâjY Keò[ûGö

	• bì aòmû^ùe c¤ bìକµ iùaðlY Keòaû ùaùkùicûù^ GK MêeêZß_ì‰ð bêcòKû MâjY Ke«òö
	• ùeûùaûUòKèùe, ùeûaUòKþ MZò MêWÿòK cýûUâòKè @û]ûeùe aýûLýû Keû~ûA[ûGö

3.6 cýûUâòKèe ରାu

ଏକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସରେ ଥିବା ସର୍ବୋଚ୍ଚ ସଂଖ୍ୟକ ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଧାଡ ି (କମି୍ବା ସ୍ତମ୍ଭ) ଅଟେ । ଏହାକୁ r(A) ଦ୍ୱାରା ସଚୂତି 
କରାଯାଏ । ଅର୍ଥାତ୍

1-	 .@Wÿðe 'r' e @ZòKcùe ùMûUòG cûA^e (aMð C_cýûUâòKè) @Qò, ~ûjû cìfý gì^ý ^êùjñö
2-	 cýûUâòକ୍ସ 'A' e _âùZýK cûA^e, ~ûjûe @Wÿðe 'r' Vûeê @]ôK jêG, Zûjû gì^ý ùja’ A e ରାu 

r(A) \ßûeû ସଚୂତି Keû~ûGö
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ମନ୍ତବ୍ୟ:

1.  r(A) = 0, ù~ùZùaùk  A GK gì^ý cýûUâòKè @ùUöA
2.	 r(A) ≥ 0, ù~ùZùaùk A ≠ 0.
3.	 ~\ି A .@Wÿðe  n e @Y iòwêfûe cýûUâòKè jêG, ùZùa r(A) = n
4.	 ~\ି A.@Wÿðe n e iòwêfûe cýûUâòKè jêG, ùZùa  r(A) < n
5.	 ~\ò cýûUâòKè A ଅର୍ଡର m × n jêG, ùZùa r(A) ≤ min(m, n)
6.	 ରାଙ୍କ r e _âZýK cýûUâòKè A ସହତି ଅନୁରୂପ ସେଠାରେ @Y iòwêfûe cýûUâòସେସ୍ P Gaõ Q ଅଛ ି 

ଯେପରକି ି

		  PAQ = 

C\ûjeY Êeê_: cýûUâòKè A =  ର ରାଙ୍କ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର

icû]û^: ଦତ୍ତ 	 A =	

ùZùa	 | A | =	2(1) = 2 ≠ 0
⇒  cýûUâòKè A GK @Y iòwêfûe cýûUâòK ~ûjûe @Wÿðe 3 @ùUö
⇒	 r(A) =	3.

3.6.1 cýûUâòKè e ରାଙ୍କ ^ò‰ðd Keòaା _ûAñ ବକିଳ୍ପ ଉପାୟ

cýûUâòKèe ରାଙ୍କ ùijò cýûUâòKèe ଇକେf^þ ରୂପùe @Ygê^ý ]ûWÿò iõLýû ijòZ icû^ö

ମନ୍ତବ୍ୟ: @Ygì^ý ]ûWÿò ùjCQò ùijò ]ûWÿò ù~Cñ[ôùe ଅତକିମରେ ùMûUòG C_û\û^ gì^ý ^êùjñ
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ଉଦାହରଣ: ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ =  e ରାଙ୍କ ^òeୂ_Y Ke।

ସମାଧାନ: ସ୍ପଷ୍ଟରୂପେ ଦଆିଯାଇଛ ିଯେ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A ଇକେଲନ୍‍ ରୂପରେ ଅଛ।ି ଏହାର 2ଟ ିଅଣଶୂନ୍ୟ ଧାଡ ିଅଛ।ି
ତେଣୁ A ର ରାଙ୍କ = 2 ଅର୍ଥାତ୍‍ r(A) = 2.

କେତେକ ସମାହତି ଉଦାହରଣ

ଉଦାହରଣ 3.26. ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A =  ର ରାଙ୍କ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର

ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ 	 A =	

R2 → R2 + R1, R3  → R3 – R1

	 A ~	

R3 → R3 + R2

	 A ~	

R3  → 4R3 – R2

	 A ~	

\ ଏଠାରେ,@Ygì^ý ]ûWÿò iõLýû 3 @ùU ùZYê ରାଙ୍କ r(A) = 3  (ଉତ୍ତର) 

ଉଦାହରଣ: 3.27. ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A =  ର ରାଙ୍କ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର

ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ  	 A =	
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R2 → R2 + 2R1, R3  → R3 – R1

	 A ~	

R3 → R3 – R2 	 A ~	

\ ଏଠାରେ, @Ygì^ý ]ûWÿò iõLýû \êA @ùU ùZYê ରାଙ୍କ r(A) = 2  (ଉତ୍ତର) 

ଉଦାହରଣ 3.28. b e ùKCñ cìfý _ûAñ cýûUâòKè A =  e ରାଙ୍କ 2 @ùU।

ସମାଧାନ GVûùe @ûcର ଅQò 	A =	

R1 → 2R1

	 A ~	

R3 → R3 – R1

	 A ~	

R3 → R3 – R2

	 A ~	

~ଦ ିA e ରାଙ୍କ \êA @ùU ùZùa b – 2 ^ò½ò« gì^ý ùjaö

@[ðûZ	 b – 2 =	0  ⇒  b = 2  (ଉତ୍ତର)

ଉଦାହରଣ 3.29. ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A =  e ରାଙ୍କ ^òeୂ_Y Ke।

ସମାଧାନ: GVûùe @ûcର ଅQò	A =	
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R2 → R2  – R3 → R3 – 2R1, R4 → R4 – 

	 A ~	

R3 → R3 – 2R2, R4 → R4 – 7R2

	 A ~	

ଏଠାରେ ଅଣଶୂନ୍ୟ ଧାଡ ିସଂଖ୍ୟା= 2 ତେଣୁ ରାଙ୍କ(A) = 2

ଉଦାହରଣ 3.30. ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A =  e ରାଙ୍କ ^ò‰ðdKe।

ସମାଧାନ: ଆମର ଅଛ	ି A =	

R2 → R2  – 2R1, R3 → R3  – 3R1, R4 → R4 – 6R1

	 A ~	

R3 → R3 – 2R2, R4 → R4 – 3R2

	 A ~	

R3 ↔ R4	 A ~	
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GVûùe @Ygì^ý ]ûWÿò iõLýû 3 @ùUö ùZYê ରûu (A) = 3

ଉଦାହରଣ 3.31. ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A =  e ରûu ^ò‰ðd Ke।

ସମାଧାନ: GVûùe, ଆମର ଅଛ ି	A =	 	 R1 ↔ R2

A ~	 	R2 → R2  – 2R1, R3 → R3  – 3R1, R4 → R4  – 6R1

	 A ~	 	 R3 → R3  – R4 → R4  – 

	 A ~	   	R4 → R4  – R3

	 A ~	

ରûu =@Ygì^ý ]ûWÿò iõLýା 4 eýûu (A) = 4

ଉଦାହରଣ 3.32. ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A =  e ରûu ^ò‰ðd Ke

ସମାଧାନ: GVûùe, ଆମର ଅଛ ି	 A =	 R2 → R2  – 2R1, R3 → R3  – 3R1, R4 
→ R4  – 6R1
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	 A ~	 R4 → R4  – R3

	 A ~	 	 R4 → R4  – R2

	 A ~	 	 ⇒  R2 ↔ R3,  A = 

ରûu = @Ygì^ý ]ûWÿò iõLýû 3 ରûu  (A) = 3

3.7 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ^cðûf eì_ (କାନନକିାଲ eì_)
_âùZýK m × n ଅର୍ଡର @Ygì^ý cýûUâòKèKê _âû[còK ]ûWÿò Gaõ ସ୍ତମ୍ଭ _âùdûM \ßûeû ^òcÜfòLôZ ù~ùK÷ûYiò 
eì_e icû^ cýûUâòKèùe jâûi Keû~ûA _ûùeö 

	 i.	 			   ii.	

	 iii.	[Ir  :  0]			   iv.	 [Ir]

ù~ଉVଁûùe Ir @Wðÿe r ÿe GKK cýUâòKè @ùU Gaõ 0 ÿùKû÷Yiò @Wÿðee gì^ý cýûUâòKèKê iìଚାGö ~ûjûKê Gjûe 
^cðûf eì_ Kò´û କାନନକିାଲ eì_ Kêjû~ûGö Gjò ପ୍ରକାରେ ଲବ୍ଧ iõLýû r Kê A e ରûu Kêjû~ûGö

Gaõ r(A) = r

ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ  Kê A e କାନନକିାଲ eì_ Kêjû~ûGö ù~ùjZê GVûùe ଧାଡ ିGaõ Éମ୍ଭ _eòaର୍ତ୍ତ  Cbde 
aýajûe Keû~ûA _ûùe, _âû¯ùjûA[ôaû _â[c ]ûWÿòe ùMûUòG C_û\û^Kê _â[c É´ùe _eòaର୍ତ୍ତିZ Keû~ûA 
_ûeòaö _êYò _â[c ]ûWÿò Gaõ _â[c Éମ୍ଭ \êAUòKê @^ý @Y-gì^ý C_û\û^ MêWÿòKê aòùfû_òZ Keû~ûA _ûùeö 
Gjò _âKûeùe, \ßòZúd ]ûWÿòe ଗ�ୋଟଏି C_û\û^Kê  \ßòZúd Éମ୍ଭùe a\kûA \ò@û~ûA _ûùe Gaõ Gjò 
ପ୍ରKûeùe ^cðûf ରୂ_ ଲବ୍ଧ ହୁଏ।
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କେତେକ ସମାହିତ C\ûjରଣ

 ଉଦାହରଣ 3.33. ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A =  e ରûu ନରି୍ଣ୍ଣୟ Ke 

ସମାଧାନ: ମନେକର	 A =	 C2 → C2  – 2C1, C3 → C3  + C1, C4 → C4  – 
3C1

	 A ~	 C3 → C3  + 2C4, C4 → (–1)C4

	 A ~	 R2 → R2  + 2R1, R3 → R3  – R1

	 A ~	 R3 → R3  – R2

A ~	

C2 ↔ C4A ~	

~ûjû GK @ûagýK ^cðûf eì_ cýûUâòKè A e ରାଙ୍କ= 2 

ଉଦାହରଣ 3.34. ^cðûf eì_Kê jâûi Keò ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A =  ରûu ନରି୍ଣ୍ଣୟ Ke

ସମାଧାନ: @ûcର ଅଛ	ି A =	

R1 → R1	 A ~	
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R3 → R3  + R1(–4)	 A ~	

C3 → C3  + C1 	 A ~	

C4 → C4  + 	 A ~	

R3 → R3  – 5R2	 A ~	

	 A ~	

R3 → R3 	 A ~	

C4 → C4  + C3 	 A ~	  = [I3 : 0]

~ûjû GK @ûagýK ^cðûf eì_ cýûUâòKè A ରାଙ୍କ = 3.

ଉଦାହରଣ 3.35. ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A =  Kê ^cðûf eì_ B= Kê jâûi Keö

ସମାଧାନ:ଆମର ଅଛ	ି A =	
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C2 → C2  + C1, C3 → C3  – 2C1, C4 → C4  + 3C1

	 A ~	

R2 → R2 – 4R1	 A ~	

R4 ↔ R2	 A ~	

C4 → C4  – 2C2	 A ~	

	 A ~	

C3 ↔ C4	 A ~	

	 A ~	

R4 → R4  + 2R3	 A ~	  = I4

\ùZYê r(A) = 4.
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ଉଦାହରଣ 3.36. ^cðûf eì_Kê jâûi Keò ^òcÜfòLôZ cýUâòKèe ରûu ନରି୍ଣ୍ଣୟ Ke।

A = 

ସମାଧାନ: ଆମର ଅଛ	ି A =	

	 A ~	

	 A ~	

R3 → R3  – R2

	 A ~	

	 A ~	

	 A ~	

C4 → C4  + 2C3	 A ~	
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	 A ~	  = 

\(A) e ରାଙ୍କ = 3.
ଉଦାହରଣ 3.37.cýûUâòKèKê ^cðûf eì_ùe jâûi Ke Gaõ Gjûe eûu ^ò‰ðd Ke ~ଦି

A = 

ସମାଧାନ: ଆମର ଅଛ:ି 	 A =	

	 A ~	

	 A ~	

	 A ~	

	 A ~	

	 A ~	  = 
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ùZYê Gjûe ରାଙ୍କ = 2.

ଉଦାହରଣ 3.38. ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A Kê Gjûe ^cðûf eì_ùe jâûi Ke ù~ùZùaùk 

A =  ùZYê cýûUâòKè Ae ରାଙ୍କ ^ò‰ðdKeö

ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ cýûUâòKè ùjCQò A =	

	 A ~	 	 ⇒  	 A ~

C3 ↔ C2	 A ~	 	 ⇒  	 A ~ 

	 A ~	 	 ⇒   	 A ~ 

C3 ↔ C4	 A ~	  = 

~ûjûKò @ûagýK ^cðûf ରୂପ, ùZYê ଦତ୍ତ cýûUâòKèe ରାଙ୍କ = 3

3.7.1  P Gaõ Q ନରି୍ଣ୍ଣୟ Keòaû ù~ଉVଁûùe PAQ = 

~\ି A, m × n @Wÿðe cýûUâòKè jêG ùZùa A = Im A In ùfL ù~CñVûùe Im Gaõ In ~[ûKâùc m Gaõ n @
ର୍ଡe cýûUâòùii @ùUö @^êeì_ cýûUâòକ୍ସ ijòZ ପ୍ରାଥମିକ MêY^ \ßûeû A C_ùe ପ୍ରାଥମିକ ଧାଡ ି_âKâòdûe _âbûa 
_Wÿò_ûùeö @[ðûZ _eaର୍ତ୍ତୀ _~ðýûdùe Im @[aû Im eê còkò[ôaû cýûUâòKè C_ùe icû^ _âùdûMö icû^ 
bûaùe _eaର୍ତ୍ତୀ _~ðýûdùe In eê @[aû In  eê còkò[ôବା cýûUâòKèò C_ùe icû^ _âùdûM ijòZ A C_ùe  
ପ୍ରାଥମିକ Éମ୍ଭ ପ୍ରକ୍ରିୟାe _âùdûM icû^ @ùUö iବðùghùe @ûùc aûc _ûgßðùe A iÚû^ùe  _ûA[ûCö 

@ûùc Im iÚû^ùe P Gaõ WÿûjûY _ûgßðùe In iÚû^ùe Q _ûAaûö
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କେତେକ ସମାହିତ ଉଦାହରଣ

ଉଦାହରଣ 3.39. @Y iòwêfûe cýûUâòKè Pଏବଂ Q e cû^ ନରି୍ଣ୍ଣୟ Ke ù~_eòKò PAQ ^ର୍ମାf eì_ùe 

ejòa: ù~CଁVò A = 

ସମାଧାନ: @ûcର ଅଛ:ି [A]2×3 =	I2 . A . I3

 	  =	

	  =	

R2 → R2 + R1	  =	

C2 → C2 – C1, C3 → C3 + 3C1

	  =	

	  =	

C3 → C3 + C2	  =	

	 [I2 : 0] =	PAQ

ତେଣୁ	 P =	  Gaõ Q = 
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ଉଦାହରଣ 3.40. ଯଦ ିA =  jêG P Gaõ Q ଦୁଇଟ ି@Y iòwêfûe cýûUâòùiùi ^òର୍ଣ୍ଣd Ke 
ù~_eòKò PAQ = I.

                                 ସମାଧାନ:  A =	

	 [A]3×3 =	I3 A I3

 	  =	

R1 → R1 – R2	  =	

R2 → R2 – 2R1	  =	

C2 → – C2	  =	

R2 ↔ R3	  =	

R3 → R3 – 3R2	  =	

C3 → C3 – C2	  =	

	 I3 =	PAQ

ତେଣୁ	 P =	  ଏବଂ Q = 
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ଉଦାହରଣ 3.41.@Y iòwêfûe cýûUâòùii P ଏବଂ Q ^òର୍ଣ୍ଣd Ke ù~_eòKò PAQ ^cðûf eୂ_ùe ejòa 
ù~ùZùaùk 

A = .

ସମାଧାନ:	 A =	

	 [A]3×4 =	I3 . A . I4

 	  =	

R1 ↔ R2	  =	

	  =	

	  =	

R2 ↔ R3	  =	
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R2 → R2 (–1/11)	  =	

R3 → R3 + 11R2	  =	

C3 → C3 – C2, C4 → C4 – C2

	  =	

R3 → 	  =	

C4 → C4 + 	  =	

[I3 : 0] = PAQ

ତେଣୁ	 P =	  ଏବଂ Q = 

~ûଞ୍ଚ କରବିା:
	 PAQ =	

	 PAQ =	  = 
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ପ୍ରଶ୍ନମାଳା 3.6

^òcÜfòLôZ cýûUâòùiie ରାu ନରି୍ଣ୍ଣୟ Ke

1.	 			   2.	 	

3.	 			   4.	 	

5.	 			   6.	

7.	

^cðûf eê_ùe jâûi Keòaû _ùe ^òcÜfòLôZ cýûUâòùiie ରାu ନରି୍ଣ୍ଣୟ Ke

8.	 			   9.	

10.	 			   11.	

\êAUò @Yiòwêfûe cýûUâòùii P Gaõ Q ^ò‰ðd Ke ù~_eò PAQ cýûUâòK A _ûAñ ^cðûf eê_ùe ejòaö 
ù~CVûùe A 

12.	 			   13.	

14.	
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ଉତ୍ତର
1.	 2		  2.	 2	 3.	 2	 4.	2
5.	 2		  6.	 2	 7.	 2	 8.	2
9.	 3		  10.	3	 11.	3

12.	 P = 

13.	 P = 

14.	 PAQ = 

@ûKhðYúd Z[ý

	• WÿûUûcûA^òw Gaõ aûùdûA^`ରମେଟKିè _eòieùe cýûUâòKèe eûue _âùdûM @Qòö
	• iûcûRòK aòmû^ùe ଦେଶଗୁଡକି ପାଇଁ ଉପଭ�ୋକ୍ତା ପସନ୍ଦ, cýûUâòKèe ରାଙ୍କ ଦ୍ୱାରା C_iÚû_òZ jêG ।
	• ଜୀବ ବଜି୍ଞାନରେ ଜନି୍ ଅଭିବ୍ୟକ୍ତିର ସ୍ତର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ବ୍ୟବହାର କର ିଉପସ୍ଥାପତ ହୁଏ।
	• ùcWÿòKûf ùlZâùe cýûUâòùii aýajûeKeò ùicû^u cùfKêfûe Z[ýeê KKðU Gaõ Gjûe C__âKûe 
MêWÿòK @ûaòÃéZ jêGö

ଭିWÿòI ସଂଯ�ୋଗ

ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ରାଙ୍କ
  

ର�ୈଖିକ 
ସମୀକରଣ 
ସମହୂ-II

  

ର�ୈଖିକ 
ସମୀକରଣ 

ସମହୂ



ମ୍ୟାଟ୍ରିସେସ୍‍  269

@ûAiòUòe aýajûe
	• https://youtu.be/puq3qyEWMWs

aûÉa ଜୀa^ùe _âùdûM

	• MYòZ Gaõ KµêýUe ù_âûMâûcòõ cùWÿfòõ ^òcðûY _ûAñ GMêWÿòK @Zý« aýajéZ ùjûA[ûGö iûAae 
iêelû କ୍ଷେତ୍ରରେ ଯେଉଁଠାରେ ନମି୍ନ ରାଙ୍କ ଅଛ,ି ଯଦ ିକଛି ିଅଜ୍ଞାତ ତଥ୍ୟକୁ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ରୂପରେ ପୁନରୁଦ୍ଧାର କରବିାକୁ 
ପଡେ, ତେବେ ଏହା ଅତ ିଦକ୍ଷତାର ସହତି ସହଜରେ ପୁନରୁଦ୍ଧାର ହ�ୋଇପାରବି 

	• ରାଙ୍କ ମାତ୍ରାର ପ୍ରତବିମି୍ୱ ବଷିୟରେ ଏକ ଧାରଣ ମଧ୍ୟ ଦଏି। ଉଦାହରଣ ସ୍ୱରୂପ, 3D ସ୍ପେଶରୁ ମ୍ୟାପିଙ୍ଗ 2D 
ସମତଳ ମ୍ୟାପିଙ୍ଗରେ _ì‰ð ରାu ନଥାଏö

3.8 ùe÷LôK iମୀKeY ସମହୂ
cù^Ke ùcû _ùWÿûgúùe GK aòPòZâ ù\ûKû^ú @Q«òö ùi ^ò½Z ù~ KòQò bûeZúd PûCk @ù_lû @]ôK 
Mjc Lû@û«ò Gaõ KòQò bûeZúd Mjc @ù_lû @]ôK ଚାCk Lû@û«òö ùZYê ùi ùKak \êAଟ ିcû^e _
ýûùKU _â\û^ Ke«òö _â[c _ýûùKU, GjûKê N ùaûfò Kêjû~ûG, G[ôùe 5 KòùfûMâûc Mjc ଓ 2 KòùfûMâûc 
ଚାCk [ôaû ùaùk \ßòZúd _ýûùKUùe GjûKê S ùaûfò Kêjû~ûG, G[ôùe 2 KòùfûMâûc Mjc ଓ 5 KòùfûMâûc 
ଚାCk @Qòö ଚାf GK କ୍ଷିପ୍ର ଲେଖା ପଦ୍ଧତ ିCnûa^ Keòaûö ù~ùZùaùk @ûùମ (m, n) ùfLôaû, @ûùc 
aêSòaû m KòùfûMâûce Mjc Gaõ n KòùfûMâûce ଚାCkö aତ୍ତðcû^ ~\ò cêñ  N e 3 _ýûùKU KòùY, Gjûe 
@[ð ù~ cêñ 15 KòùfûMâûce Mjc Gaõ 6 KòùfûMâûce ଚାCk KòYêQòö @[ðûZ 3N = 5(5, 2) = (15, 6)

ସେହପିର ିS e 2 _ýûùKU @ର୍ଥ 4 KòùfûMâûce Mjc Gaõ 10 KòùfûMâûce ଚାCk, @[ðûZ 2S = 2(2, 
5) = (4, 10) 

~\ò cêñ _âùZýK _ýûùKU c¤eê ùMûUòG KòYòaò, ùZùa cêñ 7 KòùfûMâûc Mjc Gaõ 3 KòùfûMâûc ଚାCk 
KòYò[û«ò, Zûjû

N + S =	(5, 2) + (2, 5) = (5 + 2, 2 + 5) = (7, 7)

ùZYê c ୁଁ N ର m _ýûùKU ଓ S ର n _ýûùKU କମି୍ୱା ଉଭୟେ ଆବଶ୍ୟକ କରେö ùKû÷Yiò @iêaòଧା ^ûjóö 
cù^Ke ùcûùZ 19 KòùfûMâûce Mjc Gaõ 16 KòùfûMâûce ଚାCk \eKûeö cêñ KY Keòaò? ମ�ୋùZ N 
e x _ýûùKU Gaõ S e y _ýûùKUþ KòYòaû @ûagýK, 

ଯେପରକିି
 x(5, 2) + y(2, 5) = (19, 16)
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ଅର୍ଥାତ୍ (5x, 2x) + (2y, 5y) = (19, 16) Kò´û (5x + 2y, 2x + 5y) = (19, 16) ତେଣୁ ମୁଁ ର�ୈଖିକ 
iମୀKeYe icû]û^ Keòaò 

	 5x + 2y =	19

	 2x + 5y =	16.

n @mûZ ଥିବା n iମୀKeଣର aûLýû:
x1, x2 ...... xn @mûZ[ôaû n icúKeY aògòÁ GK ର�ୈLôK icúKeY cû^ue GK ùiUþ @ùUö ଯାହାର 

ରୂପ
	

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

...
...

..........................................
...

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + = 
+ + + = 


+ + + = 

	

...(1)

ù~CñVûùe aij (1 ≤ i, j ≤ n) ùjCQò RYûiêYû ijM bi (1 ≤ i ≤ n) ùjCQò ଦତ୍ତ iõLýû cûù^A

Uò_Yú: Gହ ିସମହୂକୁ ସମଘାତୀ Kêjûଯିବ ~\ò icÉ bi gì^ý jêGö
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@^ý _lùe Gjû @icûwú @ùUö cýûUâòKè ଚହି୍ନùe, ସମହୂ (1)Kê Gjò bûaùe ùfଖû~ûA _ûeòaö

	 AX =	B

ù~CñVò	 A =	

11 12 1 1 1

21 22 2

1 2

, ,

n

n

n n nn n n

a a a x b
a a a

X B

a a a x b

     
     
     = =
     
     
     



  

     



ସମହୂ (1)e @Mùcଣ୍ଟେùWÿ cýûUâòKèKê Gjò bûaùe ùfLû~ûA _ûeòa।

	 C =	[A : B] = 

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

n

n

n n nn n

a a a b
a a a b

a a a b

 
 
 
 
 
 

 

 

     

 

(1)e icû]û^ ùjCQò x1, x2 ..... xn iõLýû MêWÿòKe ùiU ~ûjû icÉ n icúKeYKê iନ୍ତୁÁ Kùeö

ମନ୍ତବ୍ୟ: @Mùcଣ୍ଟେùWÿ cýûUâòKè: iମୀKeY GK ସମହୂରୁ GK @Mùcଣ୍ଟେùWÿ cýûUâòKè ùjCQò iõLýû 
MêWÿòKe GK cýûUâòKè ù~Cñ[ôùe _âùZýK ]ûWÿò ùMûUòG iମୀKeYରୁ ଧ୍ରୁaKକୁ _âZò^ò[ôZß Kùeö (Cbd 
ijM ଓ ଧ୍ରୁaK icû^ PòjÜe @_e _ûgßùe ejò[ûG)ଏବଂ ପ୍ରତ୍ୟେକ ସ୍ତମ୍ଭ ଗ�ୋଟଏି ଚଳ ପାଇଁ ସମସ୍ତ ସହଗକୁ 
ପ୍ରତିନଧିିତ୍ୱ କରେ ।

3.8.1 ର�ୈଖିକ ସମୀକରଣ ର ପ୍ରକାର
A.	 ଅସମାଙ୍ଗୀ ସମୀକରଣ
B.	 ସମଘାତୀ ସମୀକରଣ

3.8.1.1 ଅସମାଙ୍ଗୀ ସମୀକରଣ ସମହୂ 
i.	 ସଂଗତ: ଏକ ସମୀକରଣ ସମହୂ କୁ ସଂଗତ କୁହାଯିବ, ଯଦି ସେମାନଙ୍କର ଗ�ୋଟଏି କମି୍ୱା ଅଧିକ ସମାଧାନ 

ଥାଏ। ଅର୍ଥାତ୍
	 x + 2y =	4	 x + 2y =	4

	 3x + 2y =	2	 3x + 6y =	12

	 ଅନନ୍ୟ ସମାଧାନ 	 ଅସୀମ ସମାଧାନ 
ii.	 ଅସଙ୍ଗତ: ଯଦି ଏକ ସମୀକରଣ ସମହୂର ସମାଧାନ ନାହିଁ, ଏହାକୁ ଅସଂଗତ କୁହାଯିବ।
	 x + 2y =	4
	 3x + 6y =	5
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ର�ୈଖିକ ସମୀକରଣ ସମହୂର ସଂଗତ:ି
ଚାଲନ୍ତୁ  କହବିା n ସମୀକରଣଗୁଡକି ଏହପିରି ଅଟେ।
	 a11x1  +  a12 x2  +  ...  +  a1n xn = b1

	 a21x1  +  a22 x2  +  ...  +  a2n xn = b2

	 ...........................................................

	 am1x1 +  am2 x2 +  ...  +  amn xn = bm

cýûUâòKè ସଙ୍କେତ ପଦ୍ଧତିରେ GjòicúKeY MêWÿòK G_eò bûaùe ùfûLû~ûA _ûeòa:
	 AX =	B

ଯେଉଁଠି 	 A =	

11 12 1 1 1

21 22 2

1 2

, ,

n

n

m m mn n m

a a a x b
a a a

X B

a a a x b

     
     
     = =     
     
      



  

     



ଅଗ୍‍ମେଣ୍ଟେେଡ୍ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ହେଉଛି 
	 C =	[A : B] = 

a.	 ସଂଗତ ସମୀକରଣ:
ଯଦି A ର ରାଙ୍କ =	[A : B] ର ରାଙ୍କ ହୁଏ

	 i.ଅନନ୍ୟ ସମାଧାନ :A ର ରାଙ୍କ =	[A : B] ର ରାଙ୍କ  = n (ଅଜ୍ଞାତ ସଂଖ୍ୟା)
	 ii.ଅସୀମ ସମାଧାନ: 	A ର ରାଙ୍କ =[A : B] ର ରାଙ୍କ < n (ଅଜ୍ଞାତ ସଂଖ୍ୟା)
b.	 ଅସଙ୍ଗତ ସମୀକରଣ:

ଯଦି A ର ରାଙ୍କ ≠	[A : B] ର ରାଙ୍କ ହୁଏ,ତେବେ, ଆମେ କହପିାରବିା ର�ୈଖିକ ସମୀକରଣ ସମହୂ ଗୁଡକି 
ଅସମାଙ୍ଗୀ ସମୀକରଣ ଅଥବା ସମଘାତୀ ସମୀକରଣ। 

	 Gjû bi C_ùe ^òbðe gúk,@icûwú icúKeY ସମହୂ MêWÿòK iõMZ @[aû @iõMZ ùjûA[ûG 
~ûjû @^ê~ûA icúKeY ସମହୂe @^^ý icû]û^ Kò´û @iୀc @ù^K icû]û^ [ûGö
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ସଂକ୍ଷେପରେ: 

GK @icûwú ùe÷LôK icúKeY ସମହୂ AX = B

ସcû]û^ aò\ýcû^ @Qò, 
icúKeY ସମହୂ iõMZ @ùU 

ଅନନ୍ୟ ସମାଧାନ @iúc iõLýK ସମାଧାନ

icû]û^ ^[ûG, icúKeY 
ସମହୂ ଅiõMZ @ùU

r(A) ଏବଂ r[A : B] ନିର୍ଣୟ କର

ଯଦ ିr(A) = r[A : B]

ଯଦ ିr(A) = r[A : B] = n ଯଦ ିr(A) = r[A : B] < n

n = ଅଜ୍ଞାତ iõLýା

ଯଦ ିr(A) ≠ r[A : B]

କେତେକ ସମାହତି ଉଦାହରଣ

ଉଦାହରଣ 3.42. ଦର୍ଶାଅ ù~ iମୀKeY MêWÿòK 

	 2x + 6y =	–11
	 6x + 20y – 6z =	–3
	 6y – 18z =	–1
iõMZ ^êùjñö
ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ ସମୀକରଣ ସମହୂ ର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ରୂପ ହେଉଛି

	  =	

	 AX =	B
ଯେଉଁଠାରେ	 A =	

ଅଗମେଣ୍ଟେଡ୍ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ 
	 C = [A : B] =	
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R2 → R2 – 3R1,	 C ~	

R3 → R3 – 3R2	 C ~	

\	 ρ(A) =	2 ଏବଂρ(A : B) = 3
⇒	 ρ(A) ≠	ρ(A : B)
ତେଣୁ, ସମୀକରଣ ଗୁଡକି ସଙ୍ଗତ ନୁହେଁ।
ଉଦାହରଣ 3.43. iõMZ _ûAñ _eୀlû Ke Gaõ icû]û^ Keö
	 5x + 3y + 7z =	4
	 3x + 26y + 2z =	9
	 7x + 2y + 10z =	5
ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ ସମୀକରଣ ସମହୂର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ରୂପ ହେଉଛି 

	  =	

	 AX =	B

ଯେCñVûùe	 A =	

ଅଗମେଣ୍ଟେଡେ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ  
	 C =	[A : B] = 

R1 → R1  	 C ~	

R2 → R2 – 3R1,  R3 → R3 – 7R1

	 C ~	  
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	 C ~	

\	 ρ(A) =	2 ଏବଂ ρ[A : B] = 2

ତେଣୁ, ଦତ୍ତ ସମୀକରଣ ସମହୂ ସଙ୍ଗତ ଅଟେ। କନି୍ତୁ  ρ(A) =	 ρ[A : B] < n (ଅଜ୍ଞାତ ସଂଖ୍ୟା)
ତେଣୁ, ଏହାର ସମାଧାନ ଗୁଡକି ଅସୀମ ଅଟେ। 
\	  =	 � ...(1)

	  =	   ⇒  11y – z = 3

ମନେକର z = k ତେବେ 	11y =	3 + k

	 y =	

y ଏବଂ z ର ମଲୂ୍ୟକୁ (1) ରେ ରଖିଲେ

	  =	

	  =	

	 x =	

	 x =	

ଉଦାହରଣ 3.44. ^òcÜfòLôZ icúKeY ସମହୂe iõMZ ùjaû_ûAñ ପରୀକ୍ଷା Keö
	 	 x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 =	 5
	 6x1 + 7x2 + 8x3 + 9x4 =	10
	 11x1 + 12x2 + 13x3 + 14x4 =	15
	 16x1 + 17x2 + 18x3 + 19x4 =	20
	 21x1 + 22x2 + 23x3 + 24x4 =	25
ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ ସମୀକରଣ ସମହୂର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ରୂପ ହେଉଛ,ି
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	  =	

	 AX =	B

ଅଗମେଣ୍ଟେଡେ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ [A : B] ହେବ 
	 C =	[A : B] = 

R2 → R2 – 6R1, R3 → R3 – 11R1, R4 → R4 – 16R1, R5 → R5 – 21R1

	 C ~	

⇒	 C ~	

R3 → R3 – 2R2, R4 → R4 – 3R2, R5 → R5 – 4R2

	 C ~	

\	 ρ(A) =	2 ଏବଂ ρ[A : B] = 2

ùZYê ଦତ୍ତ icúKeY ସମହୂ iõMZ @ùUö କନି୍ତୁ  ρ(A) =ρ[A : B] < n

ùZYê Gjûe icû]û^ MêWÿòK @iúc @ùUö
ଉଦାହରଣ 3.45. k ର କେଉଁ ମଲୂ୍ୟପାଇଁ ଏହି icúKeY ସମହୂ
	 x + y + z =	1
	 2x + y + 4z =	k
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	 4x + y + 10z =	k2 ସର ଗ�ୋଟକି ସମାଧାନ ଅଛ।ି
ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ ସମୀକରଣ ସମହୂର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ରୂପ ହେଉଛି

	  =	

	 AX =	B

ଅଗମେଣ୍ଟେଡେ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ 
	 C =	[A : B] = 

R2 → R2 – 2R1, R3 → R3 – 4R1

	 C ~	

R3 → R3 – 3R2	 C ~	

~\ò ଦତ୍ତ icúKeY ସମହୂର icû]û^ @Qò, ùZùa 

	 ρ(A) =	ρ(A : B)

ଏବଂ ρ[A : B] = 2 ଯଦି 	k2 – 3k + 2 =	0

	 k2 – 2k – k + 2 =	0

	 (k – 2) (k – 1) =	0

	 k =	2, k =1.

ପରିସ୍ଥିତ ିI: ଯେତେବେଳେ k = 1, ଆମର ଅଛି 
	 x + y + z =	1� ...(1)

	 –y + 2z =	1 – 2 = –1� ...(2)

ମନେକର z = l 
z = l ର ମଲୂ୍ୟ ସମୀକରଣ (2) ରେ ରଖିଲେ,
	 y = 2l + 1
(1) ରେ y ଏବଂ z ର ମଲୂ୍ୟ ରଖିଲେ,
	 x + (2l + 1) + l =	1
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	 x + 3l + 1 =	1
	 x =	–3l 
ପରିସ୍ଥିତ ି-2: ଯେତେବେଳେ k = 2
	 x + y + z =	1� ...(3)
	 –y + 2z =	2 – 2 = 0� ...(4)
ମନେକର z = c
(4) ରେ z ର ମଲୂ୍ୟ ରଖିଲେ – y + 2c =0
	 y =	2c
(3) ରେ y ଏବଂ z ର ମଲୂ୍ୟ ରଖିଲେ
	 x + 2c + c =	1
	 x =	1 – 3c
ଉଦାହରଣ 3.46. l ଏବଂ m ର ମଲୂ୍ୟ ଅନୁସନ୍ଧାନ କର ଯେପରକିି ସମୀକରଣ ର 
	 2x + 3y + 5z =	9
	 7x + 3y – 2z =	8
	 2x + 3y + lz =	m

	 i.	 ସମାଧାନ ନାହିଁ
	 ii.	ଗ �ୋଟଏି ଅନନ୍ୟ ସମାଧାନ ଅଛି 
	 iii.ଅସୀମ ସଂଖ୍ୟକ ସମାଧାନ ଅଛି |
ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ ସମୀକରଣ ସମହୂର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ରୂପ ହେଉଛି

	  =	

	 AX =	B
ଅଗମେଣ୍ଟେଡ୍ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ 
	 C =	[A : B] =  ଅଟେ।

R3 → R3 – R1

	 C ~	

i.	 ସମାଧାନ ନାହିଁ: r(A) ≠ r(A : B)
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	 l – 5 =	0 ଏବଂ  m – 9 ≠	0

	 l =	5 ଏବଂ m ≠	 9

ii.	 ଅନନ୍ୟ ସମାଧାନ: r(A) = r(A : B) = n
	 l – 5 ≠	0 

	 l =	5 ଏବଂ m ହେଉଛ ିସ୍ୱେଚ୍ଛ
iii.	 ଅନନ୍ୟ ସମାଧାନ: r(A) = r(A : B) < n
	 l – 5 =	0 , m– 9 =0

	 l =	5 , m= 9 
ଉଦାହରଣ 3.47. l ଏବଂ m e ùijò cìfý ^òର୍ଣ୍ଣୟ Ke, ~ûjû_ûAñ ^òùcÜûq icúKeY 

	 x + y + z =	6
	 x + 2y + 3z =	10
	 x + 2y + lz =	m
i.	 ସମାଧାନ ନାହିଁ
ii.	 ଅନନ୍ୟ ସମାଧାନ 
iii.	 @iúc iõLýûK icû]û^ 
ସମାଧାନ:  ଦତ୍ତ ସମୀକରଣ ସମହୂର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ରୂପ ହେଉଛି

			    =	

	 AX = B

ଅଗମେଣ୍ଟେଡ୍ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ 
	 C =	[A : B] = 

R2 → R2 – R1 , R3 → R3 – R1

	 C ~	

R3 → R3 – R2

	 C ~	

i. ସମାଧାନ ନାହିଁ: r(A) ≠ r(A : B)
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	 l – 3 =	0 ଏବଂ m – 10 ≠	 0

	 l =	3 ଏବଂ m ≠ 10
ii.	 ଅନନ୍ୟ ସମାଧାନ: r(A) = r(A : B) = n
	 l – 3 ≠	0 ଏବଂ m 
	 l ≠	3 ଏବଂ m ସ୍ୱେଚ୍ଛ ଅଟେ। 
iii.	 ଅସୀମ ସମାଧାନ: r(A) = r(A : B) < n
	 l – 3 =	0 ଏବଂ m – 10 = 0
	 l =	3 ଏବଂ m = 10
ଉଦାହରଣ 3.48 ଦର୍ଶାଅ ଯେ icúKeY e icû]û^ ^ûjó 
	 –2x + y + z =	a

	 x – 2y + z =	b

	 x + y – 2z =	c

ù~_~ðý« a + b + c = 0 ùKCñ ପରସି୍ଥିତିରେ Zûjûe @iúc @ù^K icû]û^ @Qòö ସେjò icû]û^ MêWÿòK 
^ò‰ðd Ke ù~ùZùaùk a = 1, b = 1 ଏବଂ c = –2 ùjaö

ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ ସମୀକରଣ ସମହୂର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ରୂପ ହେଉଛି

	  =	

	 AX =	B
ଅଗମେଣ୍ଟେଡ୍ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ 
	 C =	[A : B] = 

R1 ↔ R2	 C ~	

R2 → R2 + 2R1 , R3 → R3 – R1

	 C ~	

R3 → R3 + R2	 C ~	
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ପରିସ୍ଥିତ ି1: ଯଦି  a + b + c ≠ 0

⇒	 r(A) =	2 ଏବଂ r(A : B) = 3

\	 r(A) ≠	r(A : B)

ùZYê ùMûÁୀ @iõMZ, Gjûe icû]û^ ^ûjóö
ପରିସ୍ଥିତ ି2: ଯଦ ିa + b + c = 0 ହୁୁଏ
⇒	 r(A) =	2 ଏବଂ r(A : B) = 2

\	 r(A) =	r(A : B)

ùZYê ଦତ୍ତ ijicúKeY iõMZ @ùU Kò«ê r(A) =r(A : B) < n

ùZYê Gjûe @iúc iõLýK icû]û^ @Qòö
ପରିସ୍ଥିତ ି3 : a = 1, b = 1, c = –2 ରଖିଲେ x – 2y + z =1,y =k ରଖିଲେ

	 C =	

	 x – 2y + z =	1� ...(1)

	 –3y + 3z =	3  ⇒  –y + z = 1� ...(2)

(1)ରେ y ଏବଂ z ର ମାନ ରଖିଲେ 

  x = k – 1,  y = k – 1,  z = k

3.8.1.2 ସମଘାତୀ icୀKeY

GK ସମଘାତୀ ùe÷LôK icୀKeY ସମହୂ AX = 0 _ûAñ ,
i.	 X = 0 ସବୁବେଳେ icû]û^ @ùUö Gjò icû]û^ ~ûjû _âùZýK @mûZ ରାଶିe cìfý gì^ý jêGö 

ZûjûKê gì^ý icû]û^ Kò´û cûcêfò icû]û^ Kêjû~ûGö ùZYê ijRûZúd ସମୀକରଣ iaêùaùk 
iõMZ @ùUö GK ùe÷LôK ସମଘାତୀ icúKeY ସମହୂe cûcêfò icû]^ Kò´û @ସୀc iõLýK 
icûଧା^ ଅQò।

ii.	 ଯଦ ିr(A) = @mûZ eûgò iõLýû jêG, ùZùa ସମୀକରଣ ସମହୂe ùKak cûcୁfò icûଧା^ @Qòö
iii.	 ଯଦି r(A) < @mûZ eûgò iõLýû jêG ùZùa ସମୀକରଣ ସମହୂe @iúc iõLýK @ZêQ icûଧା^ @

Qòö
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ସଂକ୍ଷେପରେ:

GK ùe÷LôK ସମଘାତୀ ସମୀକରଣ ସମହୂe
AX = 0

@^^ý କମି୍ୱା cûcêfò icû]û^, _âùZýK @mûZ eûgò gê^ý ij 
icû^ ହୁଏ

ସର୍ବଦା ସମାଧାନ ଅଛି  

@iúc iõLýK @ZêQ icû]û^ @Qò

r(A) = n r(A) < n

ଉଦାହରଣ 3.49. b e cìfý ^ò‰ðd Ke ù~_eòKò ସମଘାତୀ icúKeY ସମହୂର
	 2x + y + 2z =	0,

	 x + y – 3z =	0
	 4x + 3y + bz =	0
	  i. cûcêfò icû]û^ @Qòö
	 ii.  @ZêQ icû]û^ @Qòö cýûUâòKè _¡Zò aýajûe Keò @ZêQ icû]û^ ^ò‰ðd Keö
icû]û^ : (i) cûcêfò icû]û^ _ûAñ:

 @ûùc RûYêù~, x = 0, y = 0 z = 0] ତେଣୁ b ù~ ùK÷ûYiò cìfý ùjûA_ûeòaö
ii. ଅତୁ ଛ ସମାଧାନ ପାଇଁ ଦତ୍ତ ସମୀକରଣ ସମହୂର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ରୂପ ହେଉଛି

	  =	

	 AX =	B

ଅଗ୍‍ମେଣ୍ଟେଡେ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ 
 	 C =	[A : B] = 

R1 ↔ R2	 C ~	

R2 → R2 – 2R1, R3 → R3 – 4R1

	 C ~	
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R3 → R3 – R2	 C ~	

ଅତୁ ଚ୍ଛ ସମାଧାନ ପାଇଁ	 r(A) =	r(A : B) < n, b + 4 =	 0, b =	 –4

ଉଦାହରଣ 3.50. k e cìfý ^ò‰ðd Ke ù~_eòKò ସମୀକରଣ ସମହୂ  = e @ZêQ 
icû]û^ @Qòö

x + ky + 3z = 0,
4x + 3y + kz = 0, 
2x + y + 2z = 0 

ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ ସମୀକରଣ ସମହୂe ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ରୂପ ହେଉଛ।ି

 			      = 

	     AX = 0

ଅଗ୍‍ମେଣ୍ଟେଡେ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ [A : B] ଅଟେ:
	 C =	[A : B] = 

R1 ↔ R3 	 C =	

R2 → R2 – 2R1, 

	 C ~	

R3 → R3 – 	 C ~	

ଅତୁ ଚ୍ଛ ସମାଧାନ ପାଇଁ: r[A] =	r[A : B] < n

	 2 – =	0
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	 2 – k2 + 4k +  – 2 =	0

	 –k2 +  =	0

	  =	0

	 k =	0, k = .

ପ୍ରଶ୍ନମାଳା 3.7
^òcÜfòLôZ icúKeY ସମହୂe iõMZò ~õûP Keö @ûC c¤ icû]û^ ùiUþ ^ò‰ðd Keö
1.	 x + 2y – z = 3			  2.	 x + 3y – z = 4

	 3x – y + 2z = 1				   2x + y + z = 7

	 2x – 2y + 3z = 2				   2x – 4y + 4z = 6

	 x – y + z = –1				   3x + 4y = 1

3.	 x1 + 2x2 – x3 = 6			  4.	 x – 4y – 3z =	 – 16

	 3x1 – x2 + 2x3 = 3				  2x + 7y + 12z =	  48

	 4x1 – 3x2 + x3 = 9				  4x – y + 6z = 16

	 					    5x – 5y + 3z = 	0
5.	 ସମୀକରଣର ସଂଗତି ଆଲ�ୋଚନା କର 

	 x + 2y + 3z + 4t =	0

	 2x + 3y + 4z – 1 =	0

	 3x + 4y + t =	2

	 4x + z + 2t =	3 

~\ò iõMZ jêG, icû]û^ ùiUþ ^òYâðd Keö 
6.	 l କେଉଁ ମଲୂ୍ୟ ପାଇଁ ସମୀକରଣ ଗୁଡକି 

	 3x – y + lz =	0

	 2x + y + z =	2

	 x + 2y – lz =	–1 

@^^ý icû]û^ _ûAaûùe ଅସଫଳ jêGö le Gjò cìfý _ûAñ icୀKeY MêWÿòKe ùK÷ûYiò icû]û^ 
ùjaKò଼଼?
7.	 eûue _eúlû aýajûe Keò ଦର୍ଶାଅ ù~ ^òcÜfòLôZ icúKeY ସମହୂe @iwZ @ùUö
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	 2x – y + z =	4

	 3x – y + z =	6

	 4x – y + 2z =	7

	 –x + y – z =	9

8.	 ଦର୍ଶାଅ ù~ ^òcÜfòLôZ icúKeY MêWÿòK iõMZ Gaõ ZûjûKê icû]û^ Keö
	 x + 2y – 5z =	–9

	 3x – y + 2z =	5

	 2x + 3y – z =	3
	 4x – 5y + z =	–3

9.	 icúKeY ସମହୂର icû]û^ Keö
	 lx + 2y – 2z =	1

	 4x + 2ly – z =	2

	 6x + 6y + lz =	3 

ବିଶେଷ ଭାବରେ ପରସି୍ଥିତିକୁ ବଚିାର କର ଯେତେବେଳେ l = 2

10.	 a ଏବଂ b ର କେଉଁ ମଲୂ୍ୟ ପାଇଁ ସମୀକରଣ
	 x + y + 5z =	0

	 x + 2y + 3az =	b

	 x + 3y + az =	1ର 

	 i. ସମାଧାନ ନାହିଁ 	 ii.	 ଅନନ୍ୟ ସମାଧାନ 	 iii.	 ଅସୀମ ଅନେକ ସମାଧାନ ଅଛି

^òcÜfòLôZ icúKeY ସମହୂର icû]û^ Keö

11.	 x – y + z = 0			  12.	 x + 3y – 2z = 0

	 –3x + y – 4z = 0				   2x – y + 4z = 0

	 7x – 3y – 9z = 0				   x – 11y + 14z = 0

	 4x – 2y + 5z = 0

13.	 2w + 3x – y – z = 0			   14.	 3x + 4y – z – 6w = 0

	 4w – 6x – 2y + 2z = 0				   2x + 3y + 2z – 3w = 0

	 –6w + 12 x + 3y – 4z = 0				   2x + y – 14z – 9w = 0

	 8w – 24x – 4y + 8z = 0				  x + 3y + 13z + 3w = 0

15.	 k e cìfý ^ò‰ðd Ke ù~_eòKò ^òcÜfòLôZ icúKeYe ସମହୂର ùMûUòG @ZêQ icû]û^ @Qòö
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	 (3k – 8)x + 3y + 3z =	0

	 3x + (3k – 8)y – 3z =	0

	 3x + 3y + (3k – 8)z =	0

16.	 ଦର୍ଶାଅ ଯେ l e GK cûZâ aûÉa cìfý ~ûjû_ûAñ icúKeY
	 x + 2y + 3z =	lx

	 3x + y + 2z =	ly

	 2x + 3y + z =	lz e @Ygì^ý icû]û^ @Qòö

ଉତ୍ତରମାଳା
1.	 –1, 4, 4 	 2.	 ସଙ୍ଗତ ନୁହେଁ	 3.	 –1, 4, 4 	 4.	 − +

17 4 1 3, ,
5 5 5 5

k k k

5.	 ସଙ୍ଗତ  − − − 
 

9 1 1 1, , ,
11 11 11 11

	 6.	 ଅସଙ୍ଗତ] l = − 7
2

	 7.	
1 3 5, ,
2 2 2

8.	 	 9.	

10.	 i.	 a = 1, b ≠ 	 ii.	 a ≠ 1, b ∈ R	 iii.	 a = 1, b = 

11.	 x = y = z = 0	 12.	 	13.	  y = k2, z = k1, 

14.	 x = 11k1 + 6k2, y = –8k1 – 3k2, z = k1, w = k2	 15.	ଅତୁ ଚ୍ଛ ସମାଧାନ ଯଦ ିk = 

3.9 ଡଟିରମିନାଣ୍ଟ ଦ୍ୱାରା ର�ୈଖିକ ସମୀକରଣ ସମହୂର ସମାଧାନ 
3.9.1 କ୍ରାମରଙ୍କ ନୟିମ(Cramer's Rule)

Gjò _¡Zò ସ୍ୱିi MYòZm MûaâòGf Kâûceu \ßûeû ଉଦ୍ଭାବିତ ହ�ୋଇଛöି ^òcÜfòLôZ icúKeY ସମହୂକୁ aòଚାe Keò 
@ûùc Gjò _¡ZòKê aýûLýû Keòaûö

	 a1x + b1y + c1z =	d1

	 a2x + b2y + c2z =	d2

	 a3x + b3y + c3z =	d3
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ମନେକର 	 D =	

ତେବେ	 xD =	

C1 → C1 + yC2 + zC3 ପ୍ରୟ�ୋଗ କର,ି ଆମେ ପାଇବା 

	 xD =	

	 xD =	  ≠ 0 = D (କୁହାଯାଉ)

ତେବେ 	 x =	  = 

ସେହପିର]ି y =  ଏବଂ z = 

ଯେଉଁଠ ିD2 =  ଏବଂ D3 = 

ତେଣୁ x = , y = , z =  ଦତ୍ତ ସମୀକରଣ ସମହୂର ସମାଧାନ ।

କଛି ି ସମାଧାନ ହ�ୋଇଥିବା ଉଦାହରଣ

ଉଦାହରଣ 3.51. କ୍ରାମର u ^òdc aýajûe Keò ^òcÜfòLôZ icúKeY ଗ�ୋଷ୍ଟୀ ସମହୂର icû]û^ Keö
            x + y + z = 1, 3x + 5y + 6z = 4, 9x + 2y – 36z = 17
ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ 	 x + y + z =	1

	 3x + 5y + 6z =	4
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	 9x + 2y – 36z =	17

ଏଠାରେ	 D =	

	 =	1(–180 – 12) – 1(–108 – 54) + 1(6 – 45)

	 =	–192 + 162 – 39 = –69 ≠ 0

	 D1 =	

	 =	1(–180 – 12) – 1(–144 –102) + 1(8 – 85)

	 =	–192 + 246 – 77 = –23

	 D2 =	

	 =	1(–144 – 102) – 1(–108 – 54) + 1(51 – 36)

	 =	–246 + 162 + 15 = –69

	 D3 =	

	 =	1(85 – 8) – 1(51 – 36) + 1(6 – 45)

	 =	77 – 15 – 39 = 23

କ୍ରାମର u ^òdc ଦ୍ୱାରା, ଆମେ ପାଇବା
	 x =	 , y = , z = 

\	 x =	 , y = , z =   (ଉତ୍ତର)

ଉଦାହରଣ 3.52. କ୍ରାମର u ^òdc ବ୍ୟବହାର କରି ଦତ୍ତ ସମୀକରଣ ସମହୂକୁ ସମାଧାନ କର।
		  3x + y + 2z = 3, 2x – 3y – z = –3, x + 2y + z = 4
ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ	 3x + y + 2z =	3

	 2x – 3y – z =	–3

	 x + 2y + z =	4
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ଏଠାରେ 	 D =	

	 =	3(–3 + 2) – 1(2 + 1) + 2(4 + 3)

	 =	3(–1) – 1(3) + 2(7)

	 =	–3 – 3 + 14 = 8 ≠ 0

\	 D1 =	

	 =	3(–3 + 2) – 1(–3 + 4) + 2(–6 + 12)

	 =	3(–1) – 1(1) + 2(6)

	 =	–3 – 1 + 12 = 8

	 D2 =	

	 =	3(–3 + 4) – 3(2 + 1) + 2(8 + 3)

	 =	3(1) – 3(3) + 2(11)

	 =	3 – 9 + 22 = 16

	 D3 =	

	 =	3(–12 + 6) – 1(8 + 3) + 3(4 + 3)

	 =	3(–6) – (1) (11) + 3(7)

	 =	–18 – 11 + 21 = –8

ତେଣୁ
\  x = ,  y = ,  z =   (ଉତ୍ତର)

ପ୍ରଶ୍ନମାଳା 3.8
କ୍ରାମର u ^òdc _âùdûM Keò ^òcÜfòLôZ icúKeY MêWÿòKê icû]û^ Keö
1.	 x + 3y + 6z = 2, 3x – y + 4z = 9, x – 4y + 2z = 7
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2.	 x + y + z = –1, x + 2y + 4z = –5, 6x + 4y + 2z = 0

3.	 x – 4y – z = 11, 2x – 5y + 2z = 39, –3x + 2y + z = 1

4.	 x + 2y + 3z = 6, 2x + 4y + z = 7, 3x + 2y + 9z = 14

ଉତ୍ତରମାଳା
1.	 x = 2, y = –1, z = 1/2			   2.	 x = 1, y = –1, z = –1

3.	 x = –1, y = –5, z = 8			   4.	 x = y = z = 1

3.9.2 ଗସ ଅପସାରଣ _¡Zò (ùe÷LôK icúKeYe ସମହୂର icû]û^ KeòaûKê) icúKeY ସମହୂକୁ 
ବଚିାରKê ^òଆ~ûCö

	 a1x + b1y + c1z =	d1

	 a2x + b2y + c2z =	d2  � ...(1)

	 a3x + b3y + c3z =	d3

Gjାe cýûUâòKè eìପ AX = B ଅଟେ।

	ଯେଉଁଠାରେ 
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

,
a b c d

A a b c B d
a b c d

   
   = =   
   
   

 ଏବଂ 
x

X y
z

 
 =  
 
 

ଅଗ୍‍ମେଣ୍ଟେଡେ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ [A : B] Kê ବଚିାରKê ^ò@û~ûCö

	 [A : B] =	 � ...(2)

ବର୍ତ୍ତମାନ icúKeY (2) ଉପର ତ୍ରିଭୁଜୀୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସରେ ହ୍ରାସ କରାଯାଇ ପାରେ। ମନେକର a1 ≠ 0, ତେବେ

  ~	 � ...(3)

ଏଠାରେ a1 ପ୍ରଥମ ପିଭଟ୍ କୁହାଯାଏ।
ବର୍ତ୍ତମାନ, b′2 କୁ ପିଭଟ୍ ଭାବରେ ନଅି ତେବେ (b′2 ≠ 0),

	 ~	 � ...(4)
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ବର୍ତ୍ତମାନ ସମୀକରଣ (4)ରୁ c″3 ≠ 0 ସମୀକରଣ (4) କୁ  ପିଭଟ୍ ଭାବରେ ନଅି ଦତ୍ତ ର�ୈଖିକ ସମୀକରଣ 
ସମହୂର ସମତୁ ଲ ହେଉଛ।ି।

	 a1x + b1y + c1z =	d1

	  b′2y + c′2z =	d′2

	 c″3z =	d″3

କମି୍ବା 	 z =	

ପଛ ପ୍ରତିସ୍ଥାପନ ଦ୍ୱାରା	 y =	

	 x =	 (d1b′2c″3 + b1c′2d″3 – b′2c1d″3 – b1c″3d′2)

ମନ୍ତବ୍ୟ:
1-	 Gjò _¡Zò ଅସଫଳ jêG ~\ò _òଭଟ୍‍ a1, b′2, c″3 c¤eê ù~ùK÷ûYiò ùMûUòG gì^ý jêGö Gjò 

ପରସି୍ଥିତିରେ ]ûWÿò MêWÿòKê @\k a\k Keò, @ûùc @Ygì^ý _òଭଟ୍‍ _ûA_ûeòaö
2-	 @ûõgòK _òଭUòw: icúKeY (2) e _â[c Éମ୍ଭeê iର୍ବ aéjZ _ec cìfý ijòZ C_û\û^ Pd^ 

Keö GjûKê _òଭଟ୍‍ Kêjû~ûGö Zû_ùe \ßòZúd _~ðýûdùe @[ðûZ icúKeY (3) e \ßòZúd Éମ୍ଭeê  
bûaùe iað aéjZ _ec cìfý ijòZ C_û\û^Kê _êYò [ùe Pd^ Keö Gjò _âKâòd Rûeò eLö 
Gjò _¡ZòKê @ûõgòK _òଭUòw Kêjû~ûGö

3-	 iõ_ì‰ð _òଭUòw: ~\ò RùY GK ^òର୍ଦ୍ଧିÁ Kâcùe  x, y, z e ଅପସାରଣ _ûAñ @ûMâjú ^êjñ«ò, ùZùa 
_âùZýK _~ðýûdùe iõLýK bûaùe iõµê‰ð MêYûu cýûUâòKèe iað aéjତ୍ତc ijM aûQ«ê ö Gjû 
icúKeY MêଡିòKe @\k a\k Gaõ Pkeûgòe @aiÚû^e c¤ @\k a\k @ûagýK Kùeö|

କେତେକ ସମାହିତ ଉଦାହରଣ

ଉଦାହରଣ 3.53. ଗସ ଅପସାରଣ ପଦ୍ଧତି ବ୍ୟବହାର କରି ସମୀକରଣ ସମହୂ 3x + y – z = 3, 2x – 8y + 
z=–5, x – 2y + 9z = 8 ସମାଧାନ କର।

ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ ପଦ୍ଧତି ସହିତ ସମତୁ ଲ୍ୟ
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ଅଗ୍‍ମେଣ୍ଟେଡ୍ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ]

	 [A : B] =	  ଅଟେ।

  ~	

ଦ୍ୱିତୀୟ ସ୍ତମ୍ଭରୁ  କୁ ଦ୍ୱିତୀୟ ସ୍ତମ୍ଭରୁ ପିଭଟ ଭାବରେ ଚୟନ କର,ିଆମେ ପାଉ

 	 ~	

\	 3x + y – z =	3

	  =	–7

	  =	 231
26

  ⇒  z =  = 1

ବର୍ତ୍ତତମାନ ପଛ ପ୍ରତିସ୍ଥାପନା ଦ୍ୱାରା, z = 1

	 –26y =	–26	 ⇒y =1

 ଏବଂ	 3x =	3x	 ⇒x =1

	 x =	1, y = 1, z = 1  (ଉତ୍ତର)

ଉଦାହରଣ 3.54. ଗସ ଅପସାରଣ _¡Zò aýajûe Keò icúKeY ସମହୂକୁ icû]û^ Keö
	 3.15x – 1.96y + 3.85z =	12.95
	 2.13x + 5.12y – 2.89z =	–8.61
	 5.92x + 3.05y + 2.15z =	6.88

ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ ସମୀକରଣ ସମହୂର ସମତୁ ଲ୍ୟ

	  =	
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	 AX =	B

	 [A : B] =	

3.15 Kê ପିଭଟ bûaùe ଚୟନ କର ି

~	

6.4453 କୁ ପିଭଟ ଭାବରେ ଚୟନ କର ିପଛ ପ୍ରତିସ୍ଥାପନ ଦ୍ୱାରା

 =	

ଅର୍ଥାତ୍	 3.15x – 1.96y + 3.85z =	12.95

	 6.4453y – 5.4933z =	–17.3667

	 0.6534z =	0.6854

⇒	 z =	  = 1.04897459

ପୁନର୍ବାର ପଛ ପ୍ରତିସ୍ଥାପନ ଦ୍ୱାରା z = 1.04897459 ରଖିବାରେ

	 y =	

ଏବଂ 	 x =	

ଉଦାହରଣ 3.55. ଗସ ଅପସାରଣ _¡Zò \ßûeû icúKeY ସମହୂକୁ icû]û^ Ke

	 x1 + x2 + x3 + x4 =	2

	 x1 + x2 + 3x3 – 2x4 =	–6

	 2x1 + 3x2 – x3 + 2x4 =	7

	 x1 + 2x2 + x3 – x4 =	–2
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ସମାଧାନ: 

	  =	

	 AX =	B

	 [A : B] =	

 ~	

ù~ùjZê C_û\û^ \ßòZúd ]ûWÿòùe @Qò, \ßòZúd Éମ୍ଭ gì^ý @ùU, ପିଭଟ C_û\û^ 1 _ûAaû _ûAñ \ßòZúd 
Gaõ ZéZúd ]ûWÿòKê @\k a\k Keö

ଅର୍ଥାତ୍

R2 ↔ R3 ,	  ~	

R4 → R4 – R2 ,	  ~	

 	  ~	

\	 x1 + x2 + x3 + x4 =	2� ...(1)

	 x2 – 3x3 =	3� ...(2)

	 2x3 – 3x4 =	– 8� ...(3)

	 =	5  ⇒  x4 = 2
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	 x3 =	

ବର୍ତ୍ତମାନ ପଛ ପ୍ରତିସ୍ଥାପନ ଦ୍ୱାରା 
	 x2 =	3 + 3x3 = 3 – 3 = 0
	 x1 =	2 – x2 – x3 – x4 = 2 – 0 – (–1) – 2 = 1

	 x1 =	1, x2 = 0, x3 = –1, x4 = 2  (ଉତ୍ତର)

@^êgúk^ú 3.9
ଗସ ଅପସାରଣ _¡Zò \ßûeû icúKeY ସମହୂର icû]û^ Ke«êö
1.	 x + 2y + z = 3	 2.	 2x + 3y – z = 5 	 3.	 5x1 + x2 + x3 + x4 = 4

	 2x + 3y + 3z = 10		  4x + 4y –3z = 3		  x1 + 7x2 + x3 + x4 = 12

	 3x – y + 2z = 13		  2x – 3y + 2z = 2		  x1 + x2 + 6x3 + x4 = –5

	 			   		  x1 + x2 + x3 + 4x4 = –6

ଉତ୍ତରମାଳା 

1.	 x = 2, y = –1, z = 3	 2.	 x = 1, y = 2, z = 3	 3.	 x1 = 1, x2 = 2, x3 = –1, x4 = –2

3.9.3 ଗସ-ଜ�ୋର୍ଡାନ _¡Zò (ùe÷LôK ij icúKeY MêWÿòKê icû]û^ Keòaû _ûAñ) 
Gjò _¡Zò Mi ଅପସାରଣ _¡Zòùe GK _eòaର୍ତ୍ତ  ରୂ_ @ùUö AX = B e A GK MêYûu cýûUâòKè cୁLý 
K‰ð A e C_e Gaõ Zkରୁ_û\û^ MêWÿòKê gì^ý Keò Ax=B e GK MêYûu cýûUâòKè A K‰ðú cýûUâòKè Kò´û 
GKK cýûUâòKè Kê jâûi Keû~ûAQòö GVûùe _Q _âZòiÚû_^e icdKê iõPd Keû~ûAQòö ~\òI Gjû @
Zòeòq MY^û ijòZ RWÿòZö

କେତେକ ସମାହତି ଉଦାହରଣ

ଉଦାହରଣ 3.56. ଗସ-ଜ�ୋର୍ଡାନ _¡Zò \ßûeû icୀKeY MêWÿòKê icûଧû^ Keö
	 10x + y + z =	12
	 2x + 10y + z =	13
	 x + y + 5z =	7

icû]û^:ସମୀକରଣ ସମହୂର ମାଟ୍ରିକ୍ସ ରୂପ ହେଉଛ:ି
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	  =	

	 [A : B] =	

R1 → R1 – 9R3 	  ~	

 	 ~	

R2 → 3R3 – R2 	 ~	

 	  ~	

 	 ~	

 	 ~	

	  =	 	 ରୂପରେ ହ୍ରାସ କରାଯାଇଛି

ଅର୍ଥାତ୍  	  x =	1 = y = z.  (ଉତ୍ତର)

ଉଦାହରଣ 3.57.ଗସ-ଜ�ୋର୍ଡାନ _¡Zò \ßûeû icúKeY MêWÿòKê icû]û^ Ke«êö
10x1 + x2 + x3 = 12, x1 + 10x2 – x3 = 10 ଏବଂ x1 – 2x2 + 10x3 = 9 
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ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ ସମୀକରଣ ସମହୂର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ରୂପରେ ହେଉଛି

	  =	

	 [A : B] =	

R1 → R1 –9R2 	  ~	

 	  ~	

 	  ~	

R2 → R2 –8R3 	  ~	

 	  ~	

 	  ~	

	  =	  ରୂପରେ ହ୍ରାସ କରାଯାଇଛି

\	 x1 =	x2 = x3 = 1  (ଉତ୍ତର )

ଉଦାହରଣ 3.58.ଗସ-ଜ�ୋର୍ଡାନ _¡Zò aýaje Keò icúKeY ସମହୂକୁ icû]û^ Ke«êö
	 5x – y – 2z =	142
	 x – 3y – z =	–30
	 2x – y – 3z =	–5
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ସମାଧାନ: 

ବର୍ତ୍ତମାନ	 [A : B] =	

R1 ↔ R2 	  ~	

 	  ~	

 	  ~	

 	  ~	

 	  ~	

	  ~	

∴	 x =	   (ଉତ୍ତର)
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ଉଦାହରଣ 3.59. ଗସ-ଜ�ୋର୍ଡାନ ପଦ୍ଧତି aýaje Keò icúKeY ସମହୂକୁ icû]û^ Keö

	  =	1

	  =	0

	  =	0
ସମାଧାନ:
	 6x + 3y + 2z =	6

	 6x + 4y + 3z =	0

	 20x + 15y + 12z =	0

[A : B] =	

 	  ~	

 	  ~	

 	  ~	

R3 → 3R3 	  ~	

 	  ~	

∴  x = 9, y = –36, z = 30.
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ପ୍ରଶ୍ନମାଳା 3.10
ଗସ-ଜ�ୋର୍ଡାନ _¡Zò aýajûe Keò icúKeY MêWÿòKê icû]û^ Keö
1.	 x + y + z + w = 2	 2.	 10x + y + z = 12

	 2x – y + 2z – w = – 5		  2x + 10y + z = 13

	 3x + 2y + 3z + 4w = 7		  x + y + 5z = 7

	 x – 2y – 3z + 2w = 5

3.	 3x + 4y + 5z = 18	 4.	 x + 2y + z – w = –2

	 2x – y + 8z  = 13		  2x + 3y – z + 2w  = 7

	 5x – 2y + 7z = 20		  x + y + 3z – 2w = –6

	 			   x + y + z + w = 2

5.	 10x + y + z = 18.141

	 x + 10y + z  = 28.140

	 x + y + 10z = 38.139

ଉତ୍ତରମାଳା
1.	 x = 0, y = 1, z = –1, w = 2	 2.x = 1, y = 1, z = 1

3.	 x = 3, y = 1, z = 1			   4.	 x = 1, y = 0, z = –1, w = 2

5.	 x = 1.234, y = 2.348, z = 3.455

3.9.4  cýûUâòKèe ବ୍ୟୁତକ୍ରମ ^ò‰ðd Keòaû _ûAଁ ଗସ ଅପସାରଣ _¡Zò
ମନେକର @Wÿðe 3 e GK @Y iòwêfûe aMð cýûUâòKè A @ùUö A e ବ୍ୟୁତକ୍ରମ ùjCQò GK cýûUâòKè ‘X’ 
~ûjû icúKeY AX=I Kê i«êÁ Kùe, ù~ଉVଁûùe I GK ZéZúd @Wÿðee cýûUâòKè @ùUö aର୍ତ୍ତcû^ @ûcKê 
ବ୍ୟୁତକ୍ରମ cýUâòKè ‘X’ C_û\û^ MêWÿòK ^ò‰ðd KeòaûKê _Wÿòaö

ମନେକର: A =	 , X = 

ସମୀକରଣ AX =I ହେବ:

	  =	
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ଏହା ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ତିନ�ୋଟି ସମୀକରଣ ସହିତ ସମତୁ ଲ୍ୟ, ଯାହାକି ତିନ�ୋଟି ସମୀକରଣ ସମହୂ ସହିତ ସମତୁ ଲ୍ୟ

	  =	 	�  ...(1)
�

	  =	 � ...(2)

	  =	 � ...(3)

(1), (2) ଏବଂ (3) ସମୀକରଣ ସମହୂ, (1) -(3) ଗସ ଅପସାରଣ ପଦ୍ଧତି ଦ୍ୱାରା ସମାଧାନ କରାଯାଇ ପାରବି। 
ପ୍ରତ୍ୟେକ ସମୀକରଣ ସମହୂ (1), (2) ଏବଂ (3) ର ସମାଧାନ ସେଟ୍‍ ବ୍ୟୁତକ୍ରମ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ X ଅନୁରୂପ ସ୍ତମ୍ଭ ହେବ। 
ଯେହେତୁ ସ ମସ୍ତ ସମୀକରଣ (1), (2) ଏବଂ (3) ର ଗୁଣାଙ୍କ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ସମାନ, ଏକ ନରି୍ଦ୍ଦିଷ୍ଟ ସମୀକରଣ ସମହୂ ଗଠନ 
କରି ସବୁ ଏକା ସାଙ୍ଗରେ ସମାଧାନ ହ�ୋଇପାରବି।

	 [A/I] =	

କେତେକ ସମାହିତ ଉଦାହରଣ

ଉଦାହରଣ 3.60. ଗସ ଅପସାରଣ _¡Zò \ßûeû A = 
0 1 1
1 2 0
3 1 4

 
 
 

− − 
 ର ବ୍ୟୁତକ୍ରମ ନିର୍ଣ୍ଣୟ କର।

ସମାଧାନ ଅଗ୍‍ମେଣ୍ଟେଡେ ଗ�ୋଷ୍ଟୀ [A/I] ହେବ

	 [A/I] =	

ଯେହେତୁ  ଉପାଦାନ a11 = 0,ଆମେ ପ୍ରଥମ ଏବଂ ଦ୍ୱିତୀୟ ]ûWÿòKê @\k a\k Keòaû, jâûi Keû~ûA[ôaû 
ସମୀକରଣ ସମହୂ ହେଉଛି 

	 ~	
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R3 → R3 + (–3)R1 	 ~	

R3 → R3 + 7R2 , ଆମେ ପାଇବା	 ~	

ତେଣୁ:
\	 		 ⇒	

	 		 ⇒	

	 		 ⇒	

ତେଣୁ 	 A–1 =	

ଉଦାହରଣ 3.61. ଗସ ଅପସାରଣ _¡Zò \ßûeû A =  e ବ୍ୟୁତକ୍ରମ ^ò‰ðd Ke

ସମାଧାନ: 	 [A/I]
	 [A/I] =	

  ~	

 	 ~	
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aର୍ତ୍ତcû^1 Gjò ସମୀକରଣ ସମହୂ Zòù^ûUò ସମୀକରଣ ସମହୂ ij iମତୁ ଲ୍ୟ @ùUö 

		

ଏବଂ 		

ଏବଂ 		

\	 3x11 – x21 + x31 =	1		

	 x21 =	5  	 ⇒	 x31 =	0, x21 =	5, x11 =	2

	  =	0		

	 3x12 – x22 + x32 =	0		
	 x22 =	1  	 ⇒	 x32 =	1, x22 =	1, x12 =	0

	  =	 		

	 3x13 – x23 + x33 =	0		
	 x23 =	0  	 ⇒	 x33 =	3, x23 =	0, x13 =	–1

	  =	1		

\	 A–1 =	
2 0 –1
5 1 0
0 1 3

 
 
 
 

1	
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ଅଭ୍ୟାସ 3.11

1.	 ଗସ ଅପସାରଣ _¡Zò \ßûeû ^òcÜfòLôZ cýûUâòùiie aòùfûc ^ò‰ðd Keö

	 i.	 	 ii.	 	 iii.	

ଉତ୍ତର

1.	 i.	 	 ii.	 	 iii.	

3.9.5 cýûUâòKèe ବ୍ୟୁତକ୍ରମ ^ò‰ðd _ûAñ ଗସ-ର୍ଜୋଡାନ ପଦ୍ଧତ ି
cù^Ke A @Wÿðe Zò^òe GK aMð cýûUâòKè, Gaõ |A| ≠ 0 ùZùa A e ବ୍ୟୁତକ୍ରମ cýûUâòKè X @ùU I ~\ò, 
icୀKeY AX = I Kê i«êÁ Kùe ù~ଉVଁûùe I GK @Wÿðe Zò^òe GKK cýûUâòKè aର୍ତ୍ତcû^, @ûcKê ବ୍ୟୁତକ୍ରମ 
cýûUâòKè X e C_û\û^ MêWÿòKê ^ò‰ðd KeòaûKê _Wÿòaö

ମନେକର 	 A =	 , X = 

 	 AX =	I

ତେବେ   = 

Gjò icúKeY Zòù^ûUò icúKeY ijòZ ସମତୁ ଲ୍ୟ, ଯାହାକିò Zòù^ûUò icúKeY ସମହୂ ସହ ସମତୁ ଲ୍ୟö _
âùZýK ସମହୂKê ଗସ-ର୍ଜୋଡାନ _¡Zò \ßûeû icû]û^ Ke, _âùZýK ସମହୂe icû]û^ ùiUþ aòùfûc cýûUâòKèe 
É´ ij @^êeì_ ùjaö @ûM ୍‍ùcଣ୍ଟେùWÿ ସମହୂ ରୂ_ùe _âKûg Keò @ûùc c¤ icÉ icúKeY ସମହୂKê 
GKûiûwùe icû]û^ Keò_ûeòaö

	 [A/I] =	
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ସମାଧାନ ହ�ୋଇଥିବା ଉଦାହରଣ

ଉଦାହରଣ 3.62. ଗସ-ଜ�ୋର୍ଡାନ ପଦ୍ଧତି ଦ୍ୱାରା  e ବ୍ୟୁତକ୍ରମ ^ò‰ðd Ke«êö

ସମାଧାନ: ଅଗ୍‍ମେଣ୍ଟେଡେ ସମହୂ [A/I] ହେଉଛି

	 [A/B] =	

 	  ~	

R2 → R2 – 2R1 	 ~	

R2 → (–1)R2 	 ~	

R1 → R1 + R2 ଏବଂ R3 → R3 + R2 

	  ~	

R3 → (–3) R3 	  ~	

 	  ~	
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\ A ର ବ୍ୟୁତକ୍ରମ	 A–1 =	   (ଉତ୍ତର )

ପ୍ରଶ୍ନମାଳା 3.12

.1.	 ଗସ-ଜ�ୋର୍ଡାନ _¡Zò aýaje Keò ^òcÜfòLôZ cýûUâòùiie ବ୍ୟୁତକ୍ରମ ^ò‰ðd Ke«êö

	 i.	 	 ii.	 	 iii.	

	 iv.	 	 v.	

ଉତ୍ତରମାଳା 

1.	 i.	 	 ii.	 	 iii.	

	 iv.	 	 v.	
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ଆକର୍ଷଣୀୟ ତଥ୍ୟ
	• ^ò¡òÁ ciôýe jûeûjûeò Kýûùfûeú cìfý^ò‰ðd _ûAñ Rwfe ସcé¡ò Gaõ Gjûe _âKûe AZýû\ò _eòùag 
aòmû^e _eòieùe Gjûe @ନ^ý _âùdûM @ଛöି C\ûjeY Êeê_, ~\ò GK Rwfùe 5Uò aòbò^Ü 
ପ୍ରKûee MQ [ûG, ùZùa @ûùc ùicû^u adi cû_òaû _ûAñ GK ùe÷LôK icúKeY iéÁò Keò 
ପûeòaûö ସେହପିରିି bûaùe @ûùc ùicû^u Lû\ý C_ùe @û]ûe Keò iûcê\âòK Rúa^e ùKûùaðûjûAùWÿâUþ 
^ò‰ðd Keòaû _ûAñ GK ùe÷LôK icúKeY iéÁò Keò _ûeòaûö Gaõ ଏହ ିପ୍ରକାରର @ù^K C\ûjeY 
ଅQòö
	• ବାସ୍ତବ ଦୁନଆିରେ, ଆମେ ଟ୍ରାଫିକ୍‍ ନୟିନ୍ତ୍ରଣ ପରଚିାଳନାରେ ଗସ-ର୍ଜୋଡାନ ପଦ୍ଧତି ବ୍ୟବହାର କରି ଟ୍ରାଫିକ୍ ଜାମ୍‍ 
ସମସ୍ୟାର ମକୁାବଲିା କରବିା ପାଇଁ ନ୍ୟୁଟ୍ରୋ ସ୍କୋପିକ ର�ୈଖିକ ସମୀକରଣ ଗଠନ କରି ଏକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ର ବିଲ�ୋମ 
ନରି୍ଣ୍ଣୟ କରବିାର କ�ୌଶଳ ସହିତ ଜଡିତ ହ�ୋଇପାରବି। (ଯାହା ଅବାସ୍ତବ ତଥ୍ୟ ସେଟ୍ ଉପରେ ଘରୂି ବୁଲୁଛି ଏବଂ 
ନରି୍ଣ୍ଣୟ ଏବଂ/କମି୍ୱା ନିର୍ଦ୍ଧିଷ୍ଟ ସଚୂନା ପ୍ରତିନଧିିତ୍ୱ କରେ) ଏବଂ MATLAB ପ୍ରୋଗ୍ରାମିଂ ପ୍ରୟ�ୋଗ କରବିା। 

	• ବାସ୍ତବ ଜୀବନରେ ପ୍ରୟ�ୋଗ
	• @mZ _eòcûYe cìfý ^ò‰ðd Keòaû, Gjû adi, cìfý Kò´û @^ý ùK÷ûYiò Rò^òh ùjCö 
	• aòcû^ a¦eùe ù~CñVûùe aòcû^, ~ûZâú AZýା\ò aòhd MY^û Gaõ iìP^û G^ùKûWÿþ Keòaû _ûAñ 
jûA-GŠ KµêýUe aýajûe Keû~ûGö 

	• iKòðU ùaùgæhYùe ùci Kù^KÖWÿ ù_âûùiie C_ùe ଗସ-ର୍ଜୋଡାନ _âKâòdû aýajûe Keû~ûGö
	• iòùWÿýfòwò @ûfùMûeò\cþùe Gjû aýajûe jêGö
	• ଗସ ଅପସାରଣ ପଦ୍ଧତି ଫିଙ୍ଗର ପ୍ରିଣ୍ଟ ପ୍ରତିବମି୍ୱ ବୃଦ୍ଧିରେ ଉପଯ�ୋଗୀ, 
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ଭିଡଓି ସନ୍ଦର୍ଭ (ଉତ୍ସ: NPTEL) 

ଗସ ଅପସାରଣ 
ପଦ୍ଧତି

 			    

ଗସ-
ଜ�ୋର୍ଡାନ୍ 
ପଦ୍ଧତି

  		    

ର�ୈଖିକ ସମୀକରଣ 
ସମହୂ-ଗସ 
ଅପସାରଣ

ସମାହତି କଠନି ପ୍ରଶ୍ନାବଳୀ 
ଉଦାହରଣ1. k e cìfý MêWÿòK ^ò‰ðd Ke ~ûjû _ûAñ icúKeY ସମହୁ
	 (k + 1)x + 8y =	4k

	 kx + (k + 3)y =	3k – 1
e @iúc @ù^K icû]û^ @Qòö
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ସମାଧାନ:  ଦତ୍ତ ର�ୈଖିକ ସମୀକରଣ ସମହୂ ହେଉଛି
	 (k + 1)x + 8y =	4k

	 kx + (k + 3)y =	3k – 1

GjûKê cýûUâòKè ରୂ_ùe ùfLû~ûA _ûeòa AX = B

ଯେଉଁଠ ି	 A ~	 , X = , ଏବଂ B = 

ବର୍ତ୍ତମାନ 	 [A : B] ~	

R2 → R2 – R1 ପ୍ରୟ�ୋଗ କଲେ

	 [A : B] ~	

	 ~	

ଦତ୍ତ ସମୀକରଣ ସମହୂର ଅସୀମ ଅନେକ ସମାଧାନ ଅଛ ି
\	 r(A) =	r(A : B) < n (= 2)

ଏହା ପାଇଁ 	  =	0� ...(1)

ଏବଂ 	  =	0� ...(2)
(1)ରୁ]
	 k2 – 4k + 3 =	0

	 (k – 3) (k – 1) =	0

	 k =	3, 1
(2) ରୁ]
	 –k2 + 2k – 1 =	0
	 k2 – 2k + 1 =	0
	 (k – 1)2 =	0

	 k =	1
\  k = 1 ùKak ùMûUòG icû]û^ @ùU ù~C[ô_ûAñ ସମୀକରଣସମହୂର @iúc @ù^K icû]û^ Qòö
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ଉଦାହରଣ 2. ପ୍ରମାଣ କରଯେ,ଡଟିରମିନାଣ୍ଟ  = 0 ଯଦ ିa, b, c G.P ରେ ରୁହେ. 

ସମାଧାନ: ମନେକର 
	  D =	

R3 → R3 – (aR1 + R2) ପ୍ରୟ�ୋଗ କଲେ:

	 D =	

R3 ijòZ aòÉûe Keò ଆମେ ପାଉ

	 D =	  – (aa2 + 2ba + c) 

	 =	–(aa2 + 2ba + c) (ac – b2)
	 =	(b2 – ac) (aa2 + 2ba + c)

ତେଣୁ] D = 0 
b2 – ac = 0 		 କମି୍ବା aa2 + 2ba + c =	 0
∴କିନି୍ତୁ  ଦଆିଯାଇଅଛ ିଯେ,ଯଦ ି	b2 =ac= 0
  	  =	

\	 ଅର୍ଥାତ୍ a, b, c G.P (ଗୁଣତ୍ତର ଶ୍ରେଣୀରେ) ଅଛନ୍ତି । ତେଣୁ D = 0.

ଉଦାହରଣ 3. ଯଦ ିA = ; I =  ଏବଂ A–1 =  (A2 + cA + dI) ଯେଉଁଠାରେ 

c, d ∈ R, ତେବେ (c, d) ର ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।
ସମାଧାନ: ଆମର ଅଛ ି	 | A | =	1(4 + 2) – 0 + 0 = 6 ≠ 0

\	 A–1 =	

ବର୍ତ୍ତମାନ 	 A2 =	A.A =  = 
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ଆଉମଧ୍ୟ 	 cA =	

ଏବଂ 	 dI =	

ଦତ୍ତ ଅଛ ି	 A–1 =	  (A2 + cA + dI)

⇒	  =	

⇒	  =	

cýûUâòùiie icû^Zû \ßûeû, @^êeì_ C_û\û^ MêWÿòK icû^ Keò, @ûùc _ûAaୁö
	 6 =	1 + c + d	 ⇒	 5 =	c + d
	 – 1 =	5 + c	 ⇒	 –6 =	c
	 5 =	–6 + d	 ⇒	 d =	11

ତେଣୁ] (– 6, 11) ଆବଶ୍ୟକ ମଲୂ୍ୟ ଅଟେ।	

ଉଦାହରଣ 4.ମନେକର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A =  ଏବଂ ଭେକ୍ଟର X = [X1 X2]Tk ର ଭିନ୍ନ ବାସ୍ତବ ସଂଖ୍ୟକ 

ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ଯେପରକି ିସମୀକରଣ AX =B ଅସୀମ ଅନେକ ସମାଧାନ ଅଛ।ି
ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ ସମୀକରଣ ସମହୂର ଅସୀମ ଅନେକ ସମାଧାନ ଅଛ।ି
	 | A | =	0
⇒	  =	0

କମି୍ୱା 	 k3 – 2k (k2 – k) =	0
	 k3 – 2k3 + 2k2 =	0
	 –k3 + 2k2 =	0
	 k2 (–k + 2) =	0
	 k =	0  କମି୍ବା   k = 2  (ଉତ୍ତର)
ତେଣୁ: k ଦୁଇଟ ିମଲୂ୍ୟ ଅଛ ିଯେପରକି ିଦତ୍ତ ର�ୈଖିକ ସମୀକରଣ ସମହୂର ଅସୀମ ଅନେକ ସମାଧାନ ଅଛି
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ଉଦାହରଣ 5. ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A =  ର det . 100A = and ଟ୍ରେସ (A) = 14, ତେବେ | a – b |ର ମଲୂ୍ୟ 
ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର|

ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ ଅଛ ିa + 5 + 2 + b =14	 [ଟ୍ରେସ(A) = 14]
	 a + 7 + b =	14

	 a + b =	7� ...(1)

ଆଉ ମଧ୍ୟ 	 det. A =	100

R4 ରେ ବସି୍ତାର କଲେ

	 b  =	100

⇒	b[a(10 – 0) – 0 + 3(0)] =	100
⇒	 10ab =	100
⇒	 ab =	10
	 b =	 � ...(2)
(2) ରୁ b ର ମାନକୁ (1) ରେ ରଖିଲେ, ଆମେ ପାଇବୁ
	 a +  =	7

	 a2 + 10 =	7a
	 a2 – 7a + 10 =	0
	 (a – 5) (a – 2) =	0
	 a =	5 କମି୍ୱା 2
 (2) ରୁ	 b =	2 କମି୍ୱା 5
ବର୍ତ୍ତମାନ 	 | a – b | =	| 5 – 2 | କମି୍ୱା | 2 – 5 | = 3  (ଉତ୍ତର )

ଉଦାହରଣ 6. ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ J6 =  କୁ ବଚିାର କରାଯାଉ I6 ସ୍ତମ୍ଭଗୁଡକି

 ଯାହାକ ି ଏକକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ I6 ଅର୍ଡରର ସ୍ତମ୍ଭ ଗୁଡକୁି ବପିରୀତ କର ି ପ୍ରାପ୍ତ ହ�ୋଇଛ।ି ମନେକର P = I6 + aJ6 
ଯେଉଁଠାରେ a ≥ 0, a ∈ R. a ର ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ଯେଉଁଥି ପାଇଁ det (P) = 0 ହେବ
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ସମାଧାନ: ମନେକର 	 P =	I2 + aJ2

	 =	  = 

\	 | P | =	1 – a2

 	 det P =	I4 + aI4

	 =	

\	  | P | =	  – 0 + 0 – a 

	 =	1[1(1 – 0) – a(a – 0) + 0] – a[a(1 – a2)]

	 =	1 – a2 – a(a – a3) = 1 – a2 – a2 + a4

	 =	1 – 2a2 + a4 = (1 – a2)2

ସେହପିର ିଯଦ ି	 P =	I6 + aI6 ହୁଏ ତେବେ
 	 | P | =	(1 – a2)3

	 det. P =	0  ⇒  (1 – a2)3 = 0

⇒	 1 – a2 =	0

⇒	 (1 – a) (1 + a) =	0

⇒	 a =	–1, 1

	 a ≥	0 ଧନାତ୍ମକ ଅଟେ
\	 a =	1

ଉଦାହରଣ 7. ମନେକର A, m × n ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଏବଂ B, n × m ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଅଟେ। ଏହା ଦତ୍ତ ଅଛ ିଯେ: 

det (Im + AB) = det (In + BA), ଯେଉଁଠାରେ Ik, k × k ଏକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଅଟେ। 

ଉପର�ୋକ୍ତ ଗୁଣ ଧର୍ମକୁ ବ୍ୟବହାର କର,ି ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ  ର ଡଟିରମିନାଣ୍ଟ ଗଣନା କର।
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ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ

	  =	

ମନେକର 	 AB =	  =  * [1  1  1  1] = A * B

ଏବଂ 	 I4 =	

\	 | I4 | =	1
ଏହା ଦତ୍ତ ଅଛ ିଯେ,	| Im + AB | =| In + BA |

\	 BA =	[1  1  1  1] ×  = [4]

	 det (In + BA) =	| [4] + [1] | = | 5 | = 5
ଉଦାହରଣ 8 ସମସ୍ତ 2 × 2 ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍ରିସେସ୍ ମଧ୍ୟରୁ ଟ୍ରେସ 14 ସହତି ଡଟିରମିନାଣ୍ଟର ସର୍ବାଧିକ ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ 

କର।
ସମାଧାନ: ସାଧାରଣତ 2 × 2 ବାସ୍ତବ ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A =	 ଅଟେ
⇒	 | A | =	ac – b2

ଏବଂ 	 trace A =	a + c = 14� ...(1)

| A | ର ସର୍ବାଧିକ ମଲୂ୍ୟ ପାଇଁ, b2 ସର୍ବନମି୍ନ ହେବା ଜରୁରୀ। 
ଯେହେତୁ b2 ସର୍ବଦା ଧନାତ୍ମକ ସଂଖ୍ୟା ତେଣୁ ସର୍ବନମି୍ନ ମଲୂ୍ୟ
	 b2 =	0

ଅର୍ଥାତ୍, ସର୍ବାଧିକ ଡିଟରମିନାଣ୍ଟ ପାଇଁ  b = 0 ହେବ।

	 | A | =	ac = a(14 – a) =14a – a2	 [ସମୀକରଣ (1)ରୁs]

| A | ର ସର୍ବାଧିକ ମଲୂ୍ୟ ପାଇଁ, ଆମେ ଲେଖି ପାରବିା
	  =	0
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⇒	 14 – 2a =	0

	 a =	7

(1) ରୁ,   c =	14 – a = 14 – 7 = 7

\  ସର୍ବାଧିକ ଡିଟରମିନାଣ୍ଟ | A | =ac = 7 × 7 = 49 ହେବ।

ଉଦାହରଣ 9 ଦୁଇଟ ିପରବିାର ଅଛ ି। ପରବିାର P Zòù^ûUò _êeêh, Zòù^ûUò cjòkû Gaõ 12 _òfûuê ù^A 
MVòZö _eòaûe Q \êAUò _êeêh, \êAUò cjòkû Gaõ ଚାùeûUò _òfûuê ù^A MVòZö Kýûùfûeú _ûAñ iê_ûeòg 
Keû~ûA[ôaû ù\÷^òK bZû ùjCQò : _êeêh:  2400, ମହଳିା: 2000, ପିଲା 1400 Gaõ ù_âûUò^þ _ûAñ: _êeêh 
60 ଗ୍ରାମ୍, ମହଳିା: 40 ଗ୍ରାମ୍ ଏବଂ _òfû: 35Mâûc, cýûUâòKè MêY^ aýajûe Keò, \êA _eòaûee _âùZýK 
Kýûùfûeú Gaõ ù_âûUò^þ ùcûU @ûagýKZû MY^û Ke«êö

ସମାଧାନ: ମନେକର P Gaõ Q _eòaûeùe _êeêh, cjòkû Gaõ gògêu iõLýûKê _âZò^ò]ôZß Keê[ôa 

cýûUâòKè ‘A’ ùjCö
			
Kýûùfûeú Gaõ ù_âûUò^þ _ûA iê_ûeòg Keê[ôaû ù\÷^òK bZû cýûUâòKè B ùjCö

ùZùa B Kê G_eò ùfLû~ûA _ûeòaö

		
_eòaûe P Gaõ Q icê\ûd Kýûùfûeú Gaõ ù_âûUò^þe @ûagýKZû \êAUò cýûUâòùiiþùe MêY`k 
eì_ùe \ò@û~ûAQòö
	 ଅର୍ଥାତ୍ AB =	

	 =	

	 =	

	 =	

ùZYê ~[ûKâùc _eòaûe P _ûAñ Kýûùfûeò Gaõ ù_âûUò^þe icê\ûd @ûagýKZû 30000 KýûùfûeòRþ 
Gaõ 720 ଗ୍ରାମ ପ୍ରୋଟନି Gaõ _eòaûe Q _ûAñ ~[ûKâùc 14400 KýûùfûeòRþ Gaõ 340 ଗ୍ରାମ ù_âûUò^þ
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ସାରାଂଶ
1.cýûUâòKè ùjCQò (m × n) C_û\û^ MêWÿòKe ଏକ ବ୍ୟୁହ C_iÚû_^ା Gaõ ଏହପିର ିùfLû~ûG, 

A =	 [aij]m × n, i = 1, 2, ..., m
2.	 aMðic cýûUâòKè: GK aMð cýûUâòKè A Kê aMð ic cýûUâòKè Kêjû~ûG, ~\ò  A2 = A ହୁଏ।
3.	 A^bfêùUûeò cýûUâòKè:  GK aMð cýûUâòKè 'A' Kê A^þbfêùUûeò cýûUâòKè Kêjû~ûG ~ଦ ିA2 = I, jêG GKK 

cýûUâòKè iað\û A^bfêùUûeò cýûUâòKè @ùUö

4.	 ରାଙ୍କ: ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ଇକେଲନ୍ ରୂପରେ, ଅଣ-ଶୂନ୍ୟ ସଂଖ୍ୟକ ଧାଡଗୁିଡକି ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ରାଙ୍କ କୁହାଯାଏ 
5.	 @icûwú ସମୀକରଣ ସମହୂ _ûAñ 
	 a.	 ଯଦ ିr(A) = r(A : B) =@mûZ eûgò iõLýû jêG ùZùa ସମୀକରଣ ସମହୂ iõMZ ij @^^ý icû]û^ 

@ùUö

	 b.	 ଯଦ ିr(A) = r(A : B) < @mାZ eûgò iõLýû jêG ùZùa ସମୀକରଣ ସମହୂ iõMZ @iúc @ù^K 
icûଧା^ ଅଛ।ି

	 c.	 ଯଦ ିr(A) ≠ r(A : B), ùZùa ସମୀକରଣ ସମହୂ ଅiõMZ @ùUö 

6.	 iRûZúd ସମୀକରଣ ସମହୂ _ûAñ
	 a.	 ଯଦ ିr(A) = @mZ iõLýû, ùZùa ସମହୂ iõMZ ijòZ @^^ý icû]^ @ùUö (ମାମଲିୁ icû]û^)
	 b.	 ଯଦ ି r(A) < @mZ iõLýû, ùZùa ସମହୂ iõMZ ijòZ @iúc icû]^ @ùUö (@ZêQ icû]û^)
7.	 ~\ò WÿòUecò^ûଣ୍ଟ = 0 jêG ùZùa କ୍ରାମର u ^òdc _âùdûM ùjûA _ûeòa ^ûjóö 
8.	 ~\ò GK cýûUâòKèe WÿòUecò^ûଣ୍ଟ @Y gì^ý jêG, ùZùa Gjûe ବ୍ୟୁତକ୍ରମ aò\ý cû^ @Qò Gaõ ଏହା ସର୍ବଦା 

ଅନନ୍ୟ।

ସଂକ୍ଷିପ୍ତ ପ୍ରଶ୍ନ

1.	 ଯଦ ି2  + 3  = , ହୁଏ ତେବେ x ଏବଂ y ର ମଲୂ୍ୟ ହେବ 

	 a.	 x = 6, y = 3	 b.	 y = 6, x = 3	 c.	 x = 9/2, y = 6	 d.	x = –1, y = –2

2.	 ଯଦ ି X + Y =  ଏବଂ X – Y = , ତେବେ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ X ମଲୂ୍ୟ ହେବ 

	 a.	 	 b.	 	 c.	 	 d.	

3.	 ଯଦ ିA = [2, 1, –3] ଏବଂ B = , ତେବେ BA ର ଗୁଣଫଳ ହେଉଛ ି
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	 a.	 15	 b.	 	 c.	 	 d.	26

4.	 y ର ମଲୂ୍ୟ ଯାହା ପାଇଁ ନମି୍ନଲିଖିତ ମ୍ୟାଟ୍ରିସେସ୍ ସମାନ ହେବ,

	  =	  

	 a.	 4	 b.	 3	 c.	 0	 d.	–1

5.	 ଯଦ ିA =  ଏବଂ B = , ହୁଏ ତେବେ

	 a.	 AB ବଦି୍ୟମାନ ଅଛ ି   b. BA ବଦି୍ୟମାନ ଅଛ ି c.(A + B) ବଦି୍ୟମାନ ଅଛ	ି d.	A – B ବଦି୍ୟମାନ ଅଛି
6.	 ମନେକର A ଅର୍ଡର 3 e GK aMð cýûUâòKè ùZùa | kA | ସହତି ସମାନ
	 a.	 3k | A |	 b.	 k | A |	 c.	 k2 | A |	 d.	k3 | A |

7.	 ଯଦ ି  = , ହୁଏ ତେବେ x ର ମଲୂ୍ୟ ହେବ 

	 a.	 3	 b.	 4	 c.	 2	 d.	–1

8.	 ଯଦ ିA ଅର୍ଡର 2 e GK A^bUòaòfþ cýûUâòKè jêG , ତେବେ det (A–1) କେଉଁଟ ିସହ ସମାନ ହେବ
	 a.	 0	 b.	 det A	 c.	 1	 d.	

9.	 ଡଟିରମିନାଣ୍ଟ  ର ମଲୂ୍ୟ କେଉଁଟ ିଅଟେ। 

	 a.	 1	 b.	 –1	 c.	 0	 d.	2

10.	 ଯଦ ି  = 3, ହୁଏ ତେବେ xର ମଲୂ୍ୟ କେଉଁଟ ିହେବ। 

	 a.	 7	 b.	 8	 c.	 12	 d.	10

11.	 ଯଦ ିମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A ଉଭୟ ସମମିତ ଏବଂ ବଷିମ ସମମିତ ହୁଏ ତେବେ
	 a.A ଏକ କର୍ଣ୍ଣୀ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଅଟେ		 b.A ଏକ ଶୂନ୍ୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ
	 c.	A ଏକ ସ୍କେଲାର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ			   d.A ଏକ ବର୍ଗ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ

12.	 ଯଦ ିA =  ଏବଂ a2 + b2 + c2 + d2 = 1, ହୁଏ ତେବେ A–1 ହେବ।

	 a.	 	 b.	 	 c.	 	 d.	
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13.	 ଯଦ ିA(a, b) = , ତେବେ A(a, b)–1 ମଲୂ୍ୟ ହେବ

	 a.	 A(–a, b)	 b.	 A(–a, –b)	 c.	 A(a, –b)	 d.	A(a, b)

14.	 ଯଦ ିA =  ଯେପର ିA–1 = kA,ତେବେ k ର ମଲୂ୍ୟ କେଉଁଟ ିଅଟେ।

	 a. 	 b.	 	 c.	 	 d.

15.	 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ  ର ରାଙ୍କ 3, ଏବଂ a, b, c ବାସ୍ତବ ତେବେ 

	 a.	 a = b = c	 b.	 ସମସ୍ତ a, b, c ଭିନ୍ନ କନି୍ତୁ  a + b + c = 0

	 c.	 a, b, c ର ଦୁଇଟ ିସଂଖ୍ୟା ସମାନ ହେବ କନି୍ତୁ  ତୃତୀୟର ଭିନ୍ନ।
	 d.	 ସମସ୍ତ a, b, c ଭିନ୍ନ ଏବଂ a + b + c ≠ 0

16.	 p ର ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ଯେଉଁଥି ପାଇଁ ଦତ୍ତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ରାଙ୍କ୍  ହେବ                              

	 a.	 4	 b.	 2	 c.	 3	 d.	1

17.	 ଗସ ବଲି�ୋପନ ପଦ୍ଧତ ିବ୍ୟବହାର କର ିନମି୍ନଲିଖିତ ସମୀକରଣର ସମାଧାନ କର:
x + 2y + 3z =	4, 2x + 3y + 4z = 5, 3x + 4y + 5z = 6

	 a.	 x = 0.5, y = 0 ଏବଂ z = 1		  b.x = 0.5, y = 0 ଏବଂ z = –1

	 c.	 x = –0.5, y = 0 ଏବଂ z = 1.5	 d.	 x = 0.5, y = 0 ଏବଂ z = –1.5

18.	 ଗସ-ଜ�ୋର୍ଡାନ ପଦ୍ଧତରିେ ନମି୍ନଲିଖିତ କେଉଁ ରୁପାନ୍ତର ଅନୁମତ ିପ୍ରାପ୍ତ?
	 a.	କର୍ଣ୍ଣ ରୁପାନ୍ତର			   b.	 ସ୍ତମ୍ଭ ରୁପାନ୍ତର
	 c.	. ଧାଡ ିରୁପାନ୍ତର			   d.	 ବର୍ଗ ରୁପାନ୍ତର
19.	 କ୍ରାମର ଙ୍କ ନୟିମ ପ୍ରୟ�ୋଗ କର ିନମି୍ନଲିଖିତ ସମୀକରଣକୁ ସମାଧାନ କର।

3x + y + 2z =	3, 2x – 3y – z = –3, x + 2y + z = 4

	 a.	 x = 1, y = 2, z = –1			  b.	 x = 2, y = 1, z = –1

	 c.	 x = 2, y = –1, z = 1			  d.	 x = 1, y = –1, z = 2

20.	 କ୍ରାମର ଙ୍କ ନୟିମ କେଉଁଥି ପାଇଁ ବଫିଳ ହୁଏ
	 a.	 ଡଟିରମିନାଣ୍ଟ > 0			   b.	 ଡଟିରମିନାଣ୍ଟ < 0
	 c.	ଡଟିରମିନାଣ୍ଟ = 0			   d.	 ଡଟିରମିନାଣ୍ଟ = ଅବାସ୍ତବ
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ଉତ୍ତର
1.	 b		  2.	 c	 3.	 b	 4.	 b
5.	 a		  6.	 d	 7.	 c	 8.	 d
9.	 c		  10.	d	 11.	 b	 12.	 c
13.	 b		  14.	a	 15.	 d	 16.	 c
17.	 c		  18.	c	 19.	 a	 20.	 c

ଅସମାହତି କଠନି ପ୍ରଶ୍ନାବଳୀ

1.	 ଦର୍ଶାଅ ଯେ ଯଦ ିA ର ଏକ ଶୂନ୍ୟ ଧାଡ,ି ଅଛ ିତେବେ AB ର ମଧ୍ୟ ଏକ ଶୂନ୍ୟ ଧାଡ ିଅଛ।ି
2.	 ଦର୍ଶାଅ ଯେ ଯଦ ିB ର ଏକ ଶୂନ୍ୟ ସ୍ତମ୍ଭ ଅଛ,ି ତେବେ AB ର ମଧ୍ୟ ଏକ ଶୂନ୍ୟ ସ୍ତମ୍ଭ ଅଛ ି|
3.	 ମନେକର ‘A’ ‘m’ ରାଙ୍କ ସହତି ଏକ m × n ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଏବଂ ‘B’ ‘n’ ରାଙ୍କ ସହତି ଏକ n × p ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ। AB 

ର ରାଙ୍କ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ତୁମର ଉତ୍ତରକୁ ଯଥାର୍ଥ କର।
4.	 ପ୍ରମାଣ କର ଯେ ଯଦ ିB ଏକ 3 × 1 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଏବଂ C ଏକ 1 × 3 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ହୁଏ ତେବେ 3 × 3 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ BC 

ର ଅତ ିବେଶୀରେ ରାଙ୍କ 1 ଅଛ।ି ଅପରପକ୍ଷେ, ଦର୍ଶାଅ ଯେ ଯଦ ିA କ�ୌଣସ ି3 × 3 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ରାଙ୍କ 1 ଥାଏ , 
ତେବେ ସେଠାରେ 3 × 1 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ B ଏବଂ 1 × 3 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ C ଅଛ ିଯେପର ି A = BC

5.	 2 × 2 A^bUþaòfþ cýûUâòùiiþ A ଏବଂ B ̂ ò‰ðd Ke ù~_eòKò A + B ଶୂନ୍ୟ ସହ ସମାନ ନୁହେଁ ଏବଂ A+B 
A^bUþaòfþ ନୁହେଁ।

6.	 ମନେକର  A ∈ Mn×n(F)A କେଉଁ ପରସି୍ଥିତରିେ, det (−A) = det (A)
7.	 GK ^ò¡òÁ @[ð aýaiÚû \âaý Gaõ ùiaûe \êAUò ùlZâ Kê ù^A MVòZö ]eû~ûC icÉ \âaýe 60% 

Gaõ icÉ ùiaû MêWÿòKe 30% \âaý C_ôû\^ùe aýajéZ jêGö iûcMâú C_ôû\^ùe icê\ûd @[ð 
ନ�ୈZòK C_ôû\e ùKCñ @^ê_ûZ aýajéZ jêGö

8.	 ^òcÜfòLôZ aûKýe _âZýêŸûjeY \ò@«êö ~ଦ ିm ର�ୈଖିକ ସମୀକରଣ ସମହୂର n @mûZ eûgòe MêYûu 
cýûUâòKèର eûu m @Qò ùZùa ସମହୁର icû]û^ @Qòö

_âKÌ/aýajûeòKû/Kû~ðýKkû_ 

ପ୍ରକଳ୍ପ
ଗ୍ରାଫ୍ ତତ୍ତ୍ୱରେ ବଭିିନ୍ନ ପ୍ରକାରର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଏବଂ ସେମାନଙ୍କର ପ୍ରୟ�ୋଗ ଦେଖାଯାଉଥିବା ଏକ (ନମନୁା) ପ୍ରସ୍ତୁତ କର।
ବ୍ୟବହାରିକ
1.	 ଏକ MATLAB ଫଳନ ଲେଖନ୍ତୁ  ଯାହା ଏକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଧାଡ ିସଂଖ୍ୟା ଏବଂ ସ୍ତମ୍ଭ ସଂଖ୍ୟା ନେଇ 
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ଥାଏ।ଫଳନକୁ ପାସ୍‍ ହ�ୋଇଥିବା ଧାଡ ିସଂଖ୍ୟା ସହତି ଆରମ୍ଭ କର,ି ଫଳନକୁ ପଠାଯାଇଥିବା ସ୍ତମ୍ଭକୁ ସ୍କୋର କର ଏବଂ 
ଧାଡ ିସଂଖ୍ୟାକୁ ଫେରସ୍ତ କର ଯାହା ସ୍ତମ୍ଭରେ ସର୍ବ ବୃହତ ସଂପୂର୍ଣ୍ଣ ମଲୂ୍ୟ ଧାରଣ କରେ। ଏବଂ ବ୍ୟବହାର କର ି3 × 3 
ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ଡଟିରମିନାଣ୍ଟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।
2.	 MATLAB ବ୍ୟବହାର କର,ି 3 × 3 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ଡଟିରମିନାଣ୍ଟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।
କାର୍ଯ୍ୟକଳାପ
1.	 RùY ù\ûKû^ú _ýùKU P1 ରେ 1 କଲି�ୋଗ୍ରାମ ଗହମ, 1 କଲି�ୋଗ୍ରାମ ଚାଉଳ ଏବଂ 1 କଲି�ୋଗ୍ରାମ ବାଜରା 

ଏବଂ P2 ରେ 1 କଲି�ୋଗ୍ରାମ ଗହମ, 0 କଲି�ୋଗ୍ରାମ ଚାଉଳ ଏବଂ 1 କଲି�ୋଗ୍ରାମ ବାଜରା ଏବଂ P3 , 0 କଲି�ୋଗ୍ରାମ 
ଗହମ, 1 କଲି�ୋଗ୍ରାମ ଚାଉଳ ଏବଂ 1 କଲି�ୋଗ୍ରାମ ବାଜରା ବକି୍ରି କରେ। ତେବେ କେବଳ ଏକ କଲି�ୋଗ୍ରାମ ବାଜରା 
କଣିିବା ସମ୍ଭବ କ ିନୁହେଁ ଯାଞ୍ଚ କରନ୍ତୁୁ । ଯଦ ିହଁ ତେବେ କପିର ି?

2.	 (ଭେକ୍ଟର) କ'ଣ? ଏହା ଏକ ପ୍ରକାର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ କ?ି ଏକ ଉଦାହରଣ ଦେଇ ତୁମର ଉତ୍ତରକୁ ଚନି୍ତାକର ଏବଂ ସମର୍ଥନ 
କର।

3.	 ବଭିିନ୍ନ ସହରର ବଦି୍ୟାର୍ଥୀ ମାନଙ୍କର ଏକ ଗ�ୋଷ୍ଠୀ ଗଠନ କରନ୍ତୁ , ଏକ ଗ୍ରାଫ୍ ତଆିର ିକରନ୍ତୁ  ଏବଂ ସହର ଗୁଡକୁି 
ଶୀର୍ଷବନି୍ଦୁ  ରୂପରେ ଏବଂ ପରବିହନ ମଲୂ୍ୟକୁ ଧାର ରୂପରେ ନେଇ ସମାନ୍ତରାଳ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଗଠନ କର।।

ଅଧିକ ଜାଣିବା 

1.	 ଗୁଣନଫଳ xyz ର ସର୍ବନମି୍ନ ମଲୂ୍ୟ ଯେଉଁଥି ପାଇଁ ଡଟିରମିନାଣ୍ଟ  ଧନାତ୍ମକ ଅଟେ।

	 a.	 –8	 b.	 –1	 c.	 	 d.	

2.	 ଯଦ ିA =  ଏକ ଅର୍ଥୋଗ�ୋନାଲ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ହୁଏ, ତେବେ ସମ୍ଭାବ୍ୟ ତ୍ରିଗୁଣ (a, b, g) ସଂଖ୍ୟା 
ହେଉଛ:ି

	 a.	 8	 b.	 6	 c.	 4	 d.	2

3.	 ଯଦ ିa, b ≠ 0 ଏବଂ f(n) = an + bn ଏବଂ  = k(1 – a)2 (1 – b )2 (a–b)2, 

ହୁଏ ତେବେ k ର ମାନ:ହେବ:
	 a.	 ab	 b.	 1/ab	 c.	 1	 d.	–1

4.	 A = ର ରାଙ୍କ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର 
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5.	 ‘a’ ର ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ଯେପରକି ିମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A = ର ରାଙ୍କ 3 ଠାରୁ ସାନ ହୁଏ।

ଉତ୍ତରମାଳା
1.	 a		  2.	 a	 3.	 c

4.	 r(A) = ( )
3
2,
1

A

r = 



ଯଦ ିx ≠ y,  y ≠ Z, Z  ≠ x  

କିମ୍ବା  x = y, କିମ୍ବା  x  = z, ଏବଂ  y ≠ z   x  

ଯଦ ିx = y = z 

			   5. 0, 3
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ଅଧ୍ୟାୟ ବ�ୈଶଷି୍ଟ୍ୟ
ଏହ ିଅଧ୍ୟାୟରେ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍୍, ଭେକ୍ଟରର ର�ୈଖିକ ନରି୍ଭରଶୀଳତା ଓ ର�ୈଖିକ ସ୍ତ୍ରତନ୍ତ୍ରତା,ର�ୈଖିକ ସଂଯ�ୋଗ, ର�ୈଖିକ 
ବସି୍ୃତ ଆଧାର, ମାତ୍ରା, ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ (ମ୍ୟାପ୍୍‍ସ), ର�ୈଖିକ ମ୍ୟାପର ବ୍ୟାପ୍ତି ଓ କର୍ଣ୍ଣେଲ, ରାଙ୍କ ଓ ଶୂନ୍ୟତା, ର�ୈଖିକ 
ରୂପାନ୍ତରଣର ବ୍ୟୁତକ୍ରମ, ରାଙ୍କ-ଶୂନ୍ୟତା ଉପପାଦ୍ୟ, ର�ୈଖିକ ମ୍ୟାପର ଗଠନ, ଏକ ର�ୈଖିକ ମ୍ୟାପ ସହତି ଜଡତି 
ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ, ଇତ୍ୟାଦ ିଆଲ�ୋଚତି ହ�ୋଇଛ ି। ବଦି୍ୟାର୍ଥୀ ମାନଙ୍କ ପାଇଁ ସଦି୍ଧାନ୍ତ ଓ ପ୍ରୟ�ୋଗଗୁଡକୁି ଅଧିକ ସ୍ପଷ୍ଟ କରବିା ପାଇଁ 
ପର୍ଯ୍ୟାପ୍ତ ଉଦାହରଣ ସନ୍ନିବେଶତି ହ�ୋଇଛ ି।

ଯୁକ୍ତିଯୁକ୍ତତା

ର�ୈଖିକ ବୀଜଗଣିତ ସବୁସ୍ଥାନରେ ପ୍ରୟ�ୋଗ କରାଯାଏ, କନି୍ତୁ  ବେଳେବେଳେ ଏହା ବୁଝବିା କଷ୍ଟକର ବ�ୋଧହୁଏ, ଗଣିତ, 
ବଜି୍ଞାନ ଓ ଇଞ୍ଜିନୟିରଂିରେ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍ ପ୍ରୟ�ୋଗ କରାଯାଏ। ର�ୈଖିକ ସମୀକରଣ ସମହୂର ସମାଧାନ କରବିାପାଇଁ 
ଏହା ଉପଯୁକ୍ତ ର�ୈଖିକ ବୀଜ ଗାଣିତକି ଧାରଣା । ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ, ର�ୈଖିକ ବୀଜଗଣିତର ଏକ ମଳୂ ବଷିୟବସ୍ତୁ 
ମଧ୍ୟରୁ  ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ଏକ ମଳୂ ବଷିୟବସ୍ତୁ, ବଶି୍ଲେଷଣାତ୍ମକ ଜ୍ୟାମତି,ି ଅବକଳ ସମୀକରଣ ଏବଂ ଅନ୍ୟାନ୍ୟ କ୍ଷେତ୍ରରେ 
ଏହାର ବ୍ୟାପକ ପ୍ରୟ�ୋଗ ଅଛ ି। ବାର୍ତ୍ତାଗୁଡକୁି ଏନକ�ୋଡ କରବିା ପାଇ ଁମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ବ୍ୟବହୃତ ହୁଏ, ଏବଂ ଡକି�ୋଡର ହେଉଛ ି
ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ବ୍ୟୁତକ୍ରମ । ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍୍ ମଧ୍ୟରେ ଏକ ର�ୈଖିକ ମ୍ୟାପ ଏବଂ ଏକ ସମତଳରେ ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ଅଧ୍ୟୟନ 
କରବିାପାଇ ଁମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ବ୍ୟବହାର ହୁଏ । 

ପ୍ରାକ୍-ଆବଶ୍ୟକତା 

1.	 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ରାଙ୍କ, ବ୍ୟୁତକ୍ରମ ଓ ଡଟିରମିନାଣ୍ଟ ବଷିୟରେ ଭଲ ଧାରଣା  ।
2.	 ର�ୈଖିକ ସମୀକରଣ ସମହୂର ଗଠନ ଓ ସମାଧାନର ବଶି୍ଳେଷଣରେ ପାରଙ୍ଗମ ହେବା|
3.	 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସରେ ପ୍ରାଥମିକ ପ୍ରକ୍ରିୟା କପିର ିପ୍ରୟ�ୋଗ କରାଯବ ତାହା ବଦି୍ୟାର୍ଥୀମାନେ ଜାଣିବା ଉଚତି୍।
4.	 ସରଜେକ୍୍‍ଟବି, ଇନ୍‍ଜେକ୍ଟିବ୍‍ ଇତ୍ୟାଦ ିଫଳନର ଆଚରଣ ବଷିୟରେ ସ୍ପଷ୍ଟ ଧାରଣା। |

4 ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍୍- I
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ଅଧ୍ୟାୟ ଫଳାଫଳ 
ଏହ ିଅଧ୍ୟାୟ ସମାପ୍ତହେବାରେ, ବଦି୍ୟାର୍ଥୀମାନେ ସକ୍ଷମ ହେବେ :

U4-01:  ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍, ସବ୍ ସ୍ପେଶ୍‍, ମାତ୍ରା ଓ ସେମାନଙ୍କ ଗୁଣଧର୍ମ ର ଧାରଣାକୁ ବୁଝପିାରବିେ, |
U4-02: ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ର ଗୁଣଧର୍ମ ବଷିୟରେ ଶଖିିପାରବିେ; Rn ରୁ  Rm ଓ ବପିରୀତ କ୍ରମରେ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ସହତି 

ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ର ସହସମ୍ୱଦ୍ଧକୁ ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରପିାରବିେ। 
U4-03: ପରୀକ୍ଷା କର ଓ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର, ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ କପିର ିବଦଳେ, ଯେତେବେଳେ ସେମାନଙ୍କର ଆଧାର ପରବିର୍ତ୍ତନ ହୁଏ; 

ରାଙ୍କ- ନଲିଟ ିଉପପାଦ୍ୟ ବଷିୟରେ ଶଖିି ପାରବିେ ।
U4-04: ବ୍ୟାପ୍ତି-ସ୍ପେଶ୍‍ ,ନଲ-ସ୍ପେଶ୍‍, କର୍ଣ୍ଣଲ ସ୍ପେଶ୍‍ ବଶିେଷ ପ୍ରକାରର ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ଧାରଣାର ମଲୂ୍ୟାଙ୍କନ 

କରପିାରବିେ; ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ସହତି ଆଧାର/ ର�ୈଖିକ ମ୍ୟାପ ର ସମ୍ପର୍କ କରପିାରବିେ 

ଅଧ୍ୟାୟ ଫଳାଫଳ ସହତି ପାଠ୍ୟକ୍ରମ ଫଳାଫଳର ମ୍ୟାପିଙ୍ଗ

ୟୁନଟି୍ 4 
ଫଳାଫଳ

ପାଠ୍ୟକ୍ରମ ଫଳାଫଳ ସହତି ଆଶାକରା ଯାଉଥବା ମ୍ୟାପିଙ୍ଗ 
(1-ଦୁର୍ବଳ ସହସମ୍ୱନ୍ଧ; 2-ମାଧ୍ୟମ ସହସମ୍ୱନ୍ଧ; 3-ଦୃଢ ସହସମ୍ୱନ୍ଧ)

co-1 co-2 co-3 co-4 co-5

u4-01 - - - 3 1

u4-02 - - 2 3 2

u4-03 - - 1 3 2

u4-04 - - 2 3 2

ଇତହିାସ;
ଏକ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍ ର ଧାରଣା, ବାସ୍ତବ ସଂଖ୍ୟା {a,b,c--} ର କ୍ଷେତ୍ର ସହ ଜଡତି, ସଂଗହୃତି 
ଭେକ୍ଟର {u,v,w---} ର ସାଧାରଣ ଦୁଇଟ ିଏବଂ ତନି�ୋଟ ିମାତ୍ରାବଶିଷି୍ଟ ସ୍ପେଶ୍‍ର ଦ୍ୱାରା ବକିଶତି 
ହ�ୋଇଛ।ି 1888 ମସହିାରେ ଇଟାଲୀୟ ଗଣିତଜ୍ଞ ଗୁସେପ୍ ପିଆନ�ୋଙ୍କ ଦ୍ୱାରା ପ୍ରଥମେ, 
ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍, ଆବଷ୍ଟ୍ରାକ୍ଟ ବୀଜଗାଣିତକି ବସ୍ତୁ ଭାବରେ ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଥଲା,
ପିଆନ�ୋ ତାଙ୍କ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍  ଗୁଡକୁି "ଲିନଅିର ସଷି୍ଟମ"(ର�ୈଖିକ ପ୍ରଣାଳୀ) କାରଣ ସେ 
ସଠକି୍ ଭାବରେ ଦେଖିଲେଯେ, ସ୍ପେଶ୍‍ରେ ଅନେକ ସସୀମ ଭେକ୍ଟର ଓ ସ୍କେଲାର ର�ୈଖିକ 
ସଂଯ�ୋଗରେ av+ bw+...+cz କ�ୌଣସ ିଭେକ୍ଟର ପାଇପାରବିା,
"ଗଣିତ ଶଖିିବାର ଏକମାତ୍ର ଉପାୟ ହେଉଛ,ି ଗଣିତକୁ ଅଭ୍ୟାସ କରବିା" 

ପଲ ହାଲମ�ୋସ
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4.1ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍ 

ମନେକର F ଏକ କ୍ଷେତ୍ର ଏବଂ V ଏକ ଅଣଶୂନ୍ୟ ସେଟ୍ ଯାହା ଦୁଇଟ ିଦ୍ୱି ଆଧାରୀ ପ୍ରକ୍ରିୟା, ଭେକ୍ଟର ଯ�ୋଗ '+' ଏବଂ 
ସ୍କେଲାର୍ ଗୁଣନ '.' କୁ କ୍ଷେତ୍ର F ରେ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍୍ କୁହାଯାଏ, ଯଦ ିଏହା ନମି୍ନୋକ୍ତ ସର୍ତ୍ତାବଳୀକୁ ପୂରଣକର 
	 i-	 V ଯ�ୋଗର ଅନ୍ତର୍ଗତ ସଂବୃତ ହୁଏ ଅର୍ଥାତ୍ u + v ∈ V, ସମସ୍ତ u + v ∈ V ପାଇଁ

	 ii.	 �ସଂଯ�ୋଜ୍ୟତା ଅର୍ଥାତ: u + (v + w) = (u + v) + w, ସମସ୍ତ u, v, w ∈ V ପାଇଁ
	 iii.	 ଯ�ୋଗାତ୍ମକ ଅଭେଦ: ଏକ ଉପାଦାନ 0 ∈ V  ର ଏହ ିପ୍ରକାର ଅସ୍ତିତ୍ୱ ଅଛ ିକ ିu + 0 = 0 + u = u ସମସ୍ତ 

u ∈ V ପାଇଁ।
	 iv.	 �ଯ�ୋଗାତ୍ମକ ବଲି�ୋମୀ:  ପ୍ରତ୍ୟେକ u ∈ V ପାଇଁ ଏଠାରେ ଏକ ଅଦ୍ୱିତୀୟ ଉପାଦାନ –u ∈ V ର ଅସ୍ତିତ୍ୱ ଅଛ ି

ଯେପରକି ିu + (–u) = 0 = (–u) + u.
	 v.	 କ୍ରମବନିମିୟୀ: u + v = v + u, ସମସ୍ତ u, v ∈ V ପାଇଁ
	 vi.	 V ସ୍କେଲାର ଗୁଣନର ଅନ୍ତର୍ଗତ ସଂବୃତ ଅଟେ ଅର୍ଥାତ୍ au ∈ V ସମସ୍ତ a ∈ F ଏବଂ u ∈ V. ପାଇଁ
	 vii-	 a(u + v) = au + av, ସମସ୍ତ a ∈ F, u, v ∈ Vପାଇଁ
	 viii-	 (a + b)u = au + bu, ସମସ୍ତ a, b ∈ F, u ∈ Vପାଇଁ
	 ix-	 (ab)u = a(bu), ସମସ୍ତ a, b ∈ F, u ∈ Vପାଇଁ
	 x.	 1u = u, ସମସ୍ତ u ∈ V ପାଇଁ ଏବଂ ‘F’ ର ଗୁଣାତ୍ମକ ଅଭେଦ 1 ଅଟେ, ତେଣୁ V(F) ଏକ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍ 

ଅଟେ ।

ମନ୍ତବ୍ୟ: Vର ଉପାଦାନଗୁଡ଼ିକୁ ଭେକ୍ଟର ଏବଂ F ର ଉପାଦାନଗୁଡ଼ିକୁ ସ୍କେଲାର କୁହାଯାଏ |

	 ଉଦାହରଣ ସ୍ୱରୂପ: ଯାଞ୍ଚ କର Z(Q) ଏକ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍ କ ିନା?

ସମାଧାନ: ମନେକର 1 ∈ Z ଏବଂ 1
2

Q∈

ଗୁଣଧର୍ମ (vi) ଅନୁସାରେ  au ∈ V ସମସ୍ତ a ∈ F ଏବଂ u ∈ V ପାଇ.ଁ

\	 = ∉
1 11.
2 2

Q

\ Z(Q) ଏକ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍ ନୁହେଁ ।

4.1.1Rnରେ ଭେକ୍ଟର

ଏକ ଭେକ୍ଟର n ମାତ୍ରା ବଶିଷି୍ଟ, ଏକ କ୍ରମିତ n-ଟପଲ (a1, a2, ... an), ଭାବରେ ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଏ, ଯେଉଁଠାରେ 
ପ୍ରତ୍ୟେକ ai ଏକ ବାସ୍ତବ ସଂଖ୍ୟା ,n - ମାତ୍ରା ବଶିଷି୍ଟ ସମସ୍ତ ଭେକ୍ଟର ର ସେଟ୍୍‍କୁ Rn ଦ୍ୱାରା ସଚୂୀତ କରାଯାଏ । ଏକ 
କ୍ରମିକ n-ଟପଲ  ବାସ୍ତବ ସଂଖ୍ୟାକୁ ବାସ୍ତବ n-ଭେକ୍ଟର କୁହାଯାଏ। ଏହା ଗାଣିତକି ରୂପରେ ଏପର ିଲେଖାଯାଏ
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Rn = {a1, a2,... an | ai ∈ R, 1 ≤ i ≤ n}

୪.୧.୨	 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସରେ ଭେକ୍ଟର:

Mm × n(F) = ସମସ୍ତ m × n ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ର ସେଟ୍ ଯାହାର ଉପାଦାନ ଗୁଡକି F ରେ ଅଛନ୍ତି ।

= 

 
 
 
 
 
  





   



11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a
a a a

a a a

 aij ∈ F 

୪.୧.୩	 ସର୍ବାଧିକ n- ଘାତ ପଲିନ�ୋମିଆଲ ରେ ଭେକ୍ଟର:

Pn(F) = ସର୍ବାଧିକ n-ଘାତ ବଶିଷି୍ଟ ସମସ୍ତ ପଲିନ�ୋମିଆଲ ର ସେଟ ଯାହାର ସହଗ F ରେ ଅଛ ିଓ ଶୂନ୍ୟ 
ପଲିନ�ୋମିଆଲ୍ 

= {a0 + a1 x + ... + an xn, ai ∈ F, n ∈ N ∪ {0}}

କେତେକ ସମାହତି ଉଦାହରଣ

ଉଦାହରଣ୪.୧: ପ୍ରମାଣ କରଯେ, R ରେ ସମସ୍ତ କର୍ଣ୍ଣୀ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ସେଟ, ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ଯ�ୋଗ ଓ ସ୍କେଲାର ଗୁଣନ 
ଭିତ୍ତିକ ଏକ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍ । 

	 ସମାଧାନ: ମନେକର V = n × n ସମସ୍ତ କର୍ଣ୍ଣୀ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ଏକ ସେଟ୍
			   = [aii]n × n, aii ∈ R

 ଆମେ ଜାଣୁ, ଯେ ଅର୍ଡର ସମାନ କ୍ରମ ର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ଯ�ୋଗ ସଂଜ୍ଞାଯୁକ୍ତ ଏବଂ େସ୍କଲାର ଗୁଣନ ହେଉଛ ି।
	 aA =	[a aii]n×n

i.	 ମନେକର [aii]n×n, [bii]n×n ∈ V, ତେବେ
	 [aii]n×n + [bii]n×n =	[aii + bii]n×n ଏକ କର୍ଣ୍ଣୀ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ମଧ୍ୟ ।
ii.	 ମନେକର  [aii]n×n, [bii]n×n, [cii]n×n ∈ V

	 \	 [aii]n×n + {[bii]n×n + [cii]n×n} = [aii]n×n + [bii + cii]n×n

	 =	[aii]n×n + [bii + cii]n×n

	 =	[aii + (bii + cii)]n×n

	 =	[(aii + bii) + cii]n×n� [  ଯ�ୋଗ R ରେ ସଂଯ�ୋଗୀ]
	 =	[aii + bii]n×n + [cii]n×n

	 =	[aii]n×n + [bii]n×n + [cii]n×n
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iii.	 ମନେକର 	 A =	[aii]n×n ∈ V.

	 ଆମେ ଜାଣୁ n × n ଶୂନ୍ୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ସେଟ୍ V ର ଏକ ଉପାଦାନ ଏବଂ ଏହାକୁ 0 ରୂପେ ସଚୂତି 
କରାଯାଏ		 0 =	[0]n×n

		  A + 0 =	[aii]n×n + [0]n×n

		  =	[aii + 0]n×n

		  =	 [aii]n x n= A
	 ଏହ ିପରଭିାବେ	 0 + A =	A

iv.	 ମନେକର A = [aii]n×n ∈ V, ତେବେ ଏଠାରେ ଅଛି
		  –A =	[–aii]n×n ∈ V

	 ବର୍ତ୍ତମାନ	 A + (–A) =	[aii]n×n + [–aii]n×n

		  =	[aii – aii]n×n

		  =	[0]n×n

		  =	0

	 ଏହ ିପରଭିାବେ	(–A) + A =	0

v.	 ମନେକର A = [aii]n×n, B = [bii]n×n ∈ V

	 \	 A + B =	[aii]n×n + [bii]n×n

		  =	[aii + bii]n×n

		  =	[bii + aii]n×n� [  R  ରେ ଯ�ୋଗ କ୍ରମବନିମିୟୀ]
		  =	[bii]n×n + [aii]n×n

		  =	B + A

vi.	 ମନେକର a ∈ R, A = [aii]n×n ∈ V

	 ବର୍ତ୍ତମାନ	 aA =	a[aii]n×n

		  =	[a.aii]n×n

		  =	n × n ଅର୍ଡର କର୍ଣ୍ଣୀ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ
vii.	 ମନେକର A = [aii]n×n, B = [bii]n×n ∈ V ଏବଂ a ∈ R

	 \	 a(A + B) =	a([aii]n×n + [bii]n×n)

		  =	a[aii + bii]n×n = [a(aii + bii)]n×n

	 =	[a.aii+abii]nxn� [ R ରେ ବଣ୍ଟନ ନୟିମ]
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	 =	

	 =	

	 =	aA + aB

viii.	 ମନେକର a, b ∈ R ଏବଂ A = [aii]n×n ∈ V 

\	 (a + b) A =	(a + b) [aii]n×n

	 =	[(a + b) . aii]n×n

	 =	[a . aii + b . aii]n×n

	 =	[a . aii]n×n + [b . aii]n×n

	 =	a[aii]n×n + [b . aii]n×n

	 =	a[aii]n×n + b . [aii]n×n

	 =	aA + bA.

ix.	 ମନେକର a, b ∈ R ଏବଂ A = [aii]n×n ∈ V

\	 (ab)A =	(ab) [aii]n×n

	 =	[(ab) aii]n×n

	 =	[a(baii)]n×n

	 =	a[b . aii]n×n

	 =	a ([b[aii]n×n)

	 =	a(bA)

x.	 ମନେକର  A = [aii]n×n ∈ V, ତେବେ
	 1 . A =	1 . [aii]n×n = [1 . aii]n×n

	 =	[aii]n×n = A

ଏହପିର ିV] ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍ ର ସମସ୍ତ ଗୁଣକୁ ପୂରଣ କରେ ଏବଂ ତେଣୁ V(R) ଏକ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍ ଅଟେ |
ଉଦାହରଣ୪.୨:- ମନେକର ସମସ୍ତ m×n ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ, ର ସେଟ୍ ହେଉଛ ିM । ଏହା ଉପାଦାନ ଗୁଡକି ବାସ୍ତବ 

ସଂଖ୍ୟା ପ୍ରମାଣ କର ଯେ, ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ଯ�ୋଗ ଓ ସ୍କେଲାର ଗୁଣନ ଭିତ୍ତିକ, କ୍ଷେତ୍ର R ରେ M ଏକ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍୍। 
ସମାଧାନ:  ସମାନ ଅର୍ଡରର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ m×n ଏବଂ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଗୁଣନ ମଧ୍ୟ ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଛ।ି
M = {[aij]m×n; aij ∈ R}

ସମାନ କ୍ରମର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଯ�ୋଗ ଓ ଗୁଣନ ସଂଜ୍ଞାଯୁକ୍ତ 
i.	 ମନେକର  A = [aij]m×n, B = [bij]m×n ∈ M, ତେବେ 
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	 A +B =	[aij]m×n + [bij]m×n

	 =	[aij + bij]m×n ∈ M

ii.	 ମନେକର A = [aij]m×n ∈ M, B = [bij]m×n ∈ M, C = [cij]m×n ∈ M

	 \ [aij]m×n + {[bij]m×n + [cij]m×n}

	 =	[aij]m×n + [bij + cij]m×n

	 =	[aij + bij + cij]m×n

	 =	[(aij + bij) + cij]m×n � [ଯ�ୋଗ R ରେ ସଂଯ�ୋଗୀ ]
	 =	[aij + bij]m×n + [cij]m×n 

	 =	[[aij]m×n + [bij]m×n} + [cij]m×n

iii.	 ମନେକର A = [aij]m×n ∈ M

	 ଆମେ ଜାଣୁ ଯେ ଶୂନ୍ୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ 'o' ଦ୍ୱାରା ସଚୂତି ହୁଏ ଏବଂ o∈ M

	 ଅର୍ଥାତ୍	 0 =	[0]m×n

	 ବର୍ତ୍ତମାନ	 A + 0 =	[aij]m×n + [0]m×n 

		  =	[aij + 0]m×n 

		  =	[aij]m×n = A

	 ଏହ ିପରଭିାବେ	 0 + A =	A

iv.	 ମନେକର A = [aij]m×n ∈ M, ତେବେ ଏଠାରେ ଅଛି
		  –A =	[–aij]m×n ∈ M

	 ବର୍ତ୍ତମାନ 	 A + (–A) =	[aij]m×n + [–aij]m×n

		  =	[aij – aij]m×n 

		  =	[0]m×n 

		  =	0

	 ଏହ ିପରଭିାବେ]	(–A) + A = 0

v.	 ମନେକର A = [aij]m×n ∈ M, B = [bij]m×n ∈ M

		  A + B =	[aij]m×n + [bij]m×n

		  =	[aij + bij]m×n 

		  =	[bij +aij]m×n� [  R ରେ ଯ�ୋଗ କ୍ରମବନିମିୟୀ ]
		  =	[bij]m×n + [aij]m×n
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		  =	B + A

vi.	 ମନେକର a ∈ R ଏବଂ A = [aij]m×n ∈ M

	 ବର୍ତ୍ତମାନ]	 aA =	a[aij]m×n

		  =	[aaij]m×n ∈ M.

vii.	 ମନେକର  a ∈ R ଏବଂ A = [aij]m×n ∈ M, B = [bij]m×n ∈ M

	 \	 a(A + B) =	a{[aij]m×n + [bij]m×n}

	 =	a[aij + bij]m×n � [  R ରେ ଗୁଣନ ର ବଣ୍ଟନ ନୟିମ ]
	 =	[a(aij + bij]m×n 

	 =	[a . aij + a . bij]m×n 

	 =	[a . aij]m×n + [a . bij]m×n

	 =	[a . aij]m×n + [a . bij]m×n

	 =	a[aij]m×n + a[bij]m×n 

	 =	aA + aB

viii.	 ମନେକର a, b ∈ R ଏବଂ A = [aij]m×n ∈ M

\	 (a + b)A =	(a + b) [aij]m×n

	 =	[(a + b) . aij]m×n

	 =	[a . aij + b . aij]m×n

	 =	[a . aij]m×n + [b . aij]m×n 

	 =	a[aij]m×n + b[aij]m×n 

	 =	aA + bA.

ix.	 ମନେକର a, b ∈ R ଏବଂ A = [aij]m×n ∈ M

\	 (ab)A =	(ab) [aij]m×n 

	 =	[(ab)aij]m×n

	 =	[a(b . aij)]m×n

	 =	a[b . aij]m×n

	 =	a{b[aij] m×n}

	 =	a(bA)

x.	 ମନେକର A = [aij]m×n ∈ M, ତେବେ
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	 1 . A =	1 . [aij]m×n 

	 =	[1 . aij]m×n

	 =	[aij]m×n = A

ଏହପି୍ରକାର, M ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍ ର ସମସ୍ତ ଗୁଣକୁ ପୂରଣ କରଛି ିଏବଂ ଏଥିପାଇଁ M, R ରେ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍ 
ଅଟେ।

	ଉଦାହରଣ୪.୩:ଭେକ୍ଟର (x1, x2, x3, x4); ∈ R4 ସେଟ୍ ଯେଉଁଠାରେ x2 > 0 ଏହା ସଧାରଣ ଯ�ୋଗ ସ୍କେଲାର 
ଗୁଣନ ଭିତ୍ତିକ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍ କ ି?

ସମାଧାନ:ମନେକର V = {(x1, x2, x3, x4); x2 > 0 ଯେଉଁଠାରେ ∀ xi ∈ R; 1 ≤ i ≤ 4}

ମନେକର –1 ∈ R ଏବଂ (x1, x2, x3, x4) ∈ V ଯେଉଁଠାରେ x2 > 0

ବର୍ତ୍ତମାନ, ଗୁଣଧର୍ମ (vi) ଅନୁସାରେ au ∈ V ∀ a ∈ F ଏବଂ u ∈ V

⇒	 –1(x1, x2, x3, x4) =	(–x1, –x2, –x3, –x4) ∉ V

କାରଣ x2 < 0

\  V(R) ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍ ନୁହେଁ।

ପ୍ରଶ୍ନମାଳା 4.1 

1.	 ପ୍ରମାଣ କର
	 i.	 C ରେ C ଏକ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍୍ ।	 ii.	  C, ରେ R ଏକ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍୍ ନୁହେଁ ।
	 iii.	 Q ରେ C ଏକ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍୍ ।	 iv. 	  Q ରେ Z ଏକ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍୍ ନୁହେଁ ।
	 v.	 C ରେ R ଏକ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍୍।
2.	 ମନେକର  V = {(a, b) ; a, b ∈ R} ତେବେ ଦର୍ଶାଅ ଯେ ଯ�ୋଗ ଏବଂ ସ୍କେଲାର ଗୁଣନ ଭିତ୍ତିକ ବାସ୍ତବକି ଭେକ୍ଟର 

ସ୍ପେଶ୍‍୍ ନୁହେଁ, ଯେପରକି ିନମି୍ନଲିଖିତ ଭାବରେ ପ୍ରତ୍ୟେକରେ ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଛ:ି
	 i.	 (a, b) + (c, d) = (a + c, b + d) ଏବଂ k(a, b) = (0, kb)

	 ii.	 (a, b) + (c, d) = (0, b + d) ଏବଂ k(a, b) = (ka, kb)

	 iii.	 (a, b) + (c, d) = (ac, bd) ଏବଂ k(a, b) = (ka, kb)

	 iv.	 (a, b) + (c, d) = (0, 0) ଏବଂ k(a, b) = (ka, kb)

3.	 ନମି୍ନଲିଖିତ ମଧ୍ୟରୁ  କେଉଁଟ ିR4 ର ଉପସେଟ୍, ସାଧାରଣ ଯ�ୋଗ ଏବଂ ସ୍କେଲାର ଗୁଣନ ପାଇଁ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍ 
ଅଟେ? ଭେକ୍ଟର ସେଟ୍ (x1, x2, x3, x4) ∈ R4  ଯେପରକି ି

	 a.	 x1 = 0	 b.	 x1 < 0	 c.	 x4 = 0	 d.	 x3
2 ≥ 0
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	 e.	 2x1 + 3x2 = 0

4.	 ପ୍ରମାଣ କର ଯେ ସମସ୍ତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ର ସେଟ୍ ଯାହାର ରୂପ   ଯେଉଁଠାରେ x, y ∈ C , ରେ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଯ�ୋଗ 
ଓ ସ୍କେଲାର ଗୁଣନ ଭିତ୍ତିକ ଏକ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍ |

ଉତ୍ତର ମାଳା 

1.	 a.	 ହଁ 	 b.	 ନାହିଁ 	 c.	 ହଁ 	 d.	 ହଁ 
	 e.	 ହଁ 

୪.୨ 	ଭ େକ୍ଟରର ର�ୈଖିକ ନରି୍ଭରଶୀଳତା ଏବଂ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ରତା :
ର�ୈଖିକ ନରି୍ଭରଶୀଳ ଭେକ୍ଟର:ମନେକର V(F) ଏକ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍୍ ଅଟେ ତେବେ ଭେକ୍ଟର {v1, v2, ..., vn} ∈ V 
ର�ୈଖିକ ନରି୍ଭରଶୀଳ, ଯଦ ିଏଠାରେ ସ୍କେଲାର a1, a2, ..., an ∈ F (ସମସ୍ତ ଶୂନ ନୁହେଁ)ଏପର ିଭାବରେ ବଦି୍ୟମାନ 
ଅଛ ିଯେ

	 a1v1 + a2v2 + ... + anvn =	0

ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଭେକ୍ଟର: ମନେକର V(F) ଏକ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍୍ | ଭେକ୍ଟର  {v1, v2, ..., vn} ∈ V କୁ ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର 
କୁହାଯାଏ । 

	ଯ ଦ ିସେଠାରେ
	 a1v1 + a2v2 + ... + anvn =	0 ସମସ୍ତ ai ∈ F, 1 ≤ i ≤ n ପାଇଁ 
⇒	 a1 = a2 = ...... = an =	0

ଫଳାଫଳ:
i.	 ଶୂନ୍ୟ ସେଟ୍ ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଭାବରେ ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଛ।ି
ii.	 ଏକ ସେଟ୍ ଯେଉଁଥିରେ କେବଳ ଶୂନ ଭେକ୍ଟର ଅର୍ଥାତ୍ {0} ଥାଏ, ତାହା ର�ୈଖିକ ନରି୍ଭରଶୀଳତ । 
iii.	 ଏକ ସେଟ୍ ଯେଉଁଥିରେ କେବଳ ଗ�ୋଟଏି ଅଣଶୂନ୍ୟ ଭେକ୍ଟର ଅଛ ିତାହା ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର। 
iv.	 ଦୁଇଟ ିଭେକ୍ଟର ର�ୈଖିକ ନରି୍ଭରଶୀଳ ଯଦ ିଏବଂ କେବଳ ଏହ ି  ସେମାନଙ୍କ ମଧ୍ୟରୁ  ଗ�ୋଟଏି ଅନ୍ୟଟରି 

ସ୍କେଲାର ଗୁଣଫଳ ଅଟେ |

କେତେକ ସମାହତି ଉଦାହରଣ

ଉଦାହରଣ୪.୪: ନମି୍ନଲିଖିତ ଭେକ୍ଟର ପାଇଁ ର�ୈଖିକ ନରି୍ଭରଶୀଳତା /ସ୍ୱତନ୍ତ୍ରତା ପରୀକ୍ଷା କର:
i.	 {(1, 2, 3), (1, 0, 0), (0, 2, 3)} R3 ରେ
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ii.	 {(1, 1, 1), (1, 2, 3), (0, 1, 3)} R3 ରେ
ସମାଧାନ: ମନେକର u = (1, 2, 3), v = (1, 0, 0), w = (0, 2, 3)

ମନେକର ସ୍କେଲାର୍ a, b, c ପାଇ ଁau + bv +cw = 0 

\	 a(1, 2, 3) + b(1, 0, 0) + c(0, 2, 3) =	0

⇒	 (a + b, 2a + 2c, 3a + 3c) =	(0, 0, 0)

	 ଅନୁରପ ଉପାଦାନଗୁଡକୁି ତୁଳନା କରବିା ପରେ, ଆମେ ପାଉ
	 a + b =	0...(1)

	 2a + 2c =	0  ⇒  a + c = 0...(2)

	 3a + 3c = 0  ⇒  a +c = 0

ସମୀକରଣ(1),ରୁ 	 a =	–b

ସମୀକରଣ(2),ରୁ 	 a =	–c

\  a = –b, a = –c, a ର ପ୍ରତ୍ୟେକ ମଲୂ୍ୟ ପାଇଁ ସମାଧାନ ।
ଯଦ ିa = 1, b = –1, c = –1, ଏକ ସମାଧାନ ଅଟେ ତେବେ ଦଅିଯାଇଥିବା ଭେକ୍ଟର ଗୁଡକି ର�ୈଖିକ ନରି୍ଭଳଶୀଳ 

ଅଟେ।
	ବକିଳ୍ପପଦ୍ଧତ:ି ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ 'A' ସଷୃ୍ଟିକର, ଯାହାର ସ୍ତମ୍ଭ, ଦତ୍ତ ଭେକ୍ଟର ଗୁଡକି। 

	 A =	

ପ୍ରକ୍ରିୟା ଦ୍ୱାରା R2 → R2 – 2R1, R3 → R3 – 3R1

	 A ~	

ପ୍ରକ୍ରିୟା ଦ୍ୱାରା  R3 → R3 – R2

	 A ~	

	 ଏହ ିମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ Aର ଧାଡ ିଇକେଲନ୍ ରୂପ ଏବଂ r(A) ର ରାଙ୍କ = 2 < A ର ସ୍ତମ୍ଭ ସଂଖ୍ୟା ଏଣୁ ଦତ୍ତ ଭେକ୍ଟର 
ଗୁଡକି ର�ୈଖିକ ନରି୍ଭରଶୀଳ।

ii.	 ସ୍ତମ୍ଭରେ ଭେକ୍ଟର ଲେଖି ଏକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A ସଷୃ୍ଟି କର, ଅର୍ଥାତ୍ 
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	  A ~	

ପ୍ରକ୍ରିୟା ଦ୍ୱାରା  R2 → R2 – R1, R3 → R3 – R1

	 A ~	

	 ପ୍ରକ୍ରିୟା ଦ୍ୱାରା R3 → R3 – 2R2

 A ~	

ଏହ ିମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ Aର ଧାଡ ିଇକେଲନ୍ ରୂପ ଏବଂ r(A) = 3 = A ର ସ୍ତମ୍ଭ -ସଂଖ୍ୟା ।
\	 ତେଣୁ ଦତ୍ତ ଭେକ୍ଟର ଗୁଡକୁି ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର।

ମନ୍ତବ୍ୟ: ଭେକ୍ଟର କ ିନାହିଁ ଯାଞ୍ଚ କରବିାକୁ, ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ପଦ୍ଧତ ିଦ୍ୱାରା ଦତ୍ତ ଭେକ୍ଟର ରେ଼ ର�ୈଖିକ ନରି୍ଭରଶୀଳ/ 
ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଯାଞ୍ଚ କରବିା । 

iଏକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A ଗଠନ ଯାହାର ସ୍ତମ୍ଭ ଦତ୍ତ ଭେକ୍ଟର ଅଟେ !
ii.	ପ୍ରାଥ ମିକ ଧାଡ ିପ୍ରକ୍ରିୟା ବ୍ୟବହାର କର, ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A କୁ ଧାଡ ିଇକେଲନ୍ ରୂପରେ ପରବିର୍ତ୍ତନ କର।
iii.	 ( )

.
.

n L I
A

n L D
=

r < =
 ସ୍ତମ୍ଭ ସଂଖ୍ୟା = ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ସ୍ତମ୍ଭ ସଂଖ୍ୟା =ର�ୈଖିକ ନରି୍ଭରଶୀଳ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର

ଉଦାହରଣ୪.୫: a ର ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ଯଦ ିଭେକ୍ଟର {(1, –1, 3), (1, 2, –3), (a, 0, 1)} ର�ୈଖିକ ନରି୍ଭରଶୀଳ।
ସମାଧାନ: ମନେକର u = (1, –1, 3), v = (1, 2, –3) ଏବଂ w = (a, 0, 1).

ଯେହେତୁ ଭେକ୍ଟରଗୁଡ଼ିକ ର�ୈଖିକ ନରି୍ଭରଶୀଳ, ତେବେ
	 au + bv + cw =	0

ଯେଉଁଠାରେ a, b, c ଭେକ୍ଟର ଅଟନ୍ତି ଏବଂ ସମସ୍ତେ ଶୂନ ନୁହନ୍ତି ।
	a(1, –1, 3) + b(1, 2, –3) + c(a, 0, 1) =	 0

	(a + b + ac, –a + 2b, 3a – 3b + c) =	 (0, 0, 0)

	 ଅନୁରପ ଉପାଦାନ ଗୁଡକୁି ତୁଳନା କରବିା ପରେ, ଆମେ ପାଉ
	 a + b + ac =	0� ...(1)
	 –a + 2b =	0� ...(2)
	 3a –3b + c =	0� ...(3)
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	 ସମୀକରଣ (2) x 2+ ସମୀକରଣ(3) 
	 3a – 3b + c =	0

	 –2a + 4b       =	0

		    

	 a +   b + c =	0� ...(4)

ସମୀକରଣ (1) ରୁ  (4) କୁ ବୟି�ୋଗ କରବିା ଦ୍ୱାରା ଆମେ ପାଉ
	 ac – c =	0

କମି୍ବା	 c(a – 1) =	0

କନି୍ତୁ  c ≠ 0,ତେଣୁ a – 1 = 0  ⇒  a = 1

ଉଦାହରଣ 4.6.ଦର୍ଶାଅ ଯେ ବାସ୍ତବ ସଂଖ୍ୟାର କ୍ଷେତ୍ରରେ, ସମସ୍ତ ପଲିନ�ୋମିଆଲର ଭେକ୍ଟର ମାନଙ୍କର ସେଟ 
{x3 – x + 1, x3 + 2x + 1, x + 1} ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଅଟେ।

ସମାଧାନ: ମନେକର a, b, c R
\	 a(x3 – x + 1) + b(x3 + 2x + 1) + c(x + 1) =	0
	 (a + b)x3 + (–a + 2b + c)x + (a + b + c) =	0

ଉଭୟ ପାର୍ଶ୍ୱରେ xର ସମାନ ଘାତର ସହଗକୁ ସମାନ କଲେ,
	 a +b =	0� ...(1)
	 –a + 2b + c =	0� ...(2)
	 a + b + c =	0� ...(3)

ସମୀକରଣ (1) କୁ ସମୀକରଣ (3) ରୁ  ବୟି�ୋଗ କରବିା ପରେ , ଆମେ ପାଉ
	 c =	0

ସମୀକରଣ (2),ରୁ	 –a + 2b =	0	 ⇒	   a = 2b

ସମୀକରଣ (2),ରୁ	 a + b = 0		 ⇒	   a = –b

ଏହ ିପ୍ରକାର	 –b =	2b	 ⇒	 3b = 0

			   ⇒	 b = 0 ତେଣୁ a = 0

 a = 0, b = 0, c = 0. 0 କେବଳ ଗ�ୋଟଏି ସମାଧାନ ଅଟେ। ତେଣୁ ଦତ୍ତ ଭେକ୍ଟର ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଅଟେ ।
ବକିଳ୍ପ ପଦ୍ଧତ:ି ଏକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A ଗଠନ କର, ଯାହାର ସ୍ତମ୍ଭ ଭେକ୍ଟରଗୁଡକି ଦତ୍ତ ଅଛି

	 A =	  
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 R2 → R2 + R1, R4 → R4 – R1  ପ୍ରକ୍ରିୟା ଦ୍ୱାରା

	 ~	

 R4 ↔ R3
,	 ~	

ଏହା ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ Aର ଧାଡ ିସମାନୀୟ ଇକେଲନ୍‍ ରୂପ।
r(A) = 3 = A ର ସ୍ତମ୍ଭର ସଂଖ୍ୟା 
ଏଣୁ ଦତ୍ତ ଭେକ୍ଟର ଗୁଡକି ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଅଟେ।
ଉଦାହରଣ4.7 ଦତ୍ତ ଭେକ୍ଟର ସେଟ୍{(1, –5, –2, 3), (1, 0, 0, –1), (1, 0, 2, 4)} ର�ୈଖିକ ନରି୍ଭରଶୀଳ ର�ୈଖିକ 

ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର କ ିନାହିଁ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।
ସମାଧାନ: ମନେକର  u = (1, –5, –2, 3), v = (1, 0, 0, –1), w = (1, 0, 2, 4).

ମନେକର କଛି ିସ୍କେଲାର୍ a, b, c ପାଇଁ  au + bv + cw = 0  ତେବେ 

\	 a(1, –5, –2, 3) + b(1, 0, 0, –1) + c(1, 0, 2, 4) =	0

⇒	 (a + b + c, –5a, –2a + 2c, 3a – b + 4c) =	(0, 0, 0, 0)

ଅନୁରପ ଉପାଦାନ ଗୁଡକୁି ସମାନ କରବିାପରେ, ଆମେ ପାଉ	
	 a + b + c =	0� ...(1)

	 –5a = 0		 ⇒	 a = 0

	 –2a + 2c =	0� ...(2)

	 3a – b + 4c =	0� ...(3)

ସମୀକରଣ (2) ରୁ , ଆମେ ପାଉ c = 0
ସମୀକରଣ (1), a = 0 ଏବଂ c = 0 ରଖିଲେ  ଆମେ ପାଉ
	 b =	0

\  a = 0, b = 0, c = 0 , କେବଳ ଗ�ୋଟଏି ସମାଧାନ ଅଟେ।
ତେଣୁ: ଦତ୍ତ ଭେକ୍ଟର ସେଟ୍‍ ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଅଟେ।
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ପ୍ରଶ୍ନାମାଳା 4.2

1.	 ନମି୍ନଲିଖିତ ମଧ୍ୟରୁ  କେଉଁ ଭେକ୍ଟରଗୁଡକି ର�ୈଖିକ ନରି୍ଭରଶୀଳ କମି୍ବା ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ରତା, ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।
	 i.	 {(2, 3, 1), (–1, 4, –2), (1, 18, –4)}

	 ii.	 {(0, 2, –4), (1, –2, –1), (1, –4, 3)}

	 iii.	 {(1, 2, 3), (0, 1, 2), (–1, 4, 5)}

	 iv.	 {(2, 3, –1, –1), (1, –1, –2, –4), (3, 1, 3, –2), (6, 3, 0, –7)}

2.	 ଯଦ ିଭେକ୍ଟର (1, –1, 3), (1, p, 3) ଏବଂ (1, 0, 1)ର�ୈଖିକ ନରି୍ଭରଶୀଳ ତେବେ pର ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।

3.	 ଯଦ ିଭେକ୍ଟର (2, 0, k), (3, –1, 5), (5, –1, 1) ର�ୈଖିକ ନରି୍ଭରଶୀଳ ତେବେ kର ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ।
4.	 ଘାତ≤ 4 ପଲିନ�ୋମିଆଲର ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍୍ ରେ ,ନମି୍ନଲିଖିତ ମଧ୍ୟରୁ  କେଉଁ ସେଟ୍ ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ?
 	 i.x + 1, x3 + x2, x + x2, x3 + x4, x4 – 1

	 ii.	 x3 + 1, x3 – 1, x, x4 – x

ଉତ୍ତର ମାଳା
1.	 i.	 ର�ୈଖିକ ନରି୍ଭରଶୀଳ	 ii.	 ର�ୈଖିକ ନରି୍ଭରଶୀଳ 
	 iii.	ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର	 iv.	 ର�ୈଖିକ ନରି୍ଭରଶୀଳ
2.	 p = –1	 3.	 k = –4	 4.	 i.  ର�ୈଖିକ ନରି୍ଭରଶୀଳ
	 ii.	 ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର
4.3 ଭେକ୍ଟରର ର�ୈଖିକ ସଂଯ�ୋଗ 
ମନେକର V(F) ଏକ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍୍ । ଏକ ଭେକ୍ଟର v ∈ V  କୁ ଭେକ୍ଟର v1, v2, ..., vn ∈ V ର ର�ୈଖିକ ସଂଯ�ୋଗ 
କୁହାଯାଏ ଯଦ ିv କୁ ଏହ ିପ୍ରକାର ଲେଖାଯାଇପାରବି

ଯଥା	 v =	a1v1 + a2v2 + ... + anvn

ଯେଉଁଠାରେ ସ୍କେଲାର୍ ai’s ∈ F. ।

ଉଦାହରଣ:
i.	 ମନେକର v1 = (1, 0, 0), v2 = (0, 1, 0), v3 = (0, 0, 1), rc ,ତେବେ v =	 (2, 3, 4)  
 ଭେକ୍ଟର v1, v2 ଏବଂ v3 ର�ୈଖିକ ସଂଯ�ୋଗ ଏବଂ ଏହାକୁ ଏହପିର ିଭାବରେ ପ୍ରକାଶ କରାଯାଇପାରବି
	 (2, 3, 4) =	 2(1, 0, 0) + 3(0, 1, 0) + 4(0, 0, 1)

	 v =	2v1 + 3v2 + 4v3
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ii.	� 'ଶୂନ୍ୟ ଭେକ୍ଟର o କୁ ଭେକ୍ଟର v1, v2 ... vn ର�ୈଖିକ ସଂଯ�ୋଗ ରୂପରେ ,ଏପର ିପ୍ରକାଶ କରାଯାଇପାରବି |
	 0 =	0v1 + 0v2 + ... + 0vn

କେତେକ ସମାହତି ଉଦାହରଣ

	ଉଦାହରଣ4.8. ଭେକ୍ଟର u = (2 – 5, 4) କୁ V3(R) ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍ରେ v1 = (1, –3, 2) v2 = (2, –1, 1) ର 
ର�ୈଖିକ ସଂଯ�ୋଗ ରୂପରେ ଲେଖ।

ସମାଧାନ: ମନେକର u = av1 + bv2; a, b ∈ R

⇒	 (2, –5, 4) =	a(1, –3, 2) + b(2, –1, 1)

	 (2, –5, 4) =	(a + 2b, –3a – b, 2a + b)

ଅନୁରପ ଉପାଦାନକୁ ସମାନ କରବିା ପରେ, ଆମେ ପାଉ
	 a + 2b =	2� ...(1)

	 –3a – b =	–5� ...(2)

	 2a + b =	4� ...(3)

ସମୀକରଣ (2) ଏବଂ(3) କୁ ଯ�ୋଗ କରବିା ଦ୍ୱାରା, ଆମେ ପାଉ
	 a =	1

ସମୀକରଣ (3),ରୁ  ଆମେ ପାଉ
	 b =	2

କନି୍ତୁ  a = 1, b = 2 ସମୀକରଣ(1) କୁ ସନ୍ତୁ ଷ୍ଟ କରେ ନାହିଁ
ଯେପରକି	ି a + 2b =	1 + 4 = 5 ≠ 2

ତେଣୁ ଦତ୍ତ ଭେକ୍ଟର v1 ଏବଂ v2 ର ର�ୈଖିକ ସଂଯ�ୋଗ ରୂପରେ ପ୍ରକାଶ କରାଯାଇପାରବି ନାହଁ ି

ଉଦାହରଣ4.9. a,b,c ପାଇଁ ସର୍ତ୍ତ ନରି୍ଣ୍ଣୟକର ଯାହା ପାଇଁ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ  କୁ ଦତ୍ତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ,

  ଏବଂ  ର ର�ୈଖିକ ସଂଯ�ୋଗ ରୂପରେ ପ୍ରକାଶ କରାଯାଇପାରବି।

	ସମାଧାନ: ମନେକର  = a1 � ...(1)

ଯେଉଁଠାରେ a1, a2, a3 ∈ R
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⇒	  =	

ଦୁଇଟ ିମାଟ୍ରିକ୍ସ ର ସମାନତାର ସଂଜ୍ଞାରୁ , ଆମେ ପାଉ
	 a =	a1 + a2 + a3� ...(2)

	 –b =	a1 + a2 – a3� ...(3)

	 b =	–a2� ...(4)

	 c =	–a1� ...(5)

ସମୀକରଣ (2) ଏବଂ(3) ଯ�ୋଗରେ, ଆମେ ପାଉ
	 a – b =	2a1 + 2a2� ...(6)

ସମୀକରଣ (6) ରେ ସମୀକରଣ (4) ଏବଂ(5) କୁ ବ୍ୟବହାର କଲେ, ଆମେ ପାଉ 
	 a – b =	–2c – 2b

	 a + b + 2c =	0

ଯାହାକ ିଆବଶ୍ୟକ ସର୍ତ୍ତ।
ବକିଳ୍ପ : ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ର ଉପାଦାନଗୁଡକି ସ୍ତମ୍ଭରେ ଲେଖି ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ [A : B] ଗଠନ କର

	 [A : B] =	

 R2 → R2 – R1, R4 → R4 + R1 ପ୍ରକ୍ରିୟା ଦ୍ୱାରା 

	 ~	

R4 → R4 + R3, R2 →  ପ୍ରକ୍ରିୟା ଦ୍ୱାରା

	 ~	

R3 → (–1)R3, R4 → R4 – R2 ପ୍ରକ୍ରିୟା ଦ୍ୱାରା
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	 ~	

R3 ↔ R2, ପ୍ରକ୍ରିୟା ଦ୍ୱାରା	 ~	

ଆବଶ୍ୟକ ସର୍ତ୍ତ a + b + 2c = 0
ଉଦାହରଣ 4.10. k ର ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର,ଯେପରକି ିw = (1, k, 4) ଭେକ୍ଟର u = (1, 2, 3) ଓ v = (2, 3, 1) ର 

ର�ୈଖିକ ସଂଯ�ୋଗ।
ସମାଧାନ:w, ଭେକ୍ଟର u ,v ର ର�ୈଖିକ ସଂଯ�ୋଗ ତେବେ, ଏଠାରେ ସ୍କେଲାର a1, a2 ∈ R  ଅଛ ିଯେପରକି,ି
w =a1u + a2v

	 (1, k, 4) =	a1(1, 2, 3) + a2(2, 3, 1)

	 =	(a1 + 2a2, 2a1 + 3a2, 3a1 + a2)

	ଅନୁରପ ଉପାଦାନକୁ ତୁଳନା କରବିା ପରେ ଆମେ ପାଉ
a1 + 2a2 =	 1� ...(1)

	 2a1 + 3a2 =	k� ...(2)

	 3a1 + a2 =	4			    			                ... (3)
ସମୀକରଣ (1) ଏବଂ(3) ରୁ , ଆମେ ପାଉ
a1 =	 ,	a2 = 

	ଏହ ିମଲୂ୍ୟକୁ ସମୀକରଣ (2) ରେ ରଖିଲେ, ଆମେ ପାଉ

 =k⇒	 k = 

	ବକିଳ୍ପ ପଦ୍ଧତ:ି ସ୍ତମ୍ଭରେ u ଓ v ଲେଖିକର ିମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A ଗଠନ କର

ଅର୍ଥାତ୍	 A =	 ,	 B = 
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ତେଣୁ	 [A : B] =	

R2 – 2R1, R3 ,R3 – 3R1 ପ୍ରକ୍ରିୟା ଦ୍ୱାରା

	

 R3 R3 – 5R2 ପ୍ରକ୍ରିୟା ଦ୍ୱାରା

	

				     
ଯେହେତୁ w, u ଓ v ର ର�ୈଖିକ ସଂଯ�ୋଗ, ତେଣୁ
11 –5k =0

⇒k = .

ଉଦାହରଣ 4.11.କ'ଣ ପଲିନ�ୋମିଆଲ୍ 3x2–5x+7 କୁ,ପଲିନ�ୋମିଆଲ୍ 2x2+7x–3 ଏବଂ x2 + 3x –5 ର ର�ୈଖିକ 
ସଂଯ�ୋଗରେ ପ୍ରକାଶ କରାଯାଇପାରବି?
ସମାଧାନ: ମନେକର 3x2– 5x + 7= a(2x2 + 7x – 3) + b(2 x2 + 3x – 5) ଯେଉଁଠାରେ a,b ∈ R 

3x2– 5x + 7 = (2a + b)x2 + (7a + 3b)x + (–3a – 5b)

	 x ର ସମାନ ଘାତ ସହଗ କୁ ତୁଳନା କଲେ, ଆମେ ପାଉ
3 = 2a+b	... (1)
–5 = 7a+3b	 ... (2)
7 = –3a–5b	 ... (3)
ସମୀକରଣ (1) ଏବଂ(2) ରୁ , ଆମେ ପାଉ, a = –14, b = 31
ଏହ ିମଲୂ୍ୟଗୁଡ଼ିକୁ (3) ରେ ରଖିଲେ,  
–3(-14) –5(31) = 42 – 155 = –113 7 (ସମୀକରଣ (3) ଦକ୍ଷିଣ ପାର୍ଶ୍ୱ.)।
		ତେ  ଣୁ,ସମୀକରଣ (1), (2) ଏବଂ(3) ର କ�ୌଣସସିମାଧାନନାହିଁ।

		  ଏହ ିପ୍ରକାର, 3x2 – 5x + 7 କୁ 2x2 + 7x – 3 ଏବଂ x2 + 3x – 5 ର ର�ୈଖିକ ସଂଯ�ୋଗ 
ରୂପରେ ପ୍ରକାଶ କରାଯାଉପାରବି ନାହିଁ ।
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		  ବକିଳ୍ପ ପଦ୍ଧତ:ିସ୍ତମ୍ଭରେ x ର ବଭିିନ୍ନ  ଘାତର ସହଗକୁ ଲେଖି ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A ଗଠନ କର,

A =	 ,	B = 

[A : B] =	

R2 → R2 + R1, R3 → R3 + R1 ପ୍ରକ୍ରିୟା ଦ୍ୱାରା

	

R2 → 3R2, R3 → 3R3  ପ୍ରକ୍ରିୟା ଦ୍ୱାରା

~	

ପ୍ରକ୍ରୟା ଦ୍ୱାରା R3 → R3 –  R2

	 ~	

r(A) = 2, r(A : B) = 3, ସମୀକରଣ ସମହୂର କ�ୌଣସ ିସମାଧାନ ନାହିଁ
ତେଣୁ, 3x2 – 5x + 7 ଦତ୍ତ ପଲିନ�ୋମିଆଲର ର�ୈଖିକ ସଂଯ�ୋଗ ରୂପରେ ପ୍ରକାଶ କରାଯାଇପାରବି ନାହିଁ।

4.3.1  ର�ୈଖିକ ବସି୍ତୃତ:ି-
ମନେକର V(F)ଏକ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍ ଏବଂS={v1,v2,...,vn} ,ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍ V(F)ର ଗ�ୋଟଏି ଅଣ-ଶୂନ୍ୟ 

ଉପସେଟ୍‍କୁ ର�ୈଖୀକ ବସି୍ତୃତ ିକୁହାଯାଏ, ଏହା L(S).ଦ୍ୱାରା ସଚୂତି କରାଯାଏ। 
L(S) =	 < S >

=	  ସିମୀତ

ଅର୍ଥାତ୍ Vର ପ୍ରତ୍ୟେକ ଭେକ୍ଟର, Sର ଉପାଦାନଗୁଡ଼ିକର ର�ୈଖିକ ସଂଯ�ୋଗ।

ଉଦାହରଣ: ସେଟ୍ {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} R3(R)ର (x, y, z) = x(1, 0, 0) + y(0, 1, 0) + z(0, 0, 1) 
ବସି୍ତୃତ ିସେଟ୍। କାରଣ R3 ର ପ୍ରତ୍ୟେକ ଭେକ୍ଟର ତନି ିଭେକ୍ଟରର ର�ୈଖିକ ସଂଯ�ୋଗ ଭାବରେ ପ୍ରକାଶ କରହିେବ। 
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କେତେକ ସମାହତି ଉଦାହରଣ
ଉଦାହରଣ4.12: ଯାଞ୍ଚ କର (1, –3, 5), S = {(1, 2, 1), (1, 1, –1), (4, 5, –2)} ଦ୍ୱାରା ସଷୃ୍ଟି ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍ ସହତି 

ସମ୍ୱନ୍ଧିତ ଅଛ ିକ ିନାହିଁ।
ସମାଧାନ:ଦତ୍ତ ସେଟ୍ S = {(1, 2, 1), (1, 1, -1), (4, 5, -2)}

ଆମକୁ ଏହା ଯାଞ୍ଚ କରବିାର ଅଛକି ି(1, –3, 5) Sର ର�ୈଖିକ ସଂଯ�ୋଗ ରୂପରେ ପ୍ରକାଶ କରାଯାଇପାରବି କ ିନାହିଁ ?
ମନେକର a, b, c ∈R ସ୍କେଲାର, ତେବେ
	 (1, –3, 5) =	a(1, 2, 1) + b(1, 1, –1) + c(4, 5, –2)
	 (1, –3, 5) =	(a + b + 4c, 2a + b + 5c, a – b – 2c)
ଅନୁରପ ଉପାଦାନକୁ ତୁଳନା କଲେ, ଆମେ ପାଉ,,
	 1 =	a + b + 4c� ...(1)
	 –3 =	2a + b + 5c� ...(2)

	 5 =	a – b – 2c� ...(3)

ସମୀକରଣ (1) ଏବଂ(3) ଯ�ୋଗ କଲାପରେ, ଆମେ ପାଉ
	 2a + 2c =	6	

⇒	 a + c =	3� ...(4)

ସମୀକରଣ (1) ରୁ  (2) ବୟି�ୋଗ ପରେ, ଆମେ ପାଉ
	 –a – c =	4	

⇒	 a + c =	– 4� ...(5)

ସମୀକରଣ (4) ଏବଂ(5) କ�ୌଣସ ିସମାଧାନ ନାହିଁ।
ଏଣୁ, ଦତ୍ତ ଭେକ୍ଟର (1, –3, 5), Sର ଭେକ୍ଟରର ର�ୈଖିକ ସଂଯ�ୋଗ ରୂପରେ ପ୍ରକାଶ କରାଯାଇପାରବି ନାହିଁ।
ଉଦାହରଣ4.13: ଦର୍ଶାଅ ଯେ S = {(0, 1, 1), (1, 0, 1), (1, 1, 0)}, R3 ର�ୈଖିକ ବସି୍ତୃତ ିଏବଂ ଭେକ୍ଟର (2, 4, 8) 

କୁ S ର ଭେକ୍ଟରର ର�ୈଖିକ ସଂଯ�ୋଗ ରୂପରେ ଲେଖ।
ସମାଧାନ: ଏଠାରେ	 S = {(0, 1, 1), (1, 0, 1), (1, 1, 0)}।
ମନେକର (x, y, z) ∈ R3  ସ୍ୱେଚ୍ଛ ଭେକ୍ଟର ଅଟେ।
ବର୍ତ୍ତମାନ (x,y,z)କୁ S ର ଭେକ୍ଟର ମାନଙ୍କର ର�ୈଖିକ ସଂଯ�ୋଗରେ ପ୍ରକାଶ କରବିା।
ତେବେ ସ୍କେଲାର a, b, c ∈ R ର ଅସ୍ତିତ୍ୱ ଏହପି୍ରକାର ଅଛ ିଯେ
	a(0, 1, 1) + b(1, 0, 1) + c(1, 1, 0) =	(x, y, z)

	 (b + c, a + c, a + b) =	(x, y, z)
ଅନୁରପ ଉପାଦାନ ଗୁଡ଼ିକର ତୁଳନା କଲେ, ଆମେ ପଉ
	 b + c =	x� ...(1)
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	 a + c =	y� ...(2)
	 a + b =	z� ...(3)
ସମୀକରଣ (2) ରୁ  (1) କୁ ବୟି�ୋଗ କଲେ, ଆମେ ପାଉ
	 a – b =	y – x� ...(4)

ସମୀକରଣ (3) ଏବଂ (4) ଯ�ୋଗ କଲେ, ଆମେ ପାଉ
	 a =	

ସମୀକରଣ (4) ରୁ ,
	 b =	a – y + x

	 =	

	 =	 � ...(5)

ସମୀକରଣ (1)ରୁ , ଆମେ ପାଉ,
	 c =	x – b

	 =	                                                                    [ସମୀକରଣ (5)ରୁ  ]

	 =	

ଏହ ିପ୍ରକାର,	 (x, y, z) =	

ଏହ ିପ୍ରକାର, ସେଟ୍S, R3 ର ବସି୍ୃତ ଅଟେ ଅର୍ଥାତ୍ R3 ରେ ପ୍ରତ୍ୟେକ ଭେକ୍ଟରରେ S ର ର�ୈଖିକ ସଂଯ�ୋଗରେ 
ପ୍ରକାଶ କରାଯାଇପାରବି ।

ତେବେ 	 (x, y, z) =	 (2, 4, 8) 

⇒ 	  x =	2, y = 4, z = 8

	 (2, 4, 8) =	

	 (2, 4, 8) =	5(0, 1, 1) + 3(1, 0, 1) – 1(1, 1, 0)

ଏହ ିପ୍ରକାର, (2, 4, 8) କୁ S ର ର�ୈଖିକ ସଂଯ�ୋଗ ଭାବରେ ପ୍ରକାଶ କରହିେବ |

ପ୍ରଶ୍ନାମାଳା - 4.3 
1.	  ଭେକ୍ଟର v=(4,–5,9,–7) କୁ ଭେକ୍ଟର V1=(1,1,-2,1),V2=(3,0,4,-1),V3=(-1,2,5,2) ର ର�ୈଖିକ 

ସଂଯ�ୋଗ ରୂପରେ ପ୍ରକାଶ କର।
2.	 R3 (R) ରେ ଭେକ୍ଟର v=(1,–2,k) ବଚିାର କର। k (ଯଦ ିକଛିଅିଛ)ି ର କେଉଁ ମଲୂ୍ୟ ପାଇଁ ଭେକ୍ଟର V1=(3,0,-

2) V2=(2,-1,-5) ର ର�ୈଖିକ ସଂଯ�ୋଗ ରୂପରେ ପ୍ରକାଶ କରାଯାଇପାରବି?
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3.	 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ v =  କୁ v1 = , v2 = , v3 =  ର ର�ୈଖିକ ସଂଯ�ୋଗ ରୂପରେ 

2 × 2 ଭେକ୍ଟର ସ୍ପଶ୍‍ରେ ପ୍ରକାଶ କର।
 4.	 ନମି୍ନଲିଖିତ ମଧ୍ୟରୁ କେଉଁ ଭେକ୍ଟର  <(1, 2, 1), (1, 1, –1), (4, 5, –2)> ର ର�ୈଖିକ ସଂଯ�ୋଗ ରୂପରେ 

ଲେଖାଯାଇପାରବି। 
	 i.	 (2, –1, –8)			   ii.	

5.	 {x3, x2 + 2x, x2 + 2, 1 – x} ଦ୍ୱାରା ବସି୍ତୃତ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍ରେ ନମି୍ନଲିଖିତ ମଧ୍ୟରୁ କେଉଁ ପଲିନ�ୋମିଆାଲ 
ଅଛ।ି 

	 i.	 3x + 2			   ii.	 3x2 + x + 5

	 iii.	2x3 + 3x2 + 3x + 7			  iv.	 x4 + 7x + 2

ଉତ୍ତରମାଳା

1.	 v = –3v1 + 2v2 – v3	 2.	 k = –8	 3.	 v = 2v1 – v2 + 2v3

4.	 (2, –1, –8)	 5.	 3x2 + x + 5

4.3.2 ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍ର ଆଧାର:-
ମନେକର V(F) ଏକ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍ । ଭେକ୍ଟର S = {v1, v2, ... v3} ∈ Vର ଏକ ଭେକ୍ଟର ସେଟ୍‍ କୁ Vର ଆଧାର 
କୁହାଯିବ, ଯଦି

i.	 v1, v2, ... vn ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର। 
ii.	 v1, v2, ... vn ବସି୍ତୃତ ିV ଅର୍ଥାତ୍, Vର ପ୍ରତ୍ୟେକ ଭେକ୍ଟର,Sର ଭେକ୍ଟରଗୁଡକିର ଏକ ର�ୈଖିକ ସଂଯ�ୋଗ 

ଅଟେ। 

ମନ୍ତବ୍ୟ:
i. ଗ�ୋଟିଏ ଆଧାରରେ ଭେକ୍ଟର ସଂଖ୍ୟା ଅଦ୍ୱିତୀୟ କନି୍ତୁ  ଭେକ୍ଟରର ଆଧାର ଅଦ୍ୱିତୀୟ ନୁହେଁ।
ii.	 ଉଦାହରଣ {(1, 0), (0, 1)}, R2(R) ର ଆଧାର ଅଟେ ଏବଂ {(1, 1), (1, 0)} ଏହା ମଧ୍ୟ R2ର ଆଧାର 

ଅଟେ।ଆଧାରରେ ଭେକ୍ଟର ସଂଖ୍ୟା 2= ମାତ୍ର R2 ପାଇଁ ଆଧାର ଅସୀମ ଅଟେ।
iii.	 ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍ର ଆଧାରଗୁଡକି ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ସେଟ୍ କନି୍ତୁ  ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ସେଟ୍ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍ ର 

ଆଧାର ହେବା ଜରୁରୀ ନୁହେଁ
ଉଦାହରଣ: {(1, 0)} ଏକ ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ସେଟ୍ କନି୍ତୁ  R2ର ଆଧାର ନୁହେଁ, ଏବଂ{(1, 0), (0, 1)}, 
R2ର ଆଧାର ଏବଂ ଭେକ୍ଟରଗୁଡକି ମଧ୍ୟ ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଅଟେ।
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4.3.3	 ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍ ର ମାତ୍ରା:-
ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍V(F)ର କ�ୌଣସ ିଆଧାରରେ ଉପାଦାନଗୁଡକ / ଭେକ୍ଟରଗୁଡକିର ସଂଖ୍ୟାକୁ Vର ମାତ୍ରା କୁହାଯାଉଛ ି
ଏବଂ ଏହାକୁ ମାତ୍ରା V ଦ୍ୱାରା ଦର୍ଶାଯାଏ। ଯଦ ିମାତ୍ରା V = n,  ତେବେ V ହେଉଛ ିଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍ ଯାହାର ମାତ୍ରା n ଅଟେ|
ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍ ମାତ୍ରା ସସୀମ ହେଲେ ତାହାକୁ ସସୀମ ମାତ୍ରା ବଶିଷି୍ଟ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍ କୁହାଯାଏ।  

ଉଦାହରଣ : { (1, 0), (0, 1) }, R2ର ଆଧାର ଅଟେ, ତେବେ R2ର ମାତ୍ରା = 2 

ଫଳାଫଳ 
i.	 ଏକ ଭେକ୍ଟର ସେଟ୍ ] v1, v2, ... vn Vର ଆଧାର ଅଟେ, ଏବଂ କେବଳ ଯଦ ିVର ପ୍ରତ୍ୟେକ ଉପାଦାନ 

ଅଦ୍ୱିତୀୟ ଭାବେ ଭେକ୍ଟରଗୁଡକି  v1, v2, ... vn ର ର�ୈଖିକ ସଂଯ�ୋଗରେ ପରପି୍ରକାଶ ହ�ୋଇଥାଏ।
ii.	 ଯଦVି ଏକ ସସୀମ ସୃଷ୍ଟି ହ�ୋଇଥିବା ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍ ତେବେ ଯେକ�ୌଣସ ିVର ଦୁଇଟି ଆଧାରର  ସମାନ 

ସଂଖ୍ୟକ ଉପାଦାନ ଥାଏ।
iii.	 ଯଦ ିVର ମାତ୍ରା =n ଏବଂ S = {v1, v2, ... vn} ଏକ ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଉପସେଟ୍ Vରତେବେ S,Vର 

ଆଧାର ଅଟେ।
iv.	 ଯଦ ିVର ମାତ୍ରା =n ଏବଂ S = {v1, v2, ... vn}, Vର ସୃଷ୍ଟିକର୍ତ୍ତା ତେବେ S, Vର ଏକ ଆଧାର ଅଟେ।
v.	 ଯଦ ିVର ମାତ୍ରା =n ଏବଂ S = {v1, v2, ... vn, vn+1}ର (n + 1) ଟି ଭେକ୍ଟର ଅଛ,ି ତେବେ S ର�ୈଖିକ 

ନିର୍ଭରଶୀଳ କମି୍ବା ଏକ ସେଟ୍ S ଧାରଣ କରଥିିବା ଭେକ୍ଟରର ମାତ୍ରାଠାରୁ ଅଧିକ ତାହା ସବୁବେଳେ ର�ୈଖିକ 
ନିର୍ଭରଶୀଳ ଅଟେ।

vi.	 ଶୂନ୍ୟ ଭେକ୍ଟରର ମାତ୍ରା = 0 ଏବଂ ଶୂନ ଭେକ୍ଟରେ ଆଧାର = { } କମି୍ବା f

ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍ ମାନକ ଆଧାର ମାତ୍ରା

Cn(C) {(1, 0, ... 0), (0, 1, ... 0), ..., (0, 0, ...1)} n

Cn(R)
{(1, 0, ... 0), (0, 1, ... 0), ..., (0, 0, ...1), (i, 0, ... 0), 
(0, i, ... 0), ..., (0, 0, ..., i}

2n

Rn(R) {(1, 0, ... 0), (0, 1, ... 0), ..., (0, 0, ...1) n

Pn(C), C ରେ {1, x, x2 ..., xn} n + 1

Pn(C) R ରେ {(1, x, x2, ..., xn, i, ix, ix2, ..., ixn} 2(n + 1)

Pn(R), R ରେ {1, x, x2, ..., xn} n + 1
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ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍ ମାନକ ଆଧାର ମାତ୍ରା

Mm, n(C), C ରେ

, , ..., ,

, , ..., 

mn

Mm, n(C), R ରେ

, , ..., ,

, , ..., ,

, , ..., ,

, , ..., 

2(mn)

Mn(R), R ରେ

, , ..., ,

, , ..., 

mn
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କେତେକ ସମାହତି ଉଦାହରଣ

ଉଦାହରଣ୪.୧୪:- ଦର୍ଶାଅ ଯେ ଭେକ୍ଟରଗୁଡକି (2, –1, 0), (3, 5, 1), (1, 1, 2), R3ର ଆଧାର ସୃଷ୍ଟି କରନ୍ତି।
ସମାଧାନ: ଆମେ ଜାଣୁ R3ର ମାତ୍ରା =3 ଏବଂ  S = {(2, –1, 0), (3, 5, 1), (1, 1, 2)}ତନି ିଭେକ୍ଟର ବଶିଷି୍ଟ ଏକ 

ସେଟ୍ ତେବେ S କୁ R3 ର ଆଧାର ହେବା ପାଇଁ Sର ଭେକ୍ଟରଗୁଡକି ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ପ୍ରମାଣ କରବିା ଯଥେଷ୍ଟ ହେବ, 
ମନେକର a, b, c ∈ R ଯେପରକିି
	a(2, –1, 0) + b(3, 5, 1) + c(1, 1, 2) =	 0

⇒	(2a + 3b + c, –a + 5b + c, b + 2c) =	 0

⇒	 2a + 3b + c =	0

	 –a + 5b + c =	0

	 b + 2c =	0

ଏହ ିସମୀକରଣଗୁଡକୁି ସମାଧାନ କଲେ, ଆମେ ପାଇବା a = 0, b = 0, c = 0

ଏଣୁ: S, ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଏବଂ R3ର ଆଧାର ସୃଷ୍ଟି କରେ। 
ବକିଳ୍ପପଦ୍ଧତ:ି ସ୍ତମ୍ଭରେ ଭେକ୍ଟର ଲେଖି ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ Aକୁ ଗଠନ କର, ଅର୍ଥାତ୍

	 A =	

ପ୍ରକ୍ରିୟା ଦ୍ୱାରା R2 ↔ R1	 ~	

ପ୍ରକ୍ରିୟା ଦ୍ୱାରା R2 → R2 + 2R1	~	

ପ୍ରକ୍ରିୟା ଦ୍ୱାରା R2 → R2 – 13R3	~	

ପ୍ରକ୍ରିୟା ଦ୍ୱାରା R2 ↔ R3	 ~	

ଏହା Aର ଧାଡ ିଇକେଲନ୍ ରୂପ ଅଟେ ତେବେ r(A) = 3 = ସ୍ତମ୍ଭର ସଂଖ୍ୟା
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ଏଣୁ, ଦତ୍ତ ଭେକ୍ଟର ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଏବଂ R3 ରେ ଆଧାର ସୃଷ୍ଟି କରେ, ତେବେR3 ର ମାତ୍ରା = 3.

	ଉଦାହରଣ୪.୧୫:- ଭେକ୍ଟର (–3, 1, 2), (0, 1, 3), (2, 1, 0), (1, 1, 1) ଦ୍ୱାରା ସୃଷ୍ଟି ହେଉଥିବା ସ୍ପେଶ୍‍ର ଆଧାର 
ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।

ସମାଧାନ: ମନେକର S = {(–3, 1, 2), (0, 1, 3), (2, 1, 0), (1, 1, 1)}

ସ୍ପଷ୍ଟଭାବେ {(–3, 1, 2)} ଏକ ଉପାଦାନ ବଶିଷି୍ଟ ସେଟ୍ ଯାହା ଅଣ ଶୂନ୍ୟ ଭେକ୍ଟର ଏବଂ ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର 
{(–3, 1, 2), (0, 1, 3)} ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଭେକ୍ଟର ସେଟ୍ କାରଣ ଭେକ୍ଟର ଅନ୍ୟ କାହାର ସ୍କେଲାର ଗୁଣନ ନୁହଁ ।
ବର୍ତ୍ତମାନ ମନେକର ତିନ�ୋଟି ଭେକ୍ଟରର ସେଟ୍{(–3, 1, 2), (0, 1, 3), (2, 1, 0)}.

ମନେକର	a(–3, 1, 2) + b(0, 1, 3) + c(2, 1, 0) =	 0

⇒	 (–3a + 2c, a + b + c, 2a + 3b) =	0

⇒	 –3a + 2c =	0� ...(1)

	 a + b + c =	0� ...(2)

	 2a + 3b =	0� ...(3)

ସମୀକରଣ (2) କୁ 2 ଦ୍ୱାରା ଗୁଣନ ଏବଂ ଏହାକୁ ସମୀକରଣ (1) ରୁ ବିୟ�ୋଗ କଲେ ଆମେ ପାଇବା
	 –5a – 2b =	0	 ⇒	 5a + 2b = 0� ...(4)

ସମୀକରଣ (3) ଏବଂ(4) କୁ ସମାଧାନ କଲେ, ଆମେ ପାଉ
	 a =	0, b = 0

ବର୍ତ୍ତମାନ ସମୀକରଣ (1),ରୁ 	c =	0

ତାହେଲେ, କେବଳ ସମାଧାନ a = 0, b = 0, c = 0 ଅଟେ।
ଏହ ିପ୍ରକାର, ଭେକ୍ଟର ସେଟ୍ ଗୁଡକି {(–3, 1, 2), (0, 1, 3), (2, 1, 0)} ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ସେଟ୍। Sର ଉପାଦାନ   S 

∈ R3

\  R3 ର ମାତ୍ରା = 3

ଯେହେତୁ ପ୍ରତ୍ୟେକ n + 1 ଭେକ୍ଟରର ସେଟ୍ n ମାତ୍ରା ବଶିଷି୍ଟ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍ ଏବଂ Vର ର�ୈଖିକ ନିର୍ଭରଶୀଳ 
ଅଟେ।

\  S ର�ୈଖିକ ବିର୍ଭରଶୀଳ।
ଏଣୁ, {(–3, 1, 2), (0, 1, 3), (2, 1, 0)} ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଏବଂ ବସି୍ତୃତ ିR3 ତେଣୁ ଏହା R3 ର ଆଧାର। 
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ମନ୍ତବ୍ୟ: ଭେକ୍ଟରର ବସି୍ତରଣ 
i.	 ଏକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A ଗଠନ କର ଯାହାର ଧାଡଗୁିଡକି ଦତ୍ତ ଭେକ୍ଟର ଅଟେ। 
ii.	ପ୍ରା ରମ୍ଭିକ ଧାଡ ିପ୍ରକ୍ରିୟା ବ୍ୟବହାର କର ିମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A କୁ ଧାଡ ିଇକଲନ୍ ରୂପକୁ ହ୍ରାସ କର। 
iii.	ସେ ହ ିସ୍ତମ୍ଭକୁ ଚୟନ କର ଯାହାର ପିଭଟ ଉପାଦାନ ନଥିବ। 
iv.	 ଏକ ଭେକ୍ଟରକୁ ଚୟନ କର ିଭେକ୍ଟରର ସେଟ୍ ବସି୍ତାର କର ଯେପର ିସମସ୍ତ ସ୍ତମ୍ଭର ପିଭଟ ଥିବ, 

ଉଦାହରଣ୪.୧୬: ଭେକ୍ଟର {(1, 2, 3), (2, 2, 3)} ରସେଟ୍ କୁ R3 ର ଆଧାର ତଆିର ିକରବିା ପାଇଁ ବସି୍ତାର କର। 
ସମାଧାନ: ଏକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A ସୃଷ୍ଟି କର, ଯାହାର ଧାଡଗୁିଡକି ଦତ୍ତ ଭେକ୍ଟର, 

ଅର୍ଥାତ	 A =	

R2 → R2 – 2R1

	 A ~	  ପ୍ରକ୍ରୟା ଦ୍ୱାରା

ଯାହାକ ିଧାଡ ିଇକେଲନ୍ ରୂପ ଏବଂ ତୃତୀୟ ସ୍ତମ୍ଭରେ ପିଭଟ ନାହିଁ,
\  ଦତ୍ତ ତିନ�ୋଟି ଭେକ୍ଟର  {(1, 2, 3), (2, 2, 3), (0, 0, 1)} ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଏବଂ R3ର ଆଧାର 
ମନ୍ତବ୍ୟ: ଆଧାରର ବସି୍ତାର ଅଦ୍ୱିତୀୟ ନୁହେଁ।

ଉଦାହରଣ୪.୧୭:- ଭେକ୍ଟର {(1, 2, 3), (2, 1, 0)}ର ସେଟ୍‍କୁ ଆଧାର ତଆିର ିକରବିା ପାଇଁ ବସି୍ତାର କର,
ସମାଧାନ: ଯେହେତୁ R3 ର ମାତ୍ରା =	 3

ମନେକର	 A =	{(1, 2, 3), (2, 1, 0)}

ସ୍ପଷ୍ଟ ରୂପରେ, A, ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ସେଟ୍ କାରଣ ସେହମିାନଙ୍କ ମଧ୍ୟରୁ କେହବି ିଅନ୍ୟର ସ୍କେଲାର ଗୁଣିତକ ନୁହନ୍ତି।
ବର୍ତ୍ତମାନ, ଆମ୍ଭେ ଏକ ଅଧିକ ଭେକ୍ଟର ଆବଶ୍ୟକ କରୁ ଯାହା ସେଟ୍ A ଗଠନ କରବି R3 ର ଆଧାର। 
R3ର ମାନକ ଆଧାରଗୁଡକି {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}ଅଟେ।
ମନେକର S = {(1, 2, 3), (2, 1, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}

ପ୍ରଥମ ତିନ�ୋଟି ଭେକ୍ଟର ନେଇ ଆରମ୍ଭ କରବିା ଏବଂ ପରୀକ୍ଷା କରବିା ସେହମିାନେ ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ସେଟ୍ କ ିନୁହେଁ।
ମନେକର a(1, 2, 3) + b(2, 1, 0) + c(1, 0, 0) = 0
⇒	(a + 2b + c, 2a + b, 3a) =	 0

⇒	 a + 2b + c =	0� ...(1)

	 2a + b =	0� ...(2)

	 3a = 0		 ⇒	 a = 0� ...(3)
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ସମୀକରଣ (3)  କୁ (2) ବ୍ୟବହାର କଲେ, ଆମ୍ଭେ ପାଉ b =0

ବର୍ତ୍ତମାନ, ସମୀକରଣ (1)ରୁ ପାଇବା a =0

ତେଣୁ, ସମୀକରଣ  (1), 2) ) ଏବଂ(3)ର କେବଳ ମାତ୍ର ସମାଧାନ a = 0, b = 0, c = 0

\  ସେଟ୍ {(1, 2, 3), (2, 1, 0), (1, 0, 0)} ଏକ ଆଧାର ସୃଷ୍ଟି କରେ ଏବଂ ଏହା ଆବଶ୍ୟକ ବସି୍ତାରତି ସେଟ୍। 
ବକିଳ୍ପପଦ୍ଧତ:ି ଏକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A ସୃଷ୍ଟି କର ଯାହାର ଧାଡଗୁିଡକି ଦତ୍ତ ଭେକ୍ଟର।

	 A =	

ପ୍ରକ୍ରିୟା ଦ୍ୱାରା R2 → R2 – 2R1,	~	

ପ୍ରକ୍ରୟା ଦ୍ୱାରା R2 → ,	~	

ଯାହାକ ିAର ଧାଡ ିଇକେଲନ୍ ରୂପ ଅଟେ ଏବଂ ତୃତୀୟ ସ୍ତମ୍ଭରେ ପିଭଟ ନାହିଁ। ଏଣୁ ଦତ୍ତ ଭେକ୍ଟେରଗୁଡକି ର�ୈଖିକ 
ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଏବଂ R3 ର ଆଧାର ଗଠନ କରେ |

ଉଦାହରଣ୪.୧୮:- W ର ଆଧାର ଏବଂ ମାତ୍ରା ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ଯାହା R3 ର ଭେକ୍ଟର (1, –1, 1), (8, 4, 2), (2, 
2, 0), (3, 9, –3) ଦ୍ୱାରା ସୃଷ୍ଟି ହ�ୋଇଛ।ି 

ସମାଧାନ: ଆମକୁ ପରୀକ୍ଷା କରବିାର ଅଛ ିଏହ ିଚାର�ୋଟି ଭେକ୍ଟର ମଧ୍ୟରୁ କେତ�ୋଟି ଭେକ୍ଟର ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର।  
ଏକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A ଗଠନକର ଯାହାର ଧାଡଗୁିଡକି ଦତ୍ତ ଭେକ୍ଟର,

	 A  =	

R2 → R2 – 8R1, R3 → R3 – 2R1, R4 → R4 – 3R1 ପ୍ରକ୍ରିୟା ଦ୍ୱାରା

	 ~	

R2 → R2, R3 → R3, R4 → R4~	  ପ୍ରକ୍ରିୟା ଦ୍ୱାରା

R3 → R3 – R2, R4 → R4 – R2 ପ୍ରକ୍ରିୟା ଦ୍ୱାରା
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	 ~	

ଅଣଶୂନ୍ୟ ଧାଡ,ି wର ଆଧାର ତଆିର ିକରେ।
\  wର ମାତ୍ରା =2
ବକିଳ୍ପପଦ୍ଧତ:ି ସ୍ପଷ୍ଟ ରୂପରେ (1, -1,1) ଏକ ଅଣଶୂନ୍ୟ ଭେକ୍ଟର ହ�ୋଇଥବା ହେତୁ ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଅଟେ ଏବଂ
{(1,-1,1),(8,4,2)} ମଧ୍ୟ ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଅଟେ କାରଣ ଏଥିମଧ୍ୟରୁ କ�ୌଣସିଟି ଅନ୍ୟମାନଙ୍କର ସ୍କେଲାର ଗୁଣିତକ 

ନୁହେଁ।
ବର୍ତ୍ତମାନ ଯାଞ୍ଚ କର {(1,-1,1), (8,4,2), (2,2,0)} ଭେକ୍ଟର ର�ୈଖିକ ନିର୍ଭରଶୀଳ କମି୍ବା ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର,
ମନେକର a, b, c ∈ R ସ୍କେଲାର ଅଟେ ଯେପରକି ିa(1, –1, 1) + b(8, 4, 2) + c(2, 2, 0) = 0
		  [a + 8b + 2c, –a + 4b + 2c, a + 2b) = 0
⇒	 a + 8b + 2c =	0� ...(1)
	 –a + 4b + 2c =	0� ...(2)
	 a + 2b =	0� ...(3)
ସମୀକରଣ (2) କୁ (1) ରୁ ବିୟ�ୋଗ କଲେ, ଆମେ ପାଉ
	 2a + 4b =	0	
⇒	 a + 2b =	0
⇒	 a =	–2b
ସମୀକରଣ (1), ରୁ	
	 –2b + 8b + 2c =	0

	 6b + 2c =	0

	 c = 	–3b

\  a = –2b, c = –3b, b ର ପ୍ରତ୍ୟେକ ମଲୂ୍ୟ ପାଇଁ ଏକ ସମାଧାନ ଅଛ।ି
ବିଶେଷରୂପରେ, ଯଦ ିb = 1  ⇒  a = –2, b = –3 ଏକ ସମାଧାନ ଅଛ।ି
ଏଣୁ {(1, –1, 1), (8, 4, 2), (2, 2, 0)} ର�ୈଖିକ ନିର୍ଭରଶୀଳ ଅଟେ। 
ଏହ ିପ୍ରକାର ସେଟ୍ {(1, –1, 1), (8, 4, 2), (3, 9, –3)}କୁ ମଧ୍ୟ ଯାଞ୍ଚକର। ଏହ ିସେଟ୍ ମଧ୍ୟ ର�ୈଖିକ ନିର୍ଭରଶୀଳ 

ଅଟେ।
ଏହ ିପ୍ରକାର wର ଆଧାର = {(1, –1, 1), (8, 4, 2)} ଏବଂ Wର ମାତ୍ରା  = 2
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ପ୍ରଶ୍ନମାଳା-4.4

1.	 ଦର୍ଶାଅ ଯେ ନମି୍ନଲିଖିତ ଭେକ୍ଟର ସେଟ୍ R4 ର ଆଧାର
	 i.	 {(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 0, 1), (0, 0, 1, 0)}

	 ii.	 {(1, 0, 0, 0), (1, 2, 0, 0), (1, 2, 3, 0), (1, 2, 0, 4)}

2.	 ଦର୍ଶାଅ ଯେ ନମି୍ନଲିଖିତ ଭେକ୍ଟର ସେଟ୍ R3ର ଆଧାର :
	 i.	 {(4, 3, 2), (2, 1, 0), (–1, 1, –1)}

	 ii.	 {(–1, 1, 0), (0, 3, –3), (2, 0, 1)}

	 iii.	 {(2, 1, 4), (1, –1, 2), (3, 1, –2)}

3.	 ଭେକ୍ଟର {(1, 1, 1), (1, 0, –1), (3, –1, 0), (2, 1, –2)} ଦ୍ୱାରା ବସି୍ତୃତ ସବ-ସ୍ପେଶ୍‍ର ଆଧାର ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର
4.	 ଭେକ୍ଟର {(3, 2, 4), (1, 0, 2), (1, –1,  –1), (6, 7, 5)} ଦ୍ୱାରା ବସି୍ତୃତ ସବ-ସ୍ପେଶ୍‍ର ଆଧାର ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର
5.	 ନମି୍ନଲିଖିତ ଭେକ୍ଟର ସେଟ୍‍ର R3 ର ଆଧାର ଗଠନ କରବିାକୁ ବସି୍ତାର କର।
	 i.	 {(1, 2, 3), (2, –2, 0)}	

	 ii.	 {(2, 1, –3), (1, –2, 2)}

	 iii.	 {(0, 1, 2), (2, –1, 4)}

6.	 ମନେକର, Rରେ n×n ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର V  ଏକ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍ ଏବଂ

ଭେକ୍ଟର, ]    ଦ୍ୱାରା ସୃଷ୍ଟି ହ�ୋଇଥିବା W ଏକ ସବ-ସ୍ପେଶ୍‍ ଦର୍ଶାଅ 

ଯେ  ଏକ ଆଧାର ସୃଷ୍ଟି କରେ ଓ wର ମାତ୍ରା = 2

ଉତ୍ତରମାଳା
3.	 {(1, 1, 1), (1, 0, –1), (3, –1, 0)}	 4.	 {(3, 2, 4), (1, 0, 2), (1, –1, –1)}
5.	 i.	 (1, 2, 3), (2, –2, 0), (1, 0, 0)	 ii.	 (2, 1, –3), (1, –2, 2), (1, 0, 0)

	 iii.	(0, 1, 2), (2, –1, 4), (1, 0, 0)

4.4 ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ:-
ମନେକର U ଏବଂ V  ସମାନକ୍ଷେତ୍ର F ଉପରେ ଦୁଇଟି ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍ ତେବେ ଏକ ମ୍ୟାପ ଫଳନ T: U→V କୁ 
ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ କମି୍ବା ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍ ହ�ୋମ�ୋମଫିଜମି୍ କୁହାଯାଏ, ଯଦ ି

i.	 T ଯ�ୋଗ କୁ ସଂରକ୍ଷଣ କରେ ଅର୍ଥାତ୍,
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T(u + v) =	T(u) + T(v), ସମସ୍ତ u, v ∈ U ପାଇଁ
ii.	 T ସ୍କେଲାର ଗୁଣନକୁ ସଂରକ୍ଷଣ କରେ ଅର୍ଥାତ୍,

T(au) =	 a T(u), ସମସ୍ତ a ∈ F, u ∈ U ପାଇଁ

ମନ୍ତବ୍ୟ:
1.	 ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ସଂଜ୍ଞାରେ ଦୁଇଟି ଗୁଣଧର୍ମ ଗ�ୋଟିଏ ଗୁଣଧର୍ମ ସଂକ୍ଷେପରେ ଲେଖାଯାଇପାରେ।
	 T(au + v) =	aT(u) + T(v), ସମସ୍ତ a ∈ F, u, v ∈ U ପାଇଁ
2.	 ଯଦ ି U = V,ତେବେ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ T:U→U ର�ୈଖିକ ଅପରେଟର୍ କୁହାଯାଏ।
3.	 ଏକ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ T:U→F ଯେଉଁଠାରେ F ସ୍କେଲାର୍ କ୍ଷେତ୍ର, ଅଟେ ଏହାକୁ ର�ୈଖିକ ଫଳନକ 

ବିଶ୍ଳେଷଣ କୁହାଯାଏ।
4.	 ଶୂନ୍ୟ ରୂପାନ୍ତରଣ: ଶୂନ୍ୟ ମ୍ୟାପ 0:V→V ଏହ ିପ୍ରକାର ଅଟେ 0(v)=0, ସମସ୍ତ v ∈ V, ପାଇଁ।
5.	 ଅଭେଦ ରୂପାନ୍ତରଣ: ଅଭେଦ ମ୍ୟାପ I:V→V ଏହ ିପ୍ରକାର I(v)=V ସମସ୍ତ v ∈ V ପାଇଁ।
6.	 ଯଦ ିର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ରେ ବ୍ୟାଖ୍ୟା ହ�ୋଇଥିବା ମ୍ୟାପିଙ୍ଗ ର�ୈଖିକ ନୁହେଁ, ତେବେ ମ୍ୟାପିଙ୍ଗ ରୂପାନ୍ତରଣ 

ନୁହେଁ।

କେତେକ ସମାହତି ଉଦାହରଣ

ଉଦାହରଣ୪.୧୯:-ଦର୍ଶାଅ ଯେ T(x, y, z) = (3x – y, x + y – 2z) ଦ୍ୱାରା ବ୍ୟାଖ୍ୟା ହ�ୋଇଥିବା ଫଳନ  T : R3 
→ R2 ଏକ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ।

ସମାଧାନ: ମନେକର, u = (x1, y1, z1) ∈ R3 ଏବଂ v = (x2, y2, z2) ∈ R3.

\	 T(u + v) =	T(x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2)

	 =	(3x1 + 3x2 – y1 – y2, x1 + x2 + y1 + y2, –2z1 – 2z2)

	 =	{(3x1 – y1) + (3x2 – y2), (x1 + y1 – 2z1) + (x2 + y2 – 2z2)}

	 =	(3x1 – y1, x1 + y1 – 2z1) + (3x2 – y2, x2 + y2 – 2z2)

	 =	T(u) + T(v)

ଆଉ ମଧ୍ୟ, a ∈ R ଏବଂ u = (x1, y1, z1) ∈ R3, ପାଇଁ ଆମେ ପାଉ
	 T(au) =	T(ax1, ay1, az1)

	 =	(3ax1, –ay1, ax1 + ay1 – 2az1))

	 =	a(3x1 – y1, x1 + y1 – 2z1)

	 =	a T(u)
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\  T ଏକ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ଅଟେ।
ଉଦାହରଣ୪.୨୦:ଦର୍ଶାଅ ଯେ T(x, y) = (x + 1, 2y, x + y) ଦ୍ୱାରା ବ୍ୟାଖ୍ୟା ହ�ୋଇଥିବା ଫଳନ  T : R2 → R3 

ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ନୁହେଁ।
ସମାଧାନ: ମନେକର, u = (x1, y1) ∈ R2 ଏବଂ v = (x2, y2) ∈ R2 ସ୍ୱେଚ୍ଛ ଉପାଦାନ ଅଟେ, 
\	 T(u) =	T(x1, y1) = (x1 + 1, 2y1, x1 + y1)

	 T(v) =	T(x2, y2) = (x2 + 1, 2y2, x2 + y2)

ବର୍ତ୍ତମାନ	 T(u + v) =	T(x1 + x2, y1 + y2)

	 =	(x1 + x2 + 2, 2y1 + 2y2, x1 + x2 + y1 + y2)� ...(1)

ଆଉ ମଧ୍ୟ	 T(u) + T(v) =	(x1 + x2 + 2, 2y1 + 2y2, x1 + y1 + x2 + y2)� ...(2)

ସମୀକରଣ (1) ଏବଂ(2) ରୁ, ଆମେ ପାଉ,
	 T(u + v) ≠	T(u) + T(v)

ତେଣୁ: T ଏକ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ନୁହେଁ।
ଉଦାହରଣ୪.୨୧:ପ୍ରମାଣକର ଯେ, ଫଳନ T : V → P2(x) ଯେଉଁଠାରେ V ବର୍ଗ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ୍ ଗୁଡକିର ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍ 

ଯାହା T(A) = a + (b + c) x + dx2 ଦ୍ୱାରା ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଛ ି ତେବେ  A = ∈ V ଏକ ର�ୈଖିକ 

ରୂପାନ୍ତରଣ।
ସମାଧାନ: ମନେକର A =  ∈ V ଏବଂ B =  ∈ V

\	 T(A + B) =	

	 =	

	 =	(a + c) + (b + f + c + g)x + (d + h)x2

	 =	[a + (b + c)x + dx2] + [e + (f + g)x + hx2]

	 =	T(A) + T(B)

ଆଉ ମଧ୍ୟ a ∈ R ଏବଂ A =  ∈ V, ପାଇଁ, ଆମେ ପାଉ,

	 T(aA) =	
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	 =	aa + (ab + ac)x +adx2

	 =	a[a + (b + c)x + dx2]

	 =	a T(A)

T ଏକ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ଅଟେ।
ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କରବିା ପାଇଁ: ମନେକର ଏକ ମ୍ୟାପିଙ୍ଗ୍   T : U → V ଏକ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ
ଆବଶ୍ୟକୀୟ ସର୍ତ୍ତ:-
i.	 U ର ଆଧାର
ii.	 T ରେ ଆାଧାରର ପ୍ରତବିମି୍ବ,
ଉଦାହରଣ ୪.୨୨:ମନେକର T : R2 → R3 ଏକ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ T(1, 2) = (3, –1, 5) ଏବଂ T(0, 1) = (2, 1, 

–1) ମ୍ୟାପିଙ୍ଗକୁ ସମ୍ପୂର୍ଣ୍ଣ ଭାବେ ବର୍ଣ୍ଣନା କର।
ସମାଧାନ: ଆମେ ଦେଖିପାରୁଯେ u1 = (1, 2) ଏବଂ u2 = (0, 1) ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଏବଂ R2 ର ଆଧାର।
ମନେକର u = (x1, x2) ∈ R2 ସ୍ୱେଚ୍ଛ ଉପାଦାନ ଅଟେ। 
ତେଣୁ, u କୁ u1 ଓ u2 ର ର�ୈଖିକ ସଂଯ�ୋଗ ରୂପରେ ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇପାରବି|
\  ଏଠାରେ ସ୍କେଲାର a ଏବଂ bର ଅସ୍ତିତ୍ୱ ଏହପିର ିଅଛ,ି ଯେପର ିକି
	 u = 	au1 + bu2

	 (x1, x2) =	a(1, 2) + b(0, 1)� ...(1)

	 (x1, x2) =	(a, 2a + b)

⇒	 x1 =	a

	 x2 =	2a + b  ⇒  b = x2 – 2x1

a ଏବଂ b ମଲୂ୍ୟକୁ ସମୀକରଣ (1) ରେ ରଖିଲେ, ଅମେ ପାଉ,
	 (x1, x2) =	x1(1, 2) + (x1 – 2x1) (0, 1)

ଏବେ, T କୁ  ଉଭୟ ପାର୍ଶ୍ୱରେ ପ୍ରୟ�ୋଗ କଲେ,
T(x1, x2) =	T[(x1(1, 2) + (x2 – 2x1) (0, 1)].

=x1 T(1, 2) + (x2 – 2x1) T(0, 1)� [..T, ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ]	
T(x1, x2) =	x1(3, –1, 5) + (x2 – 2x1)(2, 1, –1)

=	(3x1, –x1, 5x1) + (2x2 – 4x1, x2 – 2x1, –x2 + 2x1)

T(x1, x2) =	(2x2 – x1, –3x1 + x2, 7x1 – x2) ଏକ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ
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ଉଦାହରଣ୪.୨୩. ଏକ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର T : R3 → R2 ଯେପରକିି
T(1, 1, 1) = (1, 1) ଓ T(1, –1, 1) = (0, 1)

ସମାଧାନ:  ଯେହେତୁ ମାତ୍ରା R3 = 3 ଏବଂ ସେଟ୍ {(1, 1, 1), (1, –1, 1)} R3, ର ଆଧାର ନୁହେଁ, ଏଥିପାଇଁ ଆମେ R3 
ର ଆଧାର ପାଇବା ପାଇଁ ଭେକ୍ଟରଗୁଡକି ର ସେଟ୍ କୁ ବସି୍ତାର କରବି।

R3 ର ମାନକ ଆଧାର  = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}.

ମନେକର S = {(1, 1, 1), (1, –1, 1), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}

	 A =	  ⇒ A~ � [R2 → R2 – R1ପ୍ରକ୍ରିୟା ଦ୍ୱାରା]

ଯାହାକ ିA ଧାଡ ିଇକଲନ୍ ରୂପ ଅଟେ
	 	 	 r(A) = 3 ସ୍ତମ୍ଭଗୁଡକିର ସଂଖ୍ୟା
ତେଣୁ {(1, 1, 1), (1, –1, 1), (0, 0, 1)} ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଏବଂ R3 ର ଆଧାର ସୃଷ୍ଟି କରେ। 
ଦତ୍ତ ଅଛ	ି T(1, 1, 1) =	(1, 1)

	 T(1, –1, 1) =	(0, 1)

ମନେକର	 T(0, 0, 1) =	(0, 0)

ଅନୁମାନ କର, u = (x, y, z) ∈ R3 ସ୍ୱେଚ୍ଛ ଉପାଦାନ ଅଟେ ଏବଂ ଏହାକୁ ଆଧାରର ଭେକ୍ଟରକୁ ର�ୈଖିକ ସଂଯ�ୋଗ 
ରୂପରେ ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇପାରବି।

ମନେକର, a, b, c ∈ R ସ୍କେଲାର ଅଟେ ଯେପରକିି
	 u =	a(1, 1, 1) + b(1, –1, 1) + c(0, 0, 1)

⇒	 (x, y, z) =	(a + b, a – b, a + b + c)

⇒	 x =	a + b

	 y	= a – b

	 z = 	a + b +c

ଏହ ିସମୀକରଣଗୁଡକି ସମାଧାନ କରବିା ପରେ, ଆମେ ପାଉ

	 a =	
x y

2
+

, b = , c = z – x

ଏହ ିମଲୂ୍ୟଗୁଡ଼ିକୁ ସମୀକରଣ (1)ରେ ରଖିଲେ, ଆମେ ପାଉ,
	 u =	
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ଉଭୟ ପାର୍ଶ୍ୱରେ T ପ୍ରୟ�ୋଗ କଲେ, ଆମେ ପାଉ

T(x, y, z) =	 � [T, ଏକ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ]

	 T(x, y, z) =	

	 =	

ଯାହାକ ିଆବଶ୍ୟକ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ।

ମନ୍ତବ୍ୟ:ଉତ୍ତର ଅନନ୍ୟ ହ�ୋଇପାରବି ନାହିଁ କାରଣ ଏହା ବସି୍ତାରତି ଭେକ୍ଟର ଏବଂ ତାଙ୍କର ମନ�ୋନୀତ ପ୍ରତବିମି୍ବ 
ଉପରେ ନିର୍ଭର କରେ।

ଉଦାହରଣ୪.୨୪: ର�ୈଖିକରୂପାନ୍ତରଣ T : R3 → R3 ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର, ଯେପରକି ିT(X) = AX ଯେଉଁଠାରେ 

A = 

ସମାଧାନ: ମନେକର (x1, x2, x3), (y1, y2, y3) ∈ R3

	 T(x1, x2, x3) =	(y1, y2, y3)
⇒	 T(X) =	Y
ତେବେ]	 Y =	AX� [  T(X) = AX]

	  =	

	  =	

\	 y1 =	x1 + x3

	 y2 =	2x1 + x2 + x3

	 y3 =	–x1 + x2 + 2x3

ତେଣୁ, ଆବଶ୍ୟକ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ହେଉଛ ି
T(x1, x2, x3) =	(x1 + x3, 2x1 + x2 + x3, –x1 + x2 + 2x3) 
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ପ୍ରଶ୍ନମାଳା-4.5

1.	 ନମି୍ନଲିଖିତ ମଧ୍ୟରୁ କେଉଁ ମ୍ୟାପିଙ୍ଗ ର�ୈଖିକରୂପାନ୍ତରଣ ଅଟେ:

	 i.	 T : R3 → R2 , T(x, y, z) = (z, 2x + y) ଦ୍ୱାରା ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଛି

	 ii.	 T : R3 → R2 , T(x, y, z) = (| x |, 0) ଦ୍ୱାରା ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଛି

	 iii.	 T : R2 → R3 , T(x, y) = (x + y, x – y, y) ଦ୍ୱାରା ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଛି

	 iv.	 T : R3 → R , T(x, y, z) = x1
2 + x2

2 + x3
3 ଦ୍ୱାରା ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଛି

	 v.	 T : R2 → R , T(x, y) = | 2x – 3y | ଦ୍ୱାରା ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଛି

	 vi.	 T : R2 → R , T(x, y) = xy ଦ୍ୱାରା ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଛି

	 vii.	 T : R2 → R3 ,T(x, y) = (x + 2y, 3x – 5y, y) ଦ୍ୱାରା ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଛି

	 viii.	T : R2 → R2 , T(x, y) = (x2, y) ଦ୍ୱାରା ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଛି

	 ix.	 T : R2 → R2 , T(x, y) = (x cos q + y sin q, –x sin q + y cos q) ଦ୍ୱାରା ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଛି

2.	 ମନେକର P ବାସ୍ତବ ସଂଖ୍ୟାଗୁଡକିର ସମସ୍ତ ପଲିନ�ୋମିଆଲ୍‍ର ଏକ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍ ଅଟେ ତେବେ ଫଳନT : P → 

P, ଏହ ି ପ୍ରକାର ବ୍ୟାଖ୍ୟା ହ�ୋଇଛ ି T[p(x)] =  ରେ ଯେଉଁଠାରେ p(x) ∈ P, P ରେ ଏକ ର�ୈଖିକ 
ଅପରେଟର।

3.	 ନମି୍ନଲିଖିତ ମଧ୍ୟରୁ ପ୍ରତ୍ୟେକରେ ଏକ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।
	 i.	 T : R2 → R2 ଯେପର ିକ ିT(2, 3) = (4, 5) ଏବଂ T(1, 0) = (0, 0)

	 ii.	 T : R3 → R2 ଯେପର ିକ ିT(1, 1, –1) = (1, 0),  T(4, 1, 1) = (0, 1) ଏବଂ T(1, –1, 2) = (1, 1)

	 iii.	� T : R3 → R2 ଯେପର ିକ ି (1, 1, 1), (–1, 1, –1), (1, 2, 2) R3 ରୁ (1, 1), (1, 1), (1, 0) R2 କୁ ର�ୈଖିକ 
ରୂପାନ୍ତରଣ ଅନୁସାରେ ରୂପାନ୍ତରତି ହ�ୋଇଛ।ି

4.	 ନମି୍ନଲିଖିତରେ ଏକ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର:
	 i.	 T : R3 → R2 ଯେପର ିକ ିT(1, 2, 3) = (1, 1) ଏବଂ T(0, 1, 2) = (1, 2)

	 ii.	 T : R3 → R2 ଯେପର ିକ ିT(1, 1, 0) = (1, 0) ଏବଂ T(1, –1, 0) = (1, 1)

	 iii.	 T : R3 → R2 ଯେପର ିକ ିT(1, 1, 1) = (1, 0) ଏବଂ T(1, 1, 2) = (1, –1)

5.	 ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ T : R3 → R3 ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ଯେପରକିTି(X) = AXଯେଉଁଠାରେ A = A
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ଉତ୍ତରମାଳା

1.	 i.	 ହ	ଁ ii.	 ନାହିଁ	 iii.	 ହ	ଁ iv.	 ନାହିଁ

	 v.	 ନାହିଁ	 vi.	ନାହିଁ	 vii.	 ହ	ଁ viii.	 ନାହିଁ

	 ix.	ହଁ

3.	 i.	 			   ii.	 T(x, y, z) = (5x – 12y – 8z, x – 2y – z)

	 iii.	T(x, y, z) = (y, x + y – z)

4.	 i.	 ଶେଷ ଭେକ୍ଟରକୁ (0, 0) ନେଲା ପରେ T(x, y, z) = (–x + y, –3x + 2y) ଉତ୍ତର ଅନନ୍ୟ ନୁହେଁ।

	 ii.	 T(x, y, z) = 		  iii.	 T(x, y, z) = (x, x – z)

4.5 ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ସହତି ଜଡତି ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ:- 
କ୍ରମିତ ଆଧାର: ଏକ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍ ର ଆଧାରକୁ କ୍ରମିତ ଆଧାର କୁହାଯାଏ, ଯଦ ିତାହାର ଭେକ୍ଟରଗୁଡକି ଏକ ନରି୍ଦ୍ଦିଷ୍ଟ 
କ୍ରମରେ ଲଖାଯାଏ। ମନେକର B = {v1, v2, v3} ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍ V ର ଆଧାର।

ଏବେ ଭେକ୍ଟରଗୁଡକିର କ୍ରମ ପରବିର୍ତ୍ତନ କର,ି ମନେକର B′ = {v2, v1, v3}.

B ଏବଂ B′ ର ସମାନ ଆଧାର ଅଛ ିକନି୍ତୁ  ଅଲଗା ଅଲଗା କ୍ରମିତ ଆଧାର ଅଛ ିକାରଣ B ଏବଂ B′ ରେ ତିନ�ୋଟି 
ଭେକ୍ଟରର କ୍ରମ ଭିନ୍ନ ଅଟେ
4.5.1କ୍ରମିକ ଆଧାର ଭିତ୍ତିରେ ଏକ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ:
ମନେକର B = {u1, u2, ..., un} ଏବଂ B′ = {v1, v2, ..., vm} ଯଥାକ୍ରମେ ସୀମିତ ମାତ୍ରିକ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍ U ଏବଂ V 
ପାଇଁ କ୍ରମିତ ଆଧାର।

ମନେକର T : U → V ଏକ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ।
ଯେହେତୁ T(u1), T(u2), …, T(un) ∈ V ଏବଂ {v1, v2, … vm}] V ର ଆଧାର ଅଟେ, ତେଣୁ ପ୍ରତ୍ୟେକ

{v1, v2, …, vm}.କୁ ଅନନ୍ୟ ଭାବରେ ଭେକ୍ଟରର ର�ୈକକି ସଂଯ�ୋଗ ରୂପରେ ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇପାରବି।

ମନେକର	 T(u1) =	a11 v1 + a12 v2 + ... + a1m vm

	 T(u2) =	a21 v1 + a22 v2 + ... + a2m vm
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                  ................................................................

	 T(un) =	an1 v1 + an2 v2 + ... + anm vm, aij ∈ F ସମସ୍ତ 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m 
ପାଇଁ।

ଏହ ିସମୀକରଣ ସମହୂର ସହଗ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ହେଉଛ ି ।

ଏହା ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ଟ୍ରାନ୍ସପ�ୋଜ,ଏକ m × n ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଅଟେ, ତାହା କ୍ରମିତ ଆଧାର B ଏବଂ B′ ଭିତ୍ତିକ T ର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ 
କୁହାଯାଏ ଏବଂ ଏହାକୁ [T : B, B′] ଦ୍ୱାରା ସଚୂତି ହୁଏ।

	 [T : B, B′] =	
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ମନ୍ତବ୍ୟ : 
i.	 ଏକ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ T:U → V ର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର କ୍ରମ m×n ଅଟେ, ଅର୍ଥାତ୍ Vର ମାତ୍ର ×Uର ମାତ୍ର।
ii.	 ଯଦ ିU = V  ଏବଂ B, ଉଭୟ ପାର୍ଶ୍ୱରେ ବ୍ୟବହୃତ ଆଧାର, ତେବେ T ର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସକୁ [T:B,B′] ବଦଳରେ 

[T : B] ଦ୍ୱାରା ଦରଶ୍ାଯାଏ।
iii.	 ଯଦ ିB କମି୍ବା B′କୁ ପରବିର୍ତ୍ତନ କରାଯାଉଛ ିକମି୍ୱା ଉଭୟ ପରବିର୍ତ୍ତନ ହ�ୋଇଛ,ି ତେବେ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ମଧ୍ୟ ସେହ ି

ଅନୁସାରେ ପରବିର୍ତ୍ତନ ହୁଏ।

ଏକ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ T : Rm → Rn ର ଉଭୟ ପାର୍ଶରେ ମାନକ ଆଧାରରେ, ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଜାଣିବା ପାଇଁ ପ୍ରଥମେ 
ପ୍ରଥମ ସ୍ଥାନାଙ୍କ ନେଇ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଗଠନ କର ଯାହା ଦ୍ୱାରା Tର ସତୂ୍ର ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇପାରବି ଏବଂ ପୁଣି ଏହାର ପ୍ରଥମ 
ଧାଡରିେ x,y,z ର ସ୍ଥାନାଙ୍କ ଲେଖିବେ ଏବଂ ଏହପି୍ରକାରରେ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ସଷୃ୍ଟି ହ�ୋଇପାରବି। 

ଉଦାହରଣ ସ୍ୱରୂପ: T : R2 → R2 ] T(x, y) = (x, –y) ଦ୍ୱାରା ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଛ ି ମନେକର B = B′ = 
{(1, 0), (0, 1)}, R2] ର ମାନକ ଆଧାର ଅଟେ।

ତେବେ,	 [T : B] =  

ଯଦ ିଆମେ Tର ନରି୍ଦ୍ଧାରତି ସତୂ୍ରକୁ ଖ�ୋଜବିା ଆବଶ୍ୟକ ଅଛ,ି ଯେତେବେଳେ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ [T : B, B′] , ଏଠାରେ 
ପ୍ରଣାଳୀ ହେବ [ଯେତେବେଳେ ମାନକ ଆଧାର ଦତ୍ତ ଅଛ]ି। ପ୍ରଥମ ଧାଡରିେ ସ୍କେଲାରକୁ x,y,z ଇତ୍ୟାଦରିେ ଗୁଣନକର 
ଏବଂ ଯ�ୋଗକର । ଏହା ବ୍ୟାଖ୍ୟା କାରୀ ସତୂ୍ରର ପ୍ରଥମ ସ୍ଥାନାଙ୍କ ଦଏି। ଏହ ିପ୍ରକାରରେ ଅନ୍ୟ ସ୍ଥାନାଙ୍କକୁ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କରହିେବ।

ଉଦାହରଣ ସ୍ୱରୂପ:T : R2 → R3 ଯାହାର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A =  ଅଟେ। 

ମନେକର B = {(1, 0), (0, 1)} ଏବଂ B′ = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} ଯଥାକ୍ରମେ] R2 ଏବଂ  R3 
ର ମାନକ ଆଧାର ତେବେ T(x, y) = (x – y, –2x + 3y, y).

କେତେକ ସମାହତି ଉଦାହରଣ

ଉଦାହରଣ୪.୨୫: ନମି୍ନଲିଖିତ ପରସି୍ଥିତରିେ B = {(1, 1, 1), (1, 0, 0), (1, 1, 0)} ଏବଂ B′ = {(1, 2), (0, 
1)} ରେ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ  T : R3 → R2 ଦ୍ୱାରା ବ୍ୟାଖ୍ୟା ହ�ୋଇଥିବାT(x, y, z) = (x + y, y + z) ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ [T 
: B, B′]ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।

ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ହେଉଛ ି

	 T(x, y, z) =	(x + y, y + z)

\  କ୍ରମିତ ଆଧାର ପାଇଁ  B = {(1, 1, 1), (1, 0, 0), (1, 1, 0)}, ଆମେ ପାଉ, 
	 T(1, 1, 1) =	(2, 2)
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	 T(1, 0, 0) =	(1, 0)  � ...(1)
	 T(1, 1, 0) =	(2, 1)
ବର୍ତ୍ତମାନ  T(1, 1, 1)] T(1, 0, 0)] T(1, 1, 0) କୁ B′ = {(1, 2), (0, 1)} ଭେକ୍ଟରଗୁଡକିର ର�ୈଖିକ ସଂଯ�ୋଗ 

ରୂପରେ ଲେଖିଲେ 
	 T(1, 1, 1) =	(2, 2) = a(1, 2) + b(0, 1) ସ୍କେଲାର  a, b ∈ R ପାଇ ଁ� ---(2)
ଆମେ ପାଉ, 	 (2, 2) =	(a, 2a + b)
⇒	 a =	2
ଏବଂ	 2a + b =	2		  ⇒	 b = –2
ଏହ ିମଲୂ୍ୟଗୁଡ଼ିକୁ ସମୀକରଣ (2)ରେ ରଖିଲେ, ଆମେ ପାଉ, 
	 T(1, 1, 1) =	(2, 2) = 2(1, 2) + (–2) (0, 1)
ସେହଭିଳ ି	 T(1, 0, 0) =	(1, 0) = 1(1, 2) + (–2) (0, 1)
	 T(1, 1, 0) =	(2, 1) = 2(1, 2) + (–3) (0, 1)

	B ଏବଂ B′ ସହତି ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ T ହେଉଛ ିଉପଯୁକ୍ତ ପ୍ରଣାଳୀର ଗୁଣାଙ୍କର ଟ୍ରାନ୍ସପ�ୋଜ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ

	 [T : B, B′] =	

ଉଦାହରଣ୪.୨୬: ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ  T : R3 → R2 ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ଯାହାର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ [T : B, B′] = 

ଯେଉଁଠାରେ B = {(1, 1, 1), (1, 2, 3), (1, 0, 0)} ଏବଂ B′ = {(1, 1), (1, –1)}.

ସମାଧାନ: ଏଠାରେ	 [T : B, B′] =  

	 T(1, 1, 1) =	B′ ଭେକ୍ଟରର ର�ୈଖିକ ସଂଯ�ୋଗ ଏବଂ ପ୍ରଥମ ସ୍ତମ୍ଭର ସ୍କେଲାରକୁ ବ୍ୟବହାର କରି
	 =	1(1, 1) + 3(1, –1)
	 =	(4, –2)
ସେହପିର,ି 	 T(1, 2, 3) =	–1(1, 1) + 1(1, –1) = (0, –2)
ଏବଂ, 	 T(1, 0, 0) =	2(1, 1) + 0(1, –1) = (2, 2)
ବର୍ତ୍ତମାନ, ମନେକର  (x, y, z) ∈ R3 ଯେକ�ୌଣସ ିଗ�ୋଟଏି ଭେକ୍ଟର ଏବଂ
	 (x, y, z) =	a(1, 1, 1) + b(1, 2, 3) + c(1, 0, 0)� ...(1) 
	 (x, y, z) =	(a + b + c, a + 2b, a + 3b)
⇒	 x =	a + b + c
	 y =	a + 2b
	 z =	a + 3b
ଏହ ିସମୀକରଣଗୁଡକୁି ସମାଧାନ କଲାପରେ, ଆମେ ପାଉ
	 a =	3y – 2z, b = z – y, c = x – 2y + z
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ସମୀକରଣ (1)ରେ ଏହ ିମଲୂ୍ୟ ବ୍ୟବହାର କରବିାପରେ, ଆମେ ପାଉ
	 (x, y, z) =	(3y – 2z) (1, 1, 1) + (z – y) (1, 2, 3) + (x – 2y + z) (1, 0, 0)

ଉଭୟ ପାର୍ଶ୍ୱରେ T ବ୍ୟବହାର କଲେ,
	 T(x, y, z) =	(3y – 2z) T(1, 1, 1) + (z – y) T(1, 2, 3) + (x – 2y + z) T(1, 0, 0)

� [  T, ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ]

	 =	(3y – 2z) (4, –2) + (z – y) (0, –2) + (x –2y + z) (2, 2)

	 =	(12y – 8z + 2x – 4y + 2z – 6y + 4z – 2z + 2y + 2x – 4y + 2z)

ତେଣୁ,	 T(x, y, z) =	(2x + 8y – 6z, 2x – 8y + 4z)

ଯାହାକ ିଉଦ୍ଦିଷ୍ଟ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ।
ଉଦାହରଣ୪.୨୭:-ଯଦ ିମାନକ ଆଧାର ସହତି R3ରେ ଏକ ର�ୈଖିକ ଅପରେଟର Tର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ    
ଅଟେ, ତେବେ 

B′ = {(1, 2, 2), (1, 1, 2), (1, 2, 1)} ଭିତ୍ତିକ ଆପେକ୍ଷିକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ Tର ଆଧାର ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।

ସମାଧାନ: ଏଠାରେ	 [T, B] =	

⇒	 T(1, 0, 0) =	1(1, 0, 0) + (–1) (0, 1, 0) + 1(0, 0, 1) = (1, –1, 1)

	 T(0, 1, 0) =	1(1, 0, 0) + 1(0, 1, 0) + (–1) (0, 0, 1) = (1, 1, –1)

	 T(0, 0, 1) =	–1(1, 0, 0) + 1(0, 1, 0) + 1(0, 0, 1) = (–1, 1, 1)

ମନେକର (a, b, c) ∈ R3 ର ସ୍ୱେଚ୍ଛ ଉପାଦାନ ଅଟେ ଏଥିପାଇ ଁ (a, b, c) ଭେକ୍ଟରଗୁଡକୁି {(1, 0, 0), (0, 1, 
0), (0, 0, 1)} ର ର�ୈଖିକ ସଂଯ�ୋଗ ରୂପରେ ପ୍ରକାଶ କରାଯାଇପାରବି। 

ଆମେ ପାଉ	 (a, b, c) =	a(1, 0, 0) + b(0, 1, 0) + c(0, 0, 1)

ଉଭୟ ପାର୍ଶ୍ୱରେ T ବ୍ୟବହାର କରବିାପରେ ଆମେ ପାଉ
	 T(a, b, c) =	aT(1, 0, 0) + bT(0, 1, 0) + cT(0, 0, 1)� [  T ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ 

ହେଉଛ]ି

⇒	 T(a, b, c) =	a(1, –1, 1) + b(1, 1, –1) + c(–1, 1, 1)

	 =	(a + b – c, –a + b + c, a – b + c)

	ଯାହାକ ିଉଦ୍ଧିଷ୍ଟ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ।
ବକିଳ୍ପ ପଦ୍ଧତ:ି  ମନେକର B = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} ,R3 ର ମାନକ ଆଧାର ତେବେ   
	 T(x, y, z) =	(x + y – z, –x + y + z, x – y + z)

ବର୍ତ୍ତମାନ କ୍ରମିତ ଆଧାର  B′ = {(1, 2, 2), (1, 1, 2), (1, 2, 1)}, ଆମେ ପାଉ
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	 T(1, 2, 2) =	(1, 3, 1)

	 T(1, 1, 2) =	(0, 2, 2)

	 T(1, 2, 1) =	(2, 2, 0)

ବର୍ତ୍ତମାନ T(1, 2, 2), T(1, 1, 2), T(1, 2, 1) କୁ  B′ = {(1, 2, 2), (1, 1, 2), (1, 2, 1)} ର ଭେକ୍ଟରଗୁଡକିର 
ର�ୈଖିକ ସଂଯ�ୋଗ ରୂପରେ ଲେଖିଲେ, ଆମେ ପାଉ,

	 T(1, 2, 2) =	(1, 3, 1) = a(1, 2, 2) + b(1, 1, 2) + c(1, 2, 1)� ...(1)

	 (1, 3, 1) =	(a + b + c, 2a + b + 2c, 2a + 2b + c)

⇒	 a + b + c =	1

	 2a + b + 2c =	3

	 2a + 2b + c =	1

ଏହ ିସମୀକରଣଗୁଡକି ସମାଧାନ କରବିାପରେ, ଆମେ ପାଉ
	 a =	1, b = –1, c = 1

ଏହ ିମଲୂ୍ୟଗୁଡ଼ିକୁ ସମୀକରଣ (1)ରେ  ରଖିଲେ, ଆମେ ପାଉ
	 T(1, 2, 2) =	(1, 3, 1) = 1(1, 2, 2) + (–1) (1, 1, 2) + 1(1, 2, 1)

ଏହପି୍ରକାର]	 T(1, 1, 2) =	(0, 2, 2) = 4(1, 2, 2) + (–2) (1, 1, 2) + (–2) (1, 2, 1)

ଏବଂ, 	 T(1, 2, 1) =	(2, 2, 0) = –4(1, 2, 2) + 2(1, 1, 2) + 4(1, 2, 1)

ଏହପିର ିମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ T ହେଉଛ ିB ର ଆାଧାର ଭିତ୍ତିକ ଆପେକ୍ଷିକ:

	 [T, B′] =	 .

ପ୍ରଶ୍ନମାଳା 4.6 
1.	  T(x, y) = (x, –y) ଦ୍ୱାରା ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଥିବା ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ T : R2 → R2 ପାଇଁ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ [T : B, B′] 

ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର, ଯେଉଁଠାରେ
	 i.	 B = (e1, e2) ଏବଂ B′ = {(1, 1), (1, –1)}	 ii.	 B = {(1, 1), (1, 0)} ଏବଂ B′ = {(2, 3), (4, 

5)}

2.	 T(a0 + a1x + a2x2 + a3x3) = a3 + (a2 + a3)x + (a0 + a1)x2  ଦ୍ୱାରା ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଥିବା ର�ୈଖିକ 
ରୂପାନ୍ତରଣ  T: P3 (R)→P2 (R) ଆଧାର ଯଥାକ୍ରମେ B = {1, x – 1, (x – 1)2, (x – 1)3} ଏବଂ B′ = {1, 
x, x2} ର ସମ୍ପର୍କୀୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଲେଖ।
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3.	 ମନେକର V, କେତେକ ନରି୍ଦ୍ଦିଷ୍ଟ ବାସ୍ତବ ଫଳନର ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ ଏବଂ B = {1, t, et, tet}], Vର ଏକ ଆଧାର। 
ମନେକର D : V → V, V ରେ  ଅବକଳନ ଅପରେଟର ଅର୍ଥାତ୍ D(f ) =  ତେବେ [D, B]ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ନରି୍ଣ୍ଣୟ 
କର।

4.	 T : R3 → R4 ର ମାନକ ଆଧାର ଆପେକ୍ଷିକ  T(x, y, z) = (x + y + z, 2x + z, 2y – z, 6y)] R3 ଦ୍ୱାରା 
ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଥିବା ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ T:  R3 → R4 କୁ ପ୍ରତନିଧିିତ୍ୱ କରୁଥିବା ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର। 

5.	  R2ଓR3 ର ମାନକ ଆଧାର ଆପେକ୍ଷିକ, T(x1, x2) = (3x1 – x2, 2x1 + 4x2, 5x1 – 6x2), R2 ଦ୍ୱାରା ବ୍ୟାଖ୍ୟା 
କରାଯାଇଥିବା ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ T : R2 → R3 କୁ ପ୍ରତନିଧିିତ୍ୱ କରୁଥିବା ମ୍ୟାଟ୍ରୀକ୍ସ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।

6.	 i.	 B = {e1, e2, e3}  ଏବଂ  B′ = {1, 1, 0), (1, 2, 3), (–1, 0, 1)}  ର କ୍ରମିତ ଆଧାର ଆପେକ୍ଷିକ,  T(x, 
y, z) = (x – y + z, 2x + 3y – z/2, x + y – 2z)  ଦ୍ୱାରା ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଥିବା ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ T : 
R3 → R3 କୁ ପ୍ରତନିଧିିତ୍ୱ କରୁଥିବା ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।

	 ii.	� {(1,3), (2,5)}ର ଆଧାର ଆପେକ୍ଷିକ, ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ T(x, y) = (2y, 3x – y)ଦ୍ୱାରା ବ୍ୟାଖ୍ୟା 
କରାଯାଇଥିବା ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ  T : R2 → R2 କୁ ପ୍ରତନିଧିିତ୍ୱ କରୁଥିବା ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।

7.	 B={(1, 1), (–1, 1)} ଏବଂ B′={(1, 1, 1), (1, –1, 1), (0, 0, 1)} କ୍ରମିତ ଆଧାର ଆପେକ୍ଷିକ,

ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ  T : R2 → R3 ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର, ଯାହାର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A =  ଅଟେ।

8-	  B = {(1, 0), (1, 1)} ର କ୍ରମିତ ଆଧାର ଆପେକ୍ଷିକ, ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ  ଦ୍ୱାରା ନରି୍ଦ୍ଧାରତି ଭିତ୍ତିରେ R2 ରେ ଥିବା 
ର�ୈଖିକ T କୁ ବର୍ଣ୍ଣନା କର। 

9.	  B = {(1, 1), (0, 2)} ଏବଂ B′ = {(0, 1, 1), (1, 0, 1), (1, 1, 0)} ର କ୍ରମିତ ଆଧାର ଆପେକ୍ଷିକ, ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A = 

, ଦ୍ୱାରା ନରି୍ଦ୍ଧାରତି ଭିତ୍ତିରେ ର�ୈଖିକ ମ୍ୟାପ  T : R2 → R3 କୁ ବର୍ଣ୍ଣନା କର।

10.	 ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ  T : R3 → R3 ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର, ଯାହାର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ  କ୍ରମିତ ଆଧାର ଆପେକ୍ଷିକ ଅଛି

	 a.	 B = B′ = {e1, e2, e3}	     b.  B = {(1, 1, 1), (1, 0, 0), (0, 1, 0)}; B′ = {1, 2, 3), (1, –1, 1), 
(2, 1, 1)}

11.	 (5, 1, 3), (3, 2, 2), (1, 2, 1) ଆଧାର ଭିତ୍ତିକ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ  T : R3 → R3] ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର, ଯେତେବେଳେ 

ରୂପାନ୍ତରଣ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଅଟେ।
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12.	  B = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) ର କ୍ରମିତ ଆପେକ୍ଷିକ, R3 ରେ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ T ର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଯଦି

ହୁଏ, ତେବେ B′ = {(0, 1, –1), (–1, 1, 0), (1, –1, 1)} ର ଆଧାର ଆପେକ୍ଷିକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର। 

ଉତ୍ତରମାଳା

1.	 a.	 	 b.	 	 2.	

3.	 	 4.	 	 5.	

6.	 i.	 [T : B, B′] = 	 ii.	 [T : B] = 

7.	 T(x, y) = (2y – x, y, –3x + 3y)	 8.	 T(x, y) = 

9.	 T(x, y) = (–4x + 2y, x, –2x + y)

10.	 a.	 T(x, y, z) = (x, y, z)		        b.  T(x, y, z) = (x + 2y – 2z, –x + y 
+ 2z, x + y + z)

12.	

4.6 ଦୁଇଟ ିର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣର ସଂଯ�ୋଗ  (ଗୁଣଫଳ)
ମନେକର, U, V, W କ୍ଷେତ୍ର F ରେ ତନି�ୋଟ ିଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ।
ମନେକର T1 : U → V ଏବଂ T2 : V → W ଦୁଇଟ ିର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ତେବେ ସେମାନଙ୍କର ଗୁଣଫଳ   T2 ଏବଂ 
T1 କୁ T2T1 : U → W ଏହ ିପ୍ରକାରର ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରୁ ଯେ, 
(T2T1) (u) = T2(T1(u)) ସମସ୍ତ u ∈ V ପାଇଁ।
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ମନ୍ତବ୍ୟ:

 i.  ଦୁଇଟ ିର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣର ସଂଯ�ୋଗ ଏକ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ଅଟେ।
  ii.	�  T2T1 କୁ ଏହ ିସର୍ତ୍ତରେ ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଛକି ିT1ର ବ୍ୟାପ୍ତି ⊆ T2 ର ପରସିର କମି୍ବା ପରବର୍ତ୍ତୀ ଉତ୍ପାଦକ 

ରୂପାନ୍ତରଣର ବ୍ୟାପ୍ତି  ⊆ ପୂର୍ବ ଉତ୍ପାଦକ ରୂପାନ୍ତରଣ ପରସିର।
 iii.	 ମନେକର U ଏବଂ V କ୍ଷେତ୍ର F ରେ ଦୁଇଟ ିଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ ଯଦ ିT1 : U → V ଏବଂ T2 : U → V 

ଦୁଇଟ ି ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ତେବେ  
	 a. � T1 ଏବଂ T2 ର ସମଷ୍ଟି, T1 + T2 : U → V  ଏକ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ 
	 (T1 + T2) (u) =	T1(u) + T2(u)] ସମସ୍ତ u ∈ V ପାଇଁ,
	 b.  ଯଦ ି a ∈ F ଯେକ�ୌଣସ ିସ୍କେଲାର, ତେବେ Tର ସ୍କେଲାର ଗୁଣିତକ a ସହତି aT ଦ୍ୱାରା ଦର୍ଶାଯଏ,  

ଯେପରକିaିT : U → V ଏକ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ଏବଂ (aT) (u) = a(T(u)) ,  u ∈ U ପାଇଁ 
ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଛ।ି

କେତେକ ସମାହତି ଉଦାହରଣ

ଉଦାହରଣ୪.୨୮:ମନେକର  T1 : R3 → R2 ଯେପରକି ି  T1(x, y, z) = (3x, 4y – z) ଏବଂ  T2 : R2 → 
R2 ଯେପର ି T2(x, y) = (–x, y), ତେବେ T1T2 ଏବଂ  T2T1 ଗଣନା କର।

ସମାଧାନ: 	T2(=R2) ର ବ୍ୟାପ୍ତି ⊆ T1(=R3) ର ପରସିର
\  T1T2 ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇପାରବି ନାହିଁ।
ବର୍ତ୍ତମାନ] T2T1 ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଛ ିକାରଣ  T1(=R2) ର ବ୍ୟାପ୍ତି ⊆ T2(=R2) ର ପରସିର
	 T2T1 =	R3 → R2 ଏକ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ଅଟେ।
	 T2T1(x, y, z) =	T2(T1(x, y, z)) = T2(T1(3x, 4y – z) = (–3x, 4y – z) 

ଉଦାହରଣ୪.୨୯.ମନେକର TଏବଂS ଦୁଇଟ ି ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ R3 → R2 ରେ ଏହ ି ପ୍ରକାର ବ୍ୟାଖ୍ୟା 
କରାଯାଇଛ ିଯେT(x, y, z) = (2x –3y, 7y + 2z) ଏବଂ  S(x, y, z) = (x – z, y) ତେବେ S + T, 3S, 2S – 3T, 
ST, TS, T2(TT)ର ଗଣନା କର।

ସମାଧାନ: i.  SଏବଂT, ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ଅଟେ ତେବେ S +T ମଧ୍ୟ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ହେବ।
	S + T : R3 → R2 ଦ୍ୱାରା ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଛ,ି ଯେପର ି
	 (S + T) (x, y, z) =	S(x, y, z) + T(x, y, z)

	 =	(x – z, y) + (2x – 3y, 7y + 2z)

	 =	(3x – 3y – z, 8y + 2z).
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ii.	 S, ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ, ତେଣୁ3S ମଧ୍ୟ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ଅଟେ 3S : R3 → R2,

	 ((3S) (x, y, z) =	3S(x, y, z) = 3(x – z, y) ଦ୍ୱାରା ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଛ।ି
	 =	(3x – 3z, 3y)

iii.	 S ଏବଂT, ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ଅଟେ, ତେଣୁ 2 S, 3T ମଧ୍ୟ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ 
\  2S – 3T, ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ଅଟେ 
2S – 3T : R3 → R2 ଦ୍ୱାରା ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଛ।ି
	 (2S –3T) (x, y, z) =	2S(x, y, z) – 3T(x, y, z)

	 =	2(x – z, y) – 3(2x – 3y, 7y + 2z)

	 =	(2x – 2z, 2y) – (6x – 9y, 21y + 6z)

	 =	(–4x + 9y – 2z, –19y – 6z)

iv.	 T(=R2) ର ବ୍ୟାପ୍ତି ⊆ S(=R3)ର ପରସିର
\  ST ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇ ନାହିଁ।A
v.	 S(=R2) ବ୍ୟାପ୍ତି ⊆ T(=R3) ର ପରସିର
\  TS ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇ ନାହିଁ।
vi.	 T(=R2) ବ୍ୟାପ୍ତି ⊆ T(=R3)  ର ପରସିର
\  T2 ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇ ନାହିଁ।
ଉଦାହରଣ୪.୩୦: ଦୁଇଟ ିର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ T1 ଏବଂ T2 ର ଉଦାହରଣ ଦଅିନ୍ତୁ  ଯେପର ି 
T1T2 = 0 ଏବଂ  T2T1 ≠ 0.

ସମାଧାନ: ମନେକର T1 ଓ T2 ଏହପିର ିବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଛ,ି ଯେପରି
	 T1 :	R2 → R2 ଦ୍ୱାରା  T1(x, y) = (0, y)

ଏବଂ	 T2 :	R2 → R2 ଦ୍ୱାରା  T2(x, y) = (y, 0)

\  T1T2 ଏବଂ T2T1 ଉଭୟ ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଛ।ି
ବର୍ତ୍ତମାନ,	 (T2T1) (x, y) =	T2(T1(x, y)) = T2(0, y) = (y, 0)  ⇒  T2T1 = (y, 0) ≠ 0

ଏଠାରେ ମଧ୍ୟ,	 (T2T1) (x, y) =	T1(T2(x, y)) = T1(y, 0) = (0, 0)  ⇒  T1T2 = 0.

4.6.1   ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ(ଅପରେଟର)ର ବ୍ୟୁତକ୍ରମ:
ଏକ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ T : U → V ବ୍ୟୁତକ୍ରମୀ ହେବ ଯଦ ିଏହା ଏକ-ଏକ, ଅନଟୁ ଏବଂ T ର ବ୍ୟୁତକ୍ରମ, 
T–1 : V → U ଯେପର ିT–1(v) = u ଯଦ ିଏବଂ କେବଳ ଯଦ ିT(u) = v.
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ମନ୍ତବ୍ୟ: 
i.  T–1 : V → U ମଧ୍ୟ ଏକ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ଅଟେ।
ii.	 T1 : U → V ଏବଂ T2 : V → w ଦୁଇଟ ି ବ୍ୟୁତକ୍ରମୀ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ, ତେବେ T2T1 ମଧ୍ୟ                                                      

ବ୍ୟୁତକ୍ରମୀ ଅଟେ ଏବଂ (T2T1)–1 = T1
–1 T2

–1.

କେତକ ସମାହତି ଉଦାହରଣ

ଉଦାହରଣ୪.୩୧: ମନେକର T ଏକ R3 ରେ ର�ୈଖିକ ଅପରେଟର ଏହପିର ିବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଛ ି T(x, y, z) = 
(2x, 4x – y, 2x + 3y – z) ଦର୍ଶାଅ ଯେ T ବ୍ୟୁତକ୍ରମୀ ଏବଂ T–1  ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର। 

ସମାଧାନ: ଆମେ ଜାଣିଛୁ ଯେ, T ବ୍ୟୁତକ୍ରମୀ ଯଦ ିଏବଂ କେବଳ ଯଦ ିT ହେଉଛ ିଏକ-ଏକ ଅନଟୁ ମ୍ୟାପ
T ହେଉଛ ିଏକ-ଏକ: ମନେକର  u = (x1, y1, z1) ଏବଂ  v = (x2, y2, z2) ∈ R3 ସ୍ୱେଚ୍ଛ ଭେକ୍ଟର ଯେପରକିି
ମନେକର       T(u) =	 T(v)

⇒	 T(x1, y1, z1) =	T(x2, y2, z2)

⇒	(2x1, 4x1 – y1, 2x1 + 3y1 – z1) =	(2x2, 4x2 – y2, 2x2 + 3y2 – z2)

⇒	 2x1 =	2x2		  ⇒	 x1 = x2

	 4x1 – y1 =	4x2– y2		 ⇒	 y1 = y2

	 2x1 + 3y1 – z1 =	2x2 + 3y2 – z2 	 ⇒	 z1 = z2

⇒	 (x1, y1, z1) =	(x2, y2, z2)

⇒	 u =	v

ତେଣୁ T ଏକ-ଏକ ଅଟେ।
T ହେଉଛ ିଅନଟୁ: ମନେକର  (x, y, z) ∈R3 ,କ�ୌଣସ ିଭେକ୍ଟର ଅଛ ିଏବଂ ମନେକର (a, b, c) ∈R3 ଏକ 

ଭେକ୍ଟର ଯେପରକି	ି T(a, b, c) =	(x, y, z)

	(2a, 4a – b, 2a + 3b – c) =	(x, y, z)

⇒	 2a =	x

	 4a – b =	y

	 2a + 3b – c =	z

ଏହ ିସମୀକରଣଗୁଡକି ସମାଧାନ କରବିାପରେ, ଆମେ ପାଉ

	 a =	 , b = 2x – y, c = 7x – 3y – z
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ଯେହେତୁ	 x, y, z ∈	R	 ⇒	 a, b, c ∈ R

\	 (a, b, c) ∈	R3

ଏହପି୍ରକାର T  ହେଉଛ ିଅନଟୁ ମ୍ୟାପ।
\ ଯେହେତୁ T ଏକ-ଏକ ଏବଂ ଅନଟୁ ମ୍ୟାପ ତେବେ T ବ୍ୟୁତକ୍ରମୀ
ଏହପି୍ରକାର 	 T(a, b, c) =	(x, y, z)

	 T–1(x, y, z) =	(a, b, c)

	 T–1(x, y, z) =	 .

ବକିଳ୍ପ ପଦ୍ଧତ:ି  T(x, y, z) = (2x, 4x – y, 2x + 3y – z)

ମାନକ ଆଧାର ଆପେକ୍ଷିକ, T ସହତି ଜଡତି ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ହେଉଛ,ି

	 A =	

ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A, ବ୍ୟୁତକ୍ରମୀ ଯଦ ିଏବଂ କେବଳ ଯଦ ି | A | ≠ 0

	 | A | =	2(1 – 0)– 0 + 0� [R1 ରେ ବସି୍ତାର କଲେ]

⇒	 | A | =	2 ≠ 0

ଆମେ ଜାଣୁ	 A–1 =	

ଏହପି୍ରକାର	 	A–1 =	

କମି୍ବା	 A–1 =	

ଏହପିର,ି ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ T–1 : R3 → R3 ମାନକ ଆଧାର ଆପେକ୍ଷିକ, ହେଉଛ।ି
	 T–1(x, y, z) =	

ପ୍ରଶ୍ନମାଳା-4.7 

1. ମନେକର ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ  T1 : R3 → R2 ଯେପରକି ିT1(x, y, z) = (4x, 3y – 2z) ଏବଂ  T2 : R2 → 
R2 ଯେପରକି ିT2(x, y) = (–2x, y) ତେବେ  T1T2 ଏବଂ  T2T1 ଗଣନା କର।
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2.  T1 : R3 → R2, T2 : R3 → R2 ଏବଂ  T3 : R2 → R2 ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ଏହପିର ିବ୍ୟାଖ୍ୟା ହ�ୋଇଛ ିT1(x, y, 
z) = (y,x+ z),

	 T2(x, y, z) = (2z, x – y), T3(x, y) = (y, 2x) 

	 ନମି୍ନଲିଖିତ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ପାଇଁ, ସତୂ୍ର ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର, ଯଦ ିଏହାର ଅସ୍ତିତ୍ୱ ଅଛ।ି 
	 i.	 T1T3	 ii.	 T2T3	 iii.	 T3T1	 iv.	T3T2

	 v.	 T3T1 + T3T2

3.	 ମନେକର T1ଏବଂ T2 , R2 ରେ ଅପରେଟର, ଏହପିର ିବ୍ୟାଖ୍ୟା ହ�ୋଇଛ ିଯେ, T1(x, y) = (0, x) ଏବଂ  T2(x, 
y) = (y, x), ତେବେ ନମି୍ନଲିଖିତକୁ ଗଣନା କର।

	 i.	 T1 + T2	 ii.	 2T2 – 3T1	 iii.	 T2T1	 iv.	T1T2

	 v.	 T2
2	 vi.	 T1

2

4.	 ମନେକର  T : R4 → R2, T(x, y, z, t) = (x – y + 2z, y – t) ଦ୍ୱାରା ଦତ୍ତ ଏବଂ ମନେକର  S :R2→R3  
S(x, y) = (x + 3y, –x + y, 2y)ଦ୍ୱାରା ଦତ୍ତ ଅଛ ିଦର୍ଶାଅ ଯେ S, T ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ଅଟେ।

5.     ମନେକର T ଏବଂ S, R3 ରେ ର�ୈଖିକ ଅପରେଟର୍, ଯେଉଁଠ ି T(x, y, z) = (x – 3y, – 2z, y – 4z) ଏବଂ 
S(x, y, z) = (2x, 4x – y, 2x + 3y) ଦ୍ୱାରା ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଛ ିଦର୍ଶାଅ ଯେ ST ≠ TS.

6.	 ମନେକର T : R3 → R3 ଯେଉଁଠ ିT(x, y, z) = (0, x, y) ଦ୍ୱାରା ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଛ,ି ଦର୍ଶାଅ ଯେ  T2 ≠ 0 
କନି୍ତୁ  T3 = 0.

7.	 ମନେକର T : R3 → R3 ର�ୈଖିକ ଅପରେଟର ଯେଉଁଠ ିT(x, y, z) = (0, 0, x) ଦ୍ୱାରା ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଛ,ି 
ଦର୍ଶାଅ ଯେ  T ≠ 0 କନି୍ତୁ  T2 = 0.

8.	 ଏକ ଉଦାହରଣ ସାହାଯ୍ୟରେ ବୁଝାଅ ଯେ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ଅସ୍ତିତ୍ୱ ଏହପିର ିଅଛ,ି T1 : R2 → R2 ଏବଂ  T2 : 
R2 → R2 ର ଯେପରକି ିT2T1 = 0 କନି୍ତୁ  T1T2 ≠ 0.

9.	 ଯଦ ିT : R3 → R3 ର�ୈଖିକ ଅପରେଟର୍ ଅଛ ିଯେଉଁଠ ି T(x, y, z) = (x + z, x – z, y) ଦ୍ୱାରା ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଛ ି
ଦର୍ଶାଅ କ ିT ଏକ ବ୍ୟୁତକ୍ରମୀ ଏବଂ T–1 ନଣି୍ଣୟ କରନ୍ତୁ ।

10.	 ଦର୍ଶାଅ କ ିR3 ଉପରେ ନମି୍ନଲିଖିତ ମଧ୍ୟରୁ ପ୍ରତ୍ୟେକ ଅପରେଟର T ବ୍ୟୁତକ୍ରମୀ ଏବଂ T–1ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର:
	 i.	 T(x, y, z) = (x – 3y – 2z, y – 4z, z)	 ii.	 T(x, y, z) = (3x, x – y, 2x + y + z)

11.	 ମନେକର  T : R2 → R2 ର�ୈଖିକ ଅପରେଟର୍ ଯେଉଁଠ ି T(x, y) = (y, 2x – y) ଦ୍ୱାରା ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଛ ି
ଦର୍ଶାଅ କ ିT ବ୍ୟୁତକ୍ରମୀ ଏବଂ T–1 ପାଇଁ ଏକ ସତୂ୍ର ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।

ଉତ୍ତରମାଳା
1.	 T1T2 ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇନାହିଁ T2T1(x, y, z) = (–8x, 3y – 2z)

2.	 i.	 ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇନାହିଁ			   ii.ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇନାହିଁ
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iii.	 T3T1(x, y, z) = (x + z, 2y)	 iv.	 T3T2(x, y, z) = (x – y, 4z)

	 v.	 T3T1 + T3T2(x, y, z) = (2x – y + z, 2y + 4z)

3.	 i.	 (T1 + T2) (x, y) = (y, 2x)		  ii.	 (2T2 – 3T1) (x, y) = 
(2y, – x)

	 iii.	(T2T1) (x, y) = (x, 0)			  iv.	 (T1T2) (x, y) = (0, y)

	 v.	 (T2
2) (x, y) = (x, y)			   vi.	 (T1

2) (x, y) = (0, 0)

8.	 T1(x, y) = (0, x), T2(x, y) = (x, 0)	 9.	 T–1(x, y, z) = 

10.	 i.	 T–1(x, y, z) = (x + 3y + 14z, y + 4z, z)	 ii.	 T–1(x, y, z) = 

4.7 ଶୂନ୍ୟସ୍ପେଶ କମି୍ବା ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣର କର୍ଣ୍ଣେଲ:
ମନେକର T : U → V ଏକ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ T ର ଶୂନ୍ୟ ସ୍ପେଶ (କର୍ଣ୍ଣେଲ), U ର ଉପସେଟ୍ ଅଟେ ,ଯେଉଁଠ ିସବୁ 
ଭେକ୍ଟର ଅନ୍ତର୍ଭୁ କ୍ତ ଅଛ ିଯାହାର ପ୍ରତବିମି୍ବ T  ରେ । ଏହାକୁ N(T) କମି୍ବା ker(T)ଦ୍ୱାରା ଦର୍ଶାଯାଏ।
	 Ker (T) =	N(T) = {u ∈ U : T (u) = 0}.
4.8 ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣର ବ୍ୟାପ୍ତି କମି୍ବା ପ୍ରତବିମି୍ବ:  

ମନେକରT : U → V ଏକ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ। ତେବେ Tର ବ୍ୟାପ୍ତି ସ୍ପେଶ (ପ୍ରତବିମି୍ବ) ସେହ ିସବୁ ଭେକ୍ଟର 
ଗୁଡକିର  ସେଟ୍ ଅଟେ। ଯେଉଁଠକି ିT ର ଅନ୍ତର୍ଗତ U ର ଭେକ୍ଟର ଗୁଡକିର ପ୍ରତବିମି୍ବ ଅଛ।ିଏହାକୁ R(T)ଦ୍ୱାରା ଦର୍ଶାଯାଏ।। 

	 R(T) =	{T(u), u ∈ U}.
4.9 ର�ୈଖିକ  ରୂପାନ୍ତରଣର ରାଙ୍କ ଓ ନଲିଟ ି(ଶୂନ୍ୟତା)
ମନେକର T:U→V ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ। Tର ରାଙ୍କ କୁ r(T) ଦ୍ୱାରା ଦର୍ଶାଯାଏ ଏବଂ R(T)ର ମାତ୍ରା ଭାବରେ 

ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଏ। Tର ଶୂନ୍ୟତାକୁ µ(T)  ଦ୍ୱାରା ଦର୍ଶାଯାଏ ଏବଂ N(T) ର ମାତ୍ରା ଭାବରେ ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଏ।
4.9.1 ସଲିଭେଷ୍ଟରଙ୍କ ନୟିମ ରାଙ୍କ-ଶୂନ୍ୟତା ଉପପାଦ୍ୟ:
ମନେକର T : U(F) →V(F), ଏକ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ତେବେ

	 ରାଙ୍କ T + ଶୂନ୍ୟତା T =	ମାତ୍ରା U
ଅର୍ଥାତ୍	 r(T) + μ(T) =	dim U

କମି୍ବା	 dim (R(T)) + dim (N(T)) =	dim U

ପ୍ରମାଣ:ମନେକର S = {u1, u2, ..., un}, N(T) ର ଆଧାର ତେଣୁ dim (N(T)) =	 μ(T) = n

S, N(T) ର ଆଧାର, ତେଣୁ S, N(T) ରେ ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଏବଂ N(T) ⊆ U

⇒ S, U ରେ ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଏବଂ ଏହାକୁ U ପାଇ ଁS′ = {u1, u2, ..., un, un+1, ..., um} ର     ଆଧାରରେ 
ସଂପ୍ରସାରଣ କରାଯାଇପାରବି।

ଏଣୁ: 	 dim (N(T)) =	μ(T) = n
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∴	 dim U =	m

ବର୍ତ୍ତମାନ ଆମେ ପ୍ରମାଣ କରବିା କ ିସେଟ୍
	 P =	{T(un+1), T(un+2), ..., T(um)}, R(T) 

ଯେହେତୁ S′, U ର ଆଧାର ଏବଂ ଯେକ�ୌଣସ ିଭେକ୍ଟର u∈U ପାଇଁ S ର ଭେକ୍ଟରଗୁଡକିର ର�ୈଖିକ ସଂଯ�ୋଗ 
ରୂପରେ  ପ୍ରକାଶ କରାଯାଇପାରବି| A

	 u =	a1u1 + a2u2 + ... + anun + an+1un+1 + ... + amum

T ଯେତେବେଳେ ଉଭୟ ପାର୍ଶ୍ୱରେ ପ୍ରୟ�ୋଗ କରବିାପରେ, ଆମେ ପାଉ,
	 T(u) =	 a1 T(u1) + a2 T(u2) + ... + an T(un) + an+1 T(un+1) + ... + am T(um)

[  T ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ଅଟେ]

	 T(u) =	0 + 0 + ... + 0 + an+1 T(un+1) + ... + am T(um)� [  ui ∈ N(T), 1 ≤ i ≤ n]

	 T(u) =	an+1 T(un+1) + ... + am T(um)

∴ T(u),  ସେଟ୍ P ର ଭେକ୍ଟର ଗୁଡକିର ର�ୈଖିକ ସଂଯ�ୋଗ ଅଟେ ଏବଂ ଏହପି୍ରକାର P,R(T )କୁ ବସି୍ତାର କରେ,
	 ବର୍ତ୍ତମାନ, P ଏକ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ଦର୍ଶାଇବା ପାଇଁ,
	 an+1 T(un+1) + an+2 T(un+2) + ... + am T(um) =	 0

⇒	 T(an+1 un+1 + an+2 un+2  + am um) =	0

⇒	 an+1 un+1 + an+2 un+2  + ... + am um
 ∈	 N(T)

ଯେହେତୁ S = {u1, u2, ..., un} N(T)ର ଆଧାର
∴	 an+1 un+1 + an+2 un+2 + ... + am um =	b1u1 + b2u2 + ... + bnun

⇒  (–b1)u1 + (–b2)u2 + ... + (–bn)un + an+1 un+1 + an+2 un+2 + ... + am um = 0

ଯେହେତୁ S′ = {u1, u2, ..., un, un+1, ..., um}, U = S′ର ଆଧାର ଅଟେ ଏବଂ ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର।
∴	 –b1 =	 –b2 = ... = –bn = an+1 = ... = am = 0

ବଶିେଷକର]ି	 an+1 =	an+2 = ... = am = 0.

ତେଣୁ: P, ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଏବଂ R(T) କୁ ବସି୍ତାର କରେ,
∴	 P =	 {T(un+1), T(un+2), ..., T(um)}, R(T) ର ଆଧାର
	 dim (R(T)) =	r(T) = m – n

	 r(T) =	dim U – μ(T)

	 r(T) + µ(T) =	dim U

ଯାହା ଉପପାଦ୍ୟକୁ ପ୍ରମାଣ କରେ।
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କେତେକ ସମାହତି ଉଦାହରଣ

ଉଦାହରଣ 4.32.ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ପାଇଁ  T : R2 → R3 ପାଇଁ ଯେପର ିT(x, y) = (x + y, x – y, y), ବସି୍ତାର 
ସ୍ପେଶ ଓ ଏହାର ଶୂନ୍ୟ ସ୍ପେଶର ଆଧାର ଓ ମାତ୍ରା ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର, ରାଙ୍କ-ଶୂନ୍ୟତା ଉପପାଦ୍ୟ ମଧ୍ୟ ପରୀକ୍ଷା କର।

ସମାଧାନ:1.T ର ଶୂନ୍ୟ ସ୍ପେଶ ଏବଂ ମାତ୍ରା ନରି୍ଣ୍ଣୟ ପାଇଁ
	ସଂଜ୍ଞା ଅନସାରେ, ଶୂନ୍ୟ ସ୍ପେଶ =	{u ∈ R2 : T(u) = 0 ∈ R}

ମନେକର  u = (x, y) ∈ R2 ଶୂନ୍ୟ ସ୍ପେଶର ଏକ ସ୍ୱେଚ୍ଛ ଉପାଦାନ ଅଟେ ।
⇒	 T(u) =	 0
⇒	 T(x, y) =	0
	 (x + y, x – y, y) =	(0, 0, 0)

⇒	 x + y =	0

	 x – y =	0

	 y =	0

ଏହ ିସମୀକରଣଗୁଡକି ସମାଧାନ କରବିାପରେ, ଆମେ ପାଉ,
	 x =	0, y = 0

ଏହପିର,ି ଶୂନ୍ୟସ୍ପେଶ ସେଠାରେଏକ ଶୂନ୍ୟ ଭେକ୍ଟର ଅଟେ।
	 N(T) =	{0}

∴	 T ର ଶୂନ୍ୟତା= ମାତ୍ରା  =	dim (N(T)) = 0.

2. T ର ବ୍ୟାପ୍ତି ସ୍ପେଶ ଏବଂ ଏହାର ମାତ୍ରା ନରି୍ଣ୍ଣୟ ପାଇଁ,           
ମନେକର  V ∈ R(T) ∈ R3 ଏକ ସ୍ୱେଚ୍ଛ ଉପାଦାନ ର ଅସ୍ତିତ୍ୱ ଏହପି୍ରକାର   (x, y) ∈ R2 ଯେପରକି ି V = 

T(x,y)

ବର୍ତ୍ତମାନ , (x, y) =	x(1, 0) + y(0, 1) = xe1 + ye2 ଯେଉଁଠାରେ,  e1 = (1, 0) ଏବଂ e2 = (0, 1)

T କୁ ଉଭୟ ପାର୍ଶ୍ୱରେ ପ୍ରୟ�ୋଗ କରବିାପରେ, ଆମେ ପାଉ,
	 T(x, y) =	T(xe1 + ye2)

	 =	x T(e1) + y T(e2)� [  T ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ]
ବର୍ତ୍ତମାନ,	 T(e1) =	T(1, 0) = (1 + 0, 1 – 0, 0)

	 =	(1, 1, 0)

	 T(e2) =	T(0, 1) = (0 + 1, 0 – 1, 1) = (1, –1, 1)

∴	 T(x, y) =	x(1, 1, 0) + y(1, –1, 1)
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	 V =	x(1, 1, 0) + y(1, –1, 1)� ...(1)

ଯେହେତୁ V ∈ R(T) ସ୍ୱେଚ୍ଛ ଅଟେ, ତେଣୁ(1)
ଦର୍ଶାଉଛକି ି R(T)] ଭେକ୍ଟର  S = {(1, 1, 0), (1, –1, 1)} ଦ୍ୱାରା ବସି୍ତୃତ ହ�ୋଇଛ।ି
3.ପରୀକ୍ଷା କର କ ିS, ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଅଟେ।
ମନେକର a, b ∈ R ସ୍କେଲାର ପାଇଁ,
	 a(1, 1, 0) + b(1, –1, 1) =	 0

	 (a + b, a – b, b) =	(0, 0, 0)

⇒	 a + b =	0

	 a – b =	0

	 b =	0

ଏହ ିସମୀକରଣଗୁଡକି ସମାଧାନ କରବିାପରେ, ଆମେ ପାଉ,
	 a =	0, b = 0

ଏଣୁ: S, ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଅଟେ, ତେଣୁ ଏହା  R(T) ର ଏକ ଆଧାର ସେଟ୍ ଅଟେ।
∴	 ମାତ୍ରା  (R(T)) =	2

ଆଉ ମଧ୍ୟ,	 dim U =	dim R2 = 2

∴	 ରାଙ୍କ(T) + ଶୂନ୍ୟତା (T) =	2 + 0 = 2

	 =	dim R2

ଉଦାହରଣ 4.33.ଏକ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ T : R2 → R3 ଏହପି୍ରକାର କ ିT(1, 2) = (3, –1, 5) ଏବଂ T(0,      1)=(2, 
1, –1),T ପାଇ ଁବ୍ୟାଖ୍ୟା ହ�ୋଇଥିବା ସତୂ୍ର ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ଏବଂ ବ୍ୟାପ୍ତି ସ୍ପେଶ, ରାଙ୍କ, ଶନୂ୍ୟ ସ୍ପେଶ୍‍ ଓ ଶନୂ୍ୟତା ନରି୍ଣ୍ଣୟ 
କର।

ସମାଧାନ: u1 = (1, 2) ଏବଂ u2 = (0, 1), ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଏବଂ  R2 ର ଆଧାର ଅଙ୍କ।
ମନେକର  u = (x, y) ∈ R2 ସ୍ୱେଚ୍ଛ ଉପାଦାନ ଅଟେ।
ଏଣୁ U କୁ u1ଏବଂ u2ର ର�ୈଖିକ ସଂଯ�ୋଗ ରୂପରେ ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇପାରବି।
ସ୍କେଲାର  a, b ∈ R ର ଅସ୍ତିତ୍ୱ ଏହାପ୍ରକାର ଅଛ,ି ଯେପରକିି
	 u =	 au1 + bu2

	 (x, y) =	a(1, 2) + b(0, 1)� ...(1)

	 (x, y) =	(a, 2a+b)

⇒	 x =	a

	 y =	2a + b		 ⇒	 b = y – 2x
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a,b ମଲୂ୍ୟକୁ ସମୀକରଣ (1) ରେ ରଖିଲେ, ଆମେ ପାଉ,
	 (x, y) =	x(1, 2) + (y – 2x) (0, 1)

ବର୍ତ୍ତମାନ T କୁ ଉଭୟ ପାର୍ଶ୍ୱରେ ପ୍ରୟ�ୋଗ କଲେ,

	 T(x, y) =	x T(1, 2) + (y – 2x) T(0, 1)� [  T ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ]

	 T(x, y) =	x(3, –1, 5) + (y – 2x) (2, 1, –1)

	 =	(–x + 2y, –3x + y, 7x – y)

ଯାହା T ପାଇଁ ବ୍ୟାଖ୍ୟା ହ�ୋଇଥିବା ସତୂ୍ର।
ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ସହତି ଜଡତି ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ

	 A =	

R2 → R2 – 3R1, R3 → R3 + 7R1, ପ୍ରକ୍ରୟା ଦ୍ୱାରା

	 ~	  ~ � [ପ୍ରକ୍ରିୟା R3 → R3 + 13/5 R2]

	 R(T) =	ବ୍ୟାପ୍ତି ସ୍ପେଶ,
	 =	<(–1, –3, 7), (2, 1, –1)> ⊆ R3.

	 =	R(T) ର ଆଧାର
	  (R(T)) ର ମାତ୍ରା =	2 = r(T)

N(T) ର ମାତ୍ରା:  
ମନେକର u =	(x, y) ∈ N(T) ⊆ R2

∴	 T(u) =	0

	(–x + 2y, –3x + y, 7x – y) =	(0, 0, 0)

⇒	 –x + 2y =	0

	 –3x + y =	0

	 7x – y =	0

ଏହ ିସମୀକରଣଗୁଡକି ସମାଧାନ କରବିାପରେ, ଆମେ ପାଉ,
	 x =	 0, y = 0

ଏହପିର,ି	 N(T) =	{0}

	 dim (N(T)) =	0 = μ(T)
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ଆଉ ମଧ୍ୟ,	 r(T) + μ(T) =	2 + 0 = 2

	 =	dim R2

ଉଦାହରଣ 4.34.ଏକ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ, T : R3 → R3 ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ଯାହାର ବ୍ୟାପ୍ତି ସ୍ପେଶ  (1, 0, –1) ଏବଂ(1, 
2, 2) ଦ୍ୱାରା ସଷୃ୍ଟି ହ�ୋଇଛ,ି

ସମାଧାନ: R(T) ର ଆଧାର=	{(1, 0, –1), (1, 2, 2)}

ଆମେ ଜାଣୁ ଯେ 	R3 (ପରସିର)ର ଆଧାର ={e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1)}

	 R3 	 R3

ଚତି୍ର = 4.1

ଯେହେତୁ R3 ଏକ ତନିମିାତ୍ରା ବଶିଷି୍ଟ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ ଏବଂ {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} R3ର ଆଧାର 
ତେଣୁ, ଏଠାରେ ଏକ ଅନନ୍ୟ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ T ଅଛ ିଯେପର ି:

                      T(1, 0, 0) =(1, 0, –1)

	 T(0, 1, 0) =	(1, 2, 2)

	 T(0, 0, 1) =	(0, 0, 0)

ମନେକର u = (x, y, z) ∈ R3 ର ସ୍ୱେଚ୍ଛ ଉପାଦାନ ତେଣୁ  u କୁ e1, e2, e3 ର ର�ୈଖିକ ସଂଯ�ୋଗ ରୂପରେ 
ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇ ପାରବି।

\  ଏଠାରେ ଅବସ୍ଥିତ a, b, c ∈ R ସ୍କେଲାର ଯେପର ିକ,ି
                	 u =ae1 + be2 + ce3

	 (x, y, z) =	a(1, 0, 0) + b(1, 0, 0) + c(0, 0, 1)� ...(1)

	 (x, y, z) =	(a, b, c)

⇒	 a =	x, b = y, c = z

a, b ଏବଂ c ର ମଲୂ୍ୟକୁ ସମୀକରଣ (1) ରେ  ରଖିଲେ, ଆମେ ପାଉ,
	 (x, y, z) =	x(1, 0, 0) + y(0, 1, 0) + z(0, 0, 1)

T କୁ ଉଭୟ ପାର୍ଶ୍ୱରେ ପ୍ରୟ�ୋଗ କରବିାଉପରେ  ଆମେ ପାଉ,
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T(x, y, z) =	xT(1, 0, 0) + yT(0, 1, 0) + zT(0, 0, 1)� [T ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ]

	 T(x, y, z) =	x(1, 0, –1) + y(1, 2, 2) + z(0, 0, 0)

	 T(x, y, z) =	(x + y, 2y, –x + 2y)

ଯାହାକ ିଉଦ୍ଦିଷ୍ଟ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ।
ଉଦାହରଣ4.35.ଏକ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ T : R4 → R3 କୁ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ଯାହାର ଶୂନ୍ୟ ସ୍ପେଶ (2, 3, 4, 1) 

ଏବଂ(1, 0, 1, 1) ଦ୍ୱାରା ବସି୍ତୃତ ହ�ୋଇଛ।ି
ସମାଧାନ: 	 N(T) ର ଆଧାର =	{(2, 3, 4, 1), (1, 0, 1, 1)}

	 u(T) =	(N(T) ର ମାତ୍ରା = 2

	 R4ର ମାତ୍ରା =	4

ତେଣୁ ଆମେ N(T)ର ଆଧାରକୁ ବସି୍ତାର କରବିାକୁ ପଡବି ଯେପରକି ିସେଟ୍ R4ର ଆଧାର ହେବ।
R4 ର ମାନକ  ଆଧାର 	  =	{(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1)}

ମନେକର	 S =	{(2, 3, 4, 1), (1, 0, 1, 1), (1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 
0, 0, 1)}

	 R4

	 R3

	 T

ଚତି୍ର 4-2

ସ୍ତମ୍ଭ ଗୁଡକିରେ 4 ଭେକ୍ଟରଗୁଡକି ଲେଖିକର ିଏକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A  କୁ ରଚନାକର ଅର୍ଥାତ୍]

	 A =	

ପ୍ରକ୍ରିୟା ଦ୍ୱାରା R1 ↔ R4	 ~	

R2 → R2 – 3R1, R3 → R3 – 4R1, R4 → R4 – 2R1 ପ୍ରକ୍ରିୟା ଦ୍ୱାରା
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	 ~	

R3 → R3 – R2, R4 → R4 –  ପ୍ରକ୍ରିୟା ଦ୍ୱାରା

	 –	

	 r(A) =	4 = ସ୍ତମ୍ଭ ଗୁଡକିର ସଂଖ୍ୟା
ତେଣୁ {(2, 3, 4, 1), (1, 0, 1, 1), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1)}, R4 ର ଆଧାର ଅଟେ
ବର୍ତ୍ତମାନ]	 T(2, 3, 4, 1) =	(0, 0, 0)�

	 T(1, 0, 1, 1) =	(0, 0, 0)

ମନେକର	 T(0, 0, 1, 0) =	(1, 0, 0)

	 T(0, 0, 0, 1) =	(0, 1, 0)

ଅନ୍ୟ ଭେକ୍ଟର ଗୁଡକି ପ୍ରତବିମି୍ବ ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ହେବା ଦରକାର ଅନ୍ୟଥା ଏହ ିଭେକ୍ଟରଗୁଡକି N(T)ର ଅନ୍ତର୍ଭୁ କ୍ତ, 
ହେବ, ଯାହାକ ିସମ୍ଭବ ନୁହେଁ କାରଣ (N(T))ର ମାତ୍ରା =2

ମନେକର u = (x, y, z, w) ∈ R4 ସ୍ୱେଚ୍ଛ ଏବଂ S ର ଭେକ୍ଟର ଦ୍ୱାରା ର�ୈଖିକ ସଂଯ�ୋଗ ରୂପରେ ପ୍ରକାଶ 
କରାଯାଇପାରବି 

ସେଠାରେ ଅବସ୍ଥିତ ସ୍କେଲାର  a, b, c, d ∈ R ଯେପରକି,ି
	 u =	a(2, 3, 4, 1) + b(1, 0, 1, 1) + c(0, 0, 1, 0) + d(0, 0, 0, 1)� ...(1)

⇒	 (x, y, z, w) =	(2a + b, 3a, 4a + b + c, a + b + d)

⇒	 x =	2a + b

	 y =	3a		

⇒	  =	a 

ଏବଂ 	 z =	4a + b + c

ତଥା 	 w =	a + b + d

ସମାଧାନ କରବିା ପରେ, ଆମେ ପାଉ
	 a =	 , b = x – , c = z – x – , d = w – x + 
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ଏହ ିମଲୂ୍ୟଗୁଡ଼ିକୁ ସମୀକରଣ (1) ରେ ରଖିଲେ, ଆମେ ପାଉ,

	 (x, y, z, w) =	

T କୁ ଉଭୟ ପାର୍ଶ୍ୱରେ ପ୍ରୟ�ୋଗ କଲେ, ଆମେ ପାଉ,
	 T(x, y, z, w) =	

							      �

[  T ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ]

	 T(x, y, z, w) =	

	 T(x, y, z, w) =	

ଯାହା କ ିର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣର ବ୍ୟାଖ୍ୟା ହ�ୋଇଥିବା ସତୂ୍ର।

ପ୍ରଶ୍ନମାଳା 4-8

1.	 ନମି୍ନଲିଖିତ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ପାଇଁ R(T),  (T), N(T)ର ରାଙ୍କ ଏବଂ ଶୂନ୍ୟତା (T) ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ଏବଂ ସଲିଭେଷ୍ଟରଙ୍କ 
ନୟିମ ଯାଞ୍ଚ କର:

	 i.	 T : R3 → R2 T(x, y, z) = (x + y, y + z) ଦ୍ୱାରା ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଛି
	 ii.	 T : R4 → R3 T(x, y, z, w) = (x – y + z + w, x + 2z – w, x + y + 3z – 3w) ଦ୍ୱାରା ବ୍ୟାଖ୍ୟା 

କରାଯାଇଛି
	 iii.	 T : R2 → R2 T(x, y) = (x + y, x) ଦ୍ୱାରା ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଛି
	 iv.	 T : R2 → R3 T(x, y) = (x, x + y, y) ଦ୍ୱାରା ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଛି
2.	 ଏକ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ  T : R3 → R4 ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ଯାହାର ବ୍ୟାପ୍ତି ସ୍ପେଶ (1, 2, 0, –4) ଏବଂ (2, 0, 

–1,–3) ଦ୍ୱାରା ସଷୃ୍ଟି ହ�ୋଇଛ।ି
3.	 ଏକ ର�ୈଖିକ  T : R3 → R3 ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର  ଯାହାର ବ୍ୟାପ୍ତି ସ୍ପେଶ (1, 2, 3) ଏବଂ(4, 5, 6) ଦ୍ୱାରା ସଷୃ୍ଟି ହ�ୋଇଛ।ି
4.	 ଏକ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ  T : R3 → R4 ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର  ଯାହାର ଶୂନ୍ୟ ସ୍ପେଶ (0, 1, –3) ଏବଂ (0, –3, 4) 

ଦ୍ୱାରା ସଷୃ୍ଟି ହ�ୋଇଛ।ି
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5.	 ଏକ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ  T : R4 → R3 ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ଯାହାର ଶୂନ୍ୟ ସ୍ପେଶ (1, 2, 3, 4) ଏବଂ (0, 1, 1, 1) 
ଦ୍ୱାରା ସଷୃ୍ଟି ହ�ୋଇଛ।ି

6.	 ଏକ ସସୀମ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ Vରେ, ଶୂନ୍ୟ ରୂପାନ୍ତରଣ ପାଇଁ ବ୍ୟାପ୍ତି, ରାଙ୍କ, ଶୂନ୍ୟ ସ୍ପେଶ ଓ ଶୂନ୍ୟତା ନରି୍ଣ୍ଣୟ 
କର ଏବଂ ରୂପାନ୍ତରଣକୁ ଚହି୍ନଟ କର।

7.	 ମନେକର T : V → V ଏକ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ଯେପରକି ି R(T) = N(T), ଯେଉଁଠାରେ V ସୀମିତ ମାତ୍ରା 
ବଶିଷି୍ଟ, ପ୍ରମାଣ କରଯେ Vର  ମାତ୍ରା ଯୁଗ୍ମ ଅଟେ।

8.	 ମନେକର  T : R5 → R3 ଏକ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ଯେପରକି ି  m(T) = 2, ତେବେ dim R(T) ର ମାତ୍ରା 
ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।

9.	 ଏକ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ଅଛ ିକ ିT : R4 → R2 ଯେପରକି ିr(T) = 3, m(T) = 2 ?

10.	 ଯଦ ିT : R4 → R3 ଏକ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ଯାହାକ ିT(e1) = (1, 1, 1), T(e2) = (1, –1, 1), T(e3) = 
(1, 0, 0), T(e4)=(1, 0, 1)ଦ୍ୱାରା ବ୍ୟାଖ୍ୟା ହ�ୋଇଛ,ି ତେବେ ଯାଞ୍ଚ କର ଯେ r(T) + m(T) = dim R4= 4.

ଉତ୍ତରମାଳା 

1.	 i.	 R(T) = R2, r(T) = 2, N(T) = {(1, –1, 1)}, m(T) = 1

	 ii.	 R(T) = {(1, 1, 1), (0, 1, 2)},  r(T) = 2, N(T) = {(2, –1, 1, 0), (1, 2, 0, 1)}, m(T) = 2

	 iii.	R(T) = R2, r(T) = 2, N(T) = {0}, m(T) = 0

	 iv.	R(T) = {(1, 1, 0), (0, 1, 1)}, r(T) = 2, N(T) = {0}, m(T) = 0

2.	 T(x, y, z) = (x + 2y, 2x, –y, –4x – 3y) 	 3.	 T(x, y, z) = (x + 4y, 2x + 5y, 3x + 6y)

4.	 T(x, y, z) = (x, 0, 0, 0) 			   5.	 T(x, y, z, t) = (z – y – x, 
t – 2x – y, 0)

7.	 ଶୂନ୍ୟ ରୂପାନ୍ତରଣ: ବ୍ୟାପ୍ତି  = {0}, ରାଙ୍କ୍  = 0, ଶୂନ୍ୟ ସ୍ପେଶ = V, ଶୂନ୍ୟତା = dim (V)

	 ଏକକ ରୂପାନ୍ତରଣ:ବ୍ୟାପ୍ତି  = V, ରାଙ୍କ୍  = dim V, ର ମାତ୍ରା ,ଶୂନ୍ୟ ସ୍ପେଶ, = {0}, ଶୂନ୍ୟତା = 0

8.	 3		  9.	 ନାହିଁ
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ଆକର୍ଷଣୀୟ ତଥ୍ୟ;

• ଏକ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍ ହେଉଛ ି,ଭେକ୍ଟର ନାମକ ଗାଣିତକି ବସ୍ତୁର ସମାହାର

 
ଚତି୍ର 4-3

	• ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍ରେ ଦୁଇଟ ିପ୍ରକ୍ରିୟା ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଛ:ି ଦୁଇଟ ିଭେକ୍ଟରର ଯ�ୋଗ ଏବଂ ସ୍କେଲାର ସହତି ଏକ 
ଭେକ୍ଟରର ଗୁଣନ । ଏହ ିପ୍ରକ୍ରିୟାଗୁଡକି ଏକ ଭେକ୍ଟରର ଆକାର ଏବଂ ଏହା ସଚୂାଉଥିବା ଦଗିକୁ ଏହା ପରବିର୍ତ୍ତନ 
କରପିାରବି । କନି୍ତୁ  ଫଳାଫଳ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍ରେ ରହବି।

	• ଆମେ ଭେକ୍ଟରକୁ ଏପର ିଭାବରେ ପରବିର୍ତ୍ତନ କରପିାରବୁି ନାହିଁ, ଯାହା ଆଉ ତଆିର ିହ�ୋଇପାରବି ନାହିଁ ।
	• ଭେକ୍ଟର ସହତି ସ୍କେଲାର ଯ�ୋଗ କରବିା ସମ୍ଭବ ନୁହେଁ , କାରଣ ସେମାନେ ସ୍ପେଶ୍‍ରେ ବଭିିନ୍ନ ମାତ୍ରାରେ ଆସନ୍ତି, 

ଭିଡଓି ସନ୍ଦର୍ଭ  (ଉତ୍ସ: ଏନପିଟଇିଏଲ) 

ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍ 
ଆଧାର ଓ 

ମାତ୍ରା

  

ର�ୈଖିକ 
ରୂପାନ୍ତରଣ

  

ବ୍ୟୁତକ୍ରମୀ 
ର�ୈଖିକ 

ରୂପାନ୍ତରଣ ଏବଂ 
ମ୍ୟାଟ୍ରିସେସ୍

  

ଏକ ର�ୈଖିକ 
ରୂପାନ୍ତରଣ 
ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ
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ବାସ୍ତବ ଜୀବନରେ ପ୍ରୟ�ୋଗ: ରାଙ୍କ ବନାମ ର�ୈଖିକ ନରି୍ଭରଶୀଳତା ଓ ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ରତା :
ମ�ୋ ଅବସ୍ଥିତ ିଠାରୁ A, 4କ.ିମି ଉତ୍ତରରେ  ଏବଂ 4କ.ିମି ପୂର୍ବରେ, ଅବସ୍ଥିତ, ତା’ପରେ ଏହାକୁ ମ�ୋର ର୍ବତ୍ତମାନର 
ଅବସ୍ଥାନରୁ ବନି୍ଦୁ  Aର ଅନନ୍ୟ ସ୍ଥାନାଙ୍କ କୁହାଯାଏ। ଯଦ ିମୁଁ କୁହେ A ବନି୍ଦୁ  ଉତ୍ତର-ପୂର୍ବ ଦଗିରେ 5 କଲି�ୋମିଟର ଅଟେ, 
ତେବେ ଏହାର କ�ୌଣସ ିବ୍ୟବହାର ନାହିଁ । ଏହାର ଅର୍ଥ ଦୁଇଟ ିସଚୂନା ଉଭୟ ଭିନ୍ନ ଦଗି ସହତି ଜଡତି 2D ସମତଳରେ 
ଯେକ�ୌଣସ ିବନି୍ଦୁ  ଖ�ୋଜବିା ପାଇଁ ଯଥେଷ୍ଟ । ସମାନ ଧାରଣା ଉଚ୍ଚ ମାତ୍ରା ବଶିଷି୍ଟ ସମତଳ ପାଇଁ ବ୍ୟବହୃତ ହୁଏ। nxm 
ଆକାର A ର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଅନୁଯାୟୀ, ଯଦ ିର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଭେକ୍ଟର ସଂଖ୍ୟା r ହୁଏ , ଏହାର ଅର୍ଥ ହେଉଛ ିଏହ ିr ଭେକ୍ଟର 
ସାହାର୍ଯ୍ୟରେ ଏହ ିମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ସହତି ଜଡତି ସମସ୍ତ ଦଗିକୁ ବର୍ଣ୍ଣନା କରପିାରବି। ବର୍ତ୍ତମାନ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର 
ଭେକ୍ଟର ସଂଖ୍ୟା ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ରାଙ୍କ ବ୍ୟତୀତ ଆଉ କଛି ିନୁହେଁ। ଏହାର ଅର୍ଥ ଯେକ�ୌଣସ ିମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ପାଇଁ, ଯେତେବେଳେ 
ତୁମକୁ ରାଙ୍କ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କରବିା କୁକୁହାଯାଏ, ଏହାର ଅର୍ଥ ପର�ୋକ୍ଷରେ ତୁମେ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ସହତି ଜଡତି ପର୍ଯ୍ୟାପ୍ତ ସଂଖ୍ୟକ 
ନରି୍ଦ୍ଦେଶ ଦେଉଛନ୍ତି,
ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଏବଂ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ମଧ୍ୟରେ ସମ୍ପର୍କ:
ମୁଁ ଏକ କ୍ୟାମେରା ଓ ଏକ ଯନ୍ତ୍ରଚାଳତି ହାତ ଦ୍ୱାରା ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଏବଂ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ମଧ୍ୟରେ ସମ୍ପର୍କକୁ ବୁଝାଇବାକୁ 
ଚେଷ୍ଟା କରୁଛ।ି ମନେକର ତୁମର ଏକ ଯନ୍ତ୍ରଚାଳତି ହାତ ଅଛ,ି ଯାହାକ ି କ୍ୟାମେରାର ତଥ୍ୟ ଉପରେ ନରି୍ଭରଶୀଳ। 
ବର୍ତ୍ତମାନ କ୍ୟାମେରାଟ ିକଠ�ୋରୀର ଏକ କ�ୋଣରେ ଅଛ।ି ତେଣୁ କ୍ୟାମେରାର ତଳକୁ, ଉପରକୁ କମି୍ବା ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ କରବିା 
ଦୃଷ୍ଟିକ�ୋଣରୁ ଏହାର ଦୂରତା ଭିନ୍ନ ଭିନ୍ନ ହେବ। ଏହସିବୁ କାର୍ଯ୍ୟ ପାଇଁ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ଆବଶ୍ୟକ, ତେଣୁ ତୁମେ 
ଏହ ିସବୁ କାର୍ଯ୍ୟ କରବିାପାଇଁ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସିକୁ ମଳୂ ରୂପରୁ ବଭିିନ୍ନ ରୂପକୁ ରୂପାନ୍ତରଣ କରବିାକୁ ହେବ।

ବଷିୟାତ୍ମକ ସମାହତି କଠନି ପ୍ରଶ୍ନ

ଉଦାହରଣ 1.ସଚୂତି କ୍ଷେତ୍ରରେ ନମି୍ନଲିଖିତ ପ୍ରତ୍ୟେକ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ ପାଇଁ ଏକ ଆଧାର ଦଅି:
i.	 R , R ରେ				    ii.  Q(21/4), Q ରେ
ଯେଉଁଠାରେ Q, R ଯଥାକ୍ରମେ ପରମିେୟ ଏବଂ ବାସ୍ତବ ସଂଖ୍ୟାର ଏକ କ୍ଷେତ୍ର,

ସମାଧାନ:i. ଆମର ଅଛ ିR  = 

ବର୍ତ୍ତମାନ  ର ଶୂନ୍ୟ ଉପାଦାନକୁ 0 = 0 + 0 .  ରୂପରେ ଲେଖାଯାଇପାରବି।
ମନେକର a, b ∈ R, ଯେପର ିକି
                	 a.1 +  =0

⇒	 a +  =	0 + 

⇒	 a =	0, b = 0

⇒  S ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର।
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ମନେକର x +  ] R ର କ�ୌଣସ ିଏକ ଉପାଦାନ ତେବେ x +  = x . 1 + .y

R  ର ପ୍ରତ୍ୟେକ ଉପାଦାନ,S ର ଉପାଦାନର ର�ୈଖିକ ସଂଯ�ୋଗ ରୂପରେ ପ୍ରକାଶ କରାଯାଇପାରବିA

⇒	 L(S) =	R

ଏଣୁ S =  ଦୁଇଟ ିଉପାଦାନ ବଶିଷି୍ଟ R  ର ଏକ ଆଧାର ଅଛ ିତେଣୁ dim. R  = 2

ii.	 ଆମର ଅଛ,ି
	 Q(21/4) =	 {a + (21/4)b : a, b ∈ Q}

ବର୍ତ୍ତମାନ Q(21/4)ର ଶୂନ୍ୟ ଉପାଦାନ 0 = 0 + (21/4)।
ମନେକର S = {1, 21/4},ତେବେ S ⊆ Q(21/4).

ବର୍ତ୍ତମାନ ଆମେ ଦେଖିବାକ ିS, Q(21/4)ର ଏକ ଆଧାର ସଷୃ୍ଟିକରେ।
ମନେକର a, b ∈ Q ଯେପର ିକ ିa . 1 + b . (21/4) = 0

⇒	 a + b(21/4) =	0 + 0 . (21/4)

⇒	 a =	0, b = 0

⇒  S ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର।
ମନେକର  x + (21/4)y] Q(21/4) ର କ�ୌଣସ ିଏକ ଉପାଦାନ
ତେବେ,	 x + (21/4)y =	 x.1 + (21/4).y

⇒  Q(21/4) ର ପ୍ରତ୍ୟେକ ଉପାଦାନ ,S ର ଉପାଦାନରେ ର�ୈଖିକ ସଂଯ�ୋଗ ରୂପରେ ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇପାରବି। 
⇒	 L(S) =	Q(21/4)

ଏଣୁ S =	{1, 21/4}] Q(21/4) ର ଆଧାର ଏବଂ dim. Q(21/4) = 2

ଉଦାହରଣ 2.ସ୍ପେଶ c[0, p] ରେ ମନେକର f, g, h ଏବଂ j ଭେକ୍ଟର, ଯେପର ିf(x) = 1, g(x) = x, h(x) = cos 
x, j(x) = cos2 , 0 ≤ x ≤ p ପାଇଁ ବ୍ୟାଖ୍ୟା ହ�ୋଇଛ ିj କୁ f] g] hର ର�ୈଖିକ ସଂଯ�ୋଗ ରୂପରେ ଲେଖି ଦର୍ଶାଅ ଯେ 
f] g] h ଏବଂ  j ର�ୈଖିକ ନରି୍ଭରଶୀଳ।

ସମାଧାନ:ଆମେ ଜାଣୁକ,ି cos 2x = 2 cos2 x – 1

x କୁ  ଦ୍ୱାରା ପ୍ରତସି୍ଥାପନ କଲେ, ଆମେ ପାଉ,

                	 cos x =	2 cos2  – 1

⇒	 cos x + 1 =	2 cos2 

⇒	  =	cos2 
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	 cos2  =	

	 j(x) =	

କମି୍ବା	 j(x) =	

ଏକ ର�ୈଖିକ ଅପରେଟର।
ଉଦାହରଣ 3.ମନେକର T, ଏକ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ V(F) ରେ ଯଦ ିT2=0, ତେବେ Tର ବ୍ୟାପ୍ତି ଓ Tର ଶୂନ୍ୟ  

ସ୍ପେଶର ସମ୍ପର୍କ ବଷିୟରେ କ’ଣ କହପିାରବିେ? V2(R)ରେ ଏକ ର�ୈଖିକ ଅପରେଟରର ଉଦାହରଣ ଦଅି: ଯେପରକି ି
T2= 0 କନି୍ତୁ T ≠ 0-

ସମାଧାନ: ଯହେତୁ T2 = 0 ତେବେ  α ∈ V ପାଇଁ
	 T2 (α) =	0(α)  ⇒  T[T(α)] = 0

	 T(α) ∈	N(T)� [ଶୂନ୍ୟ ସ୍ପେଶ ସଂଜ୍ଞା ଅନୁସାରେ]

କନି୍ତୁ 	 T(α) ∈	R(T) ∀ α ∈ V

	 R(T) ⊂	N(T)

ତେଣୁ ଯେବେT2 = 0, T ର ବ୍ୟାପ୍ତି T ର ଶୂନ୍ୟ ସ୍ପେଶ ଧାରଣ କରେ।
ଉଦାହରଣ 4. ମନେକର V(R)] x ରେ ସମସ୍ତ ପଲିନ�ୋମିଆଲର ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ, ଯାହାର,ଗୁଣାଙ୍କ R କ୍ଷେତ୍ରରେ 

ଅଛ ି। ମନେକର DଏବଂT, Vରେ ଦୁଇଟ ିର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ, ଯାହାକୁ ଏହପି୍ରକାର ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଛି
	 D(f(x)) =	  f(x) ∀ f(x) ∈ V ଏବଂ T(f(x)) = xf(x) ∀ f(x) ∈ V

ତେବେ ଦର୍ଶାଅ କ ିDT ≠ TD ଏହା ମଧ୍ୟ ଦର୍ଶାଅ ଯେ DT – TD = I-

ସମାଧାନ: ମନେକର f(x) ∈ V ତେବେ 

	 (DT) (f(x)) =	D[T(f(x))] = D[xf(x)]

	 =	  [xf(x)] = f(x) + x  f(x)� ...(1)

ଏଠାରେ ମଧ୍ୟ,	 (TD) (f(x)) =	T(D(f(x)))

	 =	T  = x .  f(x)� ...(2)

ଏଣୁ, ସମୀକରଣ  (1) ଏବଂ(2) ରୁ, ଆମେ କହପିାରବିା f(x) ∈ V ର ଅସ୍ତିତ୍ୱ ଏହପି୍ରକାର ଅଛ ିଯେପରକି ି
	 (DT) (f(x)) ≠	(TD) (f(x))

ତେଣୁ,	 DT ≠	TD.

ଆଉ ମଧ୍ୟ, (DT) (f(x)) – (TD) (f(x)) = f(x) = I(f(x))
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\	 DT – TD =	I

ଉଦାହରଣ 5. T : R3 → R4, ଦ୍ୟାରା ବ୍ୟାଖ୍ୟା ହ�ୋଇଛ ିଯେପର ିT(x) = (x1 – x3, x1 + x2, x3 – x2, x1 – 
2x2) ସମସ୍ତ
x = (x1, x2, x3) ∈ R3, ପାଇଁ 

a.	 T(1, –2, 3) ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।
b.	 ଏକ ଭେକ୍ଟର x ∈ R3 ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ଯେପରକି ିT(x) = (8, 9, –5, 0)A

ସମାଧାନ.T : R3 → R4 ଯେପରକିି
	 T(x1, x2, x3) =	 (x1 – x3, x1 + x2, x3 – x2, x1 – 2x2)ଦ୍ୱାରା ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଛ।ି
a.T(1, –2, 3) =	(1 – 3, 1 + (–2), 3 – (–2), 1 – 2(–2))

	 =	(–2, –1, 5, 5)

b. ମନେକର  x =	(u, v, w) ଯେପରକିି
	 T(u, v, w) =	(8, 9, –5, 0)

	(u – w, u + v, w – v, u – 2v) =	 (8, 9, –5, 0)

ତୁଳନା କରବିା ପରେ, ଆମେ ପାଉ,
	 u – w =	8� ...(1)

	 u + v =	9� ...(2)

	 w – v =	–5� ...(3)

	 u – 2v =	0		  ⇒  u = 2v� ...(4)

ସମୀକରଣ (2) ରୁ (1) କୁ ବୟି�ୋଗ କରେ, ଆମେ ପାଇ,
	 v + w =	1� ...(5)

ସମୀକରଣ (3) ଏବଂ(5)କୁ ଯ�ୋଗ କରେ, ଆମେ ପାଉ,
	 w =	–2

ସମୀକରଣ (5) ରୁ,	 v – 2 =	1  ⇒  v = 3

ସମୀକରଣ(4) ରୁ,	 u =	6

ଏହପିର ି(u, v, w) = (6, 3, –2)] R3 ରେ ଆବଶ୍ୟକ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ ଯାହାର ପ୍ରତବିମି୍ବ T ରେ  (8, 9, –5, 0) 
ଅଟେ।

ଉଦାହରଣ 6. ମନେକର v1 = (–1, 2, 0), v2 = (3, 2, –1) ଏବଂ v3 = (1, 6, –1)] R3(R) ର ତନି ିଭେକ୍ଟର 
ତେବେ ଦର୍ଶାଅ କ ି [v1, v2] = [v1, v2, v3].
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	ସ ମାଧାନ:  ସ୍ପଷ୍ଟ ରୂପରେ ,	[v1, v2] =(l1v1 + l2v2 : l1, l2 ∈ R)

ଏବଂ,	 [v1, v2, v3] =	{m1v1 + m2v2 + m3v3 : m1, m2, m3 ∈ R}

ମନେକର	 v3 =	(1, 6, –1) = a1v1 + a2v2.. ତେବେ,
	 (1, 6, –1) =	(–a1 + 3a2, 2a1 + 2a2, –a2)

⇒	 –a1 + 3a2 =	1,  2a1 + 2a2 = 6, –a2 = –1.

⇒	 a1 =	2, a2 = 1

\	 (1, 6, –1) =	2(–1, 2, 0) + 1(3, 2, –1)

⇒	 m3(1, 6, –1) =	2m3(–1, 2, 0) + m3(3, 2, –1)

⇒	 m3v3 =	2m3v1 + m3v2

ବର୍ତ୍ତମାନ,	 [v1, v2, v3] =	{m1v1 + m2v2 + 2m3v1 + m3v2 : m1, m2, m3 ∈ R}

⇒	 [v1, v2, v3] =	{(m1 + 2m3)v1 + (m2 + m3)v2 : m1, m2, m3 ∈ R}

⇒	 [v1, v2, v3] =	{l1v1 + l2v2 : l1, l2 ∈ R}

⇒	 [v1, v2, v3] =	[v1, v2]

ଉଦାହରଣ 7.ମନେକର V, Rରେ 2 ×2 ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ, ଦର୍ଶାଅ ଯେ, dimV = 3-

ସମାଧାନ:  ଏକ ସ୍ୱେଚ୍ଛ2 × 2 ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ରୂପ  ଅଟେ ଯେଉଁଠାରେ  a, b, c ∈ R 

i. a = 1, b = 0, c = 0, ii. a = 0, b = 1, c = 0, iii. a = 0, b = 0, c = 1, ଏହପିର ିଆମେ ନମି୍ନଲିଖିତ 
ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ପାଉ,

	 A =	 , B = , C = 

ଆମେ ଦର୍ଶାଇବା କ ିସେଟ୍ S = {A, B, C}] Vର ଏକ ଆଧାର ଅଟେ। ପ୍ରଥମେ ଆମକୁ ଦର୍ଶାଇବାକୁ ହେବ ଯେ 
S ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର

ମନେକର x, y, z ∈ R ଯେପର ିକ ିxA + yB + zC = 0

⇒	  =	

⇒	  =	

⇒	 x =	0, y = 0, z = 0

\	 S =	{A, B, C} ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର।
ବର୍ତ୍ତମାନ, ଆମକୁ ଦର୍ଶାଇବାକୁ ହେବ କ ିL(S) = V-
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ମନେକର ] V ର କ�ୌଣସ ିଉପାଦାନ, ତେବେ ଆମେ ପାଉ,

	  =	

⇒	  =	

⇒	  =	aA + bB + cC

⇒  V ର ପ୍ରତ୍ୟେକ ଉପାଦାନ S ର ଉପାଦାନଗୁଡ଼ିକର ର�ୈଖିକ ସଂଯ�ୋଗ ଅଟେ।
ଉଦାହରଣ 8. ମନେକର V ଏକ ସସୀମ ମାତ୍ରିକ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ ଓ T, Vରେ ଏକ ର�ୈଖିକ ଅପରେଟର, ମନେକର 

ରାଙ୍କ (T2)= ରାଙ୍କ(T)ପ୍ରମାଣ କର ଯେ Tର ବ୍ୟାପ୍ତି ଓ ଶୂନ୍ୟ ସ୍ପେଶ ବ୍ୟବହତି, ଅର୍ଥାତ୍ ସାଧାରଣରେ କେବଳ ଶୂନ୍ୟ 
ଭେକ୍ଟର ଅଛ।ି

ସମାଧାନ: ଆମେ ଜାଣୁ ଯେ, V ର ମାତ୍ରା= T ର ରାଙ୍କ+Tର ଶୂନ୍ୟତା� ...(1)

ବର୍ତ୍ତମାନ, T2 ମଧ୍ୟ V ଉପରେ ଏକ ର�ୈଖିକ ଅପରେଟର,
ତେବେ, Vର ମାତ୍ରା=(T2)ର ରାଙ୍କ+(T2)ର ଶୂନ୍ୟତା� ...(2)

ସମୀକରଣ (1) ଓ (2), ଆମେ ପାଉ,
(T)ର ରାଙ୍କ + (T)ର ଶୂନ୍ୟତା = (T2)ର ରାଙ୍କ + (T2)ର ଶୂନ୍ୟତା
⇒Tର ଶୂନ୍ୟତା = T2ର ଶୂନ୍ୟତା� ¹ (T)ର ରାଙ୍କ = (T2)ର ରାଙ୍କº 

⇒Tର ଶୂନ୍ୟ ସ୍ପେଶର ମାତ୍ରା= (T2)ର ଶୂନ୍ୟ ସ୍ପେଶର ମାତ୍ରା
⇒	 ଯଦ ିa ∈ T ର ଶୂନ୍ୟ ସ୍ପେଶ, ତେବେ,
	 T(a) =	0

⇒	 T[T(a)] =	T(0)

⇒	 T2(a) =	0� [  T(0) = 0]

\  a ∈ T2ର ଶୂନ୍ୟ ସ୍ପେଶ।
\  Tର ଶୂନ୍ୟ ସ୍ପେଶ ⊆ T2 ର ଶୂନ୍ୟ ସ୍ପେଶ। କନି୍ତୁ  Tର ଶୂନ୍ୟ ସ୍ପେଶ ଓ T2 ର ଶୂନ୍ୟ ସ୍ପେଶ ଉଭୟ Vର ସବ-ସ୍ପେଶ 

ଏବଂ ସମାନ ମାତ୍ରା ବଶିଷି୍ଟ,
ତେବେ Tର ଶୂନ୍ୟ ସ୍ପେଶ = T2ର ଶୂନ୍ୟ ସ୍ପେଶ
⇒T2 ଶୂନ୍ୟ ସ୍ପେଶ ⊆ Tର ଶୂନ୍ୟ ସ୍ପେଶ
⇒	 T2(a) =	0

⇒	 T(a) =	0



388 | କଳନ ଏବଂ ର�ୈଖିକ ବୀଜଗଣିତ

ମନେକର	 b ≠	0 ଓ b ∈ R(T) ∩ N(T),

ତେବେ,	 b ∈ R(T) ଓ b ∈ N(T).

ବର୍ତ୍ତମାନ]	 b ∈	N(T)  ⇒  T(b) = 0

ଆଉ ମଧ୍ୟ]	 b =	R(T)  ⇒  ∃ a ∈ V ଯେପରକି ିT(a) = b
ବର୍ତ୍ତମାନ]	 T(a) =	b

⇒	 T[T(a)] =	T(b) = 0

ଏହପିର,ି ଏଠାରେ a ∈ V ଅବସ୍ଥିତ ଯେପର ି କ ି T[T(a)] = 0 କନି୍ତୁ  T(a) = b ≠ 0 ଯାହାକ ି ସମୀକରଣ 
(1)ର ବରି�ୋଧ�ୋକ୍ତି ଅଟେ, ତେଣୁ ଏଠାରେ କ�ୌଣସ ିb ∈ R(T) ∩ N(T)ର ଅସ୍ତିତ୍ୱ ନାହିଁ ଯେପରକି ିb ≠ 0- ତେଣୁ 
R(T) ∩ N(T) = {0}-

ସାରାଂଶ

1.	 ଏକ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ Vପାଇଁ, (F) ସର୍ବଦା Vର ଏକ ସବ୍‍ ଫିଲ୍ଡ ଅର୍ଥାତ V କେବଳ ଏହାର ସବ୍‍ ଫିଲ୍ଡରେ ବ୍ୟାଖ୍ୟା 
କରାଯାଇ ପାରବି।

2.	 ଯଦ ିr(A) = ସ୍ତମ୍ଭ ଗୁଡକିର ସଂଖ୍ୟା, ତେବେ ’A’ ରେ ଭେକ୍ଟର ଗୁଡକି ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଅନ୍ୟଥା ର�ୈଖିକ ନରି୍ଭରଶୀଳ।
3.	 ଯଦ ିVର ମାତ୍ରା =n(ସସୀମ ମାତ୍ରିକ) ଓ S = {v1, v2, ..., vn} Vର ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଉପସେଟ୍, ତେବେ S, Vର 

ଆଧାର।
4.	 V(F)ର କ�ୌଣସ ିଆଧାରରେ ଭେକ୍ଟର ସଂଖ୍ୟାକୁ Vର ମାତ୍ରା କୁହାଯାଏ। 
5.	 ବ୍ୟାପ୍ତି ସ୍ପେଶର ମାତ୍ରା=ରାଙ୍କ
     ଅର୍ଥାତ୍ R(T)ର ମାତ୍ରା = r(T)
     ଶୂନ୍ୟ ସ୍ପେଶର ମାତ୍ରା=ଶୂନ୍ୟତା
     ଅର୍ଥାତ୍, N(T)ର ମାତ୍ରା = m (T)
6.	 ରାଙ୍କ-ଶୂନ୍ୟତା ଉପପାଦ୍ୟ ଅନୁସାରେ,

	 r(T) + m(T) = Uର ମାତ୍ରା, 
ଯେଉଁଠାରେ ‘U’ ଏକ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ। 

7.	 ର�ୈଖିକ ମ୍ୟାପ T : U(F) → V(F)କୁ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ କୁହାଯାଏ ଯଦି
	 T(au + v) =aT(u) + T(v) ∀ a ∈ F, u, v ∈ U

8.	 ଦୁଇଟ ିର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣର ସଂଯ�ୋଗ ବାଖ୍ୟା ହ�ୋଇପାରବି, କେବଳ ଯେତେବେଳେ
      ପରବର୍ତ୍ତୀ ଉତ୍ପାଦକ ରୂପାନ୍ତରଣର ବ୍ୟାପ୍ତି ⊆ ପୂର୍ବ ଉତ୍ପାଦକ ରୂପାନ୍ତରଣର ପରସିର। 
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ସଂକ୍ଷିପ୍ତ ପ୍ରଶ୍ନ

1.	 [0, 1]ରେ ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଥିବା ସମସ୍ତ ଫଳନ ଗୁଡକିର ସେଟ୍‍କୁ ଧ୍ୟାନ ଦଅି ଯପରକି,ି
	 I.  = 0                II.  = 1	 III.	 f(x) = xf(x)	 IV.	 f(0) = f(1)

	 ତେବେ ସଠକି ଉତ୍ତର ହେଉଛି
   a-କେବଳ(I) ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶଅଟେ   	 b-କେବଳ(I) ଏବଂ(4) ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ‍ ଗୁଡକିଅଟେ 

   c-କେବଳ(i), (iii), ଏବଂ(iv) ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ ଗୁଡକିଅଟେ! 	 d-ସମସ୍ତ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶଅଟେ
2. ସେଟ୍ S = {(0, 1, 0, 0),(1, 1, 0, 0), (1, 0, 1, 0), (0, 0, 1, 0), (1, 1, 1, 0), (1, 0, 0, 0)} 

ଦ୍ୱାରା ବସି୍ତାରତି ବାସ୍ତବ ସଂଖ୍ୟାଗୁଡକିର କ୍ଷେତ୍ରରେ ଭକ୍ଟର ସ୍ପେଶ Vକୁ ବଚିାର କର। Vର ମାତ୍ରା କଣ?
	 a.	 1	 b.	 2	 c.	 3 	 d.	4

3.	 ମନେକର X = (3, 2, –1), Y = (2, 4, 1), Z = (4, 0, –3 ଏବଂ W = (10, 4, –5) ] R3 ରେ ଭେକ୍ଟର 
ଗୁଡକି ଏକ ବାସ୍ତବ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ, ନମି୍ନଲିଖିତ ମଧ୍ୟରୁ କେଉଁଟ ିସଠକି୍ ଅଟେ ?

	 a.	 2X + Z = W.Y + Z = W		 b.2X – Y = Z.Y + 2Z = W

	 c.	 X + Z = W.2X + Y = Z 		 d.Y + 2Z = W.X – Y = Z

4.	 ଦତ୍ତ ଭେକ୍ଟର a = (1, 2, 3), b = (3, 1, 0), g = (2, 1, 3) ଏବଂ δ = (–1, 3, 6).

	 ନମି୍ନଲିଖିତ ଉକ୍ତି ଗୁଡକୁି ବଚିାର କର 

 	 I. g, a ଏବଂb ର ର�ୈଖିକ ସଂଯ�ୋଗ ଅଟେ
	 II. δ] a ଏବଂ bର ର�ୈଖିକ ସଂଯ�ୋଗ ଅଟେ, ତେବେ’ ଉପର�ୋକ୍ତ ନମି୍ନ ଲିଖିତ କଥନ ମଧ୍ୟରୁ କେଉଁଟ ିସଠକି 

ଅଟେ?
	 a-	 କେବଳ I	 b-	 କେବଳ II	 c-	 I ଏବଂ 2 ଉଭୟ	 d-	 I କମି୍ବା 2 ନୁହେଁ
5.	 ନମି୍ନ ଲିଖିତ ମଧ୍ୟରୁ କେଉଁଟ ିR3 ର ଆଧାର ନୁହିଁ?
	 a.	 (3, 0, 0), (0, –1, 0), (0, 0, 1/2)	 b.	 (0, 0, –3), (1, 2, 3), (1, 2, 1)

	 c.	 (1, 2, –1), (1, 1, 1), (1, 3, 5) 	 d.	 (1, 1, 0), (1, 2, 3), (0, 0, 1)

6.	 ନମି୍ନଲିଖିତ ମଧ୍ୟରୁ କେଉଁଟ ିର�ୈଖିକ ନୁହେଁ?
	 a.	 F : R2 → R2 ଯେପରକି ିF(x, y) = (2x – y, x)

	 b.	 F : R3 → R2 ଯେପରକି ିF(x, y, z) = (z, x + y)

	 c.	 F : R → R2 ଯେପରକି ିF(x) = (2x, 3x)

	 d.	 F : R3 → R2 ଯେପରକି ିF(x, y, z) = (x + 1, y + z)

7.	 ଦୁଇଟ ି ରୂପାନ୍ତରଣ T : R3 → R2 ଏବଂ S : R3 → R2 ଯେପର ିT(x, y, z) = (x + 1, y + z) ଏବଂ S(x, 
y, z) = (| x |, 0), ଦ୍ୱାରା ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଛ,ି ତେବେ
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	 a-T.ଏବଂ S ଉଭୟ ର�ୈଖିକ 	  	 b-	 .T ଏବଂ S ଉଭୟ ର�ୈଖିକ ନୁହଁନ୍ତି
	 c-	 T ର�ୈଖିକ ଅଟେ କନି୍ତୁ  S ର�ୈଖିକ ନୁହେ ଁ	 d-	 T ର�ୈଖିକ ନୁହେଁ କନି୍ତୁ  S ର�ୈଖିକ
8.	 ଅନନ୍ୟ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ T : R2 → R2 ଯେପରକି ି T(1, 2) = (2, 3) ଏବଂT(0, 1) = (1, 4)] ତେବେ 

T ପାଇଁ, ନୟିମ ହେଉଛ]ି

	 a.	 T(x, y) = (y, –5x + 4y)		  b.	 T(x, y) = (–5x + 4y, y)
	 c.	 T(x, y) = (x, –5x + 4y) 		  d.	 T(x, y) = (–4x + 5y, y)

9.	 ଏକ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ  T : R2 → R2 ଯେପର ି T(3, 1) = (2, –4) ଏବଂ T(1, 1) = (0, 2) ତେବେ] T(7, 
8)ର ମଲୂ୍ୟ

	 a.	 (–1, 3)	 b.	 (–1, 19)	 c.	 (2, –3) 	 d.	 (–3, 2)

10.	 ମନେକର F କ�ୌଣସ ି କ୍ଷେତ୍ର ଏବଂ ମନେକର T] F2 ରେ ଏକ ର�ୈଖିକ ଅପରେଟର ଯେପରକି ି
T(a,b)=(a+b,a)ଦ୍ୱାରା ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଛ ିତେବେT–1(a,b) ର ମଲୂ୍ୟ%

	 a.	 (b, a – b)	 b.	 (a – b, b)	 c.	 (a, a + b) 	 d.	 (a + b, a – b)

11.	 ଆଧାର B = {(1, 1, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 0)}ଭିତ୍ତିକ] R3 ରେ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ Tର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଯେପରକି ିT(x, y, 
z) = (2y + z, x – 4y, 3x)] ଦ୍ୱାରା ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଛ,ି T ର ମଲୂ୍ୟ%

	 a.	 	 b.	 	 c.	  	 d.	

12.	 ମନେକର T: R3 → R2 ଏକ  ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ଯେପର ି T(x, y, z) = (x + y, y – z)- ଦ୍ୱାରା ବ୍ୟାଖ୍ୟା 
କରାଯାଇଛ,ି ତେବେ କ୍ରମିତ ଆଧାର {(1, 1, 1), (1, -1, 0), (0,1,0)} ଏବଂ {(1,1) (1,0)} ଭିତ୍ତିକ T 
ର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ହେଉଛ ି

	 a.	 	 b.	 	 c.	  	 d.	

13.	 ଧରାଯାଉ T1 ଏବଂ T2] R3ରେ ଦୁଇଟ ିର�ୈଖିକୁ ଅପରେଟ୍ ତାହା 
	 T1(x, y, z) = (x, x + y, x – y – z), T2(x, y, z) = (x + 2z, y – z, x + y + z) ଦ୍ୱାରା ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଛ]ି ତେବେ
	 a-	 T1 ବ୍ୟୁତକ୍ରମୀ କନି୍ତୁ  T2  ନୁହେଁ   	 b-T2 ବ୍ୟୁତକ୍ରମୀ କନି୍ତୁ  T1 ନୁହେଁ
	 c-	 T1 ଓ T2

 ଉଭୟ ବ୍ୟୁତକ୍ରମୀ		 d- T1 କମି୍ବା T2 ବ୍ୟୁତକ୍ରମୀ ନୁହେଁ
14.ଏକ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ T : R10 → R6 ପାଇଁ କର୍ଣ୍ଣେଲର ମାତ୍ରା 5 ତେବେT ର ବ୍ୟାପ୍ତି ମାତ୍ରା ?
	 a.	 5	 b.	 6	 c.	 4 	 d.	2
15.	 ଯଦ ି T : V2(R) → V3(R)] T(a, b) = (a + b, a – b, b) ଦ୍ୱାରା ବ୍ୟାଖ୍ୟା  କରାଯାଇଥିବା ଏକ ର�ୈଖିକ 

ରୂପାନ୍ତରଣ ଅଟେ ତେବେ T ର ଶୂନ୍ୟତା ହେଉଛି
	 a.0	 b.	 1	 c.	 2 	 d.	 3
16.	 ନମି୍ନଲିଖିତ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ  T(x, y) = (–x – y, 3x + 8y, 9x – 11y),  ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ R2 ରେ ଭେକ୍ଟର 

ସ୍ପେଶ R3ରେ ବ୍ୟାଖ୍ୟା ହ�ୋଇଛ,ି ତେବେ, T ର ରାଙ୍କ ଓ ଶୂନ୍ୟତା ଯଥାକ୍ରମେ:
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	 a.	 2 ଏବଂ 0	 b.	 1 ଏବଂ 0	 c.	 1 ଏବଂ 1 	 d.	 –1 ଏବଂ 2

17.	 ମନେକରT : R3 → R3] T(x, y, z) = (x + 2y – z, y + z, x – 2z)] }ଦ୍ୱାରା ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଥିବା  ଏକ 
ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ଅଟେ ତେବେ କର୍ଣ୍ଣେଲTର ମାତ୍ରା ହେଉଛ।ି

	 a.	 0	 b.	 1	 c.	 2 	 d.	3

18.	 ରୂପାନ୍ତରଣ T1,T2 ପାଇଁ T3 ପାଇଁ a,b,c ଏବଂd ମଧ୍ୟରୁ ସଠକି୍ ମେଳକ ଗ୍ରୁପ 2ରେ ଦଆିଯାଇଥିବା କଥନ ସହତି 
ଗ୍ରୁପ ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଛ ି(ମ୍ୟାପିଙ୍ଗ R2→R3)ରେ ଚୟନ କର:

ଗ୍ରୁପ-1 ଗ୍ରୁପ-2
P. T1(x, y) = (x, x, 0) 1. ରାଙ୍କ 2ର ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ
Q. T2(x, y) = (x, x + y, y) 2. ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ନୁହେଁ
R. T3(x, y) = (x, x + 1, y) 3. ରାଙ୍କ 1ର ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ

	 a.	 P–3, Q–1, R–2	 b.	 P–1, Q–2, R–3	 c.	 P–3, Q–2, R–1 	 d.	 P–1, Q–3, R–2

19.	 ଯଦ ିT : R4 → R3] T(x, y, z, w) = (x – y + z + w, x + 2z – w, x + y + 3z – 3w)] ଦ୍ୱାରା ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଥିବା 
ଏକ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ, ତେବେ ଏହାର ବ୍ୟାପ୍ତିର ମାତ୍ରା ହେଉଛି

	 a.	 3	 b.	 2	 c.	 1 	 d.	 0

20.	 ଯଦ ି T : R3 → R3] T(x1, x2, x3) = (x1 + 3x2 + 2x3, 3x1 + 4x2 + x3, 2x1 + x2 – x3) ଦ୍ୱାରା ବ୍ୟାଖ୍ୟା 
କରାଯାଇଥିବା ଏକ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ, ତେବେT ର ଶୂନ୍ୟ ସ୍ପେଶର ମାତ୍ରା ହେଉଛି

	 a.	 0	 b.	 1	 c.	 2 	 d.	 3

ଉତ୍ତରମାଳା

1.	 c		  2.	 c	 3.	 b	 4.	 b
5.	 b		  6.	 d	 7.	 b	 8.	 a
9.	 b		  10.	a	 11.	 a	 12.	 b
13.	 a		  14.	a	 15.	 a	 16.	 a
17.	 a		  18.	a	 19.	 b	 20.	 b

ଅସମାହତି କଠନି ପ୍ରଶ୍ନ

1.	 Q ରେ Q  ର ମାତ୍ରା ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର। 
2.	 (–1, 1)ରେ ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଥିବା ଅବଚ୍ଛିନ୍ନ ଫଳନ ଗୁଡକିର ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶରେ, ଦରଶ୍ାଅ ଯେ {x, | x |}] ଫଳନ 

ଗୁଡକିର ସେଟ୍ ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଅଟେ। 
3.	 ମନେକର R ରେ {a1, a2, ,..., ar–1, ar, ar+1, ..., ak}, k ଭେକ୍ଟର ଗୁଡକିରେ ଏକ ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ସେଟ୍ 
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ଏବଂ ମନେକର  br =  ଯେଉଁଠାରେ ar ≠ 0 ପ୍ରମାଣ କର ଯେ {a1, a2, ..., ar–1, br, br+1, ..., ak}
ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର।

4.	 ମନେକର V(F), xରେ ସମସ୍ତ ପଲିନ�ୋମିଆଲ ଗୁଡକିର ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ ଏବଂ Vରେ D ଓ T, ଦୁଇଟ ିର�ୈଖିକ 
ଅପରେଟ୍‍ର ଏହପିର ି ବ୍ୟାଖ୍ୟା ହ�ୋଇଛ ି D[f(x)] = , T[f(x)] = xf(x) ପ୍ରତ୍ୟେକ f(x) ∈ V ପାଇଁ, 
ତେବେ ଦର୍ଶାଅ ଯେ ଏହ ିଅପରେଟର ଗୁଡକିର ଗୁଣଫଳ କ୍ରମବନିମିୟୀ ନୁହେଁ, ଅର୍ଥାତ  DT ≠ TD  ଏବଂ (TD)2 

= TD + T2D2.

5.	 ମନେକର f1(x)=sin x, f2(x) = cos  ଓ f3(x)=sin ] 0 ≤ x ≤ 2p ପାଇଁ, ଧ୍ରୁବକ aଓb  
ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ଯେପରକି ିaf1 – 2f2 – bf3 = 0] ଏବଂ ଦର୍ଶାଅ ଯେ {f1, f2, f3}ର�ୈଖିକ ନରି୍ଭରଶୀଳ ହେବ।

6-	 ମନେକର T, R3 ରୁ R3କୁ ଏକ ର�ୈଖିକ ମ୍ୟାପ T(x, y, z) = (x + 2y – z, 2x + 3y + z, 4x + 7y – z) 
ଦ୍ୱାରା ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଛ,ି 

	 Tର କର୍ଣ୍ଣେଲ୍ (ଜ୍ୟାମିତକି ଭାବରେ) ହେଉଛ.ି.........
ଯାହାର ସମୀକରଣ ଗୁଡ଼ିକ ହେଉଛ.ି.........
	 Tର ବ୍ୟାପ୍ତି (ଜ୍ୟାମିତକି ଭାବରେ)...
ଯାହାର ସମୀକରଣ ଗୁଡ଼ିକ ହେଉଛ.ି.........
7-	 Pn, Rରେ ସମସ୍ତ ପଲିନ�ୋମିଆଲ ଫଳନ ଗୁଡକିର ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ। Pn ର ସାଧାରଣ ଆଧାର ହେଉଛ ିପଳନି�ୋମିଆଲ୍  

1, t, t2, t3, ..., tn–1- ର ସେଟ୍, ଯାହାର P3 → P5 କୁ ( )( ) ( )
0 0

,
x u

T f x P t dt x u R= ∀ ∈∫ ∫  
ଦ୍ୱାରା ବ୍ୟାଖ୍ୟା 

କରାଯାଇଛ ି
a-	 ସାଧାରଣ ଆଧାର ଭିତ୍ତିକ P3 ରୁ P5, T ର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର । 
b-	 T ର କର୍ଣ୍ଣେଲ କ’ଣ?
c-	 T ର ବ୍ୟାପ୍ତ ସ୍ପେଶ କେଉଁ ଭେକ୍ଟର ଦ୍ୱାରା ବସି୍ତୃତ କରାଯାଇଛ।ି

8. ମନେକର R2 ରେ T] ରେଖା y = xରେ ପ୍ରତଫିଳନ।
a-	 T ର ମାନକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସକୁ ଲେଖ।
b-	 ମାନକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସକୁ ବ୍ୟବହାର କର ିT(3, 4)କୁ ଗଣନା କର।

9.	 ମନେକର T : R3 → R3] T(x, y, z) = (x + y + z, y – 2z, y – 3z) ଦ୍ୱାରା ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଥିବା ର�ୈଖିକ 
ମ୍ୟାପ ଏବଂ R3ରେ S = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 = 1}] ଏକକ ଗ�ୋଲକ; ତେବେ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର

	 i.	 T(S)			   ii.	 T–1(S)

10.	 ମନେକର  T : V → V  ଏକ ର�ୈଖିକ ଅପରେଟର୍, ତେବେ ପ୍ରମାଣ କର ଯେ 
    i. N(T) ⊆ N(T2) ii. R(T2)⊆ R(T)

11.	 ମନେକର T : V → V ଏକ ର�ୈଖିକ ଅପରେଟର, ଯେପରକିକି ି ରାଙ୍କ (T2) = ରାଙ୍କ (T)] ଯେଉଁଠାରେ V 
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ହେଉଛ ିସସୀମ ମାତ୍ରିକ ପ୍ରମାଣ କର ଯେ
	 i.	 N(T) = N(T2)	 ii.	 R(T) = R(T2)	 iii.	 R(T2) ∩ N(T2) = {0}

ଉତ୍ତରମାଳା

1.	 4	            5. 	       6.ରେଖା,  = z;ସମତଳ, 2x + y – z = 0

7.	 a. 	 b.	 {0}	 c.	 {x, x2, x3}

8.	 a.	 	 b.	 (4, 3)

9.	 i.	 x2 – 8xy + 26y2 + 6xz – 38yz + 14z2 = 1

	 ii.	 x2 + 2xy + 3y2 + 2xz – 8yz + 14z2 = 1

ଅଧିକ ଜାଣନ୍ତୁ
1.	 ନମି୍ନୋକ୍ତ ମଧ୍ୟରୁ କେଉଁଟ ିବାସ୍ତବ ଗୁଣାଙ୍କ ସହତି ପଲିନ�ୋମିଆଲର ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶର ସବ-ଶ୍ପେଶ ନୁହେଁ।
	 a-	 w, x  ଦ୍ୱାରା ବଭିାଜତି ସମସ୍ତ ପଲିନ�ୋମିଆଲକୁ ନେଇ ଗଠତି
	 b	 w = {p(x) ∈ V : p(3) = 0}

	 c.	  w = {p(x) ∈ V : p(a) = p(1 – a), a ∈ R}

	 d.	 w, ପୂର୍ଣ୍ଣାଙ୍ଗ ଗୁଣାଙ୍କ ସହତି ସମସ୍ତ ପଲିନ�ୋମିଆଲକୁ ନେଇ ଗଠତି।
2.	 ମନେକର କ୍ଷେତ୍ର Fରେ ‘n’ ମାତ୍ରା ବଶିଷି୍ଟ Vଏକ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ। ନମି୍ନଲିଖିତ ଭେକ୍ଟର ଗୁଡକୁି ବଚିାର କର।
	 I-	 ‘n’ ଉପାଦାନ ଧାରଣ କରଥିିବା Vର ପ୍ରତ୍ୟେକ ଉପସେଟ୍ ହେଉଛ ିVର ଆଧାର।
	 II-	V ର କ�ୌଣସ ିର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଉପସେଟ୍ ‘n’ ଉପାଦାନରୁ ଅଧିକ ଧାରଣ କରେ ନାହିଁ,
	 a.	 (I) କେବଳ			   b.	 (II) କେବଳ
	 c.	 ଉଭୟ (I) ଏବଂ (II)			   d.	 (I) କମି୍ବା (II)ନୁହେଁ
3.	 ମନେକର V ବାସ୍ତବ ପଲିନ�ୋମିଆଲ ଗୁଡକିର ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ ଯାହାର ଘାତ 2 ରୁ ଅତକି୍ରମ କରବି ନାହିଁ।
	 	 ମନେକର	 f(x) = x – 1,	 g(x) = x + 1

	 		  h(x) = x2 – 1,	 j(x) = x2 + 1

	 ତେବେ ସେଟ୍ {f, g, h, j} ହେଉଛି
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	 a.	 ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର			   b-	 ର�ୈଖିକ ନରି୍ଭରଶୀଳ f g = h

	 c-	 ର�ୈଖିକ ନରି୍ଭରଶୀଳ କାରଣ f + g − h = 0	 d-	 ର�ୈଖିକ ନରି୍ଭରଶୀଳ କାରଣ  f − g − h − j = 0

4.	 ମନେକର ସମସ୍ତ 10 x 10 ବାସ୍ତବ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ସବ-ସ୍ପେଶ w = {[aij], aij = 0] ଯଦ ିi ଯୁଗ୍ମ}, ତେବେ w ର ମାତ୍ରା 
ହେଉଛ,ି

	 a.	 25	 b.	 50	 c.	 75	 d.	100

5.	 ଯଦ ି T : R3 → R3 ଏହ ିପ୍ରକାର ଦତ୍ତ ଼ଛ ିଯେ T(x, y, z) = (x – y, y + 3z, x + 2y), ତେବେ T–1 ହେଉଛି
	 a.	 	 b.	

	 c.	 	 d.	

6.	 T କୁ R2 ଉପରେ T(x1, x2) = (x1 + x2, x1 – x2), ଦ୍ୱାରା ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଛ ି ତେବେ R2 ପାଇଁ ମାନକ 
ଆଧାର ଭିତ୍ତିକ T–1 ର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ହେଉଛ ି

	 a.	 	 b	 	 c.	 	 d.	

7.     ମନେକର   N] ସର୍ବାଧିକ 3] ଘାତ ବଶିଷି୍ଟ ସମସ୍ତ ବାସ୍ତବ ପଲିନ�ୋମିଆଲ ଗୁଡକିର ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ। S : N → 
N] (Sp)(x) = p(x + 1), p ∈ N. ଦ୍ୱାରା ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରାଯାଇଛ ିତେବେ ସ୍ତମ୍ଭ ଭେକ୍ଟରକୁ ବଚିାରକୁ ନେଇ {1, x, 
x2, x3}ର ଆଧାରରେ Sର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ହେଉଛି

	 a.	 	 b	 	 c.	 	 d.	

8.	 ସମସ୍ତ x ∈ 3R ର ସେଟ୍ ଯାହା ପାଇଁ ଭେକ୍ଟର ଗୁଡକି (1, x, 0), (0, x2, 1) ଏବଂ (0, 1, x)] 3R ରେ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର 
ଅଟେ ତାହା

	 a.	 {x ∈ 3R  : x = 0}	 b	 {x ∈ 3R  : x ≠ 0}	 c.	 {x ∈ 3R  : x ≠ 1}	 d.	{x ∈ 3R  : x ≠ –1}

9.	 କ�ୌଣସ ିn ∈ N] ପାଇଁ, ମନେକର  n ∈ N, Pn ହେଉଛ ିସର୍ବାଧିକ n ଘାତ ଥୁବା ବାସ୍ତବ ଗୁଣାଙ୍କ ସହତି ସମସ୍ତ 
ପଲିନ�ୋମିଆଲ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ T : Pn → Pn+1 ଯେପରକି ି ( )( ) ( ) ( )

0

x
T p x p x p t dt′= − ∫  

ଦ୍ୱାରା ବ୍ୟାଖ୍ୟା 
କରାଯାଇଛ,ି ତେବେ T ର ଶୂନ୍ୟ ସ୍ପେଶର ମାତ୍ରା ହେଉଛ ି

	 a.	 0	 b	 1	 c.	 n	 d.	n + 1
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10.	 ମନେକର V ହେଉଛ ିସମସ୍ତ 2 × 2 ବାସ୍ତବ ମାଟ୍ରିକ୍ସର ବାସ୍ତବ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ। Q =  ପାଇ]ଁ Vରେ ଏକ 
ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ T କୁ T(P) = QP ରୂପରେ ବାଖ୍ୟା  କରାଯାଇଛ,ି ତେବେ T ର ରାଙ୍କ ହେଉଛ।ି

	 a.	 1	 b	 2	 c.	 3	 d.	4

ଉତ୍ତରମାଳା
1.	 d	 	 2.	 b	 3.	 d	 4.	 b		  5.  a
6.	 c	                                                  7.	 b	 8.	 c	 9.	 a	 	 10.  b
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ଅଧ୍ୟାୟ ବ�ୈଶଷି୍ଟ୍ୟ:
ଏହ ିଅଧ୍ୟାୟରେ ଆଇଗନ୍‍ ମଲୂ୍ୟ ଓ ଆଇଗନ୍‍ ଭେକ୍ଟର ଏବଂ ସେମାନଙ୍କର ଗୁଣଧର୍ମ, ଆଇଗନ୍‍ ଆଧାର, ଆଇଗନ୍‍ 

ସ୍ପେଶ୍‍୍‍, ସମମିତ (Symmetric), ବଷିମ-ସମମିତ (Skew-symmetric) ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ,ଏହାର ଆଧାରରେ 
ଉପପାଦ୍ୟ ଓ ଲମ୍ୱୀୟ (Orthogonal) ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ, କର୍ଣ୍ଣୀକରଣ (Diagonalization), ଅନ୍ତର୍ଗୁଣଫଳ (Inner- 
product) ସ୍ପେଶ୍‍, ଗ୍ରାମ-ସ୍କିମିଡ ଲାମ୍ୱିକୀକରଣ (Orthogonalization) ଇତ୍ୟାଦ ି ବସି୍ତୃତ ଭାବରେ ବାଖ୍ୟା 
କରାଯାଇଛ।ି ପର୍ଯ୍ୟାପ୍ତ ସଂଖ୍ୟକ ଉଦାହରଣ ସହତି ବଦି୍ୟାର୍ଧୀ ମାନଙ୍କର ଆବଶ୍ୟକତା ଅନୁଯାୟୀ ଏହ ିସମସ୍ତ ବଷିୟ ରେ 
ଆଲ�ୋଚନା କରାଯାଇଛ।ି  

ଯୁକ୍ତିଯୁକ୍ତତା:
ଆଜକିାଲି, ଅନେକ କାରଣରୁ ସାଧାରଣତଃ ପରସିଂଖ୍ୟାନ ବଶି୍ଳେଷଣରେ, ପ୍ରୋଗ୍ରାମିଂରେ ଏକ  ଆଲଗ�ୋରଦିମ୍ 

ତଆିର ିପାଇଁ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଏକ ଡାଟାବେସ୍‍ ଭାବରେ ବ୍ୟବହୃତ ହୁଏ । କନି୍ତୁ  ଅର୍ଥନୀତ ିଓ ଗଣିତ ସମ୍ୱନ୍ଧୀୟ ପରସିଂଖ୍ୟାନ ପାଇଁ 
ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଅଧିକ ବ୍ୟବହୃତ ହୁଏ । ସେତୁ ନରି୍ମାଣର ଡଜିାଇନରେ, କାର ଷ୍ଟେରଓି ସଷି୍ଟମର ଡଜିାଇନରେ ଆଇଗନ୍ ମଲୂ୍ୟର 
ବ୍ୟବହାର ହୁଏ । ଆଇଗନ୍‍ ମଲୂ୍ୟ ଓ ଆଇଗନ୍‍ ଭେକ୍ଟର ପ୍ରୟ�ୋଗ ସମମିତ ଉପାଦାନ ରୂପାନ୍ତରଣ ମାଧ୍ୟମରେ ତନି�ୋଟ ି
ପର୍ଯ୍ୟାୟ ସଷି୍ଟମକୁ ଅଲଗା କରବିା ପାଇଁ ଉପଯ�ୋଗୀ । ଆଇଗନ୍‍ ମଲୂ୍ୟ ଓ ଆଇଗନ୍‍ ଭେକ୍ଟର ସମସ୍ୟାକୁ ସରଳୀକରଣ  
କରବିା ପାଇଁ ବ୍ୟବହୃତ ହୁଏ । ଆଇଗନ୍‍ ମଲୂ୍ୟଗୁଡକି କେବଳ ପ୍ରାକୃତକି ଘଟଣା ଗୁଡକୁି ବାଖ୍ୟା କରବିା ପାଇଁ ନୂତନ ଏବଂ 
ଉନ୍ନତ ଡଜିାଇନ୍‍ ଆବଷି୍କାର କରବିାକୁ ମଧ୍ୟ ବ୍ୟବହୃତ ହୁଏ । କର୍ଣ୍ଣୀକରଣ ଦ୍ୱାରା, ଆମେ କମ୍ପନର ପ୍ରାକୃତକି ବାରମ୍ୱାରତା 
ନରି୍ଦ୍ଧାରଣ କରପିାରବିା ।  
ପ୍ରାକ୍‍-ଆବଶ୍ୟକତା
1.	ଭ େକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍୍‍, ଆଧାର, ମାତ୍ରା ବଷିୟରେ ଉତ୍ତମ ଜ୍ଞାନ । 
2.	 ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ରତା ଓ ର�ୈଖିକ ନରି୍ଭରଶୀଳତାର ଗଭୀର ଜ୍ଞାନ । 
3.	 ବଦି୍ୟାର୍ଥୀ ମାନେ ର�ୈଖିକ ସ୍ୱାଧୀନତାକୁ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସରେ ପରଣିତ କରବିା ପାଇଁ ସମସ୍ତ କ�ୌଶଳ ଜାଣିବା ଉଚତି୍ |
4.	 ବଭିିନ୍ନ ପ୍ରକାରର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ବଷିୟରେ ଅବଗତ । 

5 ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍୍‍-II  
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ଅଧ୍ୟାୟ ଫଳାଫଳ 
ଏହ ିଅଧ୍ୟାୟ ସମାପ୍ତି ହେବା ପରେ, ବଦି୍ୟାର୍ଥୀମାନେ ସକ୍ଷମ ହେବେ:
U5-01: ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ସହତି ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ‍ର ସମ୍ପର୍କ; ଆଇଗନ୍ ମଲୂ୍ୟ ଗଣନା କରବିା, ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ଆଇଗନ୍ 

ଭେକ୍ଟର ଏବଂ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସକୁ କର୍ଣ୍ଣୀକରଣ କରବିା ପାଇଁ  ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ।
U5-02: ଅନ୍ତର୍ଗୁଣ ଫଳ ସ୍ପେଶ୍‍ର ଗୁଣଧର୍ମ ବଷିୟରେ ଜ୍ଞାନ ଆହାରଣ କରପିାରବିେ ଏବଂ ଏହ ିସ୍ପେଶ୍‍ ଭିତ୍ତିକ ଲମ୍ୱ 

କ�ୋଣୀୟତା ନରି୍ଣ୍ଣୟ କରପିାରବିେ। ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଏବଂ ସଂପକୃ୍ତ ଆଦର୍ଶ ସହତି ପରଚିତି  
U5-03: ଏକ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣର ଆଡଜଏଣ୍ଟ ଏବଂ ଏହାର କାନନକିାଲ ରୂପର ଗୁରୁତ୍ୱ କୁ ବୁଝପିାରବିେ ଓ ବାଖ୍ୟା 

କରପିାରବିେ। 
U5-04: ଅନ୍ତର୍ଗୁଣ ଫଳ ସ୍ପେଶ୍‍୍‍ରେ କ�ୋଶୀ-ସ୍ୱାଜ ଅସମତା ଓ ତ୍ରଭଜୀୟ ଅସମତା ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରପିାରବିେ; ଗ୍ରାମ-ସ୍କିମିଡ 

ଲାମ୍ୱିକୀକରଣ ବ୍ୟବହାର କର ିଅର୍ଥୋନର୍ମାଲ ଆଧାର ପାଇପାରବିେ। 
ଅଧ୍ୟାୟ ଫଳାଫଳ ସହ ପାଠ୍ୟକ୍ରମ ଫଳାଫଳର ମ୍ୟାପିଙ୍ଗ

ଅଧ୍ୟାୟ -5  
ଫଳାଫଳ 

ପାଠ୍ୟକ୍ରମ ଫଳାଫଳ ସହତି ଆଶା କରାଯାଉଥିବା ମ୍ୟାପିଙ୍ଗ
(1- ଦୁର୍ବଳ ସହସମ୍ୱନ୍ଧ ; 2- ମଧ୍ୟମ ସହସମ୍ୱନ୍ଧ; 3- ଦୃଢ ସହସମ୍ୱନ୍ଧ

CO-1 CO-2 CO-3 CO-4 CO-5

U5-01 - - 1 3 3

U5-02 - - 2 1 3

U5-03 - - 1 3 2

U5-04 - - 2 3 1
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ଇତହିାସ:
ଆଇଗନ୍ ଭେକ୍ଟର ଧୀରେ ଧୀରେ ଅଷ୍ଟାଦଶ ଶତାବ୍ଦୀରେ ଅବକଳ ସମୀକରଣ ସମାଧାନ 
କରବିାରେ ଦେଖାଗଲା।  ଏହା ଅଜବ ଲାଗୁଥାଇପାରେ କନି୍ତୁ  ଆଇଗନ୍‍ ଭେକ୍ଟର (ଆଇଗନ୍ 
ଫଳନ) ର�ୈଖିକ ବୀଜଗଣିତର ବହୁ ପୂର୍ବର ଏବଂ ‘‘ଭେକ୍ଟର’’ ଶବ୍ଦ ସାଧାରଣ ବ୍ୟବହାରରେ 
ଆସବିା ପୂର୍ବର ଦେଖାଗଲା। ଛ�ୋଟ ଦ�ୋଳନ ସଦି୍ଧାନ୍ତରେ ସେମାନେ ମଖୂ୍ୟ ଭୂମିକା ଗ୍ରହଣ 
କରଥିିଲେ। ପରେ, ଲିଓନାର୍ଡ ଅଏଲର ଏକ ଘନବସ୍ତୁର ଘରୂ୍ଣ୍ଣନ ଗତ ିଅଧ୍ୟୟନ କରଥିିଲେ, ଏବଂ 
ମଖୁ୍ୟ ଅକ୍ଷର ଗୁରୁତ୍ୱ ଆବଷି୍କାର କରଥିିଲେ। ଜ�ୋସେପଂ-ଲୁଇ ଲାଗ୍ରାଞ୍ଜ ହୃଦୟଙ୍ଗମ କଲେ ଯେ 
ମଖୁ୍ୟ ଅକ୍ଷଗୁଡକି ହେଉଛ ିନଷି୍କ୍ରିୟତା ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ଆଇଗନ୍‍ ଭେକ୍ଟର। କ�ୋଶୀ ବ�ୈଶଷି୍ଟ୍ୟ ମଳୂ 
ଶବ୍ଦକୁ ମଧ୍ୟ ପ୍ରସ୍ତୁତ କରଥିିଲେ, ଯାହାକୁ ବର୍ତ୍ତମାନ ‘‘ଆଇଗନ୍‍’’ ମଲୂ୍ୟ କୁହାଯାଏ; ତାଙ୍କ ଶବ୍ଦ 
ବ�ୈଶଷି୍ଟ୍ୟ ସମୀକରଣରେ ଅଛ।ି ଆଇଗନ୍‍ ଭେକ୍ଟର ଶବ୍ଦ 1920 ମସହିା ପ୍ରଥମ ସଂସ୍କରଣ 
ହଲିବଟ-କ�ୋରାଣ୍ଟଙ୍କ ପୁସ୍ତକ ପ୍ରଭାବରେ ଜର୍ମାନୀର ଆସଛି।ି

5.1 ର�ୈଖିକ ଅପରେଟରର. ଆଇଗନ୍ ମଲୂ୍ୟ ଏବଂ ଆଇଗନ୍ ଭେକ୍ଟର
ମନେକର T ଏକ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍୍‍ V(F) ରେଏକ ର�ୈଖିକ ଅପରେଟର ଅଟେ। ଯଦ ିକ�ୌଣସ ିଅଣ-ଶୂନ୍ୟ ଭେକ୍ଟର 

vV ଅସ୍ତିତ୍ୱ ଏହପିର ିଯେ ତାହା କଛି ିλ  F ପାଇଁ T(v) = λ v ହ�ୋଇଥାଏ, ତେବେ v କୁ λ ଅନୁରୂପ T ର 
ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର କୁହାଯାଏ ଏବଂ λ କୁ v ଅନୁରୂପ T  ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ କୁହାଯାଏ । 

ଆଇଗନ୍ ଭେକ୍ଟରକୁ ବ�ୈଶଷି୍ଟ୍ୟ ଭେକ୍ଟର କମି୍ବା ଅବ୍ୟକ୍ତ ଭେକ୍ଟର କୁହାୟାଏ ଏବଂ ଆଇଗନ୍ ମଲୂ୍ୟକୁ  ବ�ୈଶଷି୍ଟ୍ୟ ମଲୂ୍ୟ 
(ମଳୂ) ବା ବ�ୈଶଷି୍ଟ୍ୟ ମଳୂ ଅଥବା ଅବ୍ୟକ୍ତ ମଳୂ କୁହାଯାଏ ।

5.2 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ଆଇଗନ୍ ମଲୂ୍ୟ ଓ ଆଇଗନ୍ ଭେକ୍ଟର
ମନେକର A ଏକ ବର୍ଗ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଏବଂ X ଏକ ସ୍ତମ୍ବ ଭେକ୍ଟର, ତେବେ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ସମୀକରଣ AX X= l  

ଯାହାକ ିନମି୍ନୋକ୍ତ: n ସମୀକରଣକୁ ସଚୂାଏ ।
	 (a11 – l)x1 + a12x2 + ... + a1nxn =	0,
	 a21x1 + (a22 – l)x2 + ... + a2nxn =	0,  � ...(1)
             
            
	 an1x1 + an2x2 + ... + (ann – l)xn =	0

ଉପ�ୋରକ୍ତ ର�ୈଖିକ ସଜାତୀୟ ସମୀକରଣ ସମହୂ (1) (ଯାହାର 'n' ଅଜ୍ଞାତ ମଲୂ୍ୟ ଅଛ)ି ର ସର୍ବଦା ତୁଚ୍ଛ ସମାଧାନ 
x1 = x2 = ... = xn = 0 ଅଛ ି।

	ଏକ ଅଣ-ତୁଚ୍ଛ ସମାଧାନ ପାଇବା ପାଇଁ, ଏହା ଆବଶ୍ୟକ ହ�ୋଇଥାଏ ଯେ ସମୀକରଣ (1) ର ଗୁଣାଙ୍କ ମାନଙ୍କ 

µଅଗଷ୍ଟିନ ଲୁଇ କ�ୋଶୀ
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ଡଟିରମିନାଣ୍ଟର ମଲୂ୍ୟ ଲୁପ୍ତ ହେବ ଅର୍ଥାତ୍ ; ।

	      	        = 0� ...(2)

ଏହା ସ୍ପଷ୍ଟ ଯେ ସମୀକରଣ(2) ରେ λ ର ଘାତ n ଅଟେ । ଏହାକୁ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A ର ବ�ୈଶଷି୍ଟ୍ୟ ସମୀକରଣ 
(Characteristic Equation) କୁହାଯାଏ | ଆମେ ଏହାକୁ ନମି୍ନୋକ୍ତ ପ୍ରକାରରେ ଲେଖିପାରବିା 

              ln + p1ln–1 + p2ln–2 + ... + pn–1 l + pn = 0� ...(3)

ବଶିେଷ ପରସି୍ଥିତରିେ, 	 p1 =	–(a11 + a22 + ... + ann) = – (trace A)� ...(4)

ଏବଂ 	 	pn =	 (–1)n | aij | = (–1)n (det. A)� ...(5)

ସମୀକରଣ (3) ର ବାମ ପଟ ସମ୍ପ୍ରସାରଣ କୁ ବ�ୈଶଷି୍ଟ୍ୟ ପଲିନ�ୋମିଆଲ୍ 
କୁହାଯାଏ । ସମୀକରଣ (3) ର n ଗ�ୋଟ ିମଲୂ୍ୟ ରହଥିାଏ । ଏହାକୁ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A ର ବ�ୈଶଷି୍ଟ୍ୟ (କମି୍ୱା ଅବ୍ୟକ୍ତ) କମି୍ବା 

ଆଇଗନ୍ ମଲୂ୍ୟ କୁହାଯାଏ । ପ୍ରତ୍ୟେକଟ ିମଲୂ୍ୟ ଅନୁସାରେ ସମୀକରଣ (1) ର ଏକ ଅଣ-ଶୂନ୍ୟ ସମାଧାନ ରହଥିାଏ । 

	 X =	

ଯାହାକୁ ବ�ୈଶଷି୍ଟ୍ୟ ଭେକ୍ଟର କମି୍ବା ଆଇଗନ୍ ଭେକ୍ଟର କୁହାଯାଏ ।
ଯଦ ି A ର ଆଇଗେନ୍  ମଲୂ୍ୟ l1, l2, ... ln, ହ�ୋଇଥାଏ ତେବେ, ଆମେ ବ�ୈଶଷି୍ଟ୍ୟ ସମୀକରଣକୁ ନମି୍ନୋକ୍ତ 

ପ୍ରକାରରେ ଲେଖିପାରବିା 
	 (l – l1) (l – l2) ...... (l – ln) =	 0,

କମି୍ବା 	 ln – (l1 + l2 + ... + ln)ln – 1 + ... + (–1)n l1l2 ... ln =	0

ସମୀକରଣ (3) ସହ ତୁଳନା କର ିଆମେ ଦେଖିଥାଉ କ ି

	 l1 + l2 + ... + ln =	–p1 = trace A,	 [ସମୀକରଣ (4)ରୁ ]
ଏବଂ 	 l1l2 ... ln =	(–1)n pn = det. (A),[ସମୀକରଣ(5)ରୁ ]

ମନ୍ତବ୍ୟ: 
1. ଆଇଗନ୍ ମଲୂ୍ୟକୁ ବ�ୈଶଷି୍ଟ୍ୟ ମଲୂ୍ୟ,ଉଚତି୍ ମଲୂ୍ୟ, ଅବ୍ୟକ୍ତ ମଲୂ୍ୟ କମି୍ବା ସ୍ପେକ୍ଟ ର୍ାଲ୍ ମଲୂ୍ୟ କୁହାଯାଏ ।
2. ସେହଭିଳ,ି ଆଇଗନ୍ ଭେକ୍ଟରକୁ, ବ�ୈଶଷି୍ଟ୍ୟ ଭେକ୍ଟର, ଉଚତି୍ ଭେକ୍ଟର, ଅବ୍ୟକ୍ତ ଭେକ୍ଟର ବା ସ୍ପେକ୍ଟ ର୍ାଲ୍ ଭେକ୍ଟର 

କୁହାଯାଏ ।	
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5.2.1 ଆଇଗନ୍ ମଲୂ୍ୟର ଗୁଣଧର୍ମ
a.	ଏକ ବର୍ଗ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A ଏବଂ ତା'ର ଟ୍ରାସ୍ସପ�ୋଜ୍ A ର  ଆଇଗନ  ମଲୂ୍ୟ ସମାନ ଅଟେ।
b.	 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ଆଇଗନ  ମଲୂ୍ୟମାନଙ୍କର ସମଷ୍ଟି ତାର ମଖୁ୍ୟ କର୍ଣ୍ଣ ରେ ଥିବା ଉପାଦାନ ମାନଙ୍କର ସମଷ୍ଟି ସହ ସମାନ 
ଅଟେ।
c.	ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A ର ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ମାନଙ୍କର ଗୁଣଫଳ ତାର ଡଟିରମିନାଣ୍ଟ det (A), ଅର୍ଥାତ୍ A ସହ ସମାନ ଅଟେ। 
d.	ଯଦ ି ଏକ ଅଣସଂିଗୁଲାର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ହ�ୋଇଥାଏ, ତେବେ 1/  ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A–1 ର ଆଇଗନ  
ମଲୂ୍ୟ ହେବ ।
e.	 ଯଦ ି ଏକ ଲମ୍ବୀୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ହ�ୋଇଥାଏ, ତେବେ 1/  ମଧ୍ୟ ତାର ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ଅଟେ ।
f.	 ଯଦ ି1, 2, ..., n ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A ର ଆଇଗନ  ମଲୂ୍ୟ ହ�ୋଇଥାନ୍ତି , ତେବେ 1 2, ,...m m m

nl l l  , ମାଟ୍ରିକ୍ସ Amର 
ଆଇଗନ୍‍ ମଲୂ୍ୟ (m ଏକ ଧନାତ୍ମକ ପୂର୍ଣ୍ଣାଙ୍କ ଅଟନ୍ତି)
g.	ଏକ ଆଇଡପି�ୋଟେଣ୍ଟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ଶୁନ ଅଥବା ଏକ ହ�ୋଇଥାଏ । 
h.	 ତ୍ରିଭଜୀୟ ଏବଂ କର୍ଣ୍ଣୀ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ର ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟଗୁଡକି ତାହାର କର୍ଣ୍ଣ ଉପାଦାନମାନଙ୍କ ସହ ସମାନ ଅଟେ।
ପ୍ରମାଣ  d:, ଯଦ ିମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A ର ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ  ଅନୁରୂପରେ ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର x ହ�ୋଇଥାଏ ତେବେ 

A–1 ର ପ୍ରାକ୍ ଗୁଣନ ଉଭୟ ପାର୍ଶ୍ୱରେ କରବିା ଦ୍ୱାରା 
	 A–1(AX) =	A–1(lX)
⇒	  (A–1 A)X =	lA–1X		
⇒ 	  IX =	lA–1X

	 =	 X =	 A–1X� [  IX = X]

 1
l

 A–1 ର ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ଅଟେ । 
ପ୍ରମାଣ : f.ଯଦ ିମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A ର ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ  ଅନୁରୂପରେ ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର x ହ�ୋଇଥାଏ ତେବେ AX Xl=  
A ର ପ୍ରାକଗୁଣନ ଉଭୟ ପାର୍ଶ୍ୱରେ କରବିା ଦ୍ୱାରା  
	 A(AX) =	A(lX)  ⇒  (AA)X = l(AX)
⇒	 A2X =	lAX

⇒	 A2X =	l2X� (ଯେହେତୁ AX = lX)

ପୁନର୍ବାର Aର ପ୍ରାକଗୁଣନ ଉଭୟପାର୍ଶ୍ୱରେ କରବିା ଦ୍ୱାରା, 
	 A3X =	l3X

ଏହ ିପ୍ରକାର କରବିା ଦ୍ୱାରା ଆମେ ପାଇବା 
	 Am . X =	lm X

ଏହା ଦର୍ଶାଏ ଯେ Am  ର ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ m ଅଟେ । (m>0)
ଏହପି୍ରକାର, ଆମେ କହପିାରବିା ଯେ ,ଯଦ ି l1, l2, l3, ..., ln A ର ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ହ�ୋଇଥାଏ, ତେବେ 

 ] Am ର ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ହେବେ । 
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5.2.2  ଆଇଗନ ସ୍ପେଶ୍‍୍‍
ମନେକର V(F) ରେ T ଏକ ର�ୈଖିକ ଅପରେଟର ଓ  ର�ୈଖିକ ଅପରେଟର T ର ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ହୁଏ, ତେବେ 

 ଅନୁରୂପ ଆଇଗନ ସ୍ପେଶ୍‍୍‍କୁ E ଦ୍ୱାରା ଦର୍ଶାଯାଇଥାଏ ଏବଂ ଏହାର ବ୍ୟାଖ୍ୟା 
	 El =	{v : T(v) = lv} ଦ୍ୱାରା ହ�ୋଇଥାଏ ।

ଉଦାହରଣ ସ୍ୱରୁପ ; 		 ଯଦ	ି A =	

ଏଠାରେ  = 1, 1 ଆଇଗନ  ମଲୂ୍ୟ ଅଟେ (ଯେହେତୁ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A ତ୍ରିଭଜୀୟ ରୂପରେ ଅଛ)ି ଏବଂ ତଦନୁସାରେ 
(1, 0) ଆଇଗନ  ଭେକ୍ଟର ଅଟେ(ଆଗାମୀ ଉଦାହରଣରେ ବଦି୍ୟାର୍ଥୀମାନେ ଶଖିିବେ ଯେ, କପିର ିଏକ ଦତ୍ତ ଆଇଗନ  
ମଲୂ୍ୟାନୁଯାୟୀ ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ପ୍ରାପ୍ତ କରାଯାଇଥାଏ), ଏବଂ E =1 (ଆଇଗନ  ସ୍ପେଶ୍‍) = {(1, 0)}
5.2.3 ଆଇଗନ ଆଧାର  

ମନେକର 'A' ଏକ n × n ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ (ବା ର�ୈଖିକ ଅପରେଟର T ) ଓ S = {v1, v2, ..., vn} ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ 'A' ର 
ସମସ୍ତ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ମାନଙ୍କର ସମାହାର । ତେବେ S କୁ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A ର ଆଇଗନ ଆଧାର କୁହାଯିବ, ଯଦ ିS, Rn 
ର ଏକ ଆଧାର ସୃଷ୍ଟି କରୁଥାଏ ।

କେତେକ ସମାହତି ଉଦାହରଣ

ଉଦାହରଣ 5.1  ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସA =  ର ବ�ୈଶଷି୍ଟ୍ୟ ପଲିନ�ୋମିଆଲ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର , 

ସମାଧାନ: A ର ବ�ୈଶଷି୍ଟ୍ୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ, 

	 [A – lI] =	

	 =	

ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A ର ବ�ୈଶଷି୍ଟ୍ୟ ପଲିନ�ୋମିଆଲ  | A – lI | =	  = –l3 + 6l2 – 12l + 15

� (ଉତ୍ତର)

ଉଦାହରଣ 5.2 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A = ର ସମସ୍ତ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ଏବଂ ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ।  
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ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A ର ବ�ୈଶଷି୍ଟ୍ୟ ସମୀକରଣ
	 | A – lI | =	 0

	  =	0

⇒	 (8 – l) ((7 – l) (3 – l) – 16) + 6(–6(3 – l) + 8) + 2(24 – 2(7 – l)) =	0
⇒	 (8 – l) (l2 – 10l + 5) + 6(–10 + 6l) + 2(10 + 2l) =	0
⇒	 8l2 – 80l + 40 – l3 + 10l2 – 5l – 60 + 36l + 20 + 4l =	0
⇒	 –l3 + 18l2 – 45l =	0
⇒	 l3 – 18l2 + 45l =	0�

⇒	 l(l2 – 18l + 45] =	0
⇒	 l =	0, l2 – 18l + 45 = 0
⇒	 l2 – 15l – 3l + 45 =	0
⇒	 l(l – 15) – 3(l – 15) =	0
⇒	 l – 3 =	0; l – 15 = 0
⇒	 l =	3; l = 15; l = 0

ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ଗୁଡକି l = 0, 3, 15

ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ପାଇବା ପାଇଁ:ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ପାଇବା ପାଇଁ:  [A-[A-l I] ] XX = 0 

	  =	0

l = 0 ପାଇ ଁ	  =	0

⇒	 8x1 – 6x2 + 2x3 =	0� ...(1)
⇒	 –6x1 + 7x2 – 4x3 =	0� ...(2)
⇒	 2x1 – 4x2 + 3x3 =	0� ...(3)

ସମୀକରଣ (1) x 2 + ସମୀକରଣ (2) କରବିା ଦ୍ୱାରା,ଆମେ ପାଉ  
	 10x1 – 5x2 =	0
⇒	 10x1 =	5x2

⇒	 x2 =	2x1� ...(4)

ସମୀକରଣ (3) x 3 +  ସମୀକରଣ (2) କରବିା ଦ୍ୱାରା, ଆମେ ପାଉ
	 –5x2 + 5x3 =	0
⇒	 –5x2 =	–5x3

⇒	 x2 =	x3� ...(5)

ସମୀକରଣ (4) ଏବଂ (5) ରୁ, ଆମେ ପାଇବା
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	 2x1 =	x2 = x3  ⇒   =  = 

ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ  = 0 ଅନୁରୂପରେ, ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ଅଟେ]

ll = 3 ପାଇଁ:

 =	0
	

 =0

⇒	 5x1 – 6x2 + 2x3 =	0� ...(6)
⇒	 –6x1 + 4x2 – 4x3 =	0� ...(7)
⇒	 2x1 – 4x2 + 0.x3 =	0� ...(8)

ସମୀକରଣ (8) ରୁ, 	 2x1 =	4x2

⇒	 x1 =	2x2

ସମୀକରଣ (7)ରେx1 = 2x2 ରଖିଲେ,
⇒	 x3 =	 –2x2

	 x1 =	2x2 = –x3

∴	  =	

 l = 3 ପାଇଁ ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର  

ll = 15 ପାଇଁ: 
 

 = 0

	  = 0

⇒	 –7x1 – 6x2 + 2x3 =	0� ...(9)
	 –6x1 – 8x2 – 4x3 =	0� ...(10)
	 2x1 – 4x2 – 12x3 =	0� ...(11)



ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍ II  |  405

ସମୀକରଣ (11) x 3 + ସମୀକରଣ (10) କରବିା ଦ୍ୱାରା, ଆମେ ପାଉ 2 3  2x x= -

ସମୀକରଣ (9) x 2  + ସମୀକରଣ (10) କରବିା ଦ୍ୱାରା, ଆମେ ପାଉ, 
	 x1 =	–x2

	 x1 =	–x2 = 2x3

\	  =	

ଏହପିର ିl = 15 ପାଇଁ ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟରଙ୍କ  

ଉଦାହରଣ 5.3  ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ର ସମସ୍ତ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ, ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ଏବଂ ଆଇଗନ 
ଆଧାର ନରି୍ଣ୍ନୟ କର । 

ସମାଧାନ: ମନେକର  A = 
2 2 3

2 1 6
1 2 0

- - 
 - 
 - - 

  

ଏହାର ବ�ୈଶଷି୍ଟ୍ୟ ସମୀକରଣ 0A I-l =  ଅଟେ

	  =	0

⇒	 (–2 – l) (–(1 – l) l – 12) –2(–2l – 6) –3(–4 + 1 – l) =	0
⇒	 (–2 – l) (–l + l2 – 12) –2(–2l – 6) –3(–3 – l) =	0
⇒	 l3 + l2 – 21l – 45 =	0
⇒	 (l + 3) (l + 3) (l – 5) =	0
⇒	 l =	–3, –3, 5

ଏଣୁ, ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ଗୁଡକି  = –3, –3, 5  
ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ପାଇବା ପାଇଁ:  = –3 ପାଇଁ
	 [A – lI]X =	0

	  =	0

⇒	 x + 2y – 3z =	0
	 2x + 4y – 6z =	0
	 –x – 2y + 3z =	0

ଉପର�ୋକ୍ତ ସମୀକରଣରୁ ଏହା ମିଳଥିାଏ ଯେ, x + 2y – 3z = 0 କେବଳ ଏକମାତ୍ର ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ସମୀକରଣ ଅଟେ । 
ତେଣୁ, ମନେକର z = 0, ଆମେ ପାଉ 2 0x y+ =  
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	 ⇒	x =	 –2y 

	  =	 , z = 0

ଏଥିପାଇଁ:  = –3 ପାଇଁ (2, –1, 0) ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ଅଟେ ।
ଆଉମଧ୍ୟ  = –3 ପାଇଁ ଅନ୍ୟ ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ପାଇବାକୁ,  ମନେକର y = 0 ଆମେ ପାଉ x – 3z =0
⇒	 x =	3z

⇒	  =	 , y = 0

ଏଥିପାଇଁ: ଏଥିପାଇଁ:   = –3 ପାଇଁ (3, 0, 1) ଅନ୍ୟ ଗ�ୋଟେ ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ଅଟେ।= –3 ପାଇଁ (3, 0, 1) ଅନ୍ୟ ଗ�ୋଟେ ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ଅଟେ।
ll = 5 ପାଇଁ ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର: 
	 [A – lI]X =	0

⇒	  =	

	 –7x + 2y – 3z =	0� ...(1)
⇒	 2x – 4y – 6z =	0	�  ...(2)
	 –x – 2y – 5z =	0	�  ...(3)

ସମୀକରଣ (1) x 2  + ସମୀକରଣ (2) କରବିା ଦ୍ୱାରା, ଆମେ ପାଉ 
	 –12x – 12z =	0

କମି୍ବା 	 –12x =	12z
⇒	 x =	– z

ସମୀକରଣ (3) x 2 + ସମୀକରଣ (2) କରବିା ଦ୍ୱାରା, ଆମେ ପାଉ 
	 y =	–2z

\	  =	

ତେଣୁ:  = –5 ପାଇଁ (1, 2, –1) ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ଅଟେ।
ଯେହେତୁ ସମସ୍ତ ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ର�ୈଖିକ ଭାବେ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଏବଂ R3 ର ଆଧାର ସୃଷ୍ଟିକରନ୍ତି ।

 ଆଇଗନ ଆଧାର {(2, –1, 0), (3, 0, 1) (1, 2, –1)} ଅଟେ।

ଉଦାହରଣ 5.4 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ  ର ସମସ୍ତ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ, ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ଏବଂ ଆଇଗନ ଆଧାର 
ନରି୍ଣ୍ଣୟକର

ସମାଧାନ: ମନେକର 	 A =	
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ଏବଂ| A – lI | =0 (ବେଶଷି୍ଟ୍ୟ ସମୀକରଣ )

⇒	  =	0 

⇒	 (6 – l) ((3 – l)2 –1) + 2(–2(3 – l) + 2) + 2(2 – 2(3 – l)) =	0
⇒	 (6 – l) (l2 – 6l + 8) + 2(2l – 4) + 2(2l – 4) =	0
⇒	 –l3 + 12l2 – 36l + 32 =	0
⇒	 l3 – 12l2 + 36l – 32 =	0
⇒	 (l – 2) (l2 – 10l + 16) =	0
⇒	 (l – 2) (l – 2) (l – 8) =	0
⇒	 l =	2, 2, 8

ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ  l = 2, 2, 8 ଅଟେ 

ll = 2 ପାଇଁ: 
	 [A – lI]X =	0

	  =	

	 4x – 2y + 2z =	0
⇒	 –2x + y – z =	0
	 2x – y + z =	0

ଏଠାରେ 2x-Y=Z=0 ହିଁ ଏକମାତ୍ର ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ସମୀକରଣ ଅଟେ । 
ତେଣୁ, ମନେକର  Z = 0, 
	 2x – y =	0
⇒	 2x =	y

⇒	  =	 , z = 0 

ତେଣୁ:  = 2 ପାଇଁ (1, 2,0) ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ଅଟେ।
ପୁନଃ,  = 2 ପାଇଁ 
ମନେକର, y = 0, ଏଠାରେ 2 0x z+ =  
⇒	 z =	–2x

⇒	  =	 , y = 0 ହ�ୋଇଥାଏ
ତେଣୁ:  = 2 ପାଇଁ ଆଇଗନ୍‍ ଭେକ୍ଟର (1, 0, -2) ଅଟେ।
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 = 8 ପାଇଁ: 
	 [A – lI]X =	0

	  =	

⇒	 –2x – 2y + 2z =	0� ...(1)
⇒	 –2x – 5y – z =	0	�  ...(2)
	 2x – y – 5z =	0	�  ...(3)

ସମୀକରଣ (2) x 2  + ସମୀକରଣ (1) କରବିା ଦ୍ୱାରା, ଆମେ ପାଉ
	 –6x – 12y =	0

	 କମି୍ବା 	 x =	 –2y

ସମୀକରଣ (2) ଓ (3) କୁ ଯ�ୋଗ କଲେ ଆମେ ପାଇବା y =	 –z

∴	  =	

  = 8 ଅନୁରୂପରେ (2, –1, 1) ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ଅଟେ।
ଏହାପରେ,ଯେହେତୁ ସମସ୍ତ ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ର�ୈଖିକ ଭାବେ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଅଟନ୍ତି, ତେଣୁ R3 ର ଆଧାର ସୃଷ୍ଟି କରନ୍ତି ।
  ଆଇଗନ ଆଧାର {(1, 2, 0), (1, 0, –2), (2, –1, 1)}.ଅଟେ ।

ଉଦାହରଣ 5.5 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A =  ର ସମସ୍ତ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ଏବଂ ଆଇଗନ ଆଧାର 
ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ।

ସମାଧାନ: ବ�ୈଶଷି୍ଟ୍ୟ ସମୀକରଣ, | A – lI | =0

	  =	0

⇒	 (1 – l) ((2 – l) (3 – l) –2) – 0 – 1(2 – 4 + 2l) =	0

କମି୍ବା 	 l2 – 5l + 4 – l3 + 5l2 – 4l – 2l + 2 =	0

କମି୍ବା 	 l3 – 6l2 + 11l – 6 =	0

କମି୍ବା 	 (l – 1) (l2 – 5l + 6) =	0

କମି୍ବା 	 (l – 1) (l – 2) (l – 3) =	0

ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ  = 1, 2, 3 ଅଟେ 
 = 1 ପାଇଁ : [A – lI]X = 0

ଅଥବା	  =	  ;k	  = 
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–x3 =	 0� ...(1)
	 x1 + x2 + x3 =	0� ...(2)
	 2x1 + 2x2 + 2x3 =	0� ...(3)

ସମୀକରଣ (1) କୁ ସମୀକରଣ (2) ଓ (3)ରେ ବ୍ୟବହାର କର ିଆମେ ପାଉ 
	 x1 + x2 =	0  ⇒  x1 = –x2

	 2x1 + 2x2 =	0

∴	  =	

ଏହପିର ିଭାବେ  = 1 ପାଇଁ ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର  ଅଟେ 
ll = 2 ପାଇଁ:
 	 [A – lI]X =	 0

	  =	

କମି୍ବା	  =	

କମି୍ବା	 –x1 – x3 =	 0  ⇒  x1 = –x3� ...(4)
	 x1 + x3 =	 0� ...(5)
	 2x1 + 2x2 + x3 =	 0  ⇒  x1 + 2x2 = 0� ...(6)

ସମୀକରଣ (4) ଏବଂ (6) ଠାର, 	  =	 32
1 2
=

- -
xx :X3=-X,

ତେଣୁ  = 2 ପାଇଁ ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର  ହେବ]

ll = 3 ପାଇଁ: 	 [A – lI]X =	0

	  =	  କମି୍ବା  = 

କମି୍ବା	 –2x1 + 0.x2 – x3 =	0  ⇒  –2x1 = x3� ...(7)
	 x1 – x2 + x3 =	0� ...(8)
	 2x1 + 2x2 + 0x3 =	0  ⇒  x1 = – x2� ...(9)

ସମୀକରଣ 7 ରୁ ,   	

ତେଣୁ  = 3 ପାଇଁ ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ଅଟେ
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ଯେହେତୁ ସମସ୍ତ ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ର�ୈଖିକଭାବେ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଅଟନ୍ତି,ତେଣୁ 
{(1, –1, 0), (2, –1, –2), (1, –1, –2)} ଆଇଗନ ଆଧାର ଅଟେ ।

ଉଦାହରଣ 5.6 A =  ର ସମସ୍ତ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ, ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ଏବଂ ଆଇଗନ ଆଧାର ନରି୍ଣ୍ଣୟ 
କର 

ସମାଧାନ: ବ�ୈଶଷି୍ଟ୍ୟ ସମୀକରଣ	 | A – ll | =0

⇒	  =	0

⇒	 (–5 – l) (–2 – l) – 4 =	0
⇒	 l2 + 7l + 10 – 4 =	0
⇒	 l2 + 7l + 6 =	0
⇒	 l =	–6, –1

ଏଣୁ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ l = –6 ଏବଂ –1 ଅଟେ 
ll = –1 ପାଇଁ : 
	 [A – lI]X =	0

	  =	

କମି୍ବା 	  =	

କମି୍ବା 	 –4x1 + 2x2 =	0
	 2x1 – x2 =	0

ଯେହେତୁ 1 22 0x x- = ହିଁ ଏକମାତ୍ର ର�ୈଖିକ ସମୀକରଣ ଅଟେ ।
ବର୍ତ୍ତମାନ 	 2x1 – x2 =0
	 2x1 =	x2

⇒	  =	

ତେବେ l = –1ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର   ଅଟେ 
ll = –6 ପାଇଁ: 

	 [A – lI]X =	0

	  =	

କମି୍ବା 	  =	
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କମି୍ବା 	 x1 + 2x2 =	0
	 2x1 + 4x2 =	0

ଯେହେତୁ 1 22 0x x+ =  ହିଁ ଏକମାତ୍ର ର�ୈଖିକ ସମୀକରଣ ଅଟେ ,ବର୍ତ୍ତମାନ 
	 x1 + 2x2 =	0
	 x1 =	–2x2

⇒	  =	

ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ଅଟେ ।
ଯେହେତୁ ସମସ୍ତ ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର । 
ତେଣୁ, {(1, 2), (2, –1)} ଆଇଗନ ଆଧାର ଅଟେ ।

ଉଦାହରଣ 5.7 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A = ର ସମସ୍ତ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ, ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ଏବଂ ଆଇଗନ ଆଧାର 
ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର । 

ସମାଧାନ: ବ�ୈଶଷି୍ଟ୍ୟ ସମୀକରଣ]| A – lI | =0

⇒	  =	0

କମି୍ବା 	(3 – l) ((2 – l) (5 – l) – 0) –1(0) + 4(0) =0

କମି୍ବା	 l =	2, 3, 5

 ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ l = 2, 3, 5 ଅଟେ 
ll = 2 ପାଇ ଁ
	 [A – lI]X =	0

	  =	0

କମି୍ବା 	 	  =0

କମି୍ବା 	 	x1 + x2 + 4x3 =	 0� ...(1)
	 6x3 =	0� ...(2)
	 3x3 =	0	 ⇒	 x3 = 0� ...(3)
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ସମୀକରଣ (2) କୁ ସମୀକରଣ (1) ରେ ବ୍ୟବହାର କଲେ 
	 x1 + x2 =	0

	  =	

∴	  =	

ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ଅଟେ

ll = 3ପାଇଁ:
	 [A – 3I]X =0

କମି୍ବା 	  = 

କମି୍ବା 	 0x1 + x2 + 4x3 =	0� ...(4)
	 –x2 + 6x3 =	0� ...(5)
	 2x3 =	0  ⇒  x3 = 0� ...(6)

ଏହପିର ିଆମେ ପାଇବା,  =	

ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ଅଟେ

ll = 5ପାଇ ଁ	 [A – 5I]X =	 0

	  =	 0

କମି୍ବା 	 	  =	 0

କମି୍ବା 	 	 2x1 – x2 – 4x3 =	 0� ...(7)
	 3x2 – 6x3 =	 0  ⇒  x2 = 2x3� ...(8)
	 2x1 – 6x3 =	 0� ...(9)

ସମୀକରଣ (1) ଏବଂ (2) ବ୍ୟବହାର କର ି	  =	  = 

ତେଣୁ  = 5 ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର  ଅଟେ 
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ଯେହେତୁ ସମସ୍ତ ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଅଟେ,ତେଣୁ {(1, –1, 0), (1, 0, 0), (3, 2, 1)} ଆଇଗନ 
ଆଧାର ଅଟେ ।

ଉଦାହରଣ 5-8 A = ର ସମସ୍ତ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ, ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ଏବଂ ଆଇଗନ ଆଧାର ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର 

ସମାଧାନ: ବ�ୈଶଷି୍ଟ୍ୟ ସମୀକରଣ, | A – lI | =	 0

⇒	  =	0

⇒	 (2 – l) (–1 – l) – 10 =	0
⇒	 l2 – l – 12 =	0
⇒	 (l + 3) (l – 4) =	0
⇒	 l + 3 =	0,   l – 4 = 0
	 l =	–3,     l = 4

 ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ   = –3, ଏବଂ 4 ଅଟେ = –3, ଏବଂ 4 ଅଟେ
ll = –3 ପାଇଁ:	 [A + 3I]X =	0

		
	   5x + 2y =	0

	 5x + 2y =	0

ଯେହେତୁ କେବଳ ଏକ ମାତ୍ର ର�ୈଖିକ ସମୀକରଣ ଅଛ ି	 5x + 2y =	 0
	 5x =	–2y

⇒	  =	

ତେଣୁ l = –3 ରେ ପାଇଁ ଆଇଗନ୍‍ ଭେକ୍ଟର  ହେବ]

ll = 4 ପାଇଁ:
	 [A – 4I]X =	0

	  =	 0

କମି୍ବା	  =	 0

କମି୍ବା	 –2x + 2y =	 0
	 5x – 5y =	 0
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ପୁନଃ, ଉଭୟ ର�ୈଖିକ ନୀର୍ଭରଶୀଳ,ଆମେ ପାଉ 	x – y =	0
	 x =	 y

⇒	  =	

ତେଣୁ  = 4 ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ଅଟେ ।

ଯେହେତୁ ସମସ୍ତ ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର । 

ତେଣୁ, {(–2, 5), (1, 1)} ଆଇଗନ ଆଧାର ଅଟେ ।

ଉଦାହରଣ 5-9- A =  ର ସମସ୍ତ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ, ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ଏବଂ ଆଇଗନ ଆଧାର ନରି୍ଣ୍ଣୟ 
କରେ । 

ସମାଧାନ: (ବଦି୍ୟାର୍ଥୀମାନେ ଏହାକୁ ଚେଷ୍ଟା କରପିାରବିେ )ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ 1, –2, –2 ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର   
ଅଟେ  କ�ୌଣସ ିଆଇଗନ ଆଧାର ନାହିଁ

ଉଦାହରଣ 5-10 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ  ର ସମସ୍ତ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ, ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ଏବଂ ଆଇଗନ ଆଧାର ନରି୍ଣ୍ଣୟ 
କର। 

ସମାଧାନ: ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ 1, 1, 5 ଅଟେ ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର , ,  ଅଟେ{(–2, 1, 0),(1, 0, –1), 
(1, 1, 1)} ଆଇଗନ ଆଧାର ଅଟେ। 



ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍ II  |  415

ଉଦାହରଣ 5.11 A =  ର ସମସ୍ତ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର, ତେଣୁ A25 ଏବଂ A + 2I ର ଆଇଗନ 
ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ।  

ସମାଧାନ: ବ�ୈଶଷି୍ଟ୍ୟ ସମୀକରଣ  

	 | A –  ll | =	0

⇒	  =	0

⇒	 l2 – 2l – 3 =	0

⇒	 (l + 1) (l – 3) =	0

⇒	 l =	–1, l = 3. 

A25 ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ : 
ଅର୍ଥାତ	 (–1)25 = –1

ଏବଂ 	 (3)25 = 325

A + 2I ର ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ
	 A + 2I = 3 + 2(1) = 3 + 2 = 5

	A + 2I = –1 + 2(1) = –1 + 2 = 1

ସମ୍ମିଶ୍ର ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ: 

ଉଦାହରଣ 5.12 ଯଦ ି0 < q < p] ତେବେ ଦର୍ଶାଅ ଯେ A =  ର କ�ୌଣସ ିବାସ୍ତବ ଆଇଗନ 
ମଲୂ୍ୟ କମି୍ବା ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ନାହିଁ।

ସମାଧାନ: ବ�ୈଶଷି୍ଟ୍ୟ ସମୀକରଣ ] 
	 | A – lI | =	0

⇒	  =	0

	 (cos q – l)2 + sin2 q =	0
	 cos2 q – 2l cos q + l2 + sin2 q =	0
	 l2 – 2l  cos q + 1 =	0

	 l =	

	 =	

	 =	cos q ± i sin q

ତେଣୁ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A ର କ�ୌଣସ ିବାସ୍ତବ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ଏବଂ ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ନାହିଁ ।
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ଉଦାହରଣ 5.13 ଦତ୍ତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A =  ପାଇଁ ସମସ୍ତ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ଏବଂ ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ନରି୍ଣ୍ଣୟ 

କର A ର କ�ୌଣସ ି ଆଇଗନ ଆଧାର ଅଛକି ି?
ସମାଧାନ: ଏଠାରେ, ବ�ୈଶଷି୍ଟ୍ୟ ସମୀକରଣ  	 [A ->] =	0

	  =	0

	 (1 – l)2 =	0
	 l =	1, 1

ll = 1 ପାଇଁ:
	 AX =	lX
	 [A – lI]X =	0
	 [A – I]X =	0, (l = 1)

	  =	

ଯଦ ିX = ,  λ = 1 (ପାଇଁ ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର) ⇒y =0

x = 1 ନଆିଗଲେ,  = 1 ଅନୁରୂପରେ X = ]   

ଏଠାରେ, ଆମେ ଦେଖିପାରବିା ଯେ, R2 ପାଇଁ X କ�ୌଣସ ିଆଧାର ପ୍ରସ୍ତୁତ କରେ ନାହିଁ, ତେଣୁ,  ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A  
ପାଇଁ କ�ୌଣସ ିଆଇଗନ ଆଧାର ନାହିଁ ।

ଉଦାହରଣ 5.14 ର�ୈଖିକ ଅପରେଟର T : R2 → R2 ପାଇଁ ଯେତେବେଳେ T (X,Y)=(3X+5Y,2X+3Y) 
ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ,

ସମାଧାନ: ଏଠାରେ, T(X,Y)=(3X+2Y,2X+3Y)
R2 ମାନକ ଆଧାରର ସାପେକ୍ଷ T ର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଏପର ିହ�ୋଇଥାଏ 

	 A =	

ଅନୁରୂପ ବ�ୈଶଷି୍ଟ୍ୟ ସମୀକରଣ ହେଉଛ,ି 
	 | A – lI | =	0

	  =	0

	 (3 – l)2 – 10 =	0

	 l =	3 ± 

ତେଣୁ 3 +  ଏବଂ 3 –  ] T ର ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ଅଟନ୍ତି । 
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ଉଦାହରଣ 5.15 ର�ୈଖିକ ଅପରେଟର T : R2 → R2 ପାଇଁ, ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ, ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ଏବଂ 
ଆଇଗନ ଆଧାର ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ଯେତେବେଳେ, କ ିT (x, y) = (y, x) 

ସମାଧାନ: ଏଠାରେ 	 T(x, y) = (y, x)

 ମାନକ ଆଧାର R2 ସଂପର୍କିତ T  ର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ  0 1
1 0

A
 

=  
 

 ଅନୁରୂପ ବ�ୈଶଷି୍ଟ୍ୟ ସମୀକରଣ, 0A I−l =  

                                           0 1
0

1 0
−

=
−

l
l

                                                    
2 1 0− =l  

                                                   1= ±l
ଅଥବା  1= ±l , Tର ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ଅଟନ୍ତି ।  = 1 ପାଇଁ, ମନେକର ଅନୁରୂପ  1

1
1

x
X

y
 

=  
 

, ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର 
ଅଟେ | ତେବେ 

1 1AX X= l  

1[ ] 0A I X− =l  
1[ ] 0, ( 1)A I X− = =l  

       
1 1 0x y− + =

       1 1 0x y− =  1 1x y⇒ =

	y1 = 1, ନେବାଦ୍ୱାରା, ଆମେପାଉ x1 = 1

  = 1 ଅନୁସାରେ  ଏକ ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର  ଅଟେ । 

 = –1 ପାଇଁ, ମନେକର  X2 =  ଅନୁରୂପ ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର

	 AX2 =	 lX2
⇒	 [A – lI]X2 =	0
	 [A + I]X2 =	0, (l = –1)

	  =	0

⇒	 x2 + y2 =	0
	 x2 =	–y2

y2 = 1,  x2 = –1 ନେବା ଦ୍ୱାରା,

\   λ = –1 ଅନୁରୂପ ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର X2 = ] ଅଟେ ।  

ଏଠାରେ, ଆମେ ଦେଖଯୁେ ସମସ୍ତ ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର R2 ର ଆଧାର ସଷୃ୍ଟି କରନ୍ତି |
T ର ଆଇଗନ ଆଧାର = {(1, 1), (–1, 1)}
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ପ୍ରଶ୍ନମାଳା 5-1

	 ନମି୍ନୋକ୍ତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ମାନଙ୍କର ବ�ୈଶଷି୍ଟ୍ୟ ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଦ୍ଧାରଣ କର:

1.	 	 2.	 	 3.	

ନମି୍ନୋକ୍ତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ମାନଙ୍କର ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ଏବଂ ଅନୁରୂପ ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ନରି୍ଦ୍ଧାରଣ କର:

4.	 	 5.	 	 6.	

7.	 	 8.	 	 9.	

10.	 ନମି୍ନୋକ୍ତ ପ୍ରତ୍ୟେକ ର�ୈଖିକ ଅପରେଟର T : R2 → R2 ପାଇଁ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ, ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ଏବଂ ଆଇଗନ 
ଆଧାର ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର 	 i.	 T(x, y) = (y, – x)	

	 ii.	 T(x, y) = (x + 2y, 3x + 2y)

11.	 ନମି୍ନୋକ୍ତ  ପ୍ରତ୍ୟେକ ର�ୈଖିକ ଅପରେଟର T : R3 → R3 ପାଇଁ ପ୍ରତଟି ିଆଇଗନ ସ୍ପେଶ ପାଇଁ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ଏବଂ 
ଆଇଗନ ଆଧାର ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।

	 i.	 T(x, y, z) = (2x + y, y – z, 2y + 4z)
	 ii.	 T(x, y, z) = (x + y, y + z, –2y – z)
	 iii.	 T(x, y, z) = (x – y, 2x + 3y + 2z, x + y + 2z)
	 iv.	 T(x, y, z) = (3x + y + 4z, 2y + 6z, 5z)

12 ମନେକର T : R3 → R3  ଏକ ର�ୈଖିକ ଅପରେଟର ଯେପରକି ିକ୍ରମିତ ଆଧାର {(1, 2, 3), (1, 2, 0), 

(1, 0, 0)} ଅନୁରୂପ A =  ,T ର ଏକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଅଟେ। T ର ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ, ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର 

ଏବଂ ଆଇଗନ ଆଧାର ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ।

ଉତ୍ତର ମାଳା
1.	 –1, 1, 2	 2.	 2, 3, –2	 3.	 a, b, c
4.	 0, (–3, 1, 0); 1, (12, –4, –1); 0, (–3, 1, 0)	 5.	 1, (1, 1, –1); 2, (2, 1, 0); 0, (–3, 1, 0)
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6.	 (2, 2, 2); (1, 0, 0)	 7.	 (1, 1, 1); (0, 0, 1)	 8.	 –1, (–3, –1, 3); 2, (0, 1, 0); 3, (1, 1, 1)
9.	 2, (1, 0, 0); –2, (0, 1, 1); –4, (0, 1, –1)

10. i. ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ନାହିଁ ; ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ନାହିଁ ; ଆଇଗନ ଆଧାର ନାହିଁ  
ii. ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ (–1, 4); ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର (–1, 1) ଏବଂ (2, 3); ଆଇଗନ ଆଧାର {(–1, 1), (2, 3)}
11. i. ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ (2, 3); ଆଇଗନ ଆଧାର {(1, 0, 0)}, {(1, 1, –2)} 
  ii. ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ (1); ଆଇଗନ ଆଧାର {(1, 0, 0)} 
 iii. ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ (1, 2, 3); ଆଇଗନ ଆଧାର {(1, 0, –1)}, {(2, –2, –1)} ଏବଂ {(1, –2, –1)} 
vi. ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ (2, 3, 5); ଆଇଗନ ଆଧାର {(–1, 1, 0)}, {(1, 0, 0)} ଏବଂ {(3, 2, 1)}
12. ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ (2, 3, 5); ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର (-1, 1, 0), (1, 0, 0) ଏବଂ (3, 2, 1) ଆଇଗନ ଆଧାର 
{(–1, 1, 0), (1, 0, 0), (3, 2, 1)}

ଟ୍ରାନ୍ସପ�ୋଜ ସମ୍ୱନ୍ଧୀୟ  ଗୁଣଧର୍ମ): 
ଏଠାରେ ଆମେ ଟ୍ରାନ୍ସପ�ୋଜର କେତେକ ଫଳାଫଳ ଆଲ�ୋଚନା କରବିା ଯାହକ ିବଭିିନ୍ନ ସଂଖ୍ୟାତ୍ମକ ଗଣିତର ସମାଧାନ 
ଏବଂ ଉପପାଦ୍ୟର ପ୍ରମାଣ ପାଇଁ ବଶିେଷଭାବେ ଦରକାରୀ ଅଟେ, ଯଦ ି A ଏବଂ B ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A ଏବଂ B ର 
ଯଥାକ୍ରମେ ଟ୍ରାନ୍ସପ�ୋଜକୁ ସଚୂୀତ କରୁଥାନ୍ତି,  ତେବେ ନମି୍ନୋକ୍ତ ଫଳାଫଳ ମିଳଥିାଏ:
i.	 (A′)′ = A

ii.	 (kA)′ = kA′, k, ଏକ ସ୍କେଲାର 
iii.	 (A + B)′ = A′ + B′,ଏଠାରେ  A ଏବଂ B ଗୁଣନ ଯ�ୋଗ୍ୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ।

5.3 ସମମିତ ଏବଂ ବଷିମ ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ସମ୍ବନ୍ଧୀୟ ଉପପାଦ୍ୟ : 
ଆମେ ଅଧ୍ୟାୟ 3 ରେ, ସମମିତ ଏବଂ ବଷିମ ସମମିତ ମାଟ୍ରିକ୍ସ ର ସଂଜ୍ଞା ଆଲ�ୋଚନା କରସିାରଅିଛୁ | 
ଏଠାରେ ଆମେ ତତ୍ ସମ୍ୱନ୍ଧିତ କେତେକ  ଉପପାଦ୍ୟ ଆଲ�ୋଚନା କରବିା:
ଉପପାଦ୍ୟ 1: ଏକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A ସମମିତ ହେବାପାଇଁ ଆବଶ୍ୟକ ଓ ପର୍ଯ୍ୟାପ୍ତ ସର୍ତ୍ତ ହେଉଛ ିA = A।
ପ୍ରମାଣ : ଆବଶ୍ୟକ ସର୍ତ୍ତ ।
ମନେକର A = [aij] ଏକ n-ଧାଡ ିବର୍ଗୀୟ ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଅଟେ।
ଏହାର ଅର୍ଥ aij = aji ଓ A′ ଅର୍ଥାତ୍ A ର ଟ୍ରାନ୍ସପ�ୋଜ ମଧ୍ୟ n- ଧାଡ ିବର୍ଗୀୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଅଟେ ।
ବର୍ତ୍ତମାନ A′ର (i, j) ଉପାଦାନ ¾ A ର (j, i) ଉପାଦାନ 

  A ଏକ ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ⇒	aij = aji ∀ i, j

	 =	A ର (j, i) ଉପାଦାନ
∴	 A =	A′

ପର୍ଯ୍ୟାପ୍ତ ସର୍ତ୍ତ: 
ଏଠାରେ	 A =	A′ 
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ପ୍ରମାଣ କରବିାକୁ ହେବ ଯେ: A ଏକ ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ।
ଯଦ ିA = A′, A ନଶି୍ଚିତ n-ଧାଡ ିମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ହେବା ଉଚତି୍ ।
ଆଉ ମଧ୍ୟ Aର (i, j) ଉପାଦାନ = A′ ର (i, j) ଉପାଦାନ� [  A = A′]

	 = A ର (j, i) ଉପାଦାନ
∴  A ଏକ ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ।
ଉପପାଦ୍ୟ 2: ଏକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A ବଷିମ-ସମମିତ ହେବା ପାଇଁ ଆବଶ୍ୟକ ଏବଂ ପର୍ଯ୍ୟାପ୍ତ ସର୍ତ୍ତ ହେଉଛ ି A′ = –A

ପ୍ରମାଣ : 
ମନେକର A = [aij] ଏକ n-ଧାଡ ିବର୍ଗୀୟ ବଷିମ ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଅଟେ।
ତେଣୁ  aij =	 –aji.

ଯେହେତ ‘A’ ଏକ n-ଧାଡ ିବର୍ଗୀୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ, ତେଣୁ A′ –A ମଧ୍ୟ n-ଧାଡ ିବର୍ଗୀୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ । 
ବର୍ତ୍ତମାନ A′ ର (i, j) ଉପାଦାନ = A ର (j, i) ଉପାଦାନ 

ଯେହେତ A ଏକ ବଷିମ ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ  aij = –aji ∀i, j

	 = – Aର (i, j) th   ଉପାଦାନ A′ = – A, 
ବପିରୀତକ୍ରମେ ; ଯଦ ିA′ = – A, ତେବେ A ନଶି୍ଚିତ ଏକ ବର୍ଗ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ହେବ।
ଆଉ ମଧ୍ୟ   Aର  (i, j) th ଉପାଦାନ  = A′ର ବଯୁିକ୍ତାତ୍ମକ (i, j) th ଉପାଦାନ [  –A′ = A]
= A ର  ବଯୁିକ୍ତାତ୍ମକ (j, i) th ଉପାଦାନ  
ତେଣୁ: A ଏକ ବଷିମ-ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ।
ଉପପାଦ୍ୟ 3: ଯଦ ିA ଏକ ବଷିମ-ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ  ଏବଂ X ଏକ ସ୍ତମ୍ଭ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ, ତେବେ ଦର୍ଶାଅଯେ X′ A X 

ଏକ ଶୂନ୍ୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଅଟେ। 
ପ୍ରମାଣ : ଯେହେତ A ଏକ ବଷିମ ସମମିତ  ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ତେଣୁ  A′ = –A । ମନେକର A, ଏକ ବର୍ଗ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଯାହାର 

ଅର୍ଡର  n ଅଟେ ଏବଂ X ଏକ  ସ୍ତମ୍ବ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଯାହାର ଅର୍ଡର n × 1. ବର୍ତ୍ତମାନ ଏଠାରେ X′ ଏକ ଧାଡ ି ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଯାହାର 
ଅର୍ଡର 1 × n ଅଟେ । ତେଣୁ:  X′ AX, ଏକ 1 × 1 ଅର୍ଡର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ହେବ ।

ମନେକର 	 X′AX =	 B� ---(1)

ଯେହେତ B ର ଅର୍ଡର 1 × 1 ତେବେ B′ = B, ଏବଂ B ଏକ ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ହେବ ।
ଏବେ ମନେକର    	 (X′AX)′ =	 B′
\	 X′ A′(X′)′ =	 B′  ⇒  X′A′X″ = B′
କନି୍ତୁ  X″ ¾ X] A′ = –A ଏବଂ B′ = B
\  ଦତ୍ତ ଅଛ ିX′ (–A) X =	 B
	 =	–(X′ AX) = B

	 =	–B = B� [ସମୀକରଣ (1) ରୁ]
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⇒	 2B =	0
⇒	 B =	0
	 X′AX ଏକ ଶୂନ୍ୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଅଟେ ।

ଉପପାଦ୍ୟ 4: ଦର୍ଶାଅ ଯେ ପ୍ରତ୍ୟେକ ବର୍ଗ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଅନନ୍ୟ ଭାବରେ ଦୁଇଟ ି ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ସମଷ୍ଟି ଭାବେ ପ୍ରକାଶ 
କରାଯାଇପାରେ । , ଯେଉଁଠାରେ  ଗ�ୋଟଏି ସମମିତ ଏବଂ ଅନ୍ୟଟ ିବଷିମ ସମମିତ 
ପ୍ରମାଣ : ମନେକର A ଏକ ବର୍ଗ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଅଟେ ଏଣୁ A କୁ ନମି୍ନୋକ୍ତ ପ୍ରକାରେ ଲେଖାଯାଇପାରେ

	 A =	  (A + A′) +  (A – A′)

	 =	P + Q (ମନେକର)

ଯେଉଁଠାରେ 	 P =	  (A + A′), Q =  (A – A′)

ବର୍ତ୍ତମାନ ଆମେ ଦର୍ଶାଇବା ଯେ P ଏକ ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଏବଂ Q ଏକ ବଷିମ ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଅଟେ ।
ମନେକର   	 P′ =	  (A + A′)′ =  [(A′) + (A′)′]

	 =	  [A′ + A]

	 =	  [A + A′] = P

\  P ଏକ ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ 

ଆଉମଧ୍ୟ 	 Q′ =	  [A – A′]′

	 =	  [A′ – (A′)′]

	 =	  (A′ – A) = –  [A – A′] = –Q

\  Q ଏକ ବଷିମ ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ 

ଏହପିର ିଭାବେ, ଆମେ A କୁ ଏକ ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଏବଂ ଏକ ବଷିମ ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ସମଷ୍ଟି ଭାବେ ପ୍ରକାଶ 
କଲେ ।

ଏହ ିଅଭିବ୍ୟକ୍ତିର ଅନନ୍ୟତା ପ୍ରମାଣ ନମି୍ନରେ କରାଗଲା :
ମନେକର A = R + S ଯାହାକ ିA ର ଅନ୍ୟ ଏକ ପରପି୍ରକାଶ, ଯେଉଁଠାରେ R ଏକ ସମମିତ ଏବଂ S ଏକ ବଷିମ 

ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଅଟେ।
ବର୍ତ୍ତମାନ		  A′ =	 (R + S)′ = R′ + S′
	 =	R – S� {  R′ = R, S′ = –S]

	  (A + A′) =	  [(R + S) + (R – S)] = R

\	 R =	P
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ଏବଂ 	  (A – A′) =	  [(R + S) – (R – S)] = S

\	 S =	Q
ତେଣୁ, ଏହ ିପରପି୍ରକାଶ A = P + Q ଅନନ୍ୟ ଅଟେ

କେତେକ ସମାହତି ଉଦାହରଣ

ଉଦାହରଣ 5.16 ଯଦ ି  A = , ତେବେ ଏହାକୁ ଏଭଳ ି ପ୍ରକାଶ କର ଯେପରକି ି A = B + C 

ଯେଉଁଠାରେ B ଏକ ସମମିତ ଓ C ଏକ ବଷିମ ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ

ସମାଧାନ: ଆମର ଅଛ ି	 A =	

ଏହାକୁ ଟ୍ରାନ୍ସପ�ୋଜ କଲେ ଆମେ ପାଉ  A′ =	

A ଏବଂ A ଯ�ୋଗକର,ି ଆମେ ପାଉ,

	 A + A′ =	 � ...(1)

A ରୁ A କୁ ବୟି�ୋଗ କର ିଆମେ ପାଇବା

	 A – A′ =	 � ...(2)

(1) ଏବଂ (2) କୁ ଯ�ୋଗକର ିଆମେ ପାଇବା

	 2A =	

	 କମି୍ବା  A =	
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	              = ସମମିତ + ବଷିମ ସମମିତ

ଉଦାହରଣ 5.17   କୁ ଏକ ସମମିତ ଏବଂ ଏକ ବଷିମ ସମମିତ  ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ସମଷ୍ଟି ଭାବେ ପ୍ରକାଶ 
କର । 

ସମାଧାନ: ମନେକର 	 A =	

ଏହାକୁ ଟ୍ରାନ୍ସପ�ୋଜ କଲେ ଆମେ ପାଇବା 

	 A′ =	

A ଏବଂ A ଯ�ୋଗ କଲେ	A + A′ =	 � ...(1)

A ରୁ A  ବୟି�ୋଗ କଲେ,ଆମେ ପାଇବା	 A – A′ =	 � ...(2)

 (1) ଓ (2) କୁ ଯ�ୋଗକର ିଆମେ ପାଇବା

	 2A =	

	 କମି୍ବା          A =	

	                  = ସମମିତ + ବଷିମ-ସମମିତ
ଉଦାହରଣ 5.18 ଯଦ ି A ଏକ-ଅଯୁଗ୍ମ କମି୍ୱା ଯୁଗ୍ମ ଅର୍ଡରର ବଷିମ ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ହ�ୋଇଥାଏ, ତେବେ ଏକ 
ଉଦାହରଣ ମାଧ୍ୟମରେ ପ୍ରମାଣକର ଯେ A ର ଡଟିରମିନାଣ୍ଟ ସର୍ବଦା ଯଥାକ୍ରମେ ଶୁନ୍ : (0) କମି୍ବା ବାସ୍ତବ ସଂଖ୍ୟା ହେବ ।

ସମାଧାନ: (1) ମନେକର  A = ] ’ A ’ଏକ ବଷିମ ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଯାହାର ଅର୍ଡର ଅଯୁଗ୍ମ 
ଅଟେ ।	

          ତେବେ | A | =	0(0 + 16) – 2(0 + 12) + 3(8 + 0)
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	 =	0 – 24 + 24 = 0

(2) ଯଦ ିA =  ଅର୍ଥାତ୍  A ଏକ ବଷିମ ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଯାହାର ଅର୍ଡର ଯୁଗ୍ମ ଅଟେ ।
ତେବେ,	 | A | =	0 + 1 = 1 ଅର୍ଥାତ୍ ଏକ ବାସ୍ତବ ସଂଖ୍ୟା 

ଇତହିାସ :

ଅନ୍ତର୍ଗୁଣ  ଫଳ, ଲମ୍ୱ କ�ୋଣୀୟ ଫଳନ ବସି୍ତାରର ଧାରଣାରୁ ଉତ୍ପତ୍ତି ହ�ୋଇଥିଲା, ଯେପରକି ି ଫ�ୋରଅିର ଶ୍ରେଣୀ। 
ଉଚ୍ଚକ�ୋଟୀର ଫ�ୋରଅିର ଶ୍ରେଣୀ ସହତି, ଫଳନର ଲମ୍ୱ କ�ୋଣୀୟତାର ସମ୍ପର୍କ ପ୍ରଥମେ ଅନୁଭବ କରାଯାଇଥିଲା। ତେଣୁ, 
ଅନ୍ତର୍ଗୁଣ ଫଳ ଏକମାତ୍ର ସ୍ପେଶ୍‍ର ଏକ ରୂପ ଥିଲା। ଦ୍ୱୈତର ଧାରଣା ଦଶନ୍ଧି ପରେ ଆସଲିା, କେବଳ ଥରେ ଲ�ୋକମାନେ 
ଜାଣିଲେ ଯେ ସେମାନେ ଦ୍ୱୈତ କୁ ସ୍ପେଶ୍‍ ଅଲଗା କରବିାକୁ ବାଧ୍ୟ ହେଲେ, 1878 ମସହିାରେ, ଫ୍ରୋବେନୟିସ 
ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ରାଙ୍କକୁ ପରଚିୟ କରାଇଥିଲେ ଏବଂ ଏହାକୁ ଲମ୍ୱୀୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ସଂଜ୍ଞାରେ ବ୍ୟବହାର କରଥିିଲେ। ସେହ ି
ବକିାଶ ପରଠାରୁ ଏହ ିମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଗୁଡକି ଅଗ୍ରଣୀ କ୍ଷେତ୍ରରେ ମେରୁଦଣ୍ଡ ପାଲଟଛି ିଯେପରକି,ି କ୍ରିପ୍ଟୋଗ୍ରାଫି, କମ୍ପ୍ୟୁଟର 
ସାଇନ୍ସ, ଇଞ୍ଜିନୟିରଂି ଇତ୍ୟାଦ।ି 

5.4 ଲମ୍ବୀୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ
ଏକ ବାସ୍ତବ ବର୍ଗୀୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A କୁ ଲମ୍ବୀୟ କୁହାଯାଏ , ଯଦ ିAA′ = A′A = I 

5.4.1 ଲମ୍ବୀୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ଗୁଣଧର୍ମ
a.	 ଯଦ ିA ଏକ ଲମ୍ବୀୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ହୁଏ, ତେବେ | A | = ± 1-

ପ୍ରମାଣ:ଯେହେତ ଏକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ଧାଡ ିଏବଂ ସ୍ତମ୍ଭକୁ ଅଦଳବଦଳ ଦ୍ୱାରା ଡଟିରମିନାଣ୍ଟ ବଦଳନିଥାଏ| A′ | =| A |

ପୁନଶ୍ଚ ସଂଜ୍ଞା ଅନୁସାରେ  ଯଦ ିA ଲମ୍ବୀୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ,ତେବେ AA′ = I
	 | AA′ | =	| I |
	 | A | | A′ | =	| I |
	 | A |2 =	1
	 | A | =	± 1

ମନ୍ତବ୍ୟ: ଯଦ ିA ଏକ n ଅର୍ଡରର ଲମ୍ବୀୟ ବର୍ଗ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ, ହ�ୋଇଥାଏ, ଯେହେତ | A | = ± 1] ତେବେ Aର 
ରାଙ୍କ = n

b.	 ଯଦ ିA ଏକ ଲମ୍ବୀୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ, ତେବେ A–1 ର ଅସ୍ଥିତ୍ୱ ଅଛ ି ଏବଂ ଏହା A′ ସହ ସମାନ ଅଟେ।
ପ୍ରମାଣ: ଆମେ ଜାଣୁ ଯେ ଯଦ ିA ଏବଂ B ଦୁଇଟ ିଏପର ିମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ପାଇଁ  AB = BA = I  ତେବେ B କୁ A ର ବ୍ୟୁତକ୍ରମ 

କୁହାଯାଏ । ଏବଂ A ର ବ୍ୟୁତକ୍ରମର ଅସ୍ଥିତ୍ୱ ପାଇ ଁ| A | ≠ 0 ଏକ ଆବଶ୍ୟକ ଏବଂ ପର୍ଯ୍ୟାପ୍ତ ସର୍ତ୍ତ ଅଟେ । (a) 
ଅନୁସାରେ ଯଦ ିA ଲମ୍ବୀୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ହ�ୋଇଥାଏ, ତେବେs | A | = ± 1 ≠ 0, 

 A–1 ଅସ୍ତିତ୍ୱ ଅଛ ି।
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ଅଧିକନ୍ତୁ 		   AA′ =	 I

ଉଭୟ ପାର୍ଶ୍ୱରେ A–1 କୁ ଗୁଣନ କଲେ  
	 A–1 (AA′) =	A–1 . I
	 (A–1 A) . A′ =	A–1

	 IA′ =	A–1

	 A′ =	A–1

c- 	 ଯଦ ିA ଏବଂ B ଦୁଇଟ ିn-ଅର୍ଡରର  ଲମ୍ବୀୟ  ବର୍ଗ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ, ତେବେ AB ଏବଂ BA ମଧ୍ୟ ଲମ୍ବୀୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ।
ପ୍ରମାଣ: ଯେହେତ A ଏବଂ B n ଅର୍ଡରର ବର୍ଗ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଅଟନ୍ତି | ତେବେ AB ଏବଂ BA, ସଂଜ୍ଞାକୃତ ଏବଂ 

ସେମାନେ n ଅର୍ଡର ବର୍ଗ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଅଟନ୍ତି ।
ଯେହେତ  A,ଏବଂ B ଲମ୍ବୀୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ
	 | A | ≠ 0, | B | ≠	0 ଏବଂ A–1 B–1 ର ଅସ୍ତିତ୍ୱ ଅଛ ି। 
	 ପୁନର୍ବାର	 | AB | =	| A | | B | ≠ 0
∴	 (AB)–1 ଅସ୍ତିତ୍ୱ ଅଛ ି।
ବର୍ତ୍ତମାନ	 	(AB)′ =	 B′A′
⇒ ଅଧିକନ୍ତୁ  	 (AB)′ (AB) =	B′A′ AB
	 =	B′(A′A) B
	 =	B′ IB = B′B = I� [  A′A = I]

ତେବେ (AB)′ AB ର ବ୍ୟୁତକ୍ରମ ହେବ
 ∴	AB ଲମ୍ବୀୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଅଟେ।
ଟପି୍‍ଣୀ : ଯଦ ିA ଏକ ଲମ୍ବୀୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ, ତେବେ | A | =  ±1

ଯଦ|ି A | = 1] ତେବେ A କୁ ସଂଗତ ଲମ୍ବୀୟ  ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ କୁହାଯିବ । 

ମନ୍ତବ୍ୟ: ସଂଖ୍ୟାତ୍ମକ ର�ୈଖିକ ବୀଜଗଣିତ ପାଇଁ ଲମ୍ବୀୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ରହଥିିବା ଅନେକ ଗୁଣ ଧର୍ମରୁ । ସଂଖ୍ୟାତ୍ମକ 
ବଶି୍ଲେଷଣ, ଅନେକ ଲାଭ ପାଇଥାଏ। ଉଦାହରଣ ସ୍ୱରୂପ,ଅନ୍ତର୍ଗୁଣଫଳ ସ୍ପେସ ବା ଆଧାରର ଲମ୍ବିକ ପରବିର୍ତ୍ତନ ପାଇଁ 
ଅର୍ଥୋନର୍ମାଲ ଆଧାରର ଗଣନା ଆବଶ୍ୟକ ହ�ୋଇଥାଏ; ଉଭୟ ଲମ୍ୱୀୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ର ରୂପ ଗ୍ରହଣ କରନ୍ତି ।

କେତେକ ସମାହତି ଉଦାହରଣ

ଉଦାହରଣ 5.19 ସତ୍ୟତା ପରୀକ୍ଷା କର ଯେ  A =  ଲମ୍ବୀୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଅଟେ।

ସମାଧାନ: ଏଠାରେ 	 A =	
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∴	 A′ =	

    ଏବଂ             	 AA′ =	

	 =	  = I

ତେଣୁ A ଏକ ଲମ୍ବୀୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ  ଅଟେ A

ଉଦାହରଣ 5.20   a, b, g ର ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ଯେତେବେଳେ  ଲମ୍ବୀୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଅଟେ।

ସମାଧାନ: ମନେକର 	 A =	

A ର ଟ୍ରାନ୍ସପ�ୋଜ କର ିଆମେ ପାଉ,  	 A′ =	

ଯଦ ିA ଲମ୍ୱୀୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ହ�ୋଇଥାଏ ,ତେବେ 	 AA′ =	 I

\	 AA′ =	

	 =	

	 4b2 + g2 =	1� ...(1)

ଏବଂ 	 –2b2 + g2 =	0  ⇒  b2 = � ...(2)

 (1)ରୁ 4.  + g2 =	 1� [   ] 
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	 2g2 + g2 =	1  ⇒  3g2 = 1  ⇒  g = ± 

ଆଉମଧ୍ୟ	 b2 =	    (2)ରୁ   ⇒  b = ± � [  a2 + b2 + g2 = 1]

ଆଉମଧ୍ୟ ଆମର ଅଛ ି 	 a2 =	1 – b2 – g2

	 =	

	 a2 =	

⇒	 a =	± 

ଉଦାହରଣ 5.21  ଯଦ ି A =  ପ୍ରମାଣ କରେ ଯେ  A–1 = A′] A′ ର ଟ୍ରାନ୍ସପ�ୋଜ A ଅଟେ ।

ସମାଧାନ: ଆମର ଅଛ ିA = , ଏବଂ A′ = 

∴	 AA′ =	

	 =	

	 =	

⇒	 AA′ =	I  ⇒  A′ = A–1�

ଉଦାହରଣ 5.22  ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ  A =  ଲମ୍ବୀୟ ଅଟେ କ ି?
ସମାଧାନ:

A = 

	 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A ର ଟ୍ରାନ୍ସପ�ୋଜ A′ = 
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∴	 A′A =	

	 =	  =  ≠ I

ତେଣୁ A ଲମ୍ବୀୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ନୁହେଁ।  

ଉଦାହରଣ 5.23  ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ  A =  ଲମ୍ବୀୟ ଅଟେ କ ି?

ସମାଧାନ: ଟ୍ରାନ୍ସପ�ୋଜ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ

	 A′ =	

∴	 A′A =	

	 =	

	 =	  = I

ତେଣୁ ଦତ୍ତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଲମ୍ବୀୟ ଅଟେ ।

ପ୍ରଶ୍ନମାଳା 5.2

1.	 ଯଦ ିA =  ଏବଂ B =  ତେବେ(AB)′ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ଓ ଏହାର ସତ୍ୟତା ପରୀକ୍ଷା କର ଯେ 	
(AB)′ = B′A′

2.	 ଯଦ ିA =  ତେବେ ଦର୍ଶାଅ ଯେ  AA′ ଏବଂ A′A ଉଭୟ ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଅଟନ୍ତି ।

3.	 ଯଦ ିA ଏବଂ B ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ, ତେବେ ଦର୍ଶାଅ ଯେ AB-BA ଏକ ବଷିମ-ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଅଟେ ।
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4.	ନମି୍ନରେ ଦତ୍ତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A କୁ ସମମିତ ଏବଂ ଏକ ବଷିମ-ସମମିତ  ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ସମଷ୍ଟି ଭାବେ ପ୍ରକାଶ କର ।
1 2 4
2 5 3
1 6 3

A
 
 = − 
 − 

5.	ପ୍ରମାଣ କରଯେ ନମି୍ନଲିଖିତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଲମ୍ବୀୟ ଏବଂ  A–1 ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର

	 A =	  

6.	 ଯଦ ିA =  ଲମ୍ବୀୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ତେବେ a, b, ଏବଂ c ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର। 

7.	ଦତ୍ତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସକୁ ଯାଞ୍ଚ କରନ୍ତୁ  ଲମ୍ବୀୟ କ ିନୁହେଁ?

	 A =	

8.	 ନମି୍ନଲିଖିତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଲମ୍ୱୀୟ ଅଟେ କ ି ? 

	 A =	

9.	 ପ୍ରମାଣ କର ଯେ ନମି୍ନଲିଖିତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଲମ୍ୱୀୟ ତେଣୁ  A–1 ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।

	 i.    ii. 	 iii.	  

10.	 ଯଦ ି 3A = ଏବଂ ଯଦ ିA ଲମ୍ୱୀୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ତେବେ a, b, c ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର। 

11.	ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A କୁ ଏକ ସମମିତ ଓ ଏକ ବଷିମ ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ସମଷ୍ଟି ଭାବରେ ପ୍ରକାଶ କର ।

	 A = 

12.	ନମି୍ନଲିଖିତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଗୁଡକି ପ୍ରକୃତ ଲମ୍ୱୀୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ କମି୍ୱା ଅସଂଗତ ଲମ୍ୱୀୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଯାଞ୍ଚ କର :

	 i.	 	 ii.	 	 iii.	
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ଉତ୍ତର ମାଳା

1.	 		  4.  ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ = ; ବଷିମ ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ  = 

5.	 A′ A ର ବ୍ୟୁତକ୍ରମ			   6.	

7.	 ନୁହେଁ			   8. ନୁହେଁ 9.	 i.	 	

ii.	 	 iii.	

10.	 a = 2, b = 2, c = 1

11.	 ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ = ; ବଷିମ-ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ = 

12.	   ଅସଂଯୁକ୍ତ  	 ii.	 .  ପ୍ରକୃତ 	 iii.	 ଲାମ୍ବୀୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ନୁହେଁ 
5.5  	ର�ୈଖିକ ଅପରେଟରର  କର୍ଣ୍ଣୀକରଣ

 ଏକ ର�ୈଖିକ ଅପରେଟର T: V → V ନଆିଯାଉ । ତେବେT କୁ କର୍ଣ୍ଣୀକରଣ କରାଯାଇ ପାରବି ଯଦ ିଏହା ଏକ କର୍ଣ୍ଣୀ  
ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ D ଭାବେ ପ୍ରକାଶ କରାଯାଇପାରବି। ଏହପିରଭିାବେ T କର୍ଣ୍ଣୀକରଣୀୟ  ଅଟେ ଯଦ ିଓ କେବଳ ଯଦ ିV ର ଏକ 
ଆଧାର ମିଳଥିାଏ ଯେପରକି ିB ଭିତ୍ତିକ T ର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଏକ କର୍ଣ୍ଣୀ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ D  
5.5.1  ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର କର୍ଣ୍ଣୀକରଣ
ମନେକର ଏକ ବର୍ଗ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A ର ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ1, 2 ...n   ଓ ସେମାନଙ୍କର ଆଇଗନ୍ ଭେକ୍ଟର ଯଥାକ୍ରମେ  
x1, x2, ..., xn । 
ତେବେAxi = lixi,

 x1, x2, ..., xn] ବର୍ଗ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ  B ର ସ୍ତମ୍ବ । ଆମେ P କୁ [x1, x2, ..., xn], ରୂପରେ ଲେଖିପାରବିା 
	 AP =	 A[x1 x2 ... xn] =	 [Ax1 Ax2 ... Axn]

=	[l1x1 l2x2 ... lnxn]  [ସଂଜ୍ଞା ହେତ]	 =	 PD

 [ P ଏବଂ D କୁ ସମ୍ପୂର୍ଣ୍ଣ ଭାବେ ପ୍ରକାଶ କରବିା ଏବଂ ସେମାନଙ୍କର ଗୁଣନ ଦ୍ୱାରା ଆମେ ଏହ ି ସ�ୋପାନକୁ ପରୀକ୍ଷା 
କର ିପାରବିା]
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ଯେଉଁଠାରେ 	 D =	

⇒ ଏହା ଦର୍ଶାଇଥାଏ	 	P–1 AP =	 D

ଏହ ିପଦ୍ଧତ ିଅସଫଳ ହୁଏ ଯେତେବେଳେ A ପାଇଁ  n ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ଇବ୍ଧ ହୁଏନାହିଁ ଏହ ିପ୍ରକାର 
ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ କର୍ଣ୍ଣୀକରଣୀୟ  ହେବନାହିଁ । ଯେତେବେଳେ n ର�ୈଖିକ  ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଆଇଗନ  ଭେକ୍ଟର ନ ମିଳେ, ସେତେବେଳେ  
P ଅଣସଂିଗୁଲାର ହ�ୋଇଥାଏ ଏବଂ P–1 AP ଏକ କର୍ଣ୍ଣୀ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଏବଂ ଆଇଗନ ମଲୁ୍ୟ ଏହାର କର୍ଣ୍ଣ ଉପାଦାନ। 
ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ P ଯାହା ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ Aକୁ କର୍ଣ୍ଣୀକରଣ କରବିା ପାଇଁ ବ୍ୟବହୃତ ହୁଏ , ଏହାକୁ Aର ମ�ୋଡାଲ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ କୁହାଯାଏ 
ଏବଂ ଏହପିର ିପ୍ରାପ୍ତ ହ�ୋଇଥିବା କର୍ଣ୍ଣୀ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ Aର ସ୍ଠେକ୍ଟ ର୍ାଲ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ।
ଦୁଇଟ ିମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A ଏବଂ C କୁ ସଦୃଶ ହେବେ, ଯଦ ିଏକ ଅଣସଂିଗୁଲାର  ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ B ମିଳେ ଯେପରକିି

1C B AB−=   
ସ୍ପଷ୍ଟ ଭାବରେ, ଏକ କର୍ଣ୍ଣୀକରଣୀୟ  ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A ଏକ କର୍ଣ୍ଣୀ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ D ର ସଦୃଶ ଅଟେ ।
ଟପି୍ପଣୀ: ସଦୃଶ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ମାନଙ୍କର  ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ସମାନ । 

ଆକର୍ଷଣୀୟ ତଥ୍ୟ
1.	 ଏହା କେତେକ ଗଣନାକୁ ମହତ୍ୱପୂର୍ଣ୍ଣ ଭାବେ ସରଳକୃିତ କରଥିାଏ | ଯାହାବ ି ହେଉ, କର୍ଣ୍ଣୀକରଣର ପ୍ରଥମ 

ବ୍ୟବହାର ମାର୍କୋଭ ପ୍ରସେସ ରେ ଦେଖାଯାଇଥିଲା,ଯେଉଁଠାରେ କ ି (ବର୍ଗ)ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର  ବ୍ୟବହାର ଅଧିକରୁ 
ଅଧିକ କରାଯାଇଥିଲା ଏବଂ ମାର୍କୋଭ ପ୍ରଣାଳୀର ବହୁଳ ଭାବରେ ପ୍ରୟ�ୋଗ ହ�ୋଇଥାଏ ଯେପରକି ି• ବଜାର   
• ପାଣିପାଗ ଭବଷି୍ୟବାଣୀ • ଜେନେଟକିସ • ଗ୍ୟାସର ବସି୍ତାର

	 • ସବୁଠାରୁ ପ୍ରସଦି୍ଧ ହେଉଛ ିଗୁଗୁଲର ପେଜ୍ ରାଙ୍କିଙ୍ଗ ଆଲଗ�ୋରଦିମ୍ ।
2-	 ଏହାର ପ୍ରୟ�ୋଗ ମେକାନକି୍ସରେ ମଧ୍ୟ କରାଯାଏ । ଉଦାହରଣ ସ୍ୱରୁପ, ଜଡ଼ତ୍ୱର ମଖୁ୍ୟ ଅକ୍ଷ ପାଇବାର ଏକ 

ଉପାୟ (ଜଡତ୍ୱର ଟେନ୍ସର ଏକ କର୍ଣ୍ଣୀକରଣୀକୃତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ) 
3.	 ଅନ୍ୟ ଏକ ପ୍ରୟ�ୋଗ ହେଉଛ ିଦ�ୋଳନ ସଷି୍ଟମର ନର୍ମାଲ ମ�ୋଡରେ (ଯାହା ଏକକାଳୀନ ଭାବେ କାଇନେଟକି୍ ଶକ୍ତି 

ଏବଂ ପ�ୋଟେନ୍ସିଆଲ ଶକ୍ତି ଭଳ ିଦୁଇଟ ିମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର କର୍ଣ୍ଣୀକରଣ ଆବଶ୍ୟକ କରଥିାଏ)  ।

ବାସ୍ତବ ଜୀବନରେ ପ୍ରୟ�ୋଗ:
•	 କର୍ଣ୍ଣୀକରଣ ର ଏକ ଗୁରୁତ୍ୱପୂର୍ଣ୍ଣ ବ୍ୟବହାର ହେଉଛ,ି ଉଚ୍ଚ ଘାତ ଥିବା ମାଟ୍ରିକ୍ସକୁ ଦକ୍ଷତା ସହତି ଗଣନା କରବି 

।ଯଦAି=M-1DM, An=M-1Dnm ଉପର�ୋକ୍ତ ଗୁଣ ଧର୍ମ ଉଚ୍ଚ ଘାତ ମାଟ୍ରିକ୍ସ A ର ଗଣନା କରବିା ସହଜ 
କରଥିାଏ, ଯେହେତ An ର ଗଣନା ତୁଳନାରେ Dn ର ଗଣନା ଅଧିକ ସହଜ ଅଟେ ।
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•	 ଭିଡଓି ସଂଯ�ୋଗ (ଉତ୍ସ: NPTEL) 

ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ 

ଓ ଆଇଗନ 

ଭେକ୍ଟର

ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ 
ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ନରି୍ଣ୍ଣୟ 
ପଦ୍ଧତ ିଏବଂ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର 

କର୍ଣ୍ଣୀକରଣ

କେତେକ ସମାହତି ଉଦାହରଣ 

ଉଦାହରଣ 5.24 A =  କୁ କର୍ଣ୍ଣୀକରଣ କର ଏବଂ ମ�ୋଡାଲ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର 

ସମାଧାନ: A ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ର ବ�ୈଶଷି୍ଟ୍ୟ ସମୀକରଣ,  	 | A – lI |  =	0

	  =	0

⇒	 (–1 – l) [–l(2 – l) + 1] – 2[–l + 1] – 2[–1 + 2 – l] =	0
⇒	 (–1 – l) [l2 – 2l + 1] – 2[–l + 1] –2 [–l + 1] =	0
⇒	 (–1 – l) (1 – l)2 – 4(1 – l) =	0
⇒	 (1 – l) [(–1 – l) (1 – l) – 4] =	0
⇒	 (1 – l) (l2 – 5) =	0

⇒	 l =	1, ± 

ଏଠାରେ ଆମେ ମିଳଥିିବା ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ଅନୁରୂପରେ ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ନରି୍ଣ୍ଣୟ କରବିା ।

    =1 ପାଇଁ        ମନେକର X1 = ] 

 ଏକ ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର, ଯେପରକି ି      
	 AX1 =	lX1

⇒	 (A – lI)X1 =	0

	  =	

	 –2x1 + 2y1 – 2z1 =	0
⇒ 	  –x1 + y1 – z1 =	0� ...(1)
	 x1 + y1 + z1 =	0� ...(2)
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	 –x1 – y1 – z1 =	0  ⇒  x1 + y1 + z1 = 0
	 2y1 =	0  ⇒  y1 = 0

ସମୀକରଣ (1) ଏବଂ (2) ଯ�ୋଗ କଲାପରେ 	 –x1 – z1 =	 0  ⇒  –x1 = z1

	 z1 =	–1,  ⇒  x1 = 1

\	 X1 =	

5=l  ପାଇଁ, ମନେକରX2 = ,ଏକ ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ଅଟେ ଯେପରକି ି। 

	 AX2 =	 l X2

	  X2 =	0

	  =	

	 x2 + 2y2 – 2z2 =	0� ...(3)

	 x2 + y2 + z2 =	0� ...(4)
	 –x2 – y2 – z2 =	0� ...(5)

ସମୀକରଣ (4) ଏବଂ (5) ଯ�ୋଗ କରବିା ପରେ	  =	 0
	 y2 =	–z2

	 z2 = 1 	ନଆିଯାଉ,ତେବେ  	 y2 = –1

ସମୀକରଣ 5ରୁ 	 –x2 =	y2 +  = –1 + 

	 x2 =	1 – 

\	 X2 =	

 5= −l  ପାଇଁ, ମନେକରX3 = , ଏକ ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ଯେପରକି,ି 

	 AX3 =	l X3

	  X2 =	0
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	  =	

	 x3 + 2y3 – 2z3 =	0� ...(6)

	 x3 + y3 + z3 =	0� ...(7)

	 –x3 – y3 + z3 =	0� ...(8)

ସମୀକରଣ (7( ଏବଂ (8) ଯ�ୋଗ କରବିା ପରେ,    	 y3 + z3 =	 0
	 y3 =	–z3

	 z3 =	1  ⇒  y3 = –1

8ରୁ ,	 –x3 =	y3 – z3 = –1 – 

	 x3 =	1 + 

\	 X3 =	

ମ�ୋଡାଲ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ  	 P =	

⇒	 | P | =	–  ≠ 0

\	 P–1 =	

	 =	

	 P–1 AP =	D

	 D =	
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	 D =	  = .

ଉଦାହରଣ 5.25 ଦର୍ଶାଅ ଯେ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସA =  କ୍ଷେତ୍ର C ଉପରେ କର୍ଣ୍ଣୀକରଣୀୟ ନୁହେଁ।

ସମାଧାନ: ଦତ୍ତ  ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ବ�ୈଶଷି୍ଟ ସମମୀକରଣ

	 | A – lI | =	 0

	  =	0

	 l =	2, 2

\ ଏକମାତ୍ର ଭିନ୍ନ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ 2 

ଯଦ ିX =  ଅନୁରୂପ ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ହୁଏ,ତେବେ 

	 AX =	 lX

	 [A – lI]X =	0
	 [A – 2I]X =	0

l = 2 ପାଇ ଁ  =	

	 0x + y =	0 ⇒  y = 0

x = 1, y = 0 ନେଲେ X =  ହିଁ l= 2 ଅନୁରୂପ ଏକମାତ୍ର ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ଅଟେ ।

ଏଣୁ ଦତ୍ତ (ବର୍ଗ) ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ଏକମାତ୍ର  ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର  ଅଛ ି।
ତେଣୁ ଦତ୍ତ ବର୍ଗ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A କର୍ଣ୍ଣୀକରଣୀୟ ନୁହେଁ ।

[ଦତ୍ତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A କର୍ଣ୍ଣୀକରଣୀୟ, ହେବାପାଇଁ ଏହାର ନଶି୍ଟିତ ଭାବେ 2ଟ ିର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ରହବିା 
ଆବଶ୍ୟକ ] 
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ଉଦାହରଣ 5.26 ଦର୍ଶାଅଯେ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A =  କର୍ଣ୍ଣୀକରଣୀୟ ଅଟେ ।

ସମାଧାନ: ଆମେ ଯେଉଁଭଳ ିଉଦାହରଣ 5.4 ପଷୃ୍ଠାରେ କରଥିିଲେ ସେହ ିଉପାୟରେ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ଏବଂ ଆଇଗନ 
ଭେକ୍ଟର  ପ୍ରଥମେ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କରବିା । 

ଏହା ପରେ, କର୍ଣ୍ଣୀକରଣ ପରୀକ୍ଷା କରବିା ।
ଯେହେତୁ A ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର 3ଟ ି ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ଅଛ,ି ତେଣୁ ଦତ୍ତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ କର୍ଣ୍ଣୀକରଣୀୟ ଅଟେ । 

ଉଦାହରଣ 5.27 ଦତ୍ତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A = ର କର୍ଣ୍ଣୀକରଣ କ୍ଷମତା ପରୀକ୍ଷା କର । 

ସମାଧାନ: ଉଦାହରଣ 5.5 ସଦୃଶ ସମାଧାନ କରବିା ଏହାପରେ  କର୍ଣ୍ଣୀକରଣ ପରୀକ୍ଷା କରବି ।
ଯେହେତୁ, A ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର 3ଟ ିର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ଅଛ,ିତେଣୁ ଦତ୍ତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ କର୍ଣ୍ଣୀକରଣୀୟ ଅଟେ । 
ଉଦାହରଣ 5.28 ର�ୈଖିକ ଅପରେଟର  T : R2 → R2 ପାଇ ଁT(x, y) = (–5x + 2y, 2x – 2y) Tର  କର୍ଣ୍ଣୀକରଣକ୍ଷମତା 

ପରୀକ୍ଷା କର।
ସମାଧାନ : ଦତ୍ତ T(x, y) = (–5x + 2y, 2x – 2y)

R2 ର ମାନକ ଆଧାର ସହ ଥିବା ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A =  ଅଟେ ।

ବର୍ତ୍ତମାନ ଉଦାହରଣ 5.6 ସଦୃଶ ଆମେ ସମାଧାନ କରବିା, 
ଏହାପରେ, ଯେହେତୁ T ର  2ଟ ିର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର୍ ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ଅଛ,ି ତେଣୁ T କର୍ଣ୍ଣୀକରଣୀୟ ଅଟେ  ।

[ଏହପିର ିଭାବରେ , ବଦି୍ୟାର୍ଥୀମାନେ କର୍ଣ୍ଣୀକରଣୀୟ ଅବଧାରଣ ଉପରେ ଆଧାରତି ଅଧିକ ପ୍ରଶ୍ନାବଳୀ ଅଭ୍ୟାସ 
କରପିାରବିେ ]

ପ୍ରଶ୍ନାବଳୀ 5.3

1.	 ଦର୍ଶାଅଯେ ଦତ୍ତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଗୁଡକି କର୍ଣ୍ଣୀକରଣୀୟ	 i.	 A = 	 ii.A = 

2.	 ଦର୍ଶାଅ ଯେ ଦତ୍ତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ  A = କର୍ଣ୍ଣୀକରଣୀୟ ନୁହେଁ । 

3.	 A =  ର କର୍ଣ୍ଣୀକରଣୀୟ କ୍ଷମତା ପରୀକ୍ଷାକର ।
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4.	 ଦତ୍ତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A =  କର୍ଣ୍ଣୀକରଣୀୟ କ ିନୁହେଁ । ଉପଯୁକ୍ତ କାରଣ ଦର୍ଶାଇ ନଜି ଉତ୍ତରକୁ ସମର୍ଥନ 
କର

ଉତ୍ତର ମାଳା 

3.	 କର୍ଣ୍ଣୀକରଣୀୟ
4.	 .ହଁ, କର୍ଣ୍ଣୀକରଣୀୟ,ଯେହେତୁ ପ୍ରତ୍ୟେକ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟର, A.M  = ପ୍ରତ୍ୟେକ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ G.M ।
5.6  	 ଅନ୍ତର୍ଗୁଣ ଫଳ ସ୍ପେଶ୍
ଏକ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍ ଏବଂ ଏହାର ସଂଜ୍ଞାକୃତ ଅନ୍ତର୍ଗୁଣ ଫଳ କୁ ଅନ୍ତର୍ଗୁଣଫଳ ସ୍ପେଶ୍ କୁହାଯାଇଥାଏ ।

ଦୁଇଟ ିଭେକ୍ଟର  ଏବଂ  ର ଅନ୍ତର୍ଗୁଣଫଳ କୁ <u, v> କମି୍ୱା(u, v) ଭାବରେ ସଚୂତି କରାଯାଏ ।

ଦୁଇଟ ିଭେକ୍ଟର  ଏବଂ  ସ୍କାଲାର ଗୁଣନ ଆମକୁ ଜଣାଅଛ ି। ସେହପିର ିଆମେମଧ୍ୟ ଦୁଇଟ ିସ୍ତମ୍ଭ ଭେକ୍ଟରର 
ଅନ୍ତର୍ଗୁଣଫଳକୁ  ନମି୍ନୋକ୍ତ ଭାବେ ବ୍ୟାଖ୍ୟା କରପିାରବିା <u, v> = uT . v 

ଏହାକୁ ଆମେ    ରମ�ୌଳକି ଧର୍ମକୁ ଆାଧାର କର ିସାଧାରଣ ବାସ୍ତବ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍ ଉପରେ ପ୍ରୟ�ୋଗ 
କରପିାରବିା । 

ମନେକର, ବାସ୍ତବ ଫିଲ୍ଡ R ଉପରେ u ଏବଂ v ଦୁଇଟ ିସ୍ତମ୍ଭ ଭେକ୍ଟର ,

	 u =	  ଏବଂ v = 

ତେଣୁ	 <u, v> =	uT v

	 =	(x1, x2, ..., xn) 

	 =	(x1y1 + x2y2 + ... + xnyn)

ଏହାକୁ Rn  ପାଇଁ ମାନକ (Standard) ଅନ୍ତର୍ଗୁଣଫଳ କୁହାଯାଏ |
ସଂଜ୍ଞା: ମନେକର ପିଲ୍ଡ F ଉପରେ V ଏକ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍ ଅଟେ । ମନେକର a, b ∈ F ଦ୍ୱୟ ଯାଦୃଚ୍ଛିକ ସ୍କେଲାର ଅଟନ୍ତି  
ଏବଂ u, v, w ∈ V  ତ୍ରୟ ସ୍ୱଚ୍ଛ ଭେକ୍ଟର ଅଟନ୍ତି | ଯଦ ିନମି୍ନୋକ୍ତ ସ୍ୱୀକାର୍ଯ୍ୟକୁ ସଦି୍ଧ କରୁଥିବା ଏକ ଫଳନ <, > V × V 
→ F   ହୁଏ ତେବେ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ V କୁ ଏକ ଅନ୍ତର୍ଗୁଣଫଳ ସ୍ପେଶ୍ କୁହାଯାଏ 
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1.	 <u, v> = , ଅର୍ଥାତ୍ (v] u) ର ସମ୍ମିଶ୍ର ସଯୁଗ୍ମୀ
2.	 <u, u> ≥ 0 ଏବଂ <u, u> = 0 ଯଦ ିଏବଂ କେବଳ ଯଦ ି u = 0
3.	 <au + bv, w> = a < u, w > + b < v, w >

ଗୁଣଧର୍ମ (1), (2), (3) କୁ ସଦି୍ଧ କରୁଥିବା ଫଳନ ,< >  କୁ V ରେ ଅନ୍ତର୍ଗୁଣଫଳ କୁହାଯାଏ ।

ମନ୍ତବ୍ୟ: 
1.	 ଏକ ବାସ୍ତବ ଅନ୍ତର୍ଗୁଣଫଳ ସ୍ପେଶକୁ ୟୁକ୍ଲିଡୀୟ ସ୍ପେଶ କୁହାଯାଏ ଏବଂ ଏକ ସମ୍ମିଶ୍ର ଅନ୍ତର୍ଗୁଣଫଳ ସ୍ପେଶକୁ ୟୁନଟିାର ି

ସ୍ପେଶ୍ କୁହାଯାଏ ।
2-ଯଦ ିF = R (ଫିଲ୍ଡ ବାସ୍ତବ ହ�ୋଇଯାଏ), ତେବେ ସ୍ୱୀକାର୍ଯ୍ୟ (1) ଏହା ପ୍ରକାଶ କରେଯେ <u, v> =<v, u> 

3.	 ଯେହେତୁ <u, v> =   ⇒  <u, u> =  

ଯାହା ପ୍ରକାଶ କରେ କ ି<u, u> ଏକ ବାସ୍ତବ ସଂଖ୍ୟା ଏବଂ ଏଥିପାଇଁ  ସ୍ୱୀକାର୍ଯ୍ୟ (2) ବୁଝାଇଥାଏ ।

5.6.1 ଅନ୍ତର୍ଗୁଣଫଳ ସ୍ପେଶ୍‍ର ଗୁଣଧର୍ମ 
ମନେକର V ଏକ ଅନ୍ତର୍ଗୁଣଫଳ ସ୍ପେଶ। ଯଦ ିa, b, c ∈ F ତ୍ରୟ ଯାଦୃଚ୍ଛିକ ସ୍କେଲାର ଏବଂ u, v, w ∈ V 
ତ୍ରୟ  ଯାଦୃଚ୍ଛିକ ଭେକ୍ଟର ହ�ୋଇଥାଏ ତେବେ ଦର୍ଶାଅ ଯେ ନମି୍ନୋକ୍ତ ଫଳ ସତ୍ୟ ଅଟେ :,

i.	 <au, v> = a <u, v>			   ii.  <u, av> =  <u, v>
iii.	 <u, bv + cw> =  < u, v > +  <u, w>	 iv.  <o, v> = 0
v.	 <u, v> = 0 ∀ v ∈ V ⇒ u = 0

ସମାଧାନ: i. ଏକ ଅନ୍ତର୍ଗୁଣଫଳ ସ୍ପେଶ୍ ପାଇଁ ଆମେ ଜାଣିଛୁ ଯେ,
	 <au + bv, w> =	a <u, w> + b <v, w>� ...(1)

(1)	ରେ b = 0 ନେଲେ, ଆମେ ପାଉ,�
	 <au, w> =	a <u, w> + 0 <v, w>      [ସ୍ୱୀକାର୍ଯ୍ୟ (3) ଦ୍ୱାରା ]
	 =a <u, w>
\	 <au, v> =	a <u, v>

ii.	 <v, au> =	< >

	 =	  = 

	 =	 � [ସ୍ୱୀକାର୍ଯ୍ୟ (1) ଦ୍ୱାରା ]

u ଏବଂ v କୁ ଅଦଳବଦଳ କଲେ, ଆମେ ପାଉ,
	 <u, av> =	 <u, v>

iii.	 <u, bv + cw> =	< >

	 =	  = 

	 =	  <u, v> +  <u, w>� [ସ୍ୱୀକାର୍ଯ୍ୟ (1) ଦ୍ୱାରା]
iv.	 <0, v > =	0� (ବଦି୍ୟାର୍ଥୀ ଏହାକୁ ଚେଷ୍ଟା କରପିାରବିେ)
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v.	 <u, v> =	0 ∀ v ∈ V

କମି୍ୱା 	 <u, u> =	0� [v = u ନେବା ଦ୍ୱାରା]
⇒	 u =	0� [ସ୍ୱୀକାର୍ଯ୍ୟ (2) ବ୍ୟବହାର କର]ି

5.6.2 	ଭେକ୍ଟରର ଦ�ୈର୍ଘ୍ୟ (ନର୍ମ)
ମନେକର V ଏକ ଅନ୍ତର୍ଗୁଣଫଳ ସ୍ପେଶ ଯେକ�ୌଣସ ିଭେକ୍ଟର v ∈V ପାଇଁ, ଏହାର ନର୍ମ  ରେ ସଂଜ୍ଞାକୃତ 
କରାଯାଏ, ଏବଂ ଏହାକୁ  || v || ଭାବରେ ସଚୂତି କରାଯାଏ ।
 ଅର୍ଥାତ୍ 	 	 || v || =	

ମନ୍ତବ୍ୟ: 
1. ନର୍ମ 1 ଭେକ୍ଟରକୁ ଏକକ ଭେକ୍ଟର କୁହାଯାଏ 
2. ଭେକ୍ଟର u ଏବଂ v ମଧ୍ୟସ୍ଥ ଦୂରତ୍ୱକୁ d(u, v) ଦ୍ୱାରା ସଚୂତି କରାଯାଏ ଏବଂ ଏହା ଏପର ିଭାବରେ ବ୍ୟାଖ୍ୟା 
ହ�ୋଇଥାଏ ଅର୍ଥାତ୍ d(u, v)= || u- v ||

	 d(u, v) =	|| u – v ||

କେତେକ ସମାହତି ଉଦାହରଣ 

ଉଦାହରଣ 5.29 ମନେକର u =  ଏବଂ v =  ଦ୍ୱୟ ସ୍ତମ୍ଭ ଭେକ୍ଟର ସେମାନଙ୍କର ଅନ୍ତର୍ଗୁଣଫଳ ଓ ପ୍ରତ୍ୟେକ 

ଭେକ୍ଟରର ଦ�ୈର୍ଘ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର  ।

ସମାଧାନ : ଦତ୍ତ 	 u =	  ଏବଂv = , 

	 <u, v> =	uTv

	 =	[1  2  3] 

	 =	(1) (2) + (2) (–1) + (3) (1)

	 =	3 (u ଏବଂ v ର ଅନ୍ତର୍ଗୁଣଫଳ)

ଏବଂ 	 || u || =	

⇒	 || u ||2 =	<u, u> = uT . u

	 =	[1  2  3] 
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	 =	(1) (1) + (2) (2) + (3) (3) = 14
⇒	 || u || =	

ଏବଂ 	 || v || =	
⇒	 || v ||2 =	<v, v> = vT v

କମି୍ୱା	 =	[2  –1  1] 

	 =	(2) (2) + (–1) (–1) + (1) (1) = 4 + 1 + 1 = 6

⇒	 || v || =	

ଉଦାହରଣ 5.30   ମନେକର V(R) ଏକକ ଅନ୍ତରାଳ 0 ≤ t ≤ 1ଉପରେ ସମସ୍ତ ପଲିନ�ୋମିଆଲ୍ ମାଙ୍କର ଏକ ଭେକ୍ଟର 
ସ୍ପେଶ ଅଟେ  । ଯଦ ିf(t), g(t) ∈ V ଏବଂ V ରେ ଅନ୍ତର୍ଗୁଣଫଳର ସଂଜ୍ଞା ଏପର ିଯେ <f(t), g(t)> =  ତେବେ   
<f, g > ଏବଂ || g ||, ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର, ଯଦ ିf(t) = t2 + t – 4 ଏବଂ g(t) = t – 1.

ସମାଧାନ : ଦତ୍ତ : 	 ( ) ( ) ( ) ( )
1

0
,f t g t f t g t dt< > = ∫

	 =	 
1

2

0

( 4)( 1)t t t dt= + − −∫

	 =	
1

3

0

( 5 4)t t dt= − +∫

	 =	
14 2

0

5 4
4 2
t t t

 
= − + 

 

	 =	  = 

ଆଉମଧ୍ୟ	 || g ||2 =	<g, g>

	 =	 ( ) ( )
1

0
.g t g t dt= ∫

	 =	 ( )
1 2

0
1t dt= −∫

	 =	  = 

ଏପରଭିାବେ 	 || g || =	

ଉଦାହରଣ 5.31 ମନେକର V, [α, β] ଅନ୍ତରାଳ ଉପରସ୍ଥ ସମ୍ମିଶ୍ର ମଲୂ୍ୟାଙ୍କିତ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ଫଳନ C ରେ ଏକ ଭେକ୍ଟର 
ସ୍ପେଶ୍ ଅଟେ । V ରେ ଅନ୍ତର୍ଗୁଣଫଳ ଏଭଳ ିବାଖ୍ୟାକର ଯେ<f(t), g(t)> =  ପ୍ରମାଣ କର ଯେ V ଏକ 
ଅନ୍ତର୍ଗୁଣଫଳ ସ୍ପେଶ ଅଟେ ।
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ସମାଧାନ :  i.ଦତ୍ତ

		  ( ) ( ) ( ) ( ),f t g t f t g t dt
β

α
< > = ∫

ଆମେ ଏହାକୁ ଏପର ିଲେଖିପାରବିା

	 <f(t), f(t)> =	

	 =	

	 =	

ଏହପିର ିଭାବେ 	 <f(t), g(t)> =	

ii. ଆଉ ମଧ୍ୟ <f(t), f(t)> =	

 	 =	

ଏବଂ 	 <f(t), f(t)> =	0 ଯଦ ିଏବଂ କେବଳ ଯଦ ି| f(t)|2 = 0

   ଯଦ ିଏବଂ କେବଳ ଯଦ ି	 | f(t) | =	 0

iii.  ବର୍ତ୍ତମାନ  < a f(t) + bg(t), h(t)>

	 =	

	 =	  +  

	 =	a <f(t), h(t)> + b <g(t), h(t)>

ଏହପିର,ିଭାବେ V ଏକ ଅନ୍ତର୍ଗୁଣଫଳ ସ୍ପେଶ 

ମନ୍ତବ୍ୟ:ଯଦ ିV ସମସ୍ତ ଅବଚି୍ଛିନ୍ନ ବାସ୍ତବ ମଲୂ୍ୟାଙ୍କିତ ଫଳନମାନଙ୍କର ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍, ତେବେ  ଉପର�ୋକ୍ତ ସଂଜ୍ଞା 
ଏପର ିହେବ <f(t), g(t)> =  

କେତେକ ଉପପାଦ୍ୟ ପାଇଁ ପ୍ରୟ�ୋଗ ବହୁ ସ୍ଥାନରେ କରାଯାଇଥାଏ । ଅନ୍ତର୍ଗୁଣଫଳ ସ୍ପେଶ୍ ବଷିୟ ପଢବିା ସମୟରେ  
ବଦି୍ୟାର୍ଥୀମାନେ ଏସବୁକୁ ଜାଣିବା ବଧିେୟ ।

1.	କ� ୋଶୀ-ସ୍ୱାଜ ଅସମତା

କଥନ : ମନେକର V ଏକ ଅନ୍ତର୍ଗୁଣଫଳ ସ୍ପେଶ୍ । ତେବେ | <u, v> | ≤ || u || || v || ∀ u, v ∈V

ପ୍ରମାଣ: ଯଦ ିu = 0 ତେବେ<u, v> = <0, v> = 0
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ଏବଂ 	 || u || =	  =  = 0 		   

ସେହଭିଳ,ି ଏହ ିଅସମତା v = 0 ପାଇଁ ଫଳପ୍ରଦ ଅଟେ

ମନେକର u ≠ 0, ତେବେ|| u || ≠ 0] ଯେହେତୁ	

|| u || =	 0  ⇒   = 0
⇒	 <u, u> =	0  ⇒  u = 0

ମନେକର	 w = 	v – � ...(1)

	 <w, u> =	

	 =	<v, u> – �

	 =	<v, u> –  <u, u>� [ଯେହେତୁ  <au, v> = a <u, v>]

	 =	<v, u> –  || u ||2

	 =	<v, u> – <v, u>	
	 <w, u> =	0� ...(2)

ବର୍ତ୍ତମାନ	 	 || w ||2 =	

	 =	

	 =	

	 =	  � [ (2) ଦ୍ୱାରା]

	 =	<v, w> – 0 = <v, w>

	 =	  � [ (1) ଦ୍ୱାରା]

	 =	
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	 =	 � [ଯେହେତୁ  .z = | z |2]

ବର୍ତ୍ତମାନ 	 	 || w ||2 ≥	 0

⇒ 

⇒	 || u ||2 || v ||2 – | <u, v>|2 ≥	0

⇒ 	  || u || || v || ≥	 | <u, v> | [ଉଭୟ ପାର୍ଶ୍ୱର ବର୍ଗଫଲ ନେବାଦ୍ୱାରା]
	 ଅଥବା 	| <u, v> | ≤	 || u || || v ||

ମନ୍ତବ୍ୟ: ମନେକର u = (a1, a2)ଏବଂ v = (b1, b2), ଦ୍ୱୟ C2 ର ଯାଦୃଚ୍ଛିକ ସଦସ୍ୟ ଅଟନ୍ତି । 
ବ୍ୟାଖ୍ୟାକର <u, v> = u . v =  +  aA

ଏହା C2 ରେ ଏକ ଅନ୍ତର୍ଗୁଣଫଳ ସ୍ପେଶ୍ ଅଟେ  ।

2.	 ତ୍ରିଭୁ ଜୀୟ ଅସମତା
କଥନ: ମନେକର V ଏକ ଅନ୍ତର୍ଗୁଣଫଳ ସ୍ପେଶ୍ । ତେବେ || u + v || ≤ || u || + || v ||.

ପ୍ରମାଣ: ଆମେ ଜାଣୁ  ଯେ 	|| u + v ||2 =	 <u + v, u + v>
	 =	<u, u + v > + <v, u + v>
	 =	<u, u> + <u, v> + <v, u> + <v, v>

	 =	|| u ||2 + <u, v> +  + || v ||2

	 =	|| u ||2 + || v ||2 + 2Re <u, v> ଯେଉଁଠାରେa ବାସ୍ତବ <u, v> = <u, v> 
ପ୍ରକୃତ ଅଂଶ 	 ≤	 || u ||2 + || v ||2 + 2 || u || || v ||� [ଯେହେତୁ  ବାସ୍ତବ <u, v> ≤ | <u, v> |

� ଏବଂ| <u, v> | ≤ || u || || v ||]
	 ≤	[ || u || + || v ||]2

କମି୍ୱା 	 || u + v ||2 ≤	[|| u || + || v ||2

ତେଣୁ 	 || u + v || ≤	 || u || + || v ||

5.6.3 ଲମ୍ୱୀୟ ଭେକ୍ଟର
ମନେକର V ଏକ ଅନ୍ତର୍ଗୁଣଫଳ ସ୍ପେଶ୍ । ଏକ  ଭେକ୍ଟର u ∈ V କୁ v ∈ V ପ୍ରତ ିଲାମ୍ୱୀୟ କରାଯାଇପାରବି, ଯଦି
			ଯ   ଦ ି <u, v> =	 0

5.6.4 	 ଅର୍ଥୋନର୍ମାଲ୍ ଭେକ୍ଟର   
ଏକ ଅନ୍ତର୍ଗୁଣଫଳ ଗୁଣନ ସ୍ପେଶ୍ ର ଦୁଇଟ ିଭେକ୍ଟର u ଏବଂ v କୁ ଅର୍ଥୋନର୍ମାଲ କରାଯାଇପାରବି, ଯଦି
i.	 <u, v> = 0

ii.	 u ଏବଂ v ପ୍ରତ୍ୟେକଙ୍କର ନର୍ମ 1 ହେବ



ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍ II  |  443

ମନ୍ତବ୍ୟ:
i.  0 ⊥ u ∀ u ∈ V

ii.	 u ⊥ u, ଯଦ ିଓ କେବଳ ଯଦ ିu = 0, ଯେଉଁଠାରେ u ∈ V
iii.	 u ⊥ v  ⇒  v ⊥ u ପାଇ ଁu, v ∈ V

iv.	 u ⊥ v  ⇒  αu ⊥ v, ଯେକ�ୌଣସ ିଏକ ସ୍କାଲାର α ∈ F ଏବଂ u, v ∈ V. ପାଇଁ

କେତେକ ସମାହତି ଉଦାହରଣ 

ଉଦାହରଣ 5.32 ଯଦ ିଭେକ୍ଟର  u1 = (1, 2i, i), u2 = (0, 1 + i, 1), u3 = (2, 1 – i, i) ∈ C3,ତେବେ
i.ସମମସ୍ତ ଭେକ୍ଟର ui ର ନର୍ମ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର
ii.	 ଦର୍ଶାଅ ଯେ ଭେକ୍ଟର  v = (1 – i, –1, 1 – i), u1 ଉଭୟ u1 ଏବଂ u2 ପ୍ରତ ିଲାମ୍ୱୀୟ ଅଟେ।
iii.	 ଏଭଳ ିଏକ ଭେକ୍ଟର ପ୍ରାପ୍ତି କର ଯାହା ଉଭୟ u i ଏବଂ ପ୍ରତ ିଲାମ୍ୱୀୟ ହେବ ।
ସମାଧାନ : i. u i ର ନର୍ମ 
	 || u1 || =	  = 

	 || u2 || =	  = 

	 || u3 || =	  = 

[  C3 ରେ ଯଦ ିu = (a, b, c) ତେବେ <u, u> = ]

	 ii. , u1 ଏବଂ u2 ଭେକ୍ଟର v ପ୍ରତ ିଲାମ୍ୱୀୟ ହେବ ଯଦ ି<v, u1> = 0 ଏବଂ<v, u2> = 0.

		  ବର୍ତ୍ତମାନ	 <v, u1> =	(1 – i) (1) + (–1) (–2i) + (1 – i) (–i)
			   =	1 – i + 2i – i – 1 = 0 

		  ଆଉମଧ୍ୟ 	 <v, u2> =	0� (ବଦି୍ୟାର୍ଥୀ ପରୀକ୍ଷା କର ିପାରବିେ) 

	 iii.	 ମନେକରu = (a, b, c) ଏକ ଭେକ୍ଟର ଯାହା u1 ଏବଂ u3 ପ୍ରତ ିଲାମ୍ୱୀୟ ହେବ ।	

	 \	 <u, u1> =	 0 ଏବଂ<u, u3> = 0

		  ବର୍ତ୍ତମାନ 	 <u, u1> = 0 	⇒	 a(1) + b(–2i) + c(–i) =	0
					     a – 2ib – ic =	0� ...(1)

		  ଏବଂ 	 <u, u3> = 0 	⇒	 a(2) + b(1 + i) + c(–i) =	0
					     2a + (1 + i)b – ic =	0� ...(2)

	  (1) ଏବଂ (2), କୁ ସମାଧାନ କର ିଆମେ ପାଇବା

			    3 1 5
a b c

i i i
= =

− + − +

			  ଏହପିର ିଭାବେ u1 ଏବଂ u3 ଉଭୟଙ୍କ ପାଇଁ ଲାମ୍ୱୀୟ ଭେକ୍ଟର  u = (–3 + i, –i, 1 + 5i)
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ଉଦାହରଣ 5.33 ମନେକର u = (1, 2, –1), v = (2, 1, 4) ଏବଂ w = (3, –2, –1)ତ୍ରୟ, R3 ରେ ଅଛନ୍ତି । ତେବେ
i.ଦର୍ଶାଅ ଯେ ସେମାନେ R3 ପାଇଁ ମାନକ ୟୁକ୍ଲିଡୀୟ ଅନ୍ତର୍ଗୁଣଫଳରେ ସ୍ପେଶ ଗଠନ କରନ୍ତି, କନି୍ତୁ  ଅର୍ଥୋନର୍ମାଲ ସେଟ୍ 
ଗଠନ କରନ୍ତି ନାହିଁ ।
ii.ସେମାନଙ୍କୁ  ଭେକ୍ଟର ସେଟକୁ ପରବିର୍ତ୍ତନ କର ଯାହାକ ିR3 ପାଇଁ ମାନକ ୟୁକ୍ଲିଡୀୟ ଲାମ୍ୱୀୟ ଅନ୍ତଗୁର୍ଣ ଫଳ ସ୍ପେଶରେ 
ଭେକ୍ଟରମାନଙ୍କର ଏକ ଅର୍ଥୋନର୍ମାଲ ସେଟ୍ ଗଠନ କରବିେ।

ସମାଧାନ : ଦତ୍ତ  u = (1, 2, –1), v = (2, 1, 4), w = (3, –2, –1)
i.	 <u, v> =	(1) (2) + (2) (1) + (–1) (4) = 0

ଏବଂ 	 <v, w> =	(2) (3) + (1) (–2) + (4) (–1) = 0

\	 || u || =	

ତେଣୁ ଦତ୍ତ ଭେକ୍ଟର ଗୁଡକି ଅର୍ଥୋନର୍ମାଲ ସେଟ ଗଠନ କରନ୍ତି ନାହିଁ

ii. 	   =	

	  =	

 ଏବଂ 	  =	

\ ଅର୍ଥୋନର୍ମାଲ ଭେକ୍ଟରର ସେଟ ହେଉଛ।ି

	      ଏବଂ .

5.7 ଗ୍ରାମ-ସ୍କିମିଡ ଲାମ୍ବିକୀ କରଣ ପ୍ରକ୍ରିୟା
କଥନ: ପ୍ରତ୍ୟେକ ସସୀମ ମାତ୍ରା ଅନ୍ତର୍ଗୁଣଫଳ ସ୍ପେଶ ର ଏକ ଅର୍ଥୋନର୍ମାଲ ଆଧାର ଅଛ ି।
ପ୍ରମାଣ: ମନେକର V(F) ଏକ n ମାତ୍ରିକ ଅନ୍ତର୍ଗୁଣଫଳ ସ୍ପେଶ । 
ମନେକର S = {u1, u2, ... un}, V ର ଏକ ଆଧାର ।
ଯେହେତୁ ପ୍ରତ୍ୟେକ ଅର୍ଥୋନର୍ମାଲ ସେଟ୍ ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ହ�ୋଇଥାନ୍ତି ଏବଂ [V]ର ମାତ୍ର = n ତେଣୁ V ର ଏକ ଲାମ୍ୱୀୟ  

ଆଧାର ତଆିର ିକରବିାପାଇଁ ଏହା ଯଥେଷ୍ଟ ଅଟେ |
ବର୍ତ୍ତମାନ, S ଏକ ଆଧାର ହ�ୋଇଥିବାର, ଏହା ର�ୈଖିକଭାବେ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଅଟେ |
\	 ui ≠ 0, i =	1, 2, ..., n ପାଇ ଁ

ମନେକର v1 = u1 ତେବେ v2 ଏହଭିଳଭିାବେ ବ୍ୟାଖ୍ୟା କର 

	 v2 =	 u2 – 
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ବର୍ତ୍ତମାନ 	 	v2 =	 0

⇒ 	 u2 =	  = v1 ର ସ୍କାଲାର ଗୁଣିତକ 

କନି୍ତୁ 	 u2 =	u1 ର ସ୍କାଲାର ଗୁଣିତକ� [   v1 = u1]

⇒  (u1, u2) ର�ୈଖିକ ଭାବେ ନରି୍ଭରଶୀଳ ଅଟନ୍ତି
ଯାହାକ ିଏକ ବରି�ୋଧାଭାଷା ଯେହେତୁ {u1, u2} ଏକ ର�ୈଖିକ ଭାବେ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ସେଟ୍ ର ଉପସେଟ୍ ଅଟେ ।
ଏହପିର ିଭାବେ 	 v2 ≠	 0

ତାପରେ	 	<v2, v1> =	 <u2 – , v1>

	 =	<u2 – , u1 >� [   v1 = u1]

	 =	<u2, u1> –  <u1, u1>� [   <u1, u1> = || u1 ||2]

⇒	 <v2, v1> =	<u2, u1> – <u2, u1> = 0

⇒  v2, ପ୍ରତ ି v1 ଲାମ୍ୱୀୟ ଅଟେ ଏବଂ  (v1, v2) ଏକ ଲାମ୍ୱୀୟ ସେଟ୍ ଅଟେ ।

ସଂଜ୍ଞାଯକ୍ତ କର 	 	 v3 =	 u3 –  = u3 – 

ପୁନର୍ବାର	 v3 ≠	0 ଯେହେତୁ v3 = 0  ⇒  {u1, u2, u3} ର�ୈଖିକଭାବେ ନରି୍ଭରଶୀଳ ।

କନି୍ତୁ  {u1, u2, u3}ର�ୈଖିକ ଭାବେ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ସେଟ୍ S ର ଉପସେଟ୍ ହ�ୋଇଥିବା ହେତୁ ।ର�ୈଖିକଭାବେ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ହେବ

ତେବେ 	 	<v3, v1> =	 <u3 –  – , v1 >

	 =	<u3, v1> – 

=	 <u3, v1> – <u3, v1> – 0 = 0� [   <v1, v1> = || v1 ||2 ଏବଂ <v2, v1> = 0]

ଏହପିରଭିାବେ <v3, v2> = 0 = <v3, v1> ଯେତେବେଳେ	 <vi, vj> =0, i ≠ j ଏବଂ i, j = 1, 2, 3

ଏହପି୍ରକାରରେ, ଆମେ n ଭେକ୍ଟର ସମହୂ ର ଏକ ଲାମ୍ୱୀୟ ସେଟ୍ {v1, v2, ... vn} ତଆିର ିକରପିାରବିା ।

	 wi =	  ନଆିଯାଉ

ତେବେ {w1, w2, ..., wn}, V ରେ ଏକ ଅର୍ଥୋନର୍ମାଲ ସେଟ ହେବ ।
ଯେହେତୁ ଅନ୍ତର୍ଗୁଣଫଳ ସ୍ପେଶରେ ଭେକ୍ଟରମାନଙ୍କର  ଏକ ଅର୍ଥୋନର୍ମାଲ ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର  ସେଟ୍, ତେଣୁ {w1, w2, ..., 

wn} ର�ୈଖିକଭାବେ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଅଟେ ଅଧିକନ୍ତୁ  [V] = n] ଏହପିର ିଭାବେ {w1, w2, ..., wn}, V ର ଏକ ଅର୍ଥୋନର୍ମାଲ ଆଧାର 

ପ୍ରସ୍ତୁତ କରେ ।
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କେତେକ ସମାହତି ଉଦାହରଣ 

ଉଦାହରଣ 5.34  ଗ୍ରାମ-ସ୍କିମିଡ ଲାମ୍ବିକୀକରଣ ପ୍ରକ୍ରିୟା ଦ୍ୱାରା  u1 = (1, 1, 1), u2 = (–1, 1, 0) ଏବଂ u3 = (1, 2, 

1) ଦ୍ୱାରା ଉତ୍ପନ R3 ର ଆଧାରକୁ ରୂପାନ୍ତରକର । 
i.	 ଲମ୍ବୀୟ ଆଧାର (v1, v2, v3)କୁ ରୂପାନ୍ତର କର ।
ii.	 ଅର୍ଥୋନର୍ମାଲ ଆଧାର  (w1, w2, w3) କୁ ରୂପାନ୍ତର କର । 
ସମାଧାନ: i. ମନେକର u1 = (1, 1, 1), u2 = (–1, 1, 0) ଏବଂ u3 = (1, 2, 1)

\	 || u1 ||2 =	3, || u2 ||2 = 2, || u3 ||2 = 6

ତେବେ 	 v1 =	u1 = (1, 1, 1)

ଏବଂ 	 <u2, v1> =	0, <u3, u1> = 4, <u3, u2> = 1

ବ୍ୟାଖ୍ୟା କର 	 	v2 =	 u2 –  = u2 – 0

	 v2 =	u2 = (–1, 1, 0)

ଏବଂ 	 v3 =	u3 –  – 

	 =	u3 – u1 – � [\ v1 = u1, v2 = u2]

	 =	(1, 2, 1) –  (1, 1, 1) –  (–1, 1, 0)

	 =	

ତେଣୁ ଲମ୍ବୀୟ ଆଧାର  ହେବ 

ii.	 || v1 | | =	|| u1 || = 

	 || v2 || =	|| u2 || = 

	 || v3 || =	  = 

ତେଣୁ, ଅର୍ଥନର୍ମାଲ ଆଧାର {w1, w2, w3} ହେବ ।

	  =	

	 =	
1 1 1 1 1 6, , , , ,0 , 6, 6,

33 3 3 2 2
      − −            
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ଉଦାହରଣ 5.35 ମନେକର R ରେ ଘାତ ≤ 2 ର R[x] ର ପଲିନ�ୋମିଆଲ V ଏକ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ। V ରେ ଏକ 
ଅନ୍ତର୍ଗୁଣ ଫଳ ସେଶ ଏପର ିଭାବେ ବ୍ୟାଖ୍ୟା ହ�ୋଇଛଯିେ, ଯେପରକିି

			   <f(x), g(x)> =  dx

ଯଦ ି{1, x, x2}, V ର ଏକ ଆଧାର ହୁଏ, R ରେ V ର ଏକ ଅର୍ଥୋନର୍ମାଲ ଆଧାର ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ।
ସମାଧାନ: ଏଠାରେ {1, x, x2}, V ର ଏକ ଆଧାର ଅଟେ ।
ମନେକର 	 u1 =	 1, u2 = x, u3 = x2

ମନେକର R ରେ V ର ଏକ ଅର୍ଥୋନର୍ମାଲ ଆଧାର ପାଇବା ପାଇଁ, ଆମେ ଗ୍ରାମ-ସ୍କିମିଡ ଲାମ୍ବିକୀକରଣ ପ୍ରକ୍ରିୟା ପ୍ରୟ�ୋଗ 
କରୁ ।

ବର୍ତ୍ତମାନ	 || u1 ||2 =	<u1, u1> =  =  = 1

ଏହପିର ିଭାବେ	 || u2 ||2 =	<u2, u2> =  = 

	 || u3 ||2 =	<u3, u3> = 

	 v1 =	u1 ନଆିଯାଉ

∴	 v2 =	

	 =	  = 

ଏହପିରଭିାବେ 	 || v2 ||2 =	<v2, v2>

	 =	

	 =	  = 

	 ଏବଂ 	 	 v3 =	

	 =	

1 1
2 2

0 02

1 1.1 .1 .  
2 2

11
12

x dx x x dx x
x

      − −      
      = − −

∫ ∫

 

=  

ଏବଂ	 || v3 ||2 =	<v3, v3>

	 =	

1
2 2

0

1 1 
6 6

x x x x dx   = − + − +   
   ∫
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5 4 3 3 3 2 36 180
x x x x x 

= − + − + = 
 

ତେଣୁ 231 2
1 2 3

1 2 3

1 1 11, 12 , 3 20
|| || 1 || || 2 || || 6

vv vw w x w x x
v v v

   = = = = = − = = − +   
   

ତେଣୁ, ଆବଶ୍ୟକୀୟ ଅର୍ଥୋନର୍ମାଲ ଆଧାର 

	 {w1, w2, w3} =	 .

ପ୍ରଶ୍ନମାଳା 5.4

1.	 (1, 0, 1), (1, 0, –1) ଏବଂ (0, 3, 4) ଦ୍ୱାରା ପ୍ରସ୍ତୁତ ହ�ୋଇଥିବା R3 ର ମାନକ ଅନ୍ତର୍ଗୁଣଫଳ ଭିତ୍ତିକ ଏକ 
ଅର୍ଥୋନର୍ମାଲ ଆଧାର ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର 

2	 ଦର୍ଶାଅ ଯେ       ଏବଂ  ଭେକ୍ଟର ଦ୍ୱୟ ଲମ୍ବୀୟ ଅଟନ୍ତି ।

3.	 ମନେକର ଘାତ ≤ 2 ରେ ପଲିନ�ୋମିଆଲ R[x] ର, R ରେ ଏକ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ V ଅଟେ । V ରେ ଏକ 
ଅନ୍ତହର୍ଗୁଣଫଳ ଏହପିରଭିାବେ ସଂଜ୍ଞାଯକ୍ତ କର ଯେପରକି<ିf (x), g(x) > = 

	 ଯେଉଁଠାରେ f(x), g(x) ∈ V ଗ୍ରାମ-ସ୍କିମିଡ ଲାମ୍ୱିକୀକରଣ ପ୍ରକ୍ରିୟା  ପ୍ରୟ�ୋଗ କର ିVର ଏକ ଲମ୍ବୀୟ ଆଧାର ନରି୍ଣ୍ନୟ 
କର । 

4	 ସେଟ୍ u1 = (1, 2, 1), u2 = (2, 1, 4) ଏବଂ u3 = (4, 5, 6) ରୁ ଏକ ଅର୍ଥୋନର୍ମାଲ ସେଟ୍ ଗଠନ କର ।
5.	 k ର ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଦ୍ଧାରଣ କର ଯେପରକି ିନମି୍ନୋକ୍ତ ପରପି୍ରକାଶ ଏକ ଅର୍ନ୍ତଗୁଣଫଳ ହେବ ।		

	 (u, v) =	u1v1 – 3u1v2 – 3u2v1 + ku2v2

	 u =	(u1, v1) ଏବଂ v = (u2, v2) in R2

6.	 ଏକ ଭେକ୍ଟର V = (x, y, z) ∈ R3 ରେ ନରି୍ଣ୍ନୟ କର ଯେପରକି ିV ମାନକ ଅନ୍ତର୍ଗୁଣଫଳ ଭିତ୍ତିକ (1, 0, 0) ଓ (–1, 

2, 0) ପ୍ରତ ିଲମ୍ୱ ହେବ।
7.	 ଏଭଳ ିଏକ ଭେକ୍ଟର V = (x, ୟ, ଜେଡ୍)∈R3 ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ଯେପରକି ିV ,ମାନକ ଅନ୍ତଃଗୁଣନ ଅନୁସାରେ (1, 0, 

0) ଏବଂ (–1, 2, 0) ପ୍ରତ ିV ଲମ୍ବ ହେବ 
8.	 ମନେକର u = (1 + i,  i, –1), v = (1 + 2i, 1 – i, 2i), <u, v> ଏବଂ <v, u> ନରି୍ଦ୍ଧାରଣ କର ।
	  <u, v>, <v, u> ସହ ସମତୁଲ କ ି? ଏହା ପରୀକ୍ଷାକର 
i.	 <u, v> = 			   ii.  <u, v> + <v, u> = 2Re <u, v>

iii	 <u, v> – <v, u> = 2Im <u, v>

2
4
3

 
 
 
  

5
4

2

 
 − 
  
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ଉତ୍ତର ମାଳା

1.	 ( )1 1 1 1,0, , ,0, , 0,1,0
2 2 2 2

    
−    

    
	 3.	 ( )21 3 5, , 3

2 8
1

2
x x

  − 
  

4.	 1 2 1 2 5 8 7 2 3, , , , , , , ,
6 6 6 93 93 93 62 62 62

 − − −     
      
      

5.	 k > 9	 6.	 (0, 0, z), z ∈ R	 7.	 <u, v> = 2 + 2i, <v, u> = 2 – 2i
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	• ଆକର୍ଷଣୀୟ ତଥ୍ୟ
	• ର�ୈଖିକ ବୀଜଗଣିତ ର ଭାଷାରେ ବଶିେଷ ଆପେକ୍ଷିକତାର ଅବକଳନ ଅଧିକ ସ୍ୱାଭାବକି ଅଟେ | ପ୍ରକୃତରେ, 
ଆଇନଷ୍ଟାଇନଙ୍କ ଦ୍ୱିତୀୟ  ତଥ୍ୟ ଭିତ୍ତିକ ିସ୍ୱୀକାର୍ଯ୍ୟ ଦର୍ଶାଇଥାଏ ଯେ ଆଲ�ୋକ ଲରେଣ୍ଟଜ୍ ରୂପାନ୍ତରର ଏକ ଆଇଗନ 
ଭେକ୍ଟର । ଏହ ିଦସ୍ତାବଜି ପୂର୍ଣ୍ଣ ଉପ୍ତତ୍ତି ବାବଦରେ ବସି୍ତୃତ ଭାବେରେ ବର୍ଣ୍ଣନାକରେ https://people.math.
rochester.edu/faculty/chaessig/students/Adams(S10).pdf

	• ସ୍ପେକ୍ଟ ର୍ାଲ୍ କ୍ଲଷ୍ଟରଂି: ଏହା ଉଭିଦ ଓ ଜୀବବଜି୍ଞାନ,ମେଡକିାଲ ଇମେଜଙି୍ଗି ,ବ୍ୟବସାୟ ଓ ମାର୍କେଟଂି, ଫେସବୁକ୍‍ରେ 
କ୍ଷେତ୍ରଗୁଡକି ମଧ୍ୟରେ ସଂଯ�ୋଗକୁ ବୁଝବିା,କମି୍ୱା ଅପରାଧ ବଜି୍ଞାନ, ଆଧୁନକି ଡାଟା ବଶି୍ଲେଷଣର କ୍ଲଷ୍ଟରଂି ଏକ 
ଗୁରୁତ୍ୱପୂର୍ଣ୍ଣ ଅଂଶ । ଏହା କ�ୋଳାହଳପୂର୍ଣ୍ଣ ଡାଟା ସେଟ୍‍ରେ ଗୁରୁତ୍ୱପୂର୍ଣ୍ଣ ଉପଗ�ୋଷ୍ଠୀ କମି୍ୱା ପ୍ରତରୂିପ ପାଇବାକୁ  
ଅନୁମତ ିଦେଇଥାଏ । ସ୍ପେକ୍ଟ ର୍ାଲ କ୍ଲଷ୍ଟରଂି ଏହଭିଳ ିଏକ ପଦ୍ଧତ ିଯାହା ଏକ ନେଟ୍୍ୱାର୍କ ଗ୍ରାଫର ଆାଇଗନ୍‍ ମଲୂ୍ୟ 
ବ୍ୟବହାର କରେ । ଏପରକି,ି ଲାପଲାସଆିନ୍ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ର ଦ୍ୱିତୀୟ ସର୍ବନମି୍ନ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟର ଆଇଗନ୍ ଭେକ୍ଟର 
ଆମକୁ ଏକ ନେଟ୍୍ୱାର୍କର ଦୁଇଟ ିସର୍ବୋଚ କ୍ଲଷ୍ଟର ଖ�ୋଜବିାକୁ ଅନୁମତ ିଦେଇଥାଏ ।

	• ମାତ୍ରୀୟତା ହ୍ରାସ/ପିସଏି: ମଖୂ୍ୟ ଉପାଦାନ A′ A ର ସର୍ବୋଚ୍ଚ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ଅନୁରୂପ ଅଟେ ,ଏବଂ ଏହା ଏକ 
କ୍ଷୁଦ୍ରତମ ମାତ୍ରା ବଶିଷି୍ଟ ଅତସିମତଳ ଉପରେ ସର୍ବନମି୍ନ ବର୍ଗ ଅଭିକ୍ଷେପଣ କରଥିାଏ, ଏବଂ ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର 
ଅତସିମତଳ ର ଅକ୍ଷରେ ପରଣିତ ହୁଏ । ମେସନି ଲର୍ଣ୍ଣିଙ୍ଗ ଓ ଡାଟା ବଶି୍ଲେଷଣରେ ମାତ୍ରୀୟତା ହ୍ରାସ ଅତ୍ୟନ୍ତ 
ଉପଯ�ୋଗୀ,  ଯେହେତୁ ଏହା ଜଣକୁ ଏହକିଥା ବୁଝବିାକୁ ଅନୁମତ ିଦଏି କ ିଡାଟାରେ ଅଧିକାଶଂ ଭିନ୍ନତା କେଉଁଠାରୁ 
ଆସଥିାଏ ।

	• ସହଯ�ୋଗାତ୍ମକ ପୂର୍ବାନୁମାନ ପାଇଁ ନମି୍ନ ରାଙ୍କ ଉତ୍ପାଦକ ନରି୍ଣ୍ଣୟ: - ନେଟଫ୍ଲିକ୍ସ ପୂର୍ବାନୁମାନ କରେ କ ିଏପର୍ଯ୍ୟନ୍ତ 
ନଦେଖିଥିବା ଏକ ଚଳଚତି୍ର ପାଇଁ ତୁମେ କେଉଁ ମଲୂ୍ୟାୟନ ଦେବ। ଏହା svd କୁ  ଉପଯ�ୋଗ କରେ ଓ A′Aର  
ସର୍ବନମି୍ନ  ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟକୁ ବ୍ୟବହାର କରଦିେଇଥାଏ ।

	• ଗୁଗୁଲ୍ ପେଜ୍ ରାଙ୍କ ଆଲଗ�ୋରଦିମ୍:  ଇଣ୍ଟରନେଟ୍ ଗ୍ରାଫର ସର୍ବୋଚ୍ଚ ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ଦେଖାଏ ଯେ  ପଷୃ୍ଠାଗୁଡକି  
କପିର ିରାଙ୍କ  ହ�ୋଇଛ ି।

ଭିଡଓି ସଂଯ�ୋଗ

ଆନ୍ତଃ ଗୁଣନ 
ଏବଂ ଲମ୍ବ 

କ�ୋଣୀୟତା
   

ଗ୍ରାମ-ସ୍କିମିଡ 
ଲାମ୍ବିକୀ 
କରଣ
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	• ବାସ୍ତବ ଜୀବନରେ ପ୍ରୟ�ୋଗ
	• ସଂକ୍ରାମକ ର�ୋଗ କପିର ି ବ୍ୟାପଥାଏ, ଏହାର ଅଧ୍ୟୟନରେ ମ�ୌଳକି ପୁନଃଉତ୍ପାଦନ ସଂଖ୍ୟା (Ro) ଏକ ମଳୂ 
ସଂଖ୍ୟା ଅଟେ । ଯଦ ି ଏକ ସଂକ୍ରମିତ ବ୍ୟକ୍ତିକୁ ସଂପୂର୍ଣ୍ଣଭାବେ ଏକ ସଂବେଦନଶୀଳ ଲ�ୋକମାନଙ୍କ ମଧ୍ୟରେ 
ରଖିଦଆିଯାଏ । ତେବେ (Ro) ହେଉଛ ିଲ�ୋକମାଙ୍କର ହାରାହାର ିସଂଖ୍ୟା ଯାହାକ ିଜଣେ ସାଧାରଣ ସଂକ୍ରମିତ 
ବ୍ୟକ୍ତି ସଂକ୍ରମଣ ହେବ।  ସଂକ୍ରମଣର ସଷୃ୍ଟିସମୟ, tg ହେଉଛ,ି ଜଣଙ୍କ ଠାରୁ ଅନ୍ୟ ଜଣଙ୍କୁ  ସଂକ୍ରମିତ ହେବା 
ପର୍ଯନ୍ତ । ଏକ ବଷିମ ଜନସଂଖ୍ୟାରେ ପରବତ୍ତୀ ପିଢୀର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ବ୍ୟଖ୍ୟା କରେ ଯେକ ି tg ସମୟ ବତିଯିିବା 
ପରେ, ଜନସଂଖ୍ୟାର କେତେଜଣ ବ୍ୟକ୍ତି ସଂକ୍ରମିତ ହେବେ । ତେବେ, ପରବର୍ତ୍ତୀ ପିଢୀ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ସର୍ବୋଚ୍ଚ 
ଆଇଗନ ମଲୁ୍ୟ Ro । ଏହପିର ି ଭାବେ କ�ୋର�ୋନା ଭୁତାଣୁ ର ସଂକ୍ରମଣ କ୍ଷମତା ଗଣନା କରାଯାଇଛ।ି

	• ପ୍ରତବିମି୍ୱ ପ୍ରକ୍ରିୟାକରଣରେ,ପ୍ରକ୍ରିୟାକୃତ ମଖୁର ପ୍ରତବିମି୍ୱ ଭେକ୍ଟର ଭାବରେ ଦେଖାଯାଇପାରେ,ଯାହାର ଉପାଦାନ 
ଗୁଡକି ପ୍ରତ୍ୟେକ ପିକ୍ସେଲର ଉଜ୍ଜଳତା ପିକ୍ସେଲ ମାନଙ୍କର ସଂଖ୍ୟା ହେଉଛ,ି ଏହ ିଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶର ମାତ୍ରା । ମଖୁର 
ସାମାନ୍ୟକୃତ ଚତି୍ରର ଏକ ବଡ ସେଟ ସହତି ଜଡତି କ�ୋଭାରଆିନ୍ସ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟରକୁ ଆଇଗନ ଫେସ 
କୁହାଯାଏ । ଏହା ମଖୂ୍ୟ ଉପାଦାନ  ବଶି୍ଲେଷଣର ଏକ ଉଦାହରଣ ଅଟେ ।ଏହା ଯେକ�ୌଣସ ିମହୁଁର ପ୍ରତବିମି୍ୱକୁ  
ସେମାନଙ୍କ ମଧ୍ୟରୁ କେତେକର ଏକ ର�ୈଖିକ ସଂଯ�ୋଗ ରୂପରେ ପ୍ରକାଶ କରବିା ପାଇଁ ବହୁତ ଉପଯ�ୋଗୀ ଅଟେ । 
ବାୟେମେଟ୍ରିକସର ମଖୁ  ଚହି୍ ନିବା ଶାଖାରେ , ଆଇଗନ ଫେସ୍ ଚହି୍ନଟ ପାଇଁ ମଖୁର ଡାଟା ସଂକ�ୋଚନ କରବିାକୁ ଏକ ମାଧ୍ୟମ 
ପ୍ରଦାନ କରେ । ହାତର ଇଶାରାକୁ ନରି୍ଦ୍ଧାରଣ କରୁଥିବା ଆଇଗନ୍ ଦୃଷ୍ଟି ସଷି୍ଟମ ସମ୍ୱର୍ଦ୍ଧିତ ଗବେଷଣା ମଧ୍ୟ କରାଯାଇଛ ି।

	• ଏହ ିଧାରଣା ସଦୃସ, ଆଇଗନଧ୍ୱନ ିଏକ ଭାଷାରେ ଶଦ୍ଦ ପର ି, ଏକ ନରି୍ଦ୍ଦିଷ୍ଟ ଉଚ୍ଚାରଣର  ମାନବ ଉଚ୍ଚାରଣ ସମୟରେ  
ହେଉଥିବା ପରବିର୍ତ୍ତନଶୀଳତାର ସାମାନ୍ୟା ଦଗିକୁ ପ୍ରତନିଧିିତ୍ୱ କରେ । ଏହପିର ିଆଇଗନ ଧ୍ୱନରି ଏକ  ର�ୈଖିକ 
ସଂଯ�ୋଗ ରେ ଆଧାର କର ିଶଦ୍ଦର ଏକ ନୂତନ ଧ୍ୱନ ିଉଚ୍ଚାରଣ ସଷୃ୍ଟି କରାଯାଇପାରବି । ଏହ ିଧାରଣାଗୁଡକି ସ୍ପିକର 
ଅନୁକୂଳନ ପାଇଁ   ସ୍ୱୟଂଚାଳତି ବାକ ଚହି୍ନଟ ପ୍ରାଣାଳୀରେ ଉପଯ�ୋଗୀ ହ�ୋଇଥାଏ ।|
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ସମାହତି କଠନି ପ୍ରଶ୍ନାବଳୀ

ଉଦାହରଣ 1 ମନେକର 5 × 5ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ 

1 2 3 4 5
5 1 2 3 4
4 5 1 2 3
3 4 5 1 2
2 3 4 5 1

A

 
 
 
 =
 
 
  

 

ଏହାର କେବଳ ଏକମାତ୍ର ବାସ୍ତାବ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟଅଛ ି। ତେବେ A ର ସେହ ିବାସ୍ତବ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।

ସମାଧାନ: ବ�ୈଶଷି୍ଟ୍ୟ ସମୀକରଣ
	 | A – lI | =	0

\	  =	0

R1 → R1 + R2 + R3 + R4 + R5 ପ୍ରକ୍ରିୟା ଦ୍ୱାରା

	  =	0

	 (15 – l)  =	0

	 (15 – l) ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ  =	0
⇒	 15 – l =	0
⇒	 l =	15

\ 15, A ର ବାସ୍ତବ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ।
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ଅନ୍ୟଏକ ଉପାୟ : 
ଯଦ ିସମସ୍ତ ଧାଡ ିବା ସ୍ତମ୍ଭର ଯ�ୋଗଫଳ ସମାନ ହୁଏ ,ତେବେ ସେହ ିଯ�ୋଗଫଳ ଉକ୍ତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସରେ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ 
ହ�ୋଇଥାଏ।

ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A ର , ଧାଡମିାନଙ୍କର  ସମଷ୍ଟି = 15

A ର ବାସ୍ତବ ଅଇଗନ ମଲୂ୍ୟ 15 ଅଟେ ।

ଉଦାହରଣ 2 ଦତ୍ତ ଅଛ ିA =  ଏବଂI =  ତେବେ A3 ର ମଲୂ୍ୟ କ'ଣ ହେବ ?

ସମାଧାନ : ଦତ୍ତ:  A =  ଏବଂ I = 

ବ�ୈଶଷି୍ଟ୍ୟ ସମୀକରଣ ହେଉଛ ି
	 [A – lI] =	0 

	  =	0

⇒	 (–5 – l) (– l) + 6 =	0

⇒	 5 l + l 2 + 6 =	0

⇒	 l 2 + 5 l + 6 =	0

ଯେହେତ , ପ୍ରତ୍ୟେକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ନଜିର ବ�ୈଶଷି୍ଟ୍ୟ ସମୀକରଣକୁ ସଦି୍ଧ କରଥିାନ୍ତି (କେଲେ –ହାମିଲଟନ୍ ଉପପାଦ୍ୟ)
\	 A2 + 5A + 6I =	0	

⇒	 A2 =	–5A – 6I� ...(1)

ଉଭୟପାର୍ଶ୍ୱରେ A ଗୁଣନ କର ି, ଆମେ ପାଇବା ,
	 A3 =	–5A2 – 6AI

	 A3 =	–5(–5A – 6I) – 6AI [ସମୀକରଣରୁ (1) ]	
A3 =	 25A + 30I – 6AI
	 A3 =	19 + 30I

ଉଦାହରଣ 3 ଏକ ବାସ୍ତବ 4 × 4 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A, ସମୀକରଣ A2 = I କୁ ସଦି୍ଧ କରେ ଯେଉଁଠକି ିl, ଏକ  4 × 4 ଏକକ 
ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ  ।  A ର ଧନାତ୍ମକ ଅଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ।

ସମାଧାନ : ଯେହେତ A ,ସମୀକରଣ A2 = I . କୁ ସଦି୍ଧ କରେ , 

A ଏକ ଇନଭଲୁଟାରୀ  ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଅଟେ ,ଏବଂ ଇନଭଲୁଟାରୀ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ± 1 ଅଟେ ।

ତେଣୁ ,  A ର ଧନାତ୍ମକ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ  = 1 
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ଉଦାହରଣ 4: ମନେକର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A =  ଯେଉଁଠକି ିa ଏବଂ b ବାସ୍ତବ ସଂଖ୍ୟା , ଏବଂb 0

 a	 A ର ସମସ୍ତ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ   ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର  ।

b.	 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A ର ପ୍ରତ ିଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ପାଇଁ ଆଇଗନ ସ୍ପେଶ୍‍  E ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ।

c.	 ଏକ ଅଣସଙି୍ଗୁଲାର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ S ଏବଂ  ଏକ କର୍ଣ୍ଣୀମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ D ନରି୍ଦ୍ଧାରଣ କର ି ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A କୁ  କର୍ଣ୍ଣୀକରଣ କର 
ଯେପରକି ିS–1AS = D ।

ସମାଧାନ : a. ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A ର  ବ�ୈଶଷି୍ଟ୍ୟ ସମୀକରଣ

	 | A – lI | =	  = 0

⇒	 (a – l)2 + b2 =	0
⇒	 (a – l)2 =	–b2

⇒	 l =	a ± bi

ତେଣୁ , ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A ର ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ l = a + bi, a – bi

b.	 . ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ l = a + bi ଭିତ୍ତିକ ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର
	 [A – (a + bi)I]X =	0

⇒	  =	

⇒	  =	

⇒	 – bix1 – bx2 =	0  ⇒  x2 = –ix1

	 bx1 – bix2 =	0  ⇒  x1 = ix2

ସମୀକରଣ ସମହୂ ର ସାଧାରଣ ସମାଧାନ,  
	 x1 =	ix2

ତେଣୁ 	 	Ea + ib =	

ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ l = a – bi ଭିତ୍ତିକ ଆଇଗନ୍ ସ୍ପେଶ୍,
 	 [A – (a – ib)I]X =	 0

⇒	  =	

⇒	  =	
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⇒	 bix1 – bx2 =	0  ⇒  x2 = ix1

	 bx1 + bix2 =	0  ⇒  x1 = –ix2

ସମୀକରଣ ସମହୂ ର ସାଧାରଣ ସମାଧାନ	x2 =	 ix1

	 Ea – ib =	  ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ଭିତ୍ତିକ ଆଇଗନ୍ ସ୍ପେଶ୍‍୍ 

c.  ବର୍ତ୍ତମାନ,  ଏବଂ  ଦ୍ୱୟ ର�ୈଖିକଭାବେ ସ୍ୱତନ୍ତ ଏବଂ ବସିତୃ ିC2 ତେଣୁ, C2 ପାଇଁ ଆଇଗନ ଆଧାର 
ଗଠନ କର ।

\	 S =	

	 | S | =	i2 – 1 = –1 – 1 = –2 ≠ 0

\	 S–1 =	

ବର୍ତ୍ତମାନ 		 D =	 S–1 AS

	 =	

	 =	

	 =	  

	 =	  = 

ଯାହାକ ିଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ a + bi ଏବଂ a – bi ଥିବା ଏକ କର୍ଣ୍ଣୀମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ।
ଉଦାହରଣ 5 ମନେକର AଏବଂB ଦ୍ୱୟ , n × n ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ । ମନେକର AଏବଂBର ସମାନ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ l1, l2 

…ln ଏବଂ ତତସହତି ସମାନ ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର X1, X2, ..., Xn  ଅଛନ୍ତି, ଯାହାକ ିର�ୈଖିକ ଭାବେ ସ୍ୱତନ୍ତ । ତେବେ A = B।
ସମାଧାନ: ମନେକର A ଏବଂ B ଦ୍ୱୟଙ୍କର n ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ଅଛନ୍ତି ଏବଂ ସେମାନେ କର୍ଣ୍ଣୀକରଣୀୟ 
। ଯଦ ିଆମେ S = [X1, X2, ..., Xn]. ନେବାତେବେ S ବ୍ୟୁତକ୍ରମୀ ଏବଂ ଆମର ଅଛ ି, 
	 S–1 AS =	D ଏବଂ S–1 BS = D

ଯେଉଁଠ ି D କର୍ଣ୍ଣୀମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଯାହାର କର୍ଣ୍ଣ ଉପାଦାନ ଗୁଡକି ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ,।

	 D =	
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ଏହା ଦର୍ଶାଏ 	 S–1AS =	D = S–1 BS

ତେଣୁ	 A =	B.

ଉଦାହରଣ 6: ମନେକର Aର, ଆଇଗନ୍ ମଲୂ୍ୟ 1 ଓ 3 ଅନୁରୂପ ଆଇଗନ୍ ଭେକ୍ଟର ଯଥାକ୍ରମେ u ଓ v ପ୍ରମାଣ କରଯେ 
u + v, ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A ର ଆଇଗନ୍ ଭେକ୍ଟର ନୁହେଁ ।
b.  ମନେକର A ଓ B ଦୁଇଟ ିବାସ୍ତବ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ, ଯେପରକି ିମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A ର ପ୍ରତ୍ୟେକ ଧାଡରି ଯ�ୋଗଫଳ 1 ଓ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ  
B ର  ପ୍ରତ୍ୟେକ ଧାଡରି ଯ�ୋଗଫଳ 2 , ତେବେ ଦର୍ଶାଅ ଯେ AB ର ଆଇଗନ୍ ମଲୂ୍ୟ 2 ହେବ।
ସମାଧାନ : ଦତ୍ତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ Aର, ଆଇଗନ୍ ମଲୂ୍ୟ ଯଥାକ୍ରମେ 1 ଓ 3 ଅନୁରୂପ ଆଇଗନ୍ ଭେକ୍ଟର ଯଥାକ୍ରମେ. uଓ v 

ତେଣୁ 	 Au =	1u� [ସଂଜ୍ଞା AX = lX]
	 Av =	3v

\	 A(u + v) =	Au + Av

⇒	 =	1u + 3v

ତେଣୁ, (u + v), ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A ର ଆଇଗନ୍ ଭେକ୍ଟର ନୁହେଁ।

b. ନଜିେ ଚେଷ୍ଟାକର । 
ଉଦାହରଣ 7  ମନେକର  A ଏକ 3 × 3 ବାସ୍ତବ ଅଣ- କର୍ଣ୍ଣୀ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A= A–1 ଦର୍ଶାଅଯେତ tr(A) = –det (A) 
= ± 1

ସମାଧାନ : ଦତ୍ତ A–1 = A  ⇒  A2 = I

ତେଣୁ:A2 ର ସମସ୍ତ ଆଇଗନ୍ ମଲୂ୍ୟ 1

ଆଉମଧ୍ୟ
\	 A2 – I =	0

କମି୍ୱା ⇒	 (A – I) (A + I) =	0

ତେଣୁ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ, Aର  ଆଇଗନ୍ ମଲୂ୍ୟ +1 ଓ -1 । 
ଯେହେତ, A2 ର ଆଇଗନ୍ ମଲୂ୍ୟ, Aର ଆଇଗନ୍ ମଲୂ୍ୱ୍ୟର ବର୍ଗ ସହ ସମାନ, 
ତେଣୁ, Aର ଆଇଗନ୍ ମଲୂ୍ୟ ହେବ +1 କମି୍ୱା -1 । 
ତେଣୁ, ତୃତୀୟ ଆଇଗନ୍ ମଲୂ୍ୟ  +1 କମି୍ୱା –1 ହ�ୋଇପାରେ । 
ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ର  ଡଟିରମିନାଣ୍ଟ, ଏହାର ଆଇଗନ୍ ମଲୂ୍ୟର ଗୁଣଫଳ ସହତି ସମାନ 
ତେଣୁ, ଡଟିରମିନାଣ୍ଟ ±1 ହ�ୋଇପାରେ। 
ଯଦ ିତୃତୀୟ ଆଇଗନ୍ ମଲୂ୍ୟ tr(A) = 1, det(A) = –1

ଯଦ ିତୃତୀୟ ଅଇଗନ୍ ମଲୂ୍ୟ –1 tr(A) = –1, det(A) = 1

ତେଣୁ tr(A) = –1, det(A) = ±1.
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ସାରାଂଶ
1.	 ମନେକର କ୍ଷେତ୍ର Fରେ, A ଏକ n-ଅର୍ଡର ର ବର୍ଗ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ, ଯଦ ିଏଠାରେ ଅବସ୍ଥିତ ଏକ ଅଣ-ଶୂନ୍ୟ ସ୍ତମ୍ଭ ଭେକ୍ଟର 

X ∈ Fn ଯେପର ିAX= X, କେବେ F ପାଇଁ,ତେବେ X ଅନୁରୂପ,  କୁ A ର ଆଇଗନ୍ ଭେକ୍ଟର କୁହାଯାଏ  
ଏବଂ  କୁ X ଅନୁରୂପ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ Aର ଆଇଗନ୍ ମଲୂ୍ୟ କୁହାଯାଏ ।

2.	 ଆଇଗନ୍ ମଲୂ୍ୟର ସମଷ୍ଟି = Trace (A)
3.	  n × n ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A କର୍ଣ୍ଣୀକରଣୀୟ ହେବ ଯଦ ିଏବଂ କେବଳ ଯଦ ିAର n ସଂଖ୍ୟକ ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର ଆଇଗନ୍ 

ଭେକ୍ଟର ଅଛ ି।
4.	 ପ୍ରତ୍ୟେକ ସସୀମ ମାତ୍ରା ଅନ୍ତର୍ଗୁଣଫଳ ସ୍ପେଶ୍‍ ର ଅର୍ଥୋନର୍ମାଲ ଆଧାର ଅଛ ି।
5.	 ଏକ ଭେକ୍ଟର uV କୁ v V  ପ୍ରତ ିଲାମ୍ୱୀୟ କୁହାଯାଏ ଯଦ ି< u, v > = 0
6.	  ଦୁଇଟ ିଭେକ୍ଟର u , v କୁ ଅର୍ଥୋନରି୍ମାଲ କୁହାଯିବ ଯଦ ି(i) < u, v > = 0 (ii) ପ୍ରତ୍ୟେକ ଭେକ୍ଟର u ଓ v ର 

ନର୍ମ 1 ହେବା ଉଚତି୍ ।

ସଂକ୍ଷିପ୍ତ ପ୍ରଶ୍ନମାଳା 

1.	 ମନେକର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ 2 0
3 5

A  
=  

   
କୁ P + Q ଦ୍ୱାରା ପରପି୍ରକାଶ କରାଯାଏ, ଯେଉଁଠାରେ  P ଏକ ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ 

ଓ Q ଏକ  ବଷିମ-ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ , ନମି୍ନଲିଖିତ ମଧ୍ୟରୁ କେଉଁଟ ିସଠକି୍ \ 

	 a.	 Q = 	 b.	 	 c.	 Q = 	 d.	 Q = 

2.	 ଏକ ଲମ୍ୱୀୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ର ସ୍ତମ୍ଭ ରୂପ 
	      a. ଲମ୍ୱ କ�ୋଣୀୟ ଭେକ୍ଟର ର  ସେଟ୍	 b.  ଅର୍ଥୋନର୍ମାଲ ଭେକ୍ଟର ସେଟ୍
	      c.  ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ର  ସେଟ୍		  d.  ଉପର�ୋକ୍ତ ସମସ୍ତ 
3.	 dim V = n ପାଇଁ ଯଦ ିT : V → V ଏକ ର�ୈଖିକ ଅପରେଟର ଓ T ର n ସଂଖ୍ୟକ ପଥୃକ ଆଇଗନ୍ ମ୍ୱଲ୍ୟ 

ଅଛ,ିତେବେ
a. T ନଶି୍ଚିତ୍ ରୂପେ ବ୍ୟୁତକ୍ରମୀ		  b.  T ନଶି୍ଚିତ୍ ରୂପେ କର୍ଣ୍ଣୀକରଣୀୟ
c. T ନଶି୍ଚିତ ରୁପେ ବ୍ୟୁତକ୍ରମୀ ଓ କର୍ଣ୍ଣୀକରଣୀୟ		  d.  T କର୍ଣ୍ଣୀକରଣୀୟ ନୁହେଁ
4.	 ମନେକର R2 ରେ T, ଏକ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍ । ଓ V ରେ T ଏକ ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ ଏପର ିଭାବେ ବ୍ୟାଖ୍ୟା 

ହ�ୋଉଛ:ି T(x, y) = (x + y, y) ତେବେ, T ର ବ�ୈଶଷି୍ଟ୍ୟ ପଲିନ�ୋମିଆଲ୍ ହେଉଛି
	 a.1 – 3x + x2             b.2 – 2x           c.1 – 2x + x2	               d.	 1 + x2

5.	 ମନେକର T : C3 → C3 ଏପର ିଭାବେ ବ୍ୟାଖ୍ୟା ହ�ୋଇଛ ିT(x, y, z) = (x + y + z, –x – y, –x – z) ଏବଂ ମାନକ 
ଅର୍ଡର ଆଧାର ଭିତ୍ତିକ M ଏକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ । M ର ଆଇଗନ୍ ମଲୂ୍ୟ

	 a.–1, i, –i           b.     1, i, –i	 c.	 1, i, i	           d.	 –1, –i, –i
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6.	 ଏକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ M ର. ଆଇଗନନ୍ ମଲୂ୍ୟ 1 ଓ 4 ଅନୁରୂପ ଯଥାକ୍ରମେ ଆଇଗନ୍ ଭେକ୍ଟର (1, –1)T ଓ (2] 1)T 
ତେବେ M ହେଉଛ ି

	 a. 	 b.	 	 c.	 	d.	

7.	 ଯଦ ିA = , ତେବେ ମ�ୋଡାଲ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ P ହେଉଛ ି। 	

   a.	  b. 	 c.	 	d.	

8.	 ଯଦ ିମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ  ର ବ�ୈଶଷି୍ଟ୍ୟ ମଳୂ l1 ଓ l2, ତେବେ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ  ର ବ�ୈଶଷି୍ଟ୍ୟ ମଳୂ ହେଉଛ ି। 

	 a.l1 +l2, l1 – l2          b.   2l1 ଏବଂ 2l2              c.     ଏବଂ 	 d.l1 + l2 ଏବଂ | l1 – l2 |

9.	 ଯଦ ିA =  ଏବଂ I = , ନମି୍ନଲିଖିତ ମଧ୍ୟରୁ କେଉଁଟ ିଶୂନ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଅଟେ ?

	 a.A2 – A – 5I         b.A2 + A – 5I          c.A2 + A – I          d.	 A2 – 3A + 5I

10.	 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ  ର ଆଇଗନ୍ ମଲୂ୍ୟ 

	 a.1, 4                 b. –1, 2      c.  0, 5     d.    2, –5

11.	 ନମି୍ନଲିଖିତ ମଧ୍ୟରୁ କେଉଁଟ ିମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ  ର ଆଇଗନ୍ ଭେକ୍ଟର ।

	 a.  [1  –2  0  0]T          b.  [0  0  1  0]T	 c.	 [1  0  0  –2]T	 d.	 [1  –1  2  1]T

12.	 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A =  ର ଆଇଗନ୍ ଭେକ୍ଟର ଏପର ିଭାବରେ ଲେଖାଯାଇଛ ି  ଓ , a + b ର ମଲୂ୍ୟ କଣ?

	 a. 0               b.         1/2                c.     1	 d.	 4

13.	 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ  ର ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ହେଉଛ ି

	 a.        [–1  1  1]T           b. [1  2  1]T	 c.	 [1  –1  2]T	 d.	 [2  1  –1]T
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14.	 ମନେକର ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ 2 3
A

x y
 

=  
 

 ଯଦ ିA ର ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ 4 ଓ 8  ତେବେ 

	 a.  x = 4, y = 10  b.  x = 5, y = 8	 c.	 x = –3, y = 9	 d.	 x = –4, y = 10

15.	 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A =  ପାଇଁ, ଆଇଗନମଲୂ୍ୟ ମଧ୍ୟରୁ ଗ�ୋଟଏି 3 ହେଲେ ଅନ୍ୟ ଦୁଇଟ ି ଆଇଗନ  
ମଲୂ୍ୟଗୁଡ଼ିକ ହେଉଛ	ି

a.	 2, –5             b.    3, –5               c. 2, 5	 d.	 3, 5

16	 ଯଦ ିA = ,ତେବେ A ର ଆଇଗନ୍ ମଲୂ୍ୟ ହେଉଛ ି

	 a.   2, 1, 0           b.  2, (1 + i), (1 – i)	 c.	 2, –1, –1	 d.	 1, –1, 0

17.	 ନମି୍ନଲିଖିତ ମଧ୍ୟରୁ କେଉଁ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ କର୍ଣ୍ଣୀକରଣୀୟ ନୁହେଁ 

	 a.	 	 b.	 	 c.	 	 d.	

18.	 ଭେକ୍ଟର (–2, 3, 7) ର ନର୍ମ କେତେ?
	 a. 	 b.	 	 c.	 7	 d. 78 	

19.	ମନେକର u = (a1, a2) ଏବଂ v = (b1, b2) ର ଯାଦୃଚ୍ଛିକ ସଦସ୍ୟ , ତେଣୁ ନମି୍ନଲିଖିତ ମଧ୍ୟରୁ କେଉଁଟ ିR2(R) ରେ  
ଅନ୍ତର୍ଗୁଣଫଳ ସ୍ପେଶ ନୁହେଁ ।

	 a.   <u, v> = a1b1 – a2b1 – a1b2 + 4a2b2	 b.	 <u, v> = a1b1 + a2b2

	 c.	 <u, v> = a1 + a2 + b1 + b2	 d.	 <u, v> = a1b1  – 2a1b2 – 2a2b1 + 5a2b2

ଉତ୍ତର ମାଳା
1.	 c		  2.	 d	 3.	 b	 4.	 c
5.	 a		  6.	 d	 7.	 b	 8.	 c
9.	 c		  10.	 c	 11.	 b	 12.	 b
13.	 b		  14.	 d	 15.	 d	 16.	 c
17.	 c		  18.	 b	 19.	 c 
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ଅସମାହତି କଠନି ପ୍ରଶ୍ନାବଳୀ

1.	 a, b ଓ c ର ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ଯେଉଁଠାରେ (1, 0, –1) ଓ (0, 1, –1) ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A =  ର ଆଇଗନ 
ଭେକ୍ଟର 

2.	 P, D ଓ A ସମ ଅର୍ଡର ର ବର୍ଗ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ, ଯେପରକି ିP ବ୍ୟୁତକ୍ରମୀ, D କର୍ଣ୍ଣୀ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଏବଂ  D = PAP–1 ଯଦ ି
An = 0 କେତେକ nN ପାଇଁ, ତେବେ ଦର୍ଶାଅ ଯେ A = 0 

3.	 ମନେକର A ଏକ n × n ବାସ୍ତବ ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଯାହାର n ଗ�ୋଟ ିପଥୃକ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ଅଛ,ି ପ୍ରମାଣ କର 
ଯେ ଏକ ଲମ୍ୱୀୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ P ରହବି ଯେପରକି ିAP = PD ଯେଉଁଠାରେ ’D ଏକ ବାସ୍ତବ କର୍ଣ୍ଣୀ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ |

4.	  ସମସ୍ତ 2 × 2 ଲମ୍ୱୀୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ କୁ ଏହ ି 1/ 3 x
A

y z
 

=  
 

 ରୂପରେ ପ୍ରଦର୍ଶନ କର।

5.	 ଏକ 3 × 3 ଲମ୍ୱୀୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ P ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ଯାହା ନମି୍ନ ପ୍ରଦତ୍ତ ଧାଡରି ଗୁଣିତକ ହେବ । 
	 a.	 (1, 2, 3) ଓ (0, –2, 3)		  b.	 (1, 3, 1) ଓ (1, 0, –1)

6.	 ମନେକର A ଏକ ବାସ୍ତବ ବଷିମ-ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ  ଅର୍ଥାତ୍ AT = – A, ନମି୍ନଲିଖିତ କଥନକୁ ପ୍ରମାଣ କର।
a. ବାସ୍ତବ ବଷିମ-ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A ର ପ୍ରତ୍ୟେକ ଆଇଗନ୍ ମଲୂ୍ୟ  0 କମି୍ବା ସମ୍ପୂର୍ଣ୍ଣ କାଳ୍ପନକି ସଂଖ୍ୟା |
b. A ର ରାଙ୍କ ଯୁଗ୍ମ । 

7.	  ଯଦ ିA,  Mn × n (F) ରେ n ପଥୃକ ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ ଅଛ,ି ତେବେ ପ୍ରମାଣ କର ଯେ A କର୍ଣ୍ଣୀକରଣୀୟ। 
8.	  ପ୍ରମାଣ କରଯେ ଆଇଗନ୍ ମଲୂ୍ୟ ଅନୁରୂପ ଦୁଇଟ ିପଥୃକ ଆଇଗନ୍ ଭେକ୍ଟର ସର୍ବଦା ର�ୈଖିକ ନରି୍ଭରଶୀଳ।

9.	 ଦତ୍ତ 2 × 2 ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ   ପାଇଁ

a.  A ର ଆଇଗନ୍ ମଲୂ୍ୟ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ।
b.  A ର ପ୍ରତ୍ୟେକ ଆଇଗନ୍ ମଲୂ୍ୟ ପାଇଁ, ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।
c.  ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ Aକୁ କର୍ଣ୍ଣୀକରଣ କର।
d.  କର୍ଣ୍ଣୀକରଣ ର ଫଳାଫଳ ବ୍ୟବହାର କର,ି ପ୍ରତ୍ୟେକ ଧନାତ୍ମକ Ak କୁ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ।
10.	 ମନେକର ସେଟ୍ {v1, v2, ..., vn} ର�ୈଖିକ ନି୍ର୍ଭରଶୀଳ ଗ୍ରାମ-ସ୍କିମିଡ ଲାମ୍ୱିକୀକରଣ ପ୍ରକ୍ରିୟା, ଏହା ଉପରେ ପ୍ରୟ�ୋଗ 

କଲେ କଣ ଘଟେ ।
11.	  ମନେକର W = (1, –2, –1, 3) R4 ରେ ଏକ ଭେକ୍ଟର, ତେବେ
. a. W⊥  ପାଇଁ ଲମ୍ୱୀୟ ଆଧାର ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର।
b. W⊥ ପାଇଁ ଅର୍ଥୋନରି୍ମାଲ ଆଧାର ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର । 

12.	 ମନେକର M = M2 × 2 ଅନ୍ତର୍ଗୁଣଫଳ < A, B > = tr(BTA). ନମି୍ନଲିଖିତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ଲମ୍ୱୀୟ ଉପାଦାନ ପାଇଁ 
ଲମ୍ୱୀୟ ଆଧାର ନରି୍ଣ୍ଣୟ କର ଯେଉଁଠାରେ a. କର୍ଣ୍ଣୀ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ b. ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ 
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 ଉତ୍ତର ମାଳା
1.	 [a = 2, b = 4, c = 4]

4.	  ଯେଉଁଠାରେ a =  ଏବଂ b = 

5.	 a.   

b. 

9. ଯେତେବେଳେ a ≠ b

	 a.	 a, b	 b.	 	 c.	 	 d.	 Ak = 

	 ଯେତେବେଳେ a = b 

	 a.	 a, a			   b.	

 	 c.	 			   d.	 Ak = 

10.	 ଯଦ ିV1 ହେଉଛ ିପୂର୍ବର ବସି୍ତୃତରିେ ପ୍ରଥମ ଭେକ୍ଟର, ତେବେ ଲାମ୍ବିକୀ କରଣ ପ୍ରକ୍ରିୟାରେ ସଂପକୃ୍ତ ଭେକ୍ଟର ଶୂନ୍ୟ 
ହେବ।

11.	 a.  u1 = (0, 0, 3, 1), u2 = (0, 5, –1, 3), u3 = (–14, –2, –1, 3)

	 b. 

12.	 a.  	 b.	

ପ୍ରକଳ୍ପ/କାର୍ଯ୍ୟକଳାପ / ବ୍ୟହାରକି
ପ୍ରକଳ୍ପ: କର୍ଣ୍ଣୀକରଣ Aର ଘାତ ନରି୍ଣ୍ଣୟ କରବିାରେ ସାହାଯ୍ୟ କରେ , ଅର୍ଥାତ୍ Aର ଘାତ  n,ଯେଉଁଠାରେ n ଏକ 

ସାଧାରଣ ପୂର୍ଣ୍ଣାଙ୍କ । ଏକ ଉଦାହରଣ ସାହାଯ୍ୟରେ ଗାଣିତକି ଭାବରେ ବ୍ୟାଖ୍ୟା କର |
କାର୍ଯ୍ୟକଳାପ: କପିର ିଏକ ର�ୈଖିକ ଅବକଳ ସମୀକରଣ ସମହୂ dx/dt=x, ଯେଉଁଠାରେ x ଏକ m x m କର୍ଣ୍ଣୀ 

ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ, ଯାହାର ଉପାଦାନଗୁଡକି ଧ୍ରୁବକର ସମାଧାନ କର୍ଣ୍ଣୀକରଣ ପ୍ରକ୍ରିୟା ଦ୍ୱାରା ହ�ୋଇପାରବି ବୁଝାଅ ? 
ବ୍ୟବହାରିକ: MATLAB  ବ୍ୟବହାରକି କର ିଘାତ  ପଦ୍ଧତ ି(ମାନକକିରଣ ସହ) ଦ୍ୱାରା ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ A  Rnxn ର 

ଆଇଗନ୍‍ ମଲୂ୍ୟ ଏବଂ ଆଇଗନ୍‍ ଭେକ୍ଟର ଗଣନା କାର୍ଯ୍ୟକାରୀ କର।
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ଅଧିକ ଜାଣନ୍ତୁ
1.	 ଯଦ ିR ରେ A, ଏକ (2 × 2) ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଏବଂ det (A + I) = 1 + Det (A) ତେବେ, ଆମେ ଉପନୀତ ହେବା 

ଯେ,
	 a.	 Det (A) = 0	 b	 A = 0	 c.	 Tr (A) = 0	 d.	 A ଅଣ ସଙି୍ଗୁଲାର 

2.	 ଯଦ ିA =  ତେବେ A9 ଗଣନା କର ।

	 a.	 511A + 510I	 b	 309A + 104I	 c.	 154A + 155I	 d.	 exp. (9A)

3.	 ମନେକର V ଏକ, ବାସ୍ତବ ପଲିନ�ୋମିଆଲ୍ ର ଏକ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍ ଯାହାର ଯାଓହାର ସର୍ବୋଚ୍ଚ ଘାତ 2, ଏକ ର�ୈଖିକ 

ଅପରେଟର ବ୍ୟାଖ୍ୟା କର ଯେପରକି ିT : V → V ପାଇଁ T(x) =  = 0, 1, 2 ଆଇଗନ୍‍ ମଲୂ୍ୟ 1 ଅନୁରୂପ, 
ଆଇଗନ୍‍ ସ୍ପେଶ୍‍ T-1ର ମାତ୍ରା ହେଉଛ,ି

	 a.	 4	 b.	 3	 c.	 2.	 d.	 1

4.	 ଯଦ ିA =  ତେବେ A50 ର ମଲୂ୍ୟ

	 a.	 	 b.	 	 c.	 	 d.	

ଉତ୍ତରମାଳା
1.	 c	 	 2.	 a	 3.	 d	 4.	 c
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CO ଏବଂ PO ପ୍ରାପ୍ତି ସାରଣୀ

ପାଠ୍ୟକ୍ରମ ସମାପ୍ତ ହେବାପରେ, ଏହ ି ପାଠ୍ୟକ୍ରମ ପାଇଁ ପାଠ୍ୟକ୍ରମର ଫଳାଫଳ, ପ୍ରୋଗ୍ରାନ ଫଳାଫଳ 
ସହତି ମ୍ୟାପ୍‍ ହ�ୋଇପାରବି ଏବଂ ବ୍ୟବଧାନକୁ ବଶି୍ଳେଷଣ କରବିାପାଇଁ POର ପ୍ରାପ୍ତି ପାଇଁ ଏକ ସହସମ୍ବନ୍ଧ 
ସଷୃ୍ଟି କରାଯାଇପାରବି। PO ହାସଲ କରବିାରେ ବ୍ୟବଧାନର ସଠକି ବଶି୍ଳଷଣ ପରେ ଏହ ିବ୍ୟବଧାନକୁ ଦୂର 
କରବିାପାଇଁ ଆବଶ୍ୟକ ପଦକ୍ଷେପ ଗ୍ରହଣ କରାଯାଇପାରେ।

CO (CO) ଏବଂ PO ପ୍ରାପ୍ତି ସାରଣୀ

ପାଠ୍ୟକ୍ରମ
ଫଳାଫଳ

ପ୍ରୋଗ୍ରାମ ଫଳାଫଳର ପ୍ରାପ୍ତି
(1- ଦୁର୍ବଳ ସହସମ୍ୱନ୍ଧ; 2- ମଧ୍ୟମ ସହସମ୍ବନ୍ଧ; 3- ଦୃଢ ସହସମ୍ବନ୍ଧ)

PO-1 PO-2 PO-3 PO-4 PO-5 PO-6 PO-7 PO-8 PO-9 PO-10 PO-11 PO-12

CO-1

CO-2

CO-3

CO-4

CO-5

CO-6

ବ୍ୟବଧାନ ବଶି୍ଳେଷଣ ପାଇଁ ଉପର�ୋକ୍ତ ଟେବୁଲ (ସାରଣୀ)ରେ ଭରାଯାଇଥିବା ତଥ୍ୟକୁ ବ୍ୟବହାର କରାଯାଇପାରବି।
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ଅନୁକ୍ରମଣିକା 
ପରମ ଅଭିସରଣ, 	 54
ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଯ�ୋଗ, 	 179
ଭେକ୍ଟରର ଯ�ୋଗ 	 183
ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ଆଡଜଏଣ୍ଟ 	 200
ତ୍ରିଭୁଜର କ୍ଷେତ୍ରଫଳ 	 195
ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍ର ଆଧାର	 284
ବଟିା ଫଳନ	 60
ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର କାନନକିାଲ ରୂପ	 211
କ�ୋଶୀଙ୍କ ମାଧ୍ୟମାନ ଉପପାଦ୍ୟ	 111
କ�ୋଶୀ ସ୍ୱାଜ ଅସମତା 	 364
ବକ୍ରତା କେନ୍ଦ୍ର,  	 3, 13
ବୃତ୍ତର ବକ୍ରତା	 3, 13
କ�ୋ-ଫ୍ୟାକ୍ଟର 	 198
ସ୍ତମ୍ଭ- ଇକେଲନ୍‍ ରୁପ	 186
ତୁଳନାତ୍ମକ ପରୀକ୍ଷା	 46
କ୍ରାମରଙ୍କ ନୟିମ	 236
କ୍ରାନ୍ତିକ ବନି୍ଦୁ	  150
ବକ୍ରତା	 2
ସୀମାଯୁକ୍ତ ସମାକଳନ	 33
କର୍ଣ୍ଣୀକରଣ                                                 353, 354
ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍ର ମାତ୍ରା	 284
ଅନୁରୂପ ସତୂ୍ର	 68
ଆଇଗନ ଆଧାର	 328
ଆଇଗନ୍‍ ସ୍ପେଶ୍‍	 328
ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ,                                            325, 326
ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର                                          325, 326
ପ୍ରାଥମିକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ	 185
ଏନ୍‍ଭଲପ୍‍, 	 17
କେନ୍ଦ୍ରଜ, 	 15
କଳନ ଗଣିତର ପ୍ରଥମ ମ�ୌଳକି ଉପପାଦ୍ୟ, 	 35
ଗାମା ଫଳନ	 55
ଗସ୍‍ ଅପସାରଣ ପଦ୍ଧତ ି                                    239, 248
ଗସ୍‍- ଜ�ୋଡାନ ପଦ୍ଧତ ି                                     243, 251
ଗ୍ରାମ-ସ୍କିମିଡ ଲାମ୍ୱିକୀ କରଣ ପ୍ରକ୍ରିୟା	 367
ସମଘାତୀ ସମୀକରଣ	 232
ଏକକ ରୂପାନ୍ତରଣ	 290 

ଅସଂଗତ ସମାକଳନ 	 42
ଅନରି୍ଣ୍ଣେୟ ରୂପ	 126
ଅନ୍ତର୍ଗୁଣଫଳ ସ୍ପେଶ୍‍ 	 359
ଅନ୍ତର୍ଗୁଣଫଳ	 183
ମ୍ୟାଟକି୍ସର ବ୍ୟୁତକ୍ରମ 	 202
ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣର ବ୍ୟୁତକ୍ରମ,	 302
ଇନ୍‍ଭ�ୋଲ୍ୟୁଟ  	 15
ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣର କର୍ଣ୍ଣେଲ 	 304
ଲ�ୋପିତାଲଙ୍କ ନୟିମ	 126
ଲାଗ୍ରାଞ୍ଜଙ୍କ ମାଧ୍ୟମାନ ଉପପାଦ୍ୟ 	 106
ର�ୈଖିକ ସଂଯ�ୋଗ	 277
ର�ୈଖିକ ନରି୍ଭରଶୀଳତା, 	 274
ର�ୈଖିକ ଫଳନ 	 290
ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ରତା 	 274
ର�ୈଖିକ ମ୍ୟାପ 	 295
ର�ୈଖିକ ବସି୍ତୁତ	ି 281
ର�ୈଖିକ ସମୀକରଣ ସମହୂ 	 222
ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ	 290
ମ୍ୟାକଲେରନିଙ୍କ ଉପପାଦ୍ୟ 	 118
ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ	 173
ଗରଷି୍ଠ	 148
ଲଘିଷ୍ଠ 	 148
ମାଇନର	 198
ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଗୁଣଫଳ 	 180
ଅସମାଙ୍ଗୀ ସମହୂ 	 223
ଭେକ୍ଟରର ମାନକ	 361
ଶୂନ୍ୟ ସ୍ପେଶ୍‍ 	 304
ଲମ୍ୱୀୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ	 348
ଲମ୍ୱୀୟ ଭେକ୍ଟର 	 366
ଅର୍ଥୋନର୍ମାଲ ଭେକ୍ଟର 	 366
ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣର ଗୁଣଫଳ 	 300
ବକ୍ରତା ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ	 3
 ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣର ବ୍ୟାପ୍ତି	 304
ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣର ରାଙ୍କ ଓ ନଲିଟ	ି 304
ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ରାଙ୍କ	 206
ର�ୋଲଙ୍କ ପ୍ରମେୟ	 99
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ଧାଡ-ିଇକେଲନ୍‍୍‍ ରୂପ	 185
କଳନ ଗଣିତର ଦ୍ୱିତୀୟ ମ�ୌଳକି ଉପପାଦ୍ୟ	 36
ବଷିମ ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ	 344
ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ବୟି�ୋଗ	 179
ଭେକ୍ଟରର ବୟି�ୋଗ	 183
ଘନାକୃତ ିପରକି୍ରମଣର ପଷୃ୍ଠ କ୍ଷେତ୍ରଫଳ	 76
ସଲିଭେଷ୍ଟରଙ୍କ ନୟିମ	 305
ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ	 344
ଟେଲରଙ୍କ ଉପପାଦ୍ୟ	 116
ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ପ୍ରକାର	 173
ଭେକ୍ଟର	 182
ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍	 268
ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସେ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍	 269
ଘନାକୃତ ିପରକି୍ରମଣର ଘଣଫଳ	 76
ଶୂନ୍ୟକ ରୂପାନ୍ତରଣ	 290
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ପରିଭାଷା
ପରମ ଅଭିସରଣ Absolute convergence

ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ ଯ�ୋଗ Addition of matrices

ଭେକ୍ଟରର ଯ�ୋଗ Addition of vector

ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ଆଡଜଏଣ୍ଟ Adjoint of a matrix

ତ୍ରିଭୁଜର କ୍ଷେତ୍ରଫଳ Area of triangle

ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍ର ଆଧାର Basis of a vector space

ବଟିା ଫଳନ Beta function

ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର କାନନକିାଲ ରୂପ Canonical form of a 
matrix

କ�ୋଶୀଙ୍କ ମାଧ୍ୟମାନ 
ଉପପାଦ୍ୟ

Cauchy’s Mean Value 
theorem

କ�ୋଶୀ ସ୍ୱାଜ ଅସମତା Cauchy’s Schwarz’s 
inequality

ବକ୍ରତା କେନ୍ଦ୍ର Centre of curvature

ବୃତ୍ତର ବକ୍ରତା Circle of curvature

କ�ୋ-ଫ୍ୟାକ୍ଟର Cofactor

ସ୍ତମ୍ଭ- ଇକେଲନ୍‍ ରୁପ Column-echeleon form

ତୁଳନାତ୍ମକ ପରୀକ୍ଷା Comparison test

କ୍ରାମରଙ୍କ ନୟିମ Cramer’s rule

କ୍ରାନ୍ତିକ ବନି୍ଦୁ Critical point

ବକ୍ରତା Curvature

ସୀମାଯୁକ୍ତ ସମାକଳନ Definite integral

କର୍ଣ୍ଣୀକରଣ Diagonalization

ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍ର ମାତ୍ରା Dimension of a vector 
space

ଅନୁରୂପ ସତୂ୍ର Duplication formula

ଆଇଗନ ଆଧାର Eigen bases

ଆଇଗନ୍‍ ସ୍ପେଶ୍‍ Eigen space

ଆଇଗନ ମଲୂ୍ୟ Eigen values

ଆଇଗନ ଭେକ୍ଟର Eigen vectors

ପ୍ରାଥମିକ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ Elementary matrix

ଏନ୍‍ଭଲପ୍‍ Envelope

କେନ୍ଦ୍ରଜ Evolute

କଳନ ଗଣିତର ପ୍ରଥମ 
ମ�ୌଳକି ଉପପାଦ୍ୟ

First Fundamental 
theorem of calculus

ଗାମା ଫଳନ Gamma function

ଗସ୍‍ ଅପସାରଣ ପଦ୍ଧତି Gauss elimination 
method

ଗସ୍‍- ଜ�ୋଡାନ ପଦ୍ଧତି Gauss Jordan method

ଗ୍ରାମ-ସ୍କିମିଡ ଲାମ୍ୱିକୀ କରଣ 
ପ୍ରକ୍ରିୟା

Gram-Schmidt 
orthogonalization 
process

ସମଘାତୀ ସମୀକରଣ Homogeneous equations

ଏକକ ରୂପାନ୍ତରଣ Identity transformation

ଅସଂଗତ ସମାକଳନ Improper integral

ଅନରି୍ଣ୍ଣେୟ ରୂପ Indeterminate form

ଅନ୍ତର୍ଗୁଣଫଳ ସ୍ପେଶ୍‍ Inner product space

ଅନ୍ତର୍ଗୁଣଫଳ Inner product

ମ୍ୟାଟକି୍ସର ବ୍ୟୁତକ୍ରମ Inverse of a matrix

ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣର 
ବ୍ୟୁତକ୍ରମ

Inverse of linear 
transformation

ଇନ୍‍ଭ�ୋଲ୍ୟୁଟ  Involute
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ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣର 
କର୍ଣ୍ଣେଲ

Kernel of L.T.

ଲ�ୋପିତାଲଙ୍କ ନୟିମ L’Hospital’s rule

ଲାଗ୍ରାଞ୍ଜଙ୍କ ମାଧ୍ୟମାନ 
ଉପପାଦ୍ୟ

Lagrange’s Mean value 
theorem

ର�ୈଖିକ ସଂଯ�ୋଗ Linear combination

ର�ୈଖିକ ନରି୍ଭରଶୀଳତା Linear dependence

ର�ୈଖିକ ଫଳନ Linear functional

ର�ୈଖିକ ସ୍ୱତନ୍ତ୍ରତା Linear independence

ର�ୈଖିକ ମ୍ୟାପ Linear map

ର�ୈଖିକ ବସି୍ତୁତି Linear span

ର�ୈଖିକ ସମୀକରଣ ସମହୂ Linear system of 
equations

ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣ Linear transformations

ମ୍ୟାକଲେରନିଙ୍କ ଉପପାଦ୍ୟ Maclaurin’s theorem

ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ Matrix

ଗରଷି୍ଠ Maxima

ଲଘିଷ୍ଠ Minima

ମାଇନର Minors

ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ଗୁଣଫଳ Multiplication of 
matrices

ଅସମାଙ୍ଗୀ ସମହୂ Non-homogeneous 
system

ଭେକ୍ଟରର ମାନକ Norm of a vector

ଶୂନ୍ୟ ସ୍ପେଶ୍‍ Null space

ଲମ୍ୱୀୟ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ Orthogonal matrix

ଲମ୍ୱୀୟ ଭେକ୍ଟର Orthogonal vector

ଅର୍ଥୋନର୍ମାଲ ଭେକ୍ଟର Orthonormal vector

ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣର 
ଗୁଣଫଳ

Product of linear 
transformation

ବକ୍ରତା ବ୍ୟାସାର୍ଦ୍ଧ Radius of curvature

ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣର ବ୍ୟାପ୍ତି Range of L.T.

ର�ୈଖିକ ରୂପାନ୍ତରଣର ରାଙ୍କ 
ଓ ନଲିଟି

Rank and nullity of L.T.

ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ରାଙ୍କ Rank of a matrix

ର�ୋଲଙ୍କ ପ୍ରମେୟ Rolle’s theorem

ଧାଡ-ିଇକେଲନ୍‍୍‍ ରୂପ Row-echeleon form

କଳନ ଗଣିତର ଦ୍ୱିତୀୟ 
ମ�ୌଳକି ଉପପାଦ୍ୟ

Second Fundamental 
theorem of calculus

ବଷିମ ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ Skew-symmetric matrix

ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ବୟି�ୋଗ Subtraction of matrices

ଭେକ୍ଟରର ବୟି�ୋଗ Subtraction of vector

ଘନାକୃତ ି ପରକି୍ରମଣର ପଷୃ୍ଠ 
କ୍ଷେତ୍ରଫଳ

Surface area of solid of 
revolution

ସଲିଭେଷ୍ଟରଙ୍କ ନୟିମ Sylvester’s law

ସମମିତ ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସ Symmetric matrix

ଟେଲରଙ୍କ ଉପପାଦ୍ୟ Taylor’s theorem

ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସର ପ୍ରକାର Types of matrix

ଭେକ୍ଟର Vector

ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍ Vector space

ମ୍ୟାଟ୍ରିକ୍ସେ ଭେକ୍ଟର ସ୍ପେଶ୍‍ Vectors in matrices

ଘନାକୃତ ିପରକି୍ରମଣର 
ଘଣଫଳ

Volume of solid of 
revolution

ଶୂନ୍ୟକ ରୂପାନ୍ତରଣ Zero transformation




